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TDOA- REVISIONS ALGEBRE

1 Sous-espaces et bases

r+3y—224+5t = 0

Exercice 1. Dans R*, montrer que '’ensemble des vecteurs (z,y, z,t) vérifiant { v+ 2y _ a4

est un sous espace vectoriel. En donner une base ainsi que sa dimension.

a -b

3b a—2b

1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de Mo (R). Que vaut dim(E) ?

Exercice 2. Soit E 'ensemble des matrices M (a,b) = ( ) lorsque (a,b) décrivent R2,

2. F est-il stable par multiplication ? Par passage & I'inverse ?

Exercice 3. Soit les ensembles

( n)GRNVTlGN, xn+3—$n+2—l‘n+1—|—xn:0}’
(zn)

xr
Tn

GRN:VnGN, xn+1+xn:0},

{
{
{

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RY.

FE
Eq
By (xn) € RY:Vn eN, Tnt2 — 2Tpt1 + T = 0}

2. Montrer que Fj et Ey sont deux sous-espaces vectoriels de E et donner une base de chacun d’eux.

3. (a) Soit (z,,) € E, on pose pour tout entier n, u, = Tpi+2 — 2Tp41 + Tn, Un = Tpn + Tptl, Wy = Tptl + Tnta-
Démontrer que ((un), (vn), (wn)) € E1 x Ey x Ey et que pour tout n € N, z,, = iun + %vn — iwn.
(b) En déduire que E; et Es sont supplémentaires dans E. Donner une base de E.

Exercice 4. Soit E 'ensemble des fonctions f, définies et continues sur [0, 400, & valeurs réelles et vérifiant la
propriété suivante : il existe un réel A > 0, un réel C' > 0 et un entier n € N tels que

pour t > A, |f(t)] < Ct".

Montrer que, muni des opérations usuelles, F est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions définies
et continues sur [0, +-o00[ & valeurs réelles.

Exercice 5. Soit £ = C*(I,R), ou I est un intervalle de R.
1. Montrer que la dérivation est un endomorphisme de E.

2. Soit (fo,..., fn) € E™ des fonctions fixées. Montrer que l'application suivante est un endomorphisme :
pour y € B, ¢(y) = Yy fo 4 L+ yfo.

3. En déduire que les solutions d’une équation différentielle linéaire y™ f, + --- 4+ ' fi + yfo = 0 forment un
sous-espace vectoriel de FE.

Exercice 6. Sur E = R, [X], pour tout k € [0,n], on définit la forme linéaire suivante :
o : P— PX(0)
Montrer que la famille (¢, ..., ¢y) est une base de L(E,R).

Exercice 7 (des familles libres 7).

1. Soit a1 < ag < --- < a, des réels. Montrer que la famille de fonctions (33 — eaix)l <i<p, €St une famille libre
de F(R,R). o
2. Soit a1 < as < --- < a, des réels. Montrer que la famille de fonctions (x = |z — ai|)1<i<n est une famille

libre de F(R,R).
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2 Applications linéaires

1 2
3 4

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme. Donner une expression simple de 'isomorphisme réciproque.

Exercice 8. Soit A = < > € Ma(R) et ¢ : M € Ma(R) — AM € M3(R).

2. Déterminer la matrice U de ¢ dans la base canonique. Calculer le rang de ¢.

3. Déterminer U ! sans la question 2.
Exercice 9. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E). On dit que u est nilpotent s'il existe un
entier € N* tel que u” = 0. Le plus petit r tel que v = 0 est appelé « indice de nilpotence » de wu.

1. Montrer que si : pour tout x € E, il existe r tel que u"(z) = 0 alors u est nilpotent.

2. On suppose u nilpotent d’indice r, montrer qu’il existe z € E tel que (ur_l(fzr), coou(x), x) soit une famille
libre.

3. Montrer que si r = n alors il existe une base B telle que

0 1 0 0
0 1 :
Matp(u) = | : I (|
: o1
0o ... ... ... 0

Exercice 10. Montrer que les applications suivantes sont linéaires (des endomorphismes le cas échéant), et
construire leurs matrices (dans les bases canoniques) :

1. @1 : R3[X] — R3[X], ®1(P) = 1 (P(X + 1) — P(X — 1)). Déterminer Ker(®;) et Im(®,).
2. &y R3[X] — R3[X], ®2(P) =3XP(X) — (X2 -1)P'(X).
3. @3: R3[X] = R3, ®3(P) = (P(0), P(1), P(—1)). Déterminer Ker(®3) et Im(P3).

Exercice 11 (pour 5/2). Soit E =C°([0,1],R) et ¢ : R — R une fonction continue. Pour tout f € E, on pose

1
pour tout z € [0,1], T(f)(z) = /0 b — 1) (1)L

Montrer que T est un endomorphisme de F.

Exercice 12. Soit F = CO([O, 1],R). Pour tout f € E, on pose

pour tout = € [0,1], u(f)(z)= /006 sin(t — x) f(t)dt.

1. Montrer que u est un endomorphisme de E (Indication : Se ramener & une intégrale sans paramétre).

2. L’endomorphisme u est-il surjectif 7
Exercice 13 (quelques résultats théoriques sur les endomorphismes). Soient u et v deux endomorphismes de
I’espace vectoriel E.

1. Montrer que uov =0 < Im(v) C Ker(u).

2. Montrer que Im(u o v) C Im(u) et Ker(v) C Ker(u ov).

3. Montrer que Im(uov) = u(Im(v)) et v(Ker(uowv)) C Ker(u). Si v est surjective, montrer que v(Ker(uov)) =

Ker(u).

Exercice 14. Soit f, g € L(F) tels que fog = go f. Pour tout A € K, on note E)(f) = Ker(f — Mdg) et
Fyx(f) =Im(f — Mldg) . Montrer que pour \ € K|

g(Ex(f)) € Ex(f) et g(Fx(f)) € Ex(f)-

En particulier (si on prend A = 0) on a g(Ker(f)) C Ker(f) et g(Im(f)) C Im(f).
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Exercice 15. Soit E un K-espace vectoriel, et (u,v) € L(E)?.
1. Montrer que Ker(u) C Ker(v o u) puis que Ker(v o u) = Ker(u) < Ker(v) N Im(u) = {0}.
2. Montrer que Im(v o u) C Im(v) puis que Im(v o u) = Im(v) < Ker(v) + Im(u) = E.

3. On suppose E de dimension finie. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(a)Ker(u) = Ker(u?) (b)E = Ker(u) ® Im(u) (¢)Im(u) = Im(u?)
On pourra procéder par double implications et doubles inclusions.

Exercice 16. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € £(E) qui commute avec tous les endomorphismes
de E :

pour tout g € L(E), fog=gof

1. Soit w € E \ {0}. Montrer que la droite vectorielle Vect(u) posséde un supplémentaire dans F, que l'on
notera H,. On précisera la dimension de H,. Nous noterons p, le projecteur sur Vect(u) parallélement a H,.

2. Montrer qu’il existe un scalaire A, tel que f(u) = Ayu (Indication : utiliser le projecteur py,).

3. Soit v € E, non nul et colinéaire au vecteur u. On note \, le scalaire tel que f(v) = A,v. Montrer que
Ay = Ay

4. Soit v € E non colinéaire au vecteur u. Montrer que A, = \,.
5. En déduire quels sont les endomorphismes de £ qui commutent avec tous les endomorphismes de E.

Exercice 17 (CCP 2012 (ODLT)). Soit E un espace vectoriel de dimension n et (fi,..., f,) une famille de n
n

formes linéaires. Montrer qu’elle est libre si et seulement si ﬂ Ker(f) = {0} (Indication : considérer ¢ : x € E —

k=
(fl(x),,fn(as)) e Km™). 1

3 Rang

Exercice 18. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, f et g € L(E). On suppose que fog = 0 et
f+ g€ GL(E). Montrer que rg(f) + rg(g) = n.

Exercice 19. Soit E, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E, F).
Montrer que si H est un sous-espace vectoriel de E alors dim (f(H)) = dim(H) — dim (H N Ker(f)).

Exercice 20. Soit E, F et G des K-espaces vectoriels de dimension finie. Soit uw € L(E, F) et v € L(F, G). Montrer
que :
rg(u) + rg(v) — dim(F) < rg(v o u) < min (rg(u), rg(v)).

On pourra considérer la restriction de u & Ker(v o u) pour démontrer I'inégalité de gauche.

Exercice 21 (d’aprés Centrale-Supélec PC). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
1. Soit f un endomorphisme de E vérifiant Ker(f) = Im(f).
(a) Montrer que n est pair et déterminer le rang de f en fonction de n.
(b) Montrer que fo f =0.
2. Soit f un endomorphisme de E vérifiant fo f =0 et n = 2rg(f).
(a) Montrer que Im(f) C Ker(f). En déduire que Ker(f) = Im(f).

(b) Montrer qu’il existe une base B de E telle que Matg(f) = <19 8), ou p =rg(f).
P
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4 Matrices

Exercice 22. Calculer les inverses (s'ils existent) des matrices :
. 111 111 1 3 3 1 0,5 0,33
1—2¢ —1 . 1 % ?
A= 142 141 1 10| C=|10 —i] D=1|3 71 ;s E=10,5 0,33 0,25
011 1 i 0 3 1 = 0,33 0,25 0,2

Exercice 23. Soit A € M,,(K) supposée non inversible. Montrer 1'existence de B non nulle dans M, (K) telle
que AB = 0.
Exercice 24. Soit A € M3(R). On note C4 = {M € M3(R) : AM = M A} le commutant de A.

1. Montrer que C4 est un espace vectoriel.

2. Déterminer le commutant des matrices suivantes :

1 00 1 00 2 00

A=10 2 0 B=1010 C=1020

0 0 3 0 0 3 0 0 2
1 10 010 1 0 O
Exercice 25 (puissances d’'une matrice). Onpose M = |0 1 1|, N = (0 0 1]etA=10 —4 10
0 01 0 00 0 -3 7

1. Calculer les premiéres puissances de M, en déduire M™ & I'aide d’une conjecture que ’on établira.

2. (a) Calculer N™ pour n € N.
(b) En posant M = I3 + N, calculer M"™ pour n € N. Vérifier que M~" = (M™)~! est donné par la méme
formule (en remplagant n par —n, bien sir...)..

Calculer A? et vérifier que A2 — 34 4 213 = 0.
En déduire que A est inversible et calculer A~

)
)
) Montrer que pour tout n € N, il existe a, et b, telles que A” = a, A + b, I3.
) Faire de méme avec n € Z.

Exercice 26.

1. Calculer les puissances successives de la matrice suivante :

0 1 0 0
0 0 1

N:
: o1
o ... ... ... 0

2. Donner la forme des puissances successives d’une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est nulle.

Exercice 27. Soit u ’endomorphisme de R? représenté dans la base Bg = (e1,e9,€3) de R3 par la matrice

0 -1 1
A=11 2 -3
1 1 =2

1. Donner une base de chacun des sous-espaces vectoriels suivant : Ker(u), Im(u), Ker(u — Id), Ker(u + Id).

2. En déduire une base (e1,2,¢3) de R? dans laquelle la matrice D représentant I’'endomorphisme u soit dia-
gonale.

3. Exprimer A en fonction de D.
4. Soit n € N, montrer que A?"*! = A et A2 = A2,

5. Déterminer les suites réelles (€, )nen, (Yn)nen €t (2n)nen définies par :

Tpt+1l = —UYn +2zn
pourn € NJ¢ yp11 = x, +2y, —32z, etxzg=1, y=2, 20=3
Zn+l = Tn +Yn —22y

4
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Exercice 28 (matrices a diagonale dominante, matrices stochastiques). 1. Soit A € M, (C) telle que, pour

tout 1, |a; ;| > Z la;,j|. Montrer que A est inversible.
J#

2. Soit A € M,,(C) telle que, pour tout i, Z la; ;| < 1. Montrer que I'équation X = AX + B, ou B € M,, 1(C)

J
est fixé, admet une solution unique X € M, 1(C).

3. Soit P une matrice stochastique, c’est-a-dire une matrice a coefficients réels positifs vérifiant Zpi’j =1

J
pour tout 7. Montrer que sup {\)\] tel que (P — AI,) n’est pas inversible} =1 et que ce sup est atteint.

Montrer que les puissances d’'une matrice stochastique sont stochastiques.

Exercice 29 (CCP 2013 Officiel de la Taupe - exo 2). Montrer que I’ensemble des matrices de M4(R) qui commutent

0000

0 00O . . .
avec A = 100 0 est un espace vectoriel, et donner sa dimension.

0100

5 Déterminants

Exercice 30. Calculer les déterminants suivants (sous la forme la plus simple possible) :

1 2 4

1 3 5 9 _3 _1 (1) a—b—c 2a 2a
D1: 2 5 8 ,DQI ,D3: 2b b—c—a 2b
4 8 12 0 171 2 2 —a—>b
9 9 6 3 c c c—a
14 a? a (0)
11 .1 a l+ad® a
1 9 0) Trouver une a 14+a2 a
Dy = . , relation , Dy =
' ' de récurrence
(0) -1 2 - . a
(0) a 14a®
5 3 (0)
Dg = 2
3
(0) 2 5
Exercice 31. Soient a, b, c € K.
a ¢ ¢ ... ¢ at+xr c+x c+x
b a ¢ ... ¢ b+x a+zx c+uw
On considére le déterminant de taillen: D =| b b a . : |.Soit f(z)=|b+z b+z a+=x
Lo S
b b ... b a b+x b+zx ... btz

pour z € K.
1. Montrer que f est une fonction de la forme f(z) = ax + 3.

2. Calculer D en supposant d’abord b # ¢, puis b = c.

c+x
c+x

c+x
a-+x

Exercice 32. Soit A € M,,(K) dont les colonnes sont désignées par (C1,...,C,). Calculer en fonction de det(A),

le déterminant de la matrice B dont les colonnes sont désignées par (Dy, ..., D,) dans les deux cas suivants :
1. Dj=> Cy 2. Dj=C;+2) Ch.
k#j k#j

Exercice 33. Soit A € M,,(K) antisymétrique. Montrer que si n est impair alors A est non inversible.
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Exercice 34.

2
1. Soit p e N, n € N* et (P, j)1<ij<n € (KP[X])n une famille de polyndomes de degré au plus p. Soit

fio €K det ((Py(e)) ) ek

1<i,j<n

Montrer que la fonction f est polynomiale de degré au plus np.

2. Soit A € M,,(K). Montrer que
f:xeKHdet(xIn—A) ek

est une fonction polynomiale unitaire de degré n.

Exercice 35 (théoréme de Cayley-Hamilton).
1. Soit p € N*, (ag,...,ap—1) € KP et A € M,(K) définie par

0 ag
1 0 ai
A= :
1 0 apo
1 ap—1

Pour X € K, calculer det(\, — A).
2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).

(a) Soit x € E non nul, et p € N* le plus grand entier tel que la famille F, = (m,u(m), e ,up_l(x)) soit
libre. Justifier que p existe, puis qu’il existe (ao,...,ap—1) € KP tel que uP(z) = apz + aqu(x) +--- +
ap—1uP~ ().

(b) On note F = Vect (Fp), montrer que I est stable par u, puis donner la matrice M dans la base F, de
I’endomorphisme de F' induit par u.

(c) On compléte la famille 7, en une base B de E. Donner la forme de la matrice de u dans la base B (on
utilisera la matrice M).
(d) En déduire que le polynéme P = X? —a, 1 XP~! — ... — a1 X — ag divise le polyndéme caractéristique
X« de u, défini par
Xu: A € K= det(Mdg — u)

(c’est bien un polynome, voir l’exercice précédent).
(e) (Pour 5/2) En déduire que x,(u)(z) = 0.

On vient donc de montrer que pour tout = € E (a priori non nul, mais pour z = 0 clest direct), on a
xu(u)(x) = 0, donc xy(u) =0 ('endomorphisme nul).
6 Produit scalaire
Exercice 36. Soit E' = M, 1(R), et notons pour A € M,,(R), &4 I’application :
Py (X,Y)eE2— XTAY e M4(R) =R

1. Montrer que ® 4 est bilinéaire.

2. Montrer que ® 4 est symétrique si et seulement si A est une matrice symétrique.

3. Montrer que si A est non inversible, ® 4 n’est pas un produit scalaire (méme si A est symétrique).
4

. Montrer que si ® 4 est un produit scalaire, toute valeur propre réelle de A est strictement positive.
. 2 1 . .
5. Si A= (1 3>, est-ce que ® 4 est un produit scalaire ?
6. Si A = (aij)i<ij<n, exprimer ®4(X,Y’) en fonction des coefficients de X et Y.

Remarque. Quand on aura vu le théoréme spectral, on saura montrer que ®4 est un produit scalaire si et
seulement si A est symétrique avec Sp(A) C R* , autrement dit si et seulement si A € S;FF(R).
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Exercice 37. Soit (n+ 1) réels, distincts ou non, notés ag, ay, ..., a,. Pour j € N, PU) designe la dérivée d’ordre j

n
du polynéme P. Montrer que 'application (P, Q) — Z P (aj)Q(j) (a;) définit un produit scalaire sur £ = R, [X].
=0

Exercice 38. Démontrer que lapplication ® de M, (R) x M,,(R) dans R définie par
(A,B) — tr(A"B)
est un produit scalaire sur My, (R).
Exercice 39.
1. Montrer que pour tous réels a et b, |ab| < %(CLZ +b%), puis (a+b)? < 24+ 202

2. (a) Montrer que l'ensemble E des suites (uy,)nen telles que Z u? converge est un R-espace vectoriel.
n>0
(b) Montrer que si uy, est le terme d’une série absolument convergente, (up)nen € E.

(c) Donner un exemple simple de suite (up)nen € E tel que Z u, diverge.

n>0
+oo
3. Soit ® : E x E'— R définie par, Vu = (up)nen € E et Vv = (vp)neny € E, ®(u,v) = Zunvn.
n=0

(a) Montrer que pour tout (u,v) € E?, ®(u,v) existe, puis que ® est un produit scalaire sur E.

(b) Pour i € N, soit e; la suite (élément de E) dont tous les termes sont nuls, sauf le i-iéme qui vaut 1.
Montrer que (e;);en est une famille orthonormée.

7 Cauchy-Schwarz

Exercice 40. Soit f € C([a,b],R) avec 0 < a < b. Montrer que :

v S o’ /ab F2()dt > (/ab tf(t)dt>

2

Dans quel cas y a-t-il égalité?

Exercice 41.

1. Soit w € C([O, 1],]1%1), montrer que pour tout f, g € C([O, 1],]R), on a :

([ f(t)g(t)w(t)dt>2 < ([ Powwa) ([ #owna)

2. Soit f:[0,1] — R de classe C! et telle que f(0) = 0. Montrer que pour tout = € [0, 1], on a :

)<z </01 (f/(t))%he) .

n n
1 .
3. Soit n réels strictement positifs x1,xo,...,x, tels que : sz = 1. Montrer Z — 2 n?. Etudier le cas
i=1 im1 Vi
d’égalité.

Exercice 42. Soit F I’ensemble des fonctions : [a,b] — R% continues et ¢ : E = R, f (fab f) <f; %)

Montrer que gcmg #(f) = (b —a)? et chercher les fonctions réalisant le minimum.
€
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8 Projeté orthogonal

Exercice 43. Soit F' = {(:):,y,z) ER3: 2 —y+ 22 = 0}. Le but est de déterminer la matrice dans la base
canonique de la projection orthogonale pr de R?® (muni du produit scalaire canonique) sur F, de trois facons
différentes :

1. D’abord en cherchant une base orthonormée de F', puis...

2. Ensuite, en déterminant directement les valeurs (z,y, z) € R3 en fonction de (a, b, ¢) € R3 telles que (z,y, ) =
pr(a,b,c), grace au fait que (x,y,2) € F et (z,y,2) — (a,b,c) € F*...

3. Enfin, en cherchant une base orthonormée de F'-, puis d’utiliser que pp + PpL = ...
Exercice 44. Calculer la valeur minimum de I, = fol (tIn(t) — at — b)th ot (a,b) € R2.

Exercice 45. Soit F un espace préhilbertien sur R. Soit p un projecteur de E. Montrer I’équivalence entre :
1. Le noyau de p et I'image de p sont orthogonaux (autrement dit, p est un projecteur orthogonal).

2. Pour tout vecteur z de E, ||p(z)|| < [|z|.

Exercice 46. Soit A € M,, ,(R) (donc A n’est a priori pas carrée!), on munit M, 1(R) du produit scalaire usuel.
1. Montrer que Ker(AT) = Im(A)* (I'orthogonal de Tm(A) dans M, 1 (R)).
2. Montrer que Ker(AT A) = Ker(A), et en déduire que AT A est inversible si et seulement si rg(A) = p.
On suppose cette condition vérifiée pour la suite.
3. Montrer que la matrice (dans la base canonique) K du projecteur orthogonal de M, 1(R) sur Im(A) est
K= A(ATA) AT,
4. Soit B € My, 1(R) et X € M, 1(R) tel que AX est le projeté orthogonal de B sur Im(A). Montrer : ||B —
AX|?=B"(I, - K)B.
Y1 rp 1
Application a la méthode des moindres carrées : si X = <Z), B=|:|etA=]|: | (derang2siles z; ne

Yn Ty 1
n

sont pas tous égaux entre eux, ce que 'on supposera), alors (a,b) minimise 1’expression Z (y;,C — (ax + b))2 si et
k=1

seulement si AX est le projeté orthogonal de B sur Im(A), donc si et seulement si X = (ATA)_lATB . La droite

y = az + b est alors la droite de régression linéaire du nuage de points ((:xk, yk))

kel,n]
9 Bases orthonormées

4
Exercice 47. Soit £ = Ry[X]| muni du produit scalaire sur (P, Q) = ZP(Z)Q(Z) [resp. (P, Q) = fol P(t)Q(t)dt].
=0
1. Montrer que ’on a bien un produit scalaire.

2. Chercher une base orthonormée de E.

Exercice 48. Soit E' un espace vectoriel euclidien, (e;);c[1,,] des vecteurs unitaires de E tels que :

n

pour tout z € E, ||z||? = Z(m,ei>2.
i=1

Montrer que la famille des (e;) forment une base orthonormé de E.

10 Divers

Exercice 49. Soit E' un espace euclidien, on note (-,-) son produit scalaire. Soit p € N* et F = (€;);e[1,5] une
famille de E vérifiant
pour tous i, j € [1,p],i # j = (e;,e5) <O

1. Montrer que : > _; Ager =0=>0_ |[Ailer = 0.
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2. Montrer que toute sous-famille de p — 1 vecteurs de F est libre.

Exercice 50. Soit E un espace euclidien et ¢ une forme linéaire sur F (i.e. une application linéaire de E dans R).
On souhaite montrer qu’il existe un unique a € E tel que, pour tout = € E, ¢(x) = (a)z.

1. Etudier le cas oul ¢ est nulle.
On suppose dans la suite ¢ non nulle.

2. On note H = Ker(¢). Montrer qu'il existe b € E de norme 1 tel que H* = Vect(b).
3. Trouver a € H* tel que pour tout = € E, ¢(x) = (a)z, puis conclure.
Exercice 51 (CCP 2013 Officiel de la Taupe - exo 2). Soient F' et G deux sous-espaces d’un espace euclidien E.

Montrer que
FCG=G+cFt (F+G)*=F'nGt (FNnG)*t=Fr+G*

3
Exercice 52 (CCP 2009 Officiel de la Taupe - exo 2). On munit R3[X] du produit scalaire (P, Q) = Z apby, ol
k=0

les ay, et by sont les coefficients de P et () respectivement.
Donner la dimension et une base de l'ensemble H des polynomes P € R3[X] tels que P(1) = 0. Donner une base
orthonormale de H.
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Solutions

Exercice 1. Notons F' ’ensemble considéré.
Pour tout (z,y,z,y) € R* on a :

z+3y—2z4+5t = 0 z+ 3y =2z—5¢ r+3y = 2z-51 N T =05z—2t
r+ 2y = 3z—4t T+2y=32—4t LoeLo—Lz | —V = z+1 y=—z—1
Donc

(x,y,2,t) € F & (x,y,2,t) = (bz = 2t,—z — t, 2,t) = 2(5,—1,1,0) + t(—2,—1,0, 1),

c’est-a-dire

F:&@rLL®+K4;LQU,@wER%:Vmﬂ@—LLWQQrLQDL
=u =v
ce qui reprouve que F est un sous-espace vectoriel de R*, car engendré par deux vecteurs de R*. De plus, (u,v) est
une famille génératrice de F.
Puis, (u,v) est libre. En effet, pour (a,b) € R?, si au + bv = 0, alors

5a —2b=10

—a—b=0
(5a — 2b, —a — b,a,b) = (0,0,0,0), et donc “ 0 ,

a =

b=

puis a = b = 0.
Donc (u,v) est une base de F, formée de deux vecteurs, donc

dim(F) = 2|

Exercice 2.

1. e Montrons que E est un sous-espace vectoriel de Ma(R).

Méthode 1 :

* Tout d’abord, on a clairement E C Ma(R).

* La matrice nulle est bien dans E (prendre a = b = 0).

* Soit My et My € E, alors il existe (a,b,a’,b') € R* avec Mj = M(a,b) et My = M(d’,¥'). Soit A € R. On
a:

AM + My, = )\M(a,b)—i—M(a',b’)

_ (e b n a =V _( Aa+d —X\b— b
- 3b a—2b 30 a =20 )~ \ 3Mb+30 Aa—2b)+ (d/ —20)
= MMa+d,\N+V)eFE

Donc E est stable par combinaison linéaire.
* Donc E est bien un sous -espace vectoriel de Ma(R).

Méthode 2 : Pour tout (a,b) € R?, on a :

M@Mza(é?)ﬂ«g 1)

—T =A

Donc
E={M(a,b), (a,b) € R*} = {al, +bA, (a,b) € R*} = Vect(I5, A).

Comme I5 et A sont deux matrices de Ma(R), on en déduit que E est un sous-espace vectoriel de Ma(R)
(en tant qu’espace vectoriel engendré par une famille d’éléments de Ma(R)), et que (I2, A) est une famille
génératrice de FE.
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e Puis, pour (a,b) € R?, si aly + bA = 0y, alors

a =

a -b\_ (00 ¢ don b=0

3b a—2v) ~\o o) oone 3 =0 ’
a—2b=0

donc a = b = 0. Donc (I3, A) est libre.
Donc (I2, A) est une base de E, est formée de deux vecteurs, donc

dim(E) = 2|

2. e Est-ce que E est stable par produit ?
Méthode 1 : Soit M et My € E, alors il existe (a,b,a’,t’) € R* avec My = M(a,b) et My = M(d’,b'), puis
My x My = M(a, b) X M(a’,b’)

B aa’ — 3bb —ab' — b(a’ — 2b')
N 3ba’ + 3(a — 2b)b’  —3bb' + (a — 2b)(a’ — 2V)

B < aa’ — 3bt’ —ab’ — ba’ + 2bV )

N 3ba’ + 3al/ — 6bb’  aa’ — 2(ab’ + ba') + bV
En posant o = aa’ — 3bb’ et 3 = ab' + ba’ — 2bY’. On a :

My x My = M(a,b) x M(a',b") = M(a,B) € E.
Donc E est stable par produit.
Remarque. On remarque que I'expression définissant o et 3 est symétrique en a et a’, et en b et b/, autrement
o M (a,b) x M(a',b') = M(ca, 3) = M(a',b') x M(a,b).
Donc les éléments de E commutent entre-eux.
Méthode 2 : Soit M; et My € E, alors il existe (a,b,a’,b') € R* avec
My = M(a,b) = aly + bA et My = M(d', V) =dI, +VA.
Alors
My x My = M(a,b) x M(d',b') = (aly + bA)(a'Ir + V' A) = ad' I + (a’b + ab') A + bb' A%

Or, on a

A2 — ( :2 i):M(—B,—2)eE,

A€ FEetly € F, et E est stable par combinaison linéaire, donc
ad'ly + (d'b+ ab') A+ bb' A € E,

soit My x My = M(a,b) x M(a',b') € E. Donc FE est stable par produit.
e Est-ce que E est stable par passage a I'inverse 7
Soit (a,b) € R?, alors
det (M(a,b)) = a® — 2ab+ 3b* = (a — b)* + 207,

donc

(a—b)?=0
det (M (a,b)) =0 & & a=b=0
(11(0.1) o

(car une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque réel est nul).
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Dong, si (a,b) # (0,0), alors la matrice M (a,b) est inversible, et

1 a—2b b
1 _ _
M(a,b)™" = (@ —b)2 + 2b2 < -3b a ) Mfe.p) € B
avec
B a—2b ot 5= —b
T a0+ 202 T la—0b)2+ 202

Donc E' est stable par passage a l'inverse.

Exercice 3. 1) e E C RN par définition.
e La suite nulle est dans E. En effet, notons (uy)nen la suite nulle, autrement dit, pour tout n € N, u,, = 0. Alors,
pour tout n € N,

Upt3 — Upt2 — Upt1 + U, =0—-0—-0+0=0,

donc on a bien (uy)pen € E.
e Soit £ = (n)nen €t ¥ = (Yn)nen € E, soit A € R, notons z = Az + y = (Azy, + Yn)nen. Pour tout entier n € N,

Znt3 = Znt2 = Zntl T 20 = (AZots + Un+s) — ATot2 + Uni2) — (ATns1 + Yny1) + (ATn + yn)
= )\(xn—i-?) — Tp42 — Tpel + xn) + Yn+3 — Yn+2 — Yn+tl + Yn

= Ax040=0

car x et y sont dans E. Donc z € E. Donc E est stable par combinaisons linéaires.

e Donc E est un sous-espace vectoriel de RY.

2) On peut faire de méme pour E; et Es. La seule chose qui change, c’est de vérifier l'inclusion Ey C E et Ey C E.
Autre fagon :

Ey = { suites (2,)nen géométriques de raison — 1} = {(xo(—l)")neN,xo € R} = Vect(((—l)”)neN)

(donc E est un sous-espace vectoriel de RY).
On vérifie que la suite ((_1)n)n€N est dans E : pour tout n € N,

(=)™ = (=)™ = ()" 4 (1) = () ((-1)° = (1)~ (-1) +1) = 0.
Donc Fj est un sous-espace vectoriel de F (en tant qu’espace engendré par un vecteur de E). De plus,

(D))

est une famille génératrice de E1, et libre car c’est une famille formée d’un seul vecteur qui n’est pas le vecteur
nul. Donc c’est une base de E;. Puis,

Ey = {(xn)nen suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r? — 2r +1 =0, i.e. (r —1)? =0}
= {(CL + bn)neN, (CL, b) € RQ}

= VeCt((l)nel\h (n)neN)
La suite (1),en est dans E, car pour tout n € N,
1-1-14+1=0.
La suite (n)pen est dans E| car, pour tout n € N,
m+3)—(n+2)—(n+1)+n=0.
Donc Fj est un sous-espace vectoriel de F (en tant qu’espace engendré par deux vecteurs de E). De plus,

((1)TLGN7 (”)neN)
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est une famille génératrice de Es. Et c’en est une base, car c’est aussi une famille libre : pour tout (a,b) € R?, si

a(1)nen + b(n)nen = (0)nen,

alors pour tout n € N, on a
a+bn =0.

En particulier, pour n = 0 et n = 1, ce qui donne

a=0
a+b=0 "~
donc a =b=0.
3a) e On a (z,)neny € E, donc pour tout n € N,

Up + Untl = Tpg3 — Tpt2 — Tptl + Tp = 0,

donc
(un)nEN S E1~

e De méme, pour tout n € N|
Unt2 — 2Un41 + Un = Tpt3 — T2 — Tptl + Tn =0,

donc
(Un)nEN € EZ'

e Idem pour (wp)n,en & un décalage d’indice preés : pour tout n € N,
Wnt2 — 2Wnpt1 + Wy = Tntd — Tng3 — Tnt2 + Tntl = T 43 — L(ng2)+1 — L(nt1)+1 T Tnt1 =0

(car la relation vérifiée par (x,,)nen est vraie pour tout entier n € N, donc en n+1 au lieu de n, puisque n+1 € N),
donc

(wn)nEN € EQ-

e Puis, pour tout n € N,

1 1 3 1
Zun + Z'Un - an = Z($n+2 — 2Ty + xn) + Z(xn + xn—l—l) - Z(l'n—i-l + mn—i—2) = Tn-

3b) e Montrons
EiNEy; C {0},

autrement dit, montrons que Fj et Fy sont en somme directe. Soit (z,)nen € F1, alors pour tout entier k£ € N,
Tht1 = —Tk.

En particulier, pour tout n € N, on peut poser k = n + 1 (c’est bien un entier), et on a

Tpto = —Tpt1 = —(—Tp) = Tn.
Or, si (n)nen est aussi dans Eo, alors pour tout entier n € N,

Tn+2 — 2Tp41 + Tp = 0,

mais Tnio = T €t Tpi1 = —yn, ce qui donne

4x, =0, donc z, = 0.

C’est vrai pour tout n € N, donc
(xn)nGN = (O)nGNy

c’est bien la suite nulle.
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e Soit (zp)nen € E, alors (avec les notations de la question précédente),

1
(xn)nEN = 1 (un)nEN + - (Un)nGN - (wn)nEN
~—— ~—— ~——

4 4
ST S S
ST €Fs
donc
(Zn)nen € E1 @ Es.
Donc

ECFEl & E,.

L’inclusion réciproque provient de ce que F; C E et E5 C E. On a donc bien
FE =F & Es.

e Comme (((—1)”) ) est une base de Ey et ((1)nen, (n)nen) une base de Es, et Ey & E; = F, on a

neN

(") s (Dmems ()ers)

base de E. Autrement dit, (2, )nen € RN est une suite récurrente linéaire d’équation caractéristique 3 —r2 —r + 1
si et seulement s'il existe (a, b, ¢) € R? avec, pour tout n € N,

Ty =a(—1)" + b+ cn.

Exercice 4. x E est inclus dans l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, +o0o[ par définition.
* La fonction nulle
f:te0,4+c[—=0eR

est dans FE car elle est continue, et pour A =0, C =0 et n =0, on a bien pour tout t > A,
lf)]=0<Ct" =0.

* Soit f et g dans E, A € R. Alors Af + ¢ est continue sur [0, 4o00| (comme combinaison linéaire de fonctions qui
le sont). De plus, on sait qu'il existe A, A’, C et C’ dans R, n et p dans N avec :

pour t > A, |f(t)] < Ct" et pour t > A’ |f(t)] < C'tP.

Alors, si on pose
A" =max(1,4,A) >1>0 et k = max(n,p) € N,

on a : pour t > A”,
If(t)] < Ct" < OtF et lg(t)] < C'tP < C'tF
(car t > 1 = t" < t¥ si n < k), et par inégalité triangulaire,
IAF(8) + 9O < IFO]+ [g(t)] < NCE + C'tP < ACHF + C'tF = C"t*

en posant

C" = |\C +C.

Comme C > 0, |A|C > 0, et comme C’ > 0, on a bien par addition C” > 0. Donc on a bien tout vérifié pour
pouvoir affirmer A\f +¢g € F.

e Donc E est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des fonctions définies et continues sur [0, +o00[ & valeurs
réelles.
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Exercice 5. 1) La dérivation est linéaire : pour tout (f,g) € E?, pour tout A € R, on a

A +g9) =A"+4"

De plus, si f € E, alors la fonction f est de classe C* sur I, donc la fonction f’ aussi, donc f’ € E. Donc la
dérivation est bien un endomorphisme de F.
2) e Soit y dans E, alors (d’aprés la question précédente, et en itérant), pour tout entier k € N, on a

y(k) eklE
aussi. Comme les fonctions fo, ..., f, sont dans E, et que (d’aprés le cours) E est stable par produit et combinaison
linéaire, on en déduit bien que

P(y) € E.

e L’application ¢ est linéaire : pour tout (y1,%2) € E?, pour tout A € R,

oAy1 +1y2) = A +y2) W f+ -+ Oy +12) i + Ayn + v2) fo

= M N e O+ ) FL 4+ O+ 92) fo

(car la dérivation est linéaire, donc par composition, la dérivée k-iéme aussi), et en développant et regroupant :

SO +12) = AW UL+ yfo) + 08 fa A b f + yafo = A(y1) + b(ya).

e Donc ¢ est bien un endomorphisme de E.
3) C’est le noyau de I'application linéaire ¢, donc est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 6. On a
dim (£(E,R)) = dim(E) x dim(R) =n + 1.

La famille (go, ..., ¢n) est formée de (n + 1) éléments de L(E,R), il suffit donc de montrer que c’est une famille
libre pour montrer que c’est une base de L(E,R).
Soit (Ao, A1y .-y )\n) € R"! sion a

Z Aok = 0g(ER),
k=0

alors pour tout P € R,[X], on a :

Prenons P =1, d’oul

3

Puis en testant avec P = X (et car A\g = 0), on a

3

0=XMd1(P)+ > Mon(P)=M\

{

¢1(P) = P'(0) = 1,

d’ott A} = 0. On continue ainsi avec X2, X3 ...

On a donc en réitérant le procédé, pour tout k € [0,n], \x = 0. Donc la famille (¢g, @1, ..., ¢n) est libre, ce qui
conclut.

Si on veut étre plus rigoureux, soit on rédige une récurrence, soit on fait un raisonnement par ’absurde, que ’on
va détailler ci-dessous :
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Supposons donc (Ao, ..., An) # (0,...,0). On peut donc considérer r, le plus petit entier de [0,n] tel que A, # 0.
On a alors A\ = 0 pour tout k € [0,r — 1], et donc, pour tout P € R,[X], on a :

> Akow(P) =
k=r

Prenons P = X" (c’est possible car r € [0,n]), alors pour k € N,

(Xr)(k) _ T(T‘—l)(T—k‘f‘l)X’r—k: ('ri'k)' - Sikg’l”
0 sik>r
et donc
or(XT) =7! et, pour k € [r + 1,n], qbk(XTH) =0.
Donc

0=> Medp(X)=Arl+ > M- 0=\,
k=r

k=r+1

ce qui donne A, = 0, contradiction. Donc (Ag, ..., A,) = (0,...,0), et donc (¢pg, P1, ..., ¢n) est libre, ce qui conclut.

Remarque. Ceci fait penser a la formule de Taylor pour les polynomes (et d’ailleurs, c’est relié...).

Exercice 7.

1. Notons, pour tout i € [1,n],
fi:x € R e%®,

Soit (A1,...,An) € R sion a
n
> Aifi =0,
i=1
alors pour tout = € R,

n
k=1

Multiplions cette derniére égalité par e~***. On a donc, pour tout z € R :

3 Agelonans — g
k=1

En faisant tendre x vers +oo, on obtient

0= lim 0=\, hm eoz—i-Z)\k lim ela—an)® — \

T—+00 T—r+00 T—r+00
~———— |
=1 =0

car a — ap < 0si k € [0,n —1]. On a donc

n—1
A =0  puis > Xifi=0.

On réitére ce principe (ou on rédige une récurrence). On a ainsi, pour tout j € [1,n], A\; = 0.
Ainsi la famille (f1,..., f,) est libre.

2. L’idée ici est que la fonction = +— |z| est dérivable sur R*, mais pas en 0. Donc, pour tout ¢ € [1,n], la
fonction
fiixz— | —a

est dérivable sur R\ {a;}, mais pas en a;.
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Soit (A1,...,A\n) € R™ sion a
D Aifi=0,
i=1

alors

n—1
Z )\2fz = _)\nfna
=1

or le terme de gauche est dérivable en a,, (par combinaison linéaire de fonctions qui le sont, car a; # a,, pour
tout i € [1,n — 1]), donc celui de droite aussi, ce qui n’est possible que si A, = 0.

On a donc

n—1
A =0 puis Z Aifi = 0.
i=1

On réitére ce principe (ou on rédige une récurrence). On a ainsi, pour tout j € [1,n], A\; = 0.
Ainsi la famille (f1,..., f,) est libre.

Exercice 8.

1. e Pour tout M € M3(R), on a
¢(M) € Ma(R)
car Ma(R) est stable par produit (et car A € My(R)).
Soit A€ Ret (M,N) € (MQ(R))Q, alors (par bilinéarité du produit matriciel) :

G(AM + N) = AAM + N) = AAM + AN = A¢(M) + ¢(N).

Donc ¢ est linéaire.
Donc ¢ est un endomorphisme de My (R).
e Soit M € Ker(¢), alors
0y = p(M) = AM.
Or, la matrice A est inversible (car det(A) = —2 # 0), donc en multipliant 'égalité précédente par A= a
gauche, on a
Op=A"1'x0=A""x AM = LM = M.

Donc
Ker(¢) C {02}.
Comme de plus ¢ est linéaire, on en déduit que ¢ est injective.
Puis, ¢ est linéaire injective, son espace de départ et d’arrivée ont méme dimension finie (a savoir 4),
donc ¢ est bijective.
Donc ¢ est un isomorphisme (et méme un automorphisme).
e Enfin, pour tout (M, B) € My(R)?,

¢(M) =B & AM =B & AT'AM = A7'B & M= A"'B,

car la matrice A est inversible. Alors on a

¢~':BeMy(R) > AT'B € My(R) |

2. La base canonique de Ma(R) est (Eq1, Ei2, Eo1, E92) (ot Ej;; est la matrice dont tous les coefficients sont
nuls, sauf celui sur la ligne i et colonne j, qui vaut 1).
Pour avoir la matrice de ¢, il suffit de calculer ¢(E11), ¢(F12), ¢(E21) et ¢(Ea2) et de les exprimer dans la
base (EII, Elg, Egl, EQQ).

10 10 10 0 0
¢<<O 0>)Z<3 O>:1<O 0>+3<1 0>:1’E1,0+3'E271.
0 1 0 1
¢(<0 0)>_<0 3)_1'E172+3'E2,2-
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Ainsi, on a :

0 0 2 0
¢(<1 0>>:(4 0):2'E1’1+4’E2’1'
0 0 0 2
¢(<0 1)):(0 4)22'E1’2+4'E272'
1020
010 2
Mat(@) =U=1 5 ( 4 ¢
030 4

Comme ¢ est un isomorphisme, on a

rg(¢) = dim (Mz(R)) = 4|,

3. % Premiére méthode de calcul de U~! : par pivot de Gauss

1 020
01 0 2
3040
0 3 0 4
10 2 0
01 0 2
00 -2 0
00 0 =2
1 020
01 0 2
0 010
0 001
1 0 00
0100
0 010
0 001

*

¢
On a

puis

¢ N (Er1) = —2E1 1+

Deuxiéme méthode :

L3<—L3—3L1,L4%L4—3L2

Ly+— —3L3 Ly+— —3L4

L3<—L1—2L3, LQ(—L2—2L4

1000
0100
0010
0001
1 0 00
0 1 00
-3 0 10
0 -3 01
10 0 0
01 0 0
3 1
2 0 =5 0
032 o -1
-2 0 1 0
0 -2 0 1

-1 _
U‘%o-%o
3 1
o 3 o -1

1 4 =2
-1_ 4
A= ( -3 1 ) ’
3 -1 3 -1
§E2,1, ¢ (Ei2) = —2E1,2+§E2,2, ¢ (Ea1) = E11—

et on retrouve bien la méme expression pour U~

Exercice 9.

1. Soit B = (ey, .

Alors, pour tout 7 € [1,n], on a

Montrons que f" = 0.

fre) = [ (M () = f7774(0) = 0.

1

2

EQ,I?

U~! est la matrice de ¢!, il suffit de calculer ¢~(E11), ¢ 1 (E12), ¢ 1(Fa1) et
L(Ey) et de I'exprimer dans la base (F11, E12, Ea1, Eo2).

¢ (Fao) = By o

.., ep) une base de E. Pour tout i € [1,n], il existe r; tel que f™(e;) = 0. Notons r = max(r;).
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n
Soit x € E. Comme B est une base, il existe (z1,...,x,) € R™ avec = Z Tie;, puis
=1

fr@)=> ziff(e)=Y z;-0=0
i=0 i=0

par linéarité de f. Donc

fr=0.
2. On veut que (u"*(z),...,u(z),z) soit une famille libre de E, donc en particulier on doit avoir u"~*(z) # 0.
Choisissons = € E tel que u”~(x) # 0 (c’est possible car u"~! # 0z (g)), montrons que (u"~(z),...,u(z), z)

est une famille libre.
Soit (Ag, A1y --., A1) € K™ tels que

r—1
Z \u'(x) = 0.
i=0

En appliquant «"~!, on a alors, par linéarité :

r—1 r—1 r—1
urfl (Z Aﬂt%l‘)) — Z)\iui+7“fl(w) — Aourfl(x) + Z )‘z uifl (UT(SC)) _ )\Our71<x)’
=0 =0 i=1 v

—

0 = u"~1(0)

car, pour ¢ € N*, , , A
" (z) = u’_l(ur(x)) = 471(0) = 0.

Comme u"~!(z) # 6, on a A\g = 0. On applique alors ensuite "2, on obtient que A\; = 0... En réitérant ce

procédé (ou en rédigeant une récurrence), on obtient que A; = 0 pour tout i € [0, — 1]. Donc on a bien une
famille libre.

Autre démonstration : par absurde. Supposons (Ao, ..., Ar—1) # (0,...,0). On peut donc considérer j,
le plus petit entier de [0, — 1] tel que A; # 0. On a alors Ay = 0 pour k € [0, — 1], et donc

r—1

Z Nt (z) =0

i=j

r—1 r—1 r—1
0= uT_j_l(ﬁ) =t Z \ul(z) | = Z AT () = /\jur_l(x)+ Z NI () = /\jur_l(a:),
i—j i—j i=j+1 T

car, pour ¢ > j + 1, , , o s
uH-r—]—l(x) — uz—j—l(ur(x)) — uz—]—l(O) =0.

Comme u"~(x) # 0, on a Aj = 0, contradiction. Donc (Ao, ..., Av—1) = (0,...,0), et la famille est bien libre.
3. B= (u”_l(:v), coou(z), :r) est une base de F, car c’est une famille libre d’aprés la question 2 et
Card(u" ! (z),...,u(z),z) = n = dim(E).
En écrivant u dans la base B, on obtient la matrice voulue.

Exercice 10. ATTENTION : P(X + 1) est une abréviation pour P o (X 4 1), et ce n’est pas un produit!. Le
produit est (X + 1)P.
1) e Pour tout (P,Q) € (Rg[X])Q, pour tout A\ € R,

P1(AP+Q) = (OP+Q)(X+1) = (AP +Q)(X -1))

= MPX+1D)-PX-1)+3QX+1)-Q(X —1))

= A0y (P) + 01(Q)

donc ®; est linéaire.
Puis, si P € R3[X], par composition et combinaison linéaire de polynémes, ®;(P) € R[X]. Il ne reste plus qu’'a
regarder le degré. Or, les régles

10
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« deg(P + Q) < max (deg(P),deg(Q)) »

et

‘ « deg(AP) = deg(P) pour A # 0 » ‘

(valables pour tout (P, Q) € R[X]? et A € R) donnent :

deg ($1(P)) < max (deg @P(X n 1)> , deg (-ip(x - 1))) — max (deg (P(X +1)),deg (P(X — 1))).

Puis, la régle

« deg (P o Q) = deg(P) x deg(Q) »

valable pour tout P € R[X] non nul et ) € R[X] non constant, donne
deg (P(X + 1)) = deg(P) x deg(X + 1) = deg(P) et deg (P(X — 1)) = deg(P) x deg(X — 1) = deg(P).

En reportant, on a alors
deg (1(P)) < max (deg(P),deg(P)) = deg(P) < 3.

Donc ®1(P) € R3[X] : @, laisse stable R3[X].
Donc @; est un endomorphisme de R3[X].
e La base canonique de R3[X] est (1, X, X2, X3). Puis,

d1(1)=0, I (X)=1, &(X?)=2X et ®y(X3) =3X? +1,

donc
01 01
00 20
A= Mat(fbl) = 000 3
00 00
x
e Soit X = Z € My,1(R), alors
t
y+t=0
22=0
X € Ker(A) & AX =04, & 5t — 0 & y=z2z=1t=0,
0=
donc
T 1 1
0 0 0
Ker(A) = 0 , reRY =< 0 , * € R % = Vect 0
0 0 0
1
Or, le polynéme qui a 8 comme matrice-colonne coordonnée dans la base canonique est le polynéme constant
0

égal & 1. Donc,

| Ker(®1) = Vect(1) = Ro[X] .

Remarquons que (1) est une famille formée d’un seul vecteur non nul, donc c¢’est une famille libre, donc dim (Ker(@l)) =
1.

11
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e Le théoréme du rang appliqué & ®; donne alors
dim (Im(®4)) = dim (R3[X]) — dim (Ker(®;)) =4 -1 =3.

Comme (1, X, X2, X?) est une base de ’espace de départ de @1, on sait

Im(®1) = Vect(®1(1), @1(X), ®1(X?), &1(X?)) = Vect(0,1,2X,3X? + 1) =| Vect(1,2X,3X* +1) |

Donc, (1, 2X,3X?2 + 1) est une famille génératrice de Im(®1), formée de trois vecteurs, et dim (Im(@l)) = 3, donc
c’en est une base.

Remarque. Comme 1, 2X et 3X2+1 sont dans Ro[X] et que Ry[X] est un espace vectoriel, on a Im(®1) C Ro[X].
Et comme dim (Im(®1)) = 3 = dim (R2[X]), on a une inclusion et I'égalité des dimension. Donc

Im(@y) = Ry[X]|

2) Pour tout (P, Q) € (R3[X])? pour tout A € R,
(AP +Q) = 3X(\P+Q)(X)— (X? = 1)(AP + Q)'(X)
= AXP(X)+AQ(X) — (X2 = 1)(A\P' + Q")(X)
= ABXP(X) - (X?-1)P'(X)) +3XQ(X) — (X* - 1)Q'(X)

= APy (P) + 02(Q)

donc @9 est linéaire.
Puis, si P € R3[X], par composition et combinaison linéaire de polynomes, ®(P) € R[X]. Il ne reste plus qu’a
regarder le degré. Ici cependant, les régles sur le degré (celles utilisées a la question précédente, plus

‘ « deg(P') < deg(P)—1» ‘,

valable pour tout P € R[X]) ne suffisent pas & conclure (si P € R3[X], on obtient juste deg (®2(P)) < 4).

Il n’est donc pas évident que P, laisse stable R3[X]. Une fagon simple de le voir est de dire que c’est la restriction
de endomorphisme P € R[X] + 3XP(X) — (X2 —1)P'(X) € R[X] (cest linéaire comme ci-dessus, et 1a c’est
évident que R[X] est laissé stable) & R3[X], et donc, puisque (1, X, X2, X3) est une base de R3[X],

Tm(®2) = Vect (@a(1), Ba(X), Ba(X?), B (X)),

et il suffit de vérifier que ces quatre polynémes sont bien dans R3[X]| pour avoir Im(®y) C R3[X].
Cela se fait par un calcul direct, qui en plus donne la matrice :

By(1) =3X,  Do(X)=2X2+1, DX =X>+2X et dy(X?) = 3X,

ce sont bien des vecteurs de R3[X], donc @2 est un endomorphisme de R3[X], et on a

A= Mat(CI)Q) =

O O w o
SN O =
— O N O
S W o o

Remarque.

1. On peut cependant montrer « a la main » que P2 est bien un endomorphisme de R3[X] : pour cela, on
considére P = aX? + bX? + cX + d un polynéme quelconque de R3[X], et on calcule :

Py(P) = 3X(aX?+bX?2+cX +d)— (X2-1)(3aX?+2bX +¢)
= 3aX*T 4 30X3 + 3cX? + 3dX —3aXT — 3bX3 — cX? 4+ 3aX? + 20X + ¢

et sous cette forme, il est direct que ®o(P) € R3[X]. Donc ®2 va bien de R3[X] dans R3[X].
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2. Pour ceux qui ne savent pas lire un énoncé, et qui cherchent le noyau et 'image de ®o, alors que c’est pas
demandé : la recherche de Ker(A) (comme a la question 1) donne Ker(A) = {04}, donc A est inversible,
donc P9 est bijective, donc

[Ker(®) = {0} et [Im(®y) = Rg[X]|

3) ®3 va bien dans R3 car P(0), P(1) et P(—1) sont des réels.
e Pour tout (P, Q) € (Rg[X])Q, pour tout A € R,

BP+Q) = (AP(0)+Q(0), AP(L) + Q(1), AP(~1) + Q(~1)
= )\(P(O),P(l),P(—l)) + (Q(O)’Q(1)7Q(_1))

= AP3(P) + 03(Q)

donc ®3 est linéaire.
e La base canonique de R3[X] est (1, X, X2, X3), et celle de R3 est ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)) Remarquons que,
pour (a,b,c) € R3 on a

(a,b,c) = a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1),

a
donc la matrice-colonne des coordonnées de (a, b, ¢) dans la base canonique de R? est [ b

c
Puis, ®3(1) = (1,1,1), ®3(X) = (0,1, 1), ®3(X?) = (0,1,1) et ®1(X?) = (0,1, 1), donc

1 0 0 O
A=Mat(®3)=(1 1 1 1
1 -1 1 -1
e Cherchons Ker(®3).
x
Méthode 1 : Soit X = z € My,1(R), alors
t
=0 =0 T = T =
XeKer(A) @ AX =01 ¢x+y+2+t=0 & r+y+z+t=0 & y+t=0 & {z=
L3<L3s+L> L2<—L2—%L3
r—y+z—t=0 20+ 22=0 r+2z=0 Y=
donc
0 0 0
—t -1 1
Ker(A) = 0 , teRY =<1 0 , x € R % = Vect
t 1 1
0
Or, le polynoéme qui a _() comme matrice-colonne coordonnée dans la base canonique est le polynéme X3 — X
1

Donc,

Ker(®3) = Vect(X? — X) |

Remarquons que (X3 — X) est une famille formée d’un seul vecteur non nul, donc c’est une famille libre, donc

dim (Ker(®3)) = 1.
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Méthode 2 : Soit P € R3[X], alors

Pe Ker(<I>3) = @3(P) = Ops

& (P(0),P(1),P(-1)) = (0,0,0)

< 0,1 et —1 sont racines de P
& (X -0)(X—-1)(X—(-1)) = X3 - X divise P (car 0, 1 et —1 sont deux a deux différents)
& Ilexiste Q € R[X] avec P = (X3 — X).Q
Mais P € R3[X], donc si Q € R[X] vérifie P = (X3 — X).Q, alors
3 > deg(P) = deg(X?® — X) + deg(Q) = 3 + deg(Q)
donne deg(Q) < 0, donc @ est constant. Donc
P € Ker(®3) < Il existe A € R avec P = A\(X® — X)

et donc

Ker(®3) = {multiples de X3 — X} = Vect (X3 - X)

Remarquons que (X 3_X ) est une famille formée d’un seul vecteur non nul, donc c¢’est une famille libre, donc
dim (Ker(®3)) = 1.
e Le théoréme du rang appliqué & ®3 donne alors
dim (Im(®3)) = dim (R3[X]) — dim (Ker(®3)) = 4 — 1 = 3 = dim(R?).

Or, Im(®3) € R3. On a donc une inclusion et 'égalité des dimensions, donc

Im(®3) = R3|.

Exercice 11. e Soit f € E. Soit x € [0, 1], alors : ¢ est continue sur R, donc la fonction
tel0,1] — o(x —t)
est continue (par composition). La fonction f est continue sur [0, 1], donc par produit, la fonction

t= oz —1)f(t)

est continue sur [0, 1], et donc l'expression T'(f)(z) existe.
e Pour tout ¢ € [0, 1], la fonction
x = p(x —t)
est continue sur [0, 1] (par composition de la fonction ¢ continue sur R, avec un polynéme), donc par produit avec
une constante, la fonction
z = ¢z —1)f(t)
est continue sur [0, 1]

e La fonction ¢ est continue sur [—1,1], [-1,1] est un segment, donc la fonction ¢ est bornée sur ce segment
(théoréeme des bornes atteintes) : il existe K € R tel que, pour tout v € [—1, 1],

[¢(u)] < K.
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Or, pour tout x € [0, 1], pour tout ¢ € [0,1], on a z — t € [—1, 1], donc

oz =) f(O)] < K[f ()]

Or, la fonction
t— K[f()]

est continue sur le segment [0, 1], donc intégrable sur ce segment. On a donc domination.

e Donc, par le théoréme de continuité des intégrales & paramétres, on en déduit que la fonction T'(f) est continue
sur [0,1]. Donc T" va de E dans E.

e Enfin, pour tout (f,g) € E?, pour tout A € R, pour tout = € [0, 1],

1 1 1
TOS +9)(w) = [ 6w~ + )0t = A [ ola =050+ [ ola - Dglt)dt = MT(1)(x) + T(o) (x)
0 0 0
par linéarité de l'intégrale convergente. Cela étant vrai pour tout € [0, 1], on peut affirmer
TAf+g)=AT(f) +T(9g)-

Donc 'application T est linéaire.
e Donc T est un endomorphisme de F.

Exercice 12. 1) e La fonction sin est continue sur R, donc pour tout = € [0, 1], la fonction
t €[0,1] — sin(t — x)
est continue. La fonction f est continue sur [0, 1], donc par produit, la fonction
t— sin(t — z) f(t)

est continue sur [0, 1], et donc l'expression u(f)(x) existe.
La formule trigonométrique
sin(t — x) = sin(t) cos(z) — sin(z) cos(t),

donne, pour tout z € [0, 1],

u(f)(z) = cos(x) /Ox sin(t) f(t)dt — sin(x) /Ow cos(t) f(t)dt.

Les fonctions sin et cos sont de classe C! sur R.
Puis, la fonction

¢:te|0,1] — sin(t)f(t)

est continue sur l'intervalle [0, 1], et 0 € [0, 1], donc le théoréme fondamental de 1’analyse donne que 'application
X
¢:ze(0,1]— / sin(t) f(t)dt
0

est une primitive de ¢ sur [0, 1]. Puis, la fonction ® = ¢ est continue sur [0, 1], donc la fonction ® est de classe C!
sur [0, 1].
De méme, la fonction

Uize01]m / cos(t) f(1)dt
0
est une primitive de la fonction continue
Pt e[0,1] — cos(t)f(t)

et est de classe C! sur R.
Par produit puis différence, on en déduit que la fonction u(f) est de classe C! sur [0,1]. Donc u(f) € E.
e Enfin, pour tout (f,g) € E?, pour tout A € R, pour tout = € [0, 1],

1 1 1
WO f + 9)(z) = /0 sin(t — 2)(Mf + g)()dt = A /0 sin(t — o) f(£)dt + /0 sin(t — 2)g(t)dt = \u(f)(x) + u(g)(x)
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par linéarité de l'intégrale. Cela étant vrai pour tout = € [0, 1], on peut affirmer

u(Af +g) = Au(f) + u(g).

Donc u est linéaire.
e Donc u est un endomorphisme de FE.
2) On a
Im(u) C C*([0,1],R).

Pour conclure que ’endomorphisme u n’est pas surjective, il suffit de trouver un élément de £ qui ne soit pas de
classe C! sur [0, 1].
Or, la fonction

xz e [0,1] —

e~ 3]

est continue sur R, donc appartient & F, mais n’est pas de classe C! en %, donc ne peut s’écrire u(f) pour f € E,
donc n’a pas d’antécédents par u. L’endomorphisme u n’est donc pas surjectif.

Exercice 13. 1) e Supposons u o v = 0, alors pour y € Im(v), il existe = € E avec y = v(z), et donc
uly) = u(v(z)) = wov(x) =0,

donc y € Ker(u), d’ou l'inclusion
Im(v) C Ker(u).

e Réciproquement, si Im(v) C Ker(u), alors pour tout z € E,
v(z) € Im(v), donc v(z) € Ker(u), et donc 0=u(v(z)) =uouv(z).

Cela étant vrai pour tout z € F, on a bien
uov =0.

2) e Si z € Ker(v), alors v(z) = 0, et donc
uwov(z) =u(v(z)) = u(0) =0

(car u est linéaire), et donc x € Ker(u o v), d’ou la premiére inclusion.
e Soit y € Im(u o v), alors il existe x € E tel que

y=uov(z)=u(v(z)).
Dongc, il existe z € E (& savoir z = v(x)) avec y = u(z), donc y € Im(u). D’ou la deuxiéme inclusion.
3) % e Soit y € Im(u o v), alors il existe x € E avec

y = wou(z) = u(v()),

donc y = u(z) avec z = v(z) € Im(v), donc y € u(Im(v)), d’ott linclusion Im(u o v) C u(Im(v)).
e Réciproquement, si y € u(Im(v)), alors il existe z € Im(v) avec y = u(z), mais il existe aussi z € E avec z = v(z),
et donc

v = u(v(a)) = wov(a) € In(uoo)

d’ou I'inclusion
u(Im(v)) C Im(u o v).

* Soit y € v(Ker(uowv)), alors il existe z € Ker(u o v) tel que y = v(z), et donc
u(y) = u(v(z)) =uov(z) =0,

donc y € Ker(u), d’ou l'inclusion
v(Ker(uov)) C Ker(u).

Remarque. L’inclusion peut-étre stricte : par exemple, si v = 0 et v non injective.
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Mais, supposons maintenant v surjective. Soit alors y € Ker(u), comme y € E et v est surjective, il existe z € E
avec y = v(x), et donc
0= u(y) = u(v()) = uov(x),

donc z € Ker(uowv), et donc
y =v(z) € v(Ker(uowv)).

D’ou I'inclusion réciproque.

Remarque. Si l'on suppose w injective, il est alors direct que l'inclusion réciproque reste vraie, puisque y €
Ker(u) =y =0 = v(0).

Exercice 14. e Soit x € E, alors
z € E\(f) & (f = Mdg)(z)=0 &  f(z) =)z

Alors, pour z € E)\(f),
et comme go f = fog, on a

donc
g9(x) € Ex(f)-
e Soit y € F)\(f), alors il existe z € E avec y = (f — Mdg)(z), donc

9(y) = g((f = Mdg)(2)) = (f = Mdg)(g(x)) € Im(f — Mdg) = FA(f)
car (comme go f = fog) :
go(f—Mdg)=gof—Agoldg=gof—Ag=fog—Adgog=(f—Adg)og.
Exercice 15. 1) e Soit 2 € Ker(u), alors u(z) = 0, donc
vou(r) =v(u(x)) =v(0) =0,

donc z € Ker(v o u), d’out I'inclusion
Ker(u) C Ker(v o u).

e Supposons Ker(vou) = Ker(u), soit alors y € Ker(v) NIm(u). Il existe donc z € E tel que y = u(z), et v(y) = 0.
Donc
vou(s) = u(y) =0,

—

donc z € Ker(v o u) = Ker(u), donc y = u(z) = 0. D’ou
Ker(v) N Im(u) C {0}

(I'inclusion réciproque étant évidente).
e Supposons Ker(v) N Im(u) = {0}. Soit alors z € Ker(v o u), alors

0=vou(x)= v(u(x)),

donc
u(z) € Ker(v) NIm(u) = {0}, soit u(x) =0,

c’est-a-dire x € Ker(u). Donc
Ker(vowu) C Ker(u).

L’inclusion réciproque étant déja vue, on a bien 1’égalité.
e D’ou I’équivalence par double implication.
2) e Soit y € Im(v o u), alors il existe x € E avec

y=vou(x)= U(U(x))v
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donc si on pose z = u(z) € E, on a y = v(z), et donc y € Im(v), d’ot I'inclusion
Im(vowu) C Im(v).
e Supposons Im(v o u) = Im(v), soit alors y € E. On a v(y) € Im(v) = Im(v o u), donc il existe x € E tel que
v(y) =vou(r) =v(u(@)),
donc par linéarité de v,
U(y - ’LL(:L')) = Oa
et donc z =y — u(x) € Ker(v). Donc y = z + u(z) avec z € Ker(v) et u(x) € Im(u), donc
E C Ker(v) + Im(u).

L’inclusion réciproque provient de ce que Ker(v) C E et Im(u) C E. D’ou I'égalité.
e Supposons Ker(v) 4+ Im(u) = E, soit alors y € Im(v). Alors il existe z € E avec y = v(z). Comme

E = Ker(v) 4+ Im(u),

il existe z € Ker(v) et 2’ € E tel que

Et donc, puisque v(z) = 0,
y=v(z) =v(z+u(@)) =v(z) +v(u(z)) = 0+vou(z') € Im(vou),

d’out
Im(v) C Im(v o u).

L’inclusion réciproque étant déja vue, on a bien 1’égalité.
D’ot I’équivalence.
3) En posant v = u dans les questions précédentes, on a

Ker(u?) = Ker(u) & Ker(u) N Im(u) = {0} = Ker(u) ® Im(u)

et
Im(u) = Im(u?) & Ker(u) + Im(u) = E.

Il ne reste donc plus qu’a montrer
Ker(u) @ Im(u) & Ker(u) 4+ Im(u) = E.
Or, le théoréme du rang appliqué & v donne
dim (Ker(u)) + dim (Im(u)) = dim(E),

donc si Ker(u) & Im(u), alors
dim (Ker(u) ® Im(u)) = dim(E).

Comme Ker(u) @ Im(u) C E, on en déduit
Ker(u) ® Im(u) = E.

D’ou I'implication [=].
Puis, si Ker(u) + Im(u) = E, alors

dim(E) = dim (Ker(u) + Im(u)) = dim (Ker(u)) + dim (Im(u)) — dim (Ker(u) N Im(u)),
donc le théoréme du rang appliqué & u donne
0 = dim (Ker(u) N Im(u)), donc Ker(u) N Im(u) = {0},

et donc
Ker(u) @ Im(u).

D’ou I'implication [ <]
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Exercice 16. 1) On a u # 0, donc (u) est une famille libre, on la compléte en une base (u,us, . . ., u,) de E grace
au théoréme de la base incompléte. Alors

H, = Vect(ug, ..., uy)

est un supplémentaire de Vect(u) (car la réunion d’une base de Vect(u) et de H,, est une base de E), et

dim (H,) =n—1=dim(E) — 1

(car la base de E ayant n éléments, on a n = dim(F)), autrement dit, H,, est un hyperplan.
2) Par hypothése sur f, on a fop, =pyo f. Or, py(u) = u, donc

f(u) = fopu(u) = Pu Of(u) :pu(f(u))a

ce que 'on réécrit . B
pu(f(u)) — flu) =0, ou encore (pu —Idg)(f(u)) =0.

Donc
f(u) € Ker(p, — Idg) = Im(p,,) = Vect(u)

(par définition du projecteur sur Vect(u)), et donc il existe A\, € K tel que
flu) = A\u.
3) Le vecteur v est colinéaire au vecteur u, donc il existe p € K tel que v = pu. Alors
Aopiu = Apv = f(0) = f(pu) = pf(u) = pAyu.

Comme u # 0, on en déduit
Avlh = UAy.

Comme v # 0, on a p # 0, et donc

4) On a alors (u,v) libre (car u # 0). Puis,
fu4v) = Mo (U + 0) = Aot + Ayt
or 'application f est linéaire, donc
flu+v) = flu)+ f(v) = Auu + Ayv.

Comme (u,v) est libre, on a
Au = Auto = Ap.

5) Dans tous les cas, si on fixe un vecteur u € E \ {0}, alors pour tout v € E\ {0}, on a
Av = Ay
En notant A = \,, on a alors, pour tout v € E \ {0},
fw) = v = Av = Aldg(v).

Enfin,
£(0) = 0= X0 = Mdg(0).

Donc
f=Adg.

Donc, seules les homothéties commutent & tout endomorphisme de E.

Remarque. La réciproque est directe.
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Exercice 17. Soit
¢p:x€Ewr (fi(x),..., fo(z)) €K™

L’application ¢ est une application linéaire, et
dim(F) = n = dim(K")

(donc ¢ a méme dimension finie au départ et a 'arrivée). Enfin,

Ker(¢) = (] Ker(f).
k=1

n
o Si ﬂ Ker(fx) = {6}, alors I'application ¢ est injective, donc surjective.
k=1
Soit (a1, ...,a,) € K" avec

n
> anfr=0
k=1

(Pendomorphisme nul), alors pour tout = € E,
n
> axfi(x) =0.
k=1

Or, I'application ¢ est surjective, donc pour tout ¢ € [1,n], il existe z € E tel que ¢(x) = e; (i-éme vecteur de la
base canonique), ainsi

0="> arfe(x) = ardp; = a;.
=1 =1

Donc, pour tout i € [1,n], a; = 0. Donc la famille (f1,..., f,) est libre.
n

o Si m Ker(f) # {6}, alors I'application ¢ n’est pas injective, donc pas surjective. Donc

k=1
p = dim (Im(¢)) < n.
Soit (eq,...,ep) une base de Im(¢). Comme c’est une famille libre, le théoréme de la base incompléte s’applique :
il existe (ep41,...,en) tels que (eq,...,e,) soit une base de K".
Notons ensuite H = Vect(eq,...,e,—1), alors

Im(¢) = Vect(e1,...,ep) C H

(car p < n —1). De plus, dim(H) = n — 1, donc H est un hyperplan de E (car dim(E) = n), et donc il existe
1 : K" — K une forme linéaire avec

H = Ker(v).

En notant (a1 e an) la matrice de ¥ dans les bases canoniques, on a alors pour tout (u1, ..., u,) € H = Ker(¢)),

n
Zakuk =Y(u1,...,uy) =0.
k=1

Donc, pour tout x € F, comme
(fi(@), .., falz)) = ¢(z) € Im(¢) C H,

on a
n
> anfi(z) = 0.
k=1
C’est vrai pour tout = € E, donc

n
Zakfk =0
k=1

(application nulle). De plus, ¥ est une forme linéaire non nulle (car Ker(y)) = H # E, puisque dim(H) =n—1 <
n = dim(F)), donc sa matrice est non nulle, donc il existe i € [1,n] avec a; # 0.

Ainsi la famille (f1,..., f,) n’est pas libre.

e Par disjonction des cas, on a bien montré I’équivalence demandée.

20



Fauriel - PC - Mathématiques TDOA- REVISIONS ALGEBRE

Exercice 18. e Comme fog =0, on a Im(g) C Ker(f), donc
rg(g) = dim (Im(g)) < dim (Ker(f)) =n —rg(f)
(par le théoréme du rang appliqué a f), donc

rg(g) +rg(f) < n.

e D’autre part, f + g € GL(E) d'ou
rg(f +9) = n.

De plus
Im(f + g) € Im(f) + Im(g)

(en effet, pour tout y € Im(f + g), il existe x € E avec y = f(z) + g(z) € Im(f) + Im(g)), d’ou
rg(f+g) =dim (Im(f +¢)) < dim (Im(f) + Im(g))

= dim (Im(f)) + dim (Im(g)) — dim (Im(f) N Im(g)) < dim (Im(f)) + dim (Im(g)) =

>0

e Donc
rg(f) +rg(g) = n.

Exercice 19. Considérons la restriction g de f & H, autrement dit 'application
g:x € Hw f(x) € E.

e [’application g est la restriction d’une application linéaire, donc est linéaire.
e Soit y € Im(g), alors il existe xz € H tel que

y=g(x) = f(z) € f(H),
donc
Im(g) C f(H).
Réciproquement, soit y € f(H), alors il existe x € H tel que y = f(x). Mais x € H, donc g(z) existe et
g9(x) = f(z) = v,

donc y € Im(g). Donc
f(H) C Tm(g).

Par double inclusion,

[Im(g) = f(H)].

e Puis, pour tout x € F,
xz € Ker(g) < (:J:EHet g(:):)zﬁ) & (wEHet f(x)zﬁ) & (aceHet xeKer(f)> &z e HN

donc

‘Ker(g) = H N Ker(f) ‘

e On applique alors le théoréme du rang a g, on obtient ainsi :
dim(H) = dim (Ker(g)) + dim (Im(g)) = dim (Ker(f) N H) + dim (f(H)).
On a donc bien le résultat souhaité.

Remarque. En particulier, pour tout sous-espace H de F, on a
dim (f(H)) < dim(H)

et
dim (f(H)) = dim(H) & HnKer(f) = {0}.
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Exercice 20. ¢ On a u(E) C F, donc
Vo u(E) = U(U(E)) C U(F)

Ainsi
rg(vowu) = dim (vou(E)) < dim (v(F)) = rg(v).

De plus v est une application linéaire, donc (d’aprés 'exercice précédent par exemple) on a
rg(vou) = dim (vou(E)) = dim (v(u(E))) < dim (u(E)) = rg(u).

Ainsi on a I'inégalité de droite.
e — Posons w la restriction de u & Ker(v o u), ainsi

w:x € Ker(vou) — u(x) € Ker(v).

L’application w est la restriction d’une application linéaire, donc est linéaire.
— Pour tout y € Im(w), il existe z € Ker(v o u) avec y = w(x) = u(x), et donc

o(y) = v(u(2) = vou(z) =0

donc y € Ker(v). Donc

Im(w) C Ker(v), ce qui donne rg(w) < dim (Ker(v)).
— De plus, pour tout x € Ker(w), on a x € Ker(vou) C E et

u(z) = w(z) = 0,

donc z € Ker(u). Donc

Ker(w) C Ker(u), soit dim (Ker(w)) < dim (Ker(u)).
— Appliquons ensuite le théoréme du rang & w. On obtient ainsi :

dim (Ker(v o v)) = rg(w) + dim (Ker(w)) < dim (Ker(v)) + dim (Ker(u))

Si on note p la dimension de E et n celle de F, le théoréme du rang appliqué a u, v et v o u donne alors (avec
I'inégalité précédente) :
p—rg(vou) <n—rg(v)+p—rgu),
soit
rg(u) +rg(v) —n < rg(vou).

D’oit le résultat pour I'inégalité de gauche.
Exercice 21. 1a) Le théoréme du rang appliqué a f donne
dim (Ker(f)) + dim (Im(f)) = dim(E) = n.

Comme Ker(f) =Im(f), on a
2tg(f) = n|,

donc n est pair (car rg(f) € N).
1b) Soit x € E, alors f(z) € Im(f) = Ker(f), donc

fof(x)=f(f(x)) =0.

Cela étant vrai pour tout x € E, on a bien
fof=0.
2a) Soit y € Im(f), alors il existe z € E tel que y = f(x), et donc

fly)=f(f(x)) = fof(x)=0
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(car fo f=0), et donc y € Ker(f), d’on
Im(f) C Ker(f).

Le théoréme du rang appliqué a f donne
dim (Ker(f)) + dim (Im(f)) = dim(E) = n.
Comme 2rg(f) =n, on a

dim (Ker(f)) +rg(f) = 2rg(f), donc dim (Ker(f)) = rg(f) = dim (Im(f)).

On a donc une inclusion et I’égalité des dimensions, ce qui permet de conclure a ’égalité :

Im(f) = Ker(/).

2b) Notons n = 2p.
Analyse : soit B = (uy,...,ugp) une telle base. Alors pour tout ¢ € [1,p], on a

upi = f(wi), et Flupri) = 0.

Mais, comme f2 = 0, la deuxiéme condition est impliquée par la premiére. Donc, on veut juste une base B =
(w1,...,ugp) avec, pour tout i € [1,p],

Upri = fui).

Nécessairement, u,1; # 0 (un vecteur d’une famille libre ne peut pas étre nul), donc pour tout i € [1,p],
u; ¢ Ker(f).

On prend donc (u1,...,up) dans un supplémentaire de Ker(f), et comme dim (Ker(f)) = p et dim(E) = 2p, ce
supplémentaire est de dimension p. Donc (uy,...,up) est une base d'un supplémentaire de Ker(f).

Synthése : soit (eq,...,e,) une base d’'un supplémentaire H de Ker(f) (il y a p éléments car Ker(f) est de
dimension p). Montrons que

B=(e1,...,ep f(e1),..., f(ep))

est une base de E.
Soit (A1,...,Agp) € R? tels que

Aer 4+ Apep + Aprifler) + -+ Aapfep) = 0.
On applique f, on utilise la linéarité de f, et on a alors
f()\lel‘f‘""")‘pep) + Apr1fo fler) £+ Agpf o flep) :f(ﬁ) = 0.

Comme f o f =0, on en déduit

=1

f()\1e1 + )\pep) =

)

autrement dit,
e+ -+ )\pep S Ker(f).

Comme (eq,...,ep) sont dans H, on a aussi

Arer + -+ Apep € H.
Comme H et Ker(f) sont en somme directe, on en déduit

Aer + -+ Mpep = 0,

et comme (eq,...,ep) est une famille libre,

Donc, en reportant avant, on a

Ap+1fler) +-+ )‘2pf(ep) = 6:
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soit, par linéarité de f,
f()\p+1€1 i )\Qpep) =0.

Donc, de méme qu’avant, on obtient
Apr1 == Az = 0.

Donc A\ = -+ = A9y =0, donc B est une famille libre, formée de 2p vecteurs de E, dim(E) = 2p, donc B est une
base de E.
Il est alors direct que la matrice de f dans cette base a la forme voulue, puisque, pour tout i € [1,p],

F(f(e)) = fo fle;) =0.

Exercice 22.

. . 1 0 -1
A= <_11“:12. 1_124>, B'={(-1 1 1
‘ ’ 1 -1 0
1 =i i 9 —36 30
ct=1|1i 1 —1—i], Dl'=(-3 192 -180
—i -1+ 1 30 —180 180
L [ 3500 17500 16100 55, 55555556  —277, 7777778 255, 5555556
E7l= 53 | ~17500 91100 —85000 | ~ | —277,7777778  1446,031746  —1349, 206349
16100 —85000 80000 255,5555556  —1349,206349 1269, 841270

Remarque. Pour cette derniére, si vous demandez & un logiciel de calcul, et si vous rentrez la matrice E en
saisissant 0,33 et pas %, vous aurez de grosses différences, cela est du aux erreurs d’arrondis de représentation
des nombres (voir votre cours d’informatique).

Exercice 23. Trois facons différentes :
1) La matrice A est non inversible, donc il existe X € Ker(A) avec X # 0, ;. On prend B la matrice dont chaque
colonne est X :

B=(X|...|X).

Par calcul matriciel par blocs,
AB=(AX|...|AX )= (0n1 |- |On1 ) =0y,

et B est non nulle (car les colonnes de B sont toutes non nulles).
2) 1l suffit de prendre B matrice (dans la base canonique) d’une application linéaire g appartenant a £(M,, 1 (K), Ker(A))
(que T'on verra comme une application de M, ;(K) dans lui-méme, pour prendre la matrice), non nulle (ainsi
B #0,), ce qui est possible car
dim (Ker(A)) > 1

car A non inversible.
Ainsi, si on note

f:Xe€ Mn,l(K) — AX € Mn,l(K)

I’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est A, alors AB est la matrice de f o g.
Or, fog =0, car g est a valeurs dans Ker(A) = Ker(f), donc sa matrice est la matrice nulle.
3) L’application

®: M e M,(K)— AM € M, (K)

est linéaire (car le produit matriciel est bilinéaire), non surjective (car I,, n’est pas atteint puisque A n’est pas
inversible), et M,,(K) est de dimension finie (donc I'espace de départ et d’arrivée de ¢ ont méme dimension finie),
donc 'endomorphisme ® n’est pas injective, on prend donc B € Ker(®) non nul, il convient.

Exercice 24.
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1. On pose
¢: M e Ms(R)— AM — M A € M3(R).

Mj3(R) est stable par produit et combinaisons linéaires, donc I'application ¢ va bien de M3(R) dans M3(R).
L’application ¢ est linéaire (par bilinéarité du produit matriciel) : pour tout (M, N) € (Mg(R))2, pour tout
AER,

P(AM+N) = AAM+N)—(AM+N)A = (AMAM+AN)—(AMA+NA) = A(AM—MA)+AN—-NA = \¢(M)+¢(N,
On a

Ca = Ker(9),
donc C4 est un espace vectoriel (sous-espace vectoriel de M3(R)).

Remarque. On peut bien stir montrer :
o C4 C M3(R) (par définition),
e 03 €Cy (car A x 03 =03 =03 x A)
e Pour tout (M, N) € (C4)?, pour tout A € R, on a AM + N € C4. En effet, M € Cy4, donc

AM = MA.

Et N € C4, donc
AN = NA.

Et donc
AAM + N) = AM + AN = AMA+ NA = (AM + N)A,

donc AM + N € Cy,

ce qui permet de conclure que C4 est un sous-espace vectoriel de M3(R).

a b c
2. Soit M =1| d e f | €Ms(R) une matrice quelconque de M3(R).
g h i
e Alors, par calcul direct,
a b ¢ a 2b 3¢
AM = | 2d 2 2f et MA=| d 2 3f
3g 3h 3¢ g 2h 3i
Ainsi
M e Cy & b=c=d=f=9g=h=0.
Donc

0 0
Ca= e 0|, (a,e,i) eR3 3|,
0 ¢

o O R

c’est I’ensemble des matrices diagonales, et est donc de dimension 3.

e Toujours par calcul direct,

a b c a b 3c
BM = d e f et MB=|d e 3f
3g 3h 3i g h 3i
Ainsi
BM =MB & c=f=g=h=0.
Donc
a b 0
Cg = d e 0|, (a,b,d,e,i) R’
0 0 ¢
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et c’est un espace de dimension 5.

e Pour tout M € M3(R), on a M € C¢, car C' = 2] commute avec toutes les matrices. Donc

Co=M3(R) |,
et c’est un espace de dimension 9.
Exercice 25.
1. On a
1 21 1 3 3 1 4 6
M*=|01 2|, M¥=|01 3|, M=101 4
0 01 0 01 0 01

o Il v a 8 coeflicients sur les 9 qui paraissent assez évident. Faisons donc une récurrence : montrons qu’il
existe a, € R (c’est le « coefficient inconnu ») tel que

1 n a,
M*=(0 1 n
0 0 1
Initialisation : pour n =0, on a
1 0 ag
M=L;=(0 1 0
00 1
si 'on pose ag = 0. Donc agp = 0 convient.
Hérédité : soit n € N, supposons qu’il existe a,, € R avec
1 n a,
M*=(0 1 n
0 0 1
Alors
1 n ay, 1 1 0 1 n4+1 a,+n
M =M"xM=|[0 1 n|x|01 1]=]0 1 n+1
0 0 1 0 01 0 0 1

donc si 'on pose a,,+1 = a, + n, on a bien la relation voulue. D’ot1 I’hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, il existe a,, € R avec

S
S

1
M*=10
0

o~ 3
= 3

et de plus, on peut supposer que
Qn+1 =N+ an

pour tout n € N, et ag = 0.
Remarque. Ce n’est pas le cas ici, mais il est possible que de choisir d’écrire
M =M"xM ou  M"T'=MxM"

donnent deux formules de récurrence différentes pour la suite numérique (a,)pen (mais ces deux formules dé-
finissent bien stir la méme suite ! une méme suite peut étre définie par deux formules de récurrence différentes,
ce n’est pas interdit), dont l'une est plus facile a utiliser que l'autre...

e Il reste 4 déterminer a,, pour n € N. Or, pour n € N*, par somme télescopique,

n—l n—1
n = a0 = Z(ak+1 —ay) = Zk _n= 1)((7;_ D+1) _ ”(n2— 1).
k=0 k=0
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On peut remarquer que cette derniére égalité reste vraie pour n = 0.

Donc, pour tout n € N,

1 n n(n2—1)
M"= 10 1 n
0 0 1

Remarque. On a aussi

pour tout n € N, et on va voir pourquoi dans la suite...
2. (a) Ona:

N2 = et N3 =03,

o O O
o O O
O O =

donc pour k € N avec k > 3,
NFE = NF=3 x N3 = N3 x 05 = 0.
Remarque.
i. Si M € M, (R), la formule sur les puissances
M*P = MF x MP

ne marche sans aucune autre hypothése sur M que pour k et p entier positif. D’ou 'importance,
dans le calcul précédent, d’avoir k > 3, pour avoir k — 3 > 0 (et 3 > 0), pour pouvoir écrire

N(k—3)—|—3 _ Nk—3 % N3.

ii. Par contre, si on a M € M, (R) inversible, alors la formule sur les puissances
MFHP = MF x MP

est vrai pour k et p entiers dans Z.

(b) « On a
M =I5+ N,

d’ot, par la formule du binéme de Newton, puisque I3 commute avec N, pour tout n € N,
= n
M":(13+N)”:Z< L )Nk
k=0
car I3 et N commutent. D’oul pour tout n € N avec n > 2,

M = M"<8>Ig+(T)N+<Z>N2+§:3<Z>iVi

=03

- M”13+nN+nTN2
(n—1)
1 n n2
= 0 1 n
00 1

On vérifie directement que la formule reste vraie pour n =0 et n = 1.
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e Pour M~! : on peut le chercher & la main. On peut aussi, par analogie avec I'égalité

1 —+00
2 : k,_k
14z - (=1)%z
k=0

(valable pour tout = €] — 1, 1]) tester si
Is— N + N?

ne serait pas l'inverse de M (puisque N* = 03 pour tout k € N avec k > 3, ce qui « coupe » la somme
précédente a 2). Cest direct :

M(I3 — N+ N?) = (I3 + N)(Is — N + N?) = I3 + N3 = I3,

donc | M ™' = I3 — N + N?|, et on constate que la formule trouvée précédemment marche aussi pour n =
—1.

Remarquons que (—N + N?)2 = N2 et

(=N + Nk =0
pour tout k € N avec k > 3, donc la méme méthode qu’avant va marcher : pour n € N,
M~ = (I3— N+ N?)"
= I3+n(—N+N2)+ 20U N 4 N2)2
— I3 —nN 4 2ot N2
= I3 —nN 4 E0Cn=l g2

et on constate que la formule trouvée précédemment marche encore.

Autre fagon : soit n € N*| notons

R, = I3 —nN + (—n)(—2n—1)N2.
On veut vérifier que c’est M ", c’est-a-dire (M™)~1. Or,

M"™x R, = <Ig+nN+@N2> <13—nN+(7n)(2;"71)N2>
= I3+ n?N? 4 ot Nd
= [3
car N2 = N4 = 03. Donc la matrice M™ est inversible, et

—n)(—n—1
M = (M") ' = Ry = I - nv 4 TN - )n2,

autrement dit, la formule trouvée précédemment marche encore pour les entiers négatifs.

On a
1 0 0
A= 0 —-14 30
0 -9 19

Et on a bien aprés calcul :
A% —3A 4213 = 03.
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(b)

Comme on a :
A% —3A + 215 = 0, on a aussi A% —3A = —2I,,

d’ou 1

Donc la matrice A est inversible et

~1
A7l = — (A=3I3)|

% Montrons le résultat par récurrence sur n € N. Qu’on soit bien d’accord sur ce qu’il faut montrer :
c’est lexistence de a,, et b, que 'on montre par récurrence (et il faut que a,, et b, vérifient la relation
A" = a, A+ byl3).
Initialisation : Pour n = 0, on pose ag = 0 et by = 1 (et pour n =1, on pose a; = 1, by =0), et on a
bien

A = apA + bols

(et Al = a1 A+ blfg).
Hérédité : Soit n € N, supposons qu’il existe (ay,b,) € R? avec A" = a, A + b,I3. Alors,

A = A" A = (an A+ bpl3) X A = apnA% + by A = ap(3A — 213) + by A = (3a, + bp) A — 2a,13.
Donc, si on pose apy1 = 3ay, + by, et byr1 = —2ay,, on a bien
A = a1 A+ by I3

D’ou ’hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, il existe (ay,,b,) € R? avec A" = a, A + b,I3. On peut méme supposer
ag =0, bg = 1, et pour tout n € N,

ant1 = 3an + by
bn+1 = —2ay,

Remarque. Comme (I3, A) est une famille libre, les coefficients a,, et b, sont uniques pour tout n € N.

% Ce n’est pas demandé, mais on peut déterminer les valeurs de (a,) et (b,) : Pour tout n € N,
On42 = 3an+1 + bpy1 = 3an4+1 — 204,
donc la suite numeérique (ay)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
X2 =3X -2,
qui admet 2 et 1 comme racines. Donc il existe (), ) € R? tels que, pour tout n € N,
ap = 1" 4 p2™.
Or, cette relation donne, pour n =0et n=1:

O=ap=A+p
l=a1=X+2up

soit 4 =1 et A = —1. Donc, pour tout n € N,
an, =2" -1}

Puis, pour tout n € N*,
bp = —2a, 1 = 22" —1)=2-2"

Or, 1 = by = 2 — 2°, donc la formule reste vraie pour n = 0, et donc pour tout n € N,

h=2-7]

(A" = (2" — 1A+ (2-2")]5],

Donc, pour tout n € N,
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n nous demande juste l'existence. On a en multipliant par (A~ égalité du début :
d) % O d de j I O ltipl A~1?2 Tégalité du déb
I3 — 3471 4+ 2(A7 12 = 03,

soit 5 ]
R —1I3.
2 2

En raisonnant par récurrence comme précédemment on montre I'existence de deux suites numériques
(cn)nen+ et (dn)nen+ telles que, pour tout n € N*|

(A7

AT =, A+ dyIs.

Initialisation : pour n =1, on a

1 3
A=A+ 2T
2 + 2 3
donc 1 3
Cc1 = —5 et dl = 5
conviennent.

Hérédité : soit n € N*, supposons qu’il existe ¢, et d,, € R avec A™" = ¢, A + d,I3. Alors
A=+ = A A7
= (cnA+dpl3) x A7
= ¢y +dp, A7 = ¢, I, + d, (—%A + %Ig)
= —%dnA + (cn + %dn) I,

donc

1 3
Cn41 = _idn et dn+1 =cp+ §dn
conviennent, d’otl I’hérédité.

Remarque. La aussi, on peut trouver une expression explicite de ¢, et d,,, mais on va l'avoir par I’autre
méthode ci-dessous.

% Une autre fagon de faire, c’est de se demander si la formule trouvée juste avant reste valable pour n
négatif, autrement dit, pour n € N*, a-t-on

A=A =2 " —DA+(2-2"")I3 7
Faisons le calcul : pour tout n € N*,
Arx (27" =1DA+(2-2""1) = (2"-1)A+(2-2"I) x (2" —1)A+ (2—2"")I3)
= 2-2"—2MAZ4 (2" 1242 A+ (21 -2 -1+ 27) A
Or, A2 = 3A — 213, donc on a
A'x ((27"=1)A+(2—27")I3) = (2-2"—27")(BA—2I3)+(2" 1421 42" 427" —6) A4 (42" —2" T 1) I3 =

(en écrivant 27! 4 27 = 3.2 et 217" + 27" = 3.27"). Donc, pour tout n € N,

AT = (2" - DA+ (227"

)

ce qui est plus précis que la question posée.

Exercice 26.
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1. On a:
0 O 1 0 0
0 0
N? = 1
: 0
0 0

La diagonale de 1 monte petit a petit et pour tout k € N avec £ > n, on a

N¥ =0,.
Pour montrer ceci, soit B = (e1,...,€e,) la base canonique de R"™, et f I'endomorphisme de R™ ayant N
comme matrice dans la base B. Alors, de la définition de N, f(e;) = 0, et pour i € [2,n],
f (ei) = €j—1-

Comme f(ﬁ) =0, si on note ¢; = 0 pour tout i € Z avec i < 0, alors pour tout i € Z avec i < n, on a
fle)) =ei-1.
Donc, pour tout k& € N, par récurrence directe, pour tout ¢ € Z avec i < n, on a
FFle) = eix.
e Donc, pour tout £ € N, si kK > n, on a pour tout ¢ € Z avec ¢ < n,
ffe) =0

(car i — k <i—n <0), donc
N* = Matg(f*) = Matp(0,...,0) =

(car c’est la matrice de f* dans la base B, et que I'image de la base B par f* est réduite au vecteur nul).
eEtsike[l,n—1],ona
Fe) = ik
pour tout i € [k + 1,n], et
fei) =0

pour tout i € [1,k] (car alors i — k < 0). Donc

Nk = MatB(fk) - MatB(Gv s 767 €1, .. 76n,k> - (0n_k7k In_k >
Okt Okn—k

c’est la matrice ou tous les coeflicients sont nuls, sauf ceux qui sont sur la k-éme diagonale au dessus de la
diagonale normale, qui valent 1.

Remarque. On peut rédiger une récurrence sur k, basée sur la formule du produit matriciel, mais je ne la
trouve pas intéressante.

2. Supposons

0 = * * %
0 * * %
N = x k|
*
0 0
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alors

0 x %
N?% = «
0
0 0
et pour tout kK € N avec k> n, on a
N*¥ = 0,.

La, on va montrer le résultat par récurrence sur k, a I'aide de la formule du produit matriciel (on pourrait tout
a fait l’éviter, en réutilisant ’endomorphisme canoniquement associé a N, comme a la question précédente,
et par des techniques similaires a celles de la question précédente...).

Montrons par récurrence sur k € [1,n] que :
«pour (i,7) € [1,n]?, sii>j—k+1, alors (N¥);; = 0 ».
Initialisation : pour k = 1, N¥* = N, et pour (i,j) € [1,n]? sii>j—1+1=j, alors
N;; =0,

c’est par définition de N.
Hérédité : soit k € [1,n — 1], supposons que pour (i, ) € [1,n]?, sii > j—k+ 1, alors (Nk)i,j = 0. Alors,
pour (i,7) € [I,n]?, sii>j—(k+1)+1=7—k:

n j—1 n
(N = (NP X N)iy =Y (N®)ieNey =Y J(N®)ioNgs + > (N9)ioNg 5.
— =1 —j

Or, pour £ > j, on a Ny ; = 0 par définition de N.
Et, pour f < j—1,onaj>¥¢—1,donci > j—k >¥¢—1—k, donc 'hypothése de récurrence donne

(N%)ie = 0.
Donc
7j—1
Nk+1 Z(Nk)z€N€]+Z ZENEJ—O
Z:lH/_/

=0 :0
d’ou I'hérédité.
Conclusion : pour k € [1,n], pour (i,5) € [1,n]?, sii > j — k+ 1, alors

(N®)ij = 0.

Donc la matrice N¥ est une matrice triangulaire supérieure, dont les k—1 diagonales au dessus de la diagonale
normale sont nulles.

En particulier, pour K =n, on a
n
=0,

(puisque, pour tout (4,5) € [1,n]?, on a automatiquement i > 1> j —n + 1), et donc pour tout k € N avec
k>n,
NF = NF" x N = N¥" x N = 0,,.

Remarque. Il y a une démonstration de ce résultat a l'aide des matrices par blocs dans le TD sur les
compléments d’algébre linéaire.
On verra beaucoup plus simple en fin d’année : c’est une application directe du théoréme de Cayley-Hamilton.

Exercice 27.
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1. e Déterminons Ker(u). Soit o € R3, alors il existe (z,y, 2) € R? avec

U = xey + yea + zes,

x
et notons X = | y | la matrice-colonne des coordonnées de ¢’ dans la base Bs. Alors
z
-y+z = 0 Yy = z _ .
veKer(u) & AX =03 < r+2y—3z = 0 <& r—z = 0 & {y—
Tx=2z
z+y—2z = 0 zr—z = 0

D’ou

Ker(u) = {a:el + xeg + xeg, x € R} = ‘ Vect (e1 + e2 + €3) ‘

Remarquons que la famille (e; + ez + e3) est formée d’un vecteur non nul (car la famille (eq, ez, e3) est libre),
donc est une famille libre, donc une base de Ker(u). Donc

dim (Ker(u)) = 1.
e On sait que (e, e2, e3) est une base de R?, donc
Im(u) = Vect(u(er), u(ez), u(es)).
Or, dim (Ker(u)) =1, donc par le théoréme du rang appliqué a u,
dim (Im(u)) =3 -1=2,
et comme u(e; + ez +e3) = 0 (car e + ez + e3 € Ker(u)), on a
u(es) = —u(ez) — u(e1)

(par linéarité de u). Donc

Im(u) = Vect(u(er),u(e2)) = | Vect(ez + e3, —e1 + 2e2 + e3) |,

et comme (62 +e3, —e1+2e +63) est une famille génératrice de Im(u) formée de deux vecteurs, et que Im(u)
est de dimension 2, c’est une base de Im(u).

e Déterminons le noyau de Ker(u —Id). On a
-1 -1 1
A—1I3= 1 1 =3
1 1 -3

Soit ¥ € R3, alors il existe (z,y, z) € R? avec

U = xe + yeo + zes,

x
et notons X = | y | la matrice-colonne des coordonnées de ¢’ dans la base B3. Alors
z
—z—y+z = 0 —z—y+z = 0
veKer(u—Id) & (A-[3)X =031 < r+y—3z = 0 & -2z = 0
Lo<—Lo+Ly
r4+y—32z = 0 LicLi—1Lo 0 = 0

D’ou

Ker(u —Id) = {ze; — zes, z € R} = .
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e Déterminons le noyau de Ker(u + Id). On a
1

A+Iz=(1 3 -3
1

Soit ' € R3, alors il existe (z,y,z) € R? avec

U = zey + yes + zes,

x
et notons X = | y | la matrice-colonne des coordonnées de ¥ dans la base B3. Alors
z
rT—y+z =0 r—y+z = 0
v e Ker(u+ld) < (A+[)X =03 < xr+3y—3z = 0 & 4x =0 <
Lo+Lo+3L1
r+y—=z = 0 Iycls+ls 2x =0

D’out
Ker(u+1d) = {yes + yes, y € R} =|Vect (e2 + e3) |

2. Analyse : supposons que 3 = (eg, e, e3) convienne. Alors il existe (a, 3,7v) € R? tels que

Matg(u) =

o o Q

0
B
0

2 o o

Comme c’est la matrice de u dans la base 5 = (e1, e2, e3), on doit avoir

u(er) = aep (soit e; € Ker(u — ald)), wu(ez) = Bey (soit e2 € Ker(u — fId)) et  wu(es) = ~yes (soit
es € Ker(u —41d)).

Enfin, comme B est une base, (e, ez, es3) est libre, donc e, ez et e3 sont non nuls (mais ¢a ne suffit pas pour

assurer la liberté)

Comment trouver a, 8, 77 Il faut déja que les noyaux
Ker(u — ald), Ker(u — pgId) et Ker(u — ~Id)

ne soient pas réduit a {0}, puisque l'on veut prendre des vecteurs dedans qui soient non nuls. Grace a la
question précédente, on a trois valeurs possibles qui conviennent :

0, 1, -1

Peut-on prendre deux valeurs identiques pour «, 8 ou v 7 Les noyaux que ’'on a trouvé a la question précédente
sont de dimension 1, donc si on prend deux vecteurs dans un méme noyau, ils seront liés, et donc la famille 3
que 'on construira ne sera pas libre. Donc, si on veut réutiliser les noyaux de la question précédente, il faut
prendre un seul vecteur par noyau (donc on posera {«, 3,7} = {0,1,—1}).

Synthése : Notons

e; = ejtestes € Ker(u) = Ker(u—0.Id), e =ej—eg € Ker(u—Id) = Ker(u—1.Id) et e3 = eates € Ker(u+Ic

Soit
1 1 0
P = Matp, ((e1,e2,e3)) = |1 -1 1],
1 0 1

on a

det(P) = —1 #£ 0,

donc la matrice P est inversible, donc
B = (e1,e2,e3)
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est une base de R3. Et puisque

u(er) =0
(car e; € Ker(u)),
u(e2) = ez
(car eg € Ker(u —Id)) et
u(es) = —es
(car e3 € Ker(u +1d)), on a :
00 O
D =Matg(u)=1 0 1 0
0 0 -1

3. D’aprés les formules de changement de bases, on a

D=P'AP

(c’est a dire A = PDP™!) car P est la matrice de passage de la base B3 vers f3, et que A est la matrice de u
dans la base B3, et D celle de u dans la base 5.
Remarquons, qu’en multipliant par P & gauche, et par P~! a droite, cela donne

A=PDP!|

4. On remarque que pour tout n € N* on a
D2n — D2
?

et pour tout n € N,
D+l = p.

Remarque. On fait attention, D° = I, # D?...
Or pour tout n € N, on a :

A"=prDP'PppP'PDP ... PDP'PDP ' =pPD"P .
I I I
=13 =13 =13

Montrons-le par récurrence sur n € N :

Initialisation : pour n = 0, A° = I3 et DY = I3, donc
PDpP = ppt=pp~l =1, = A"
Hérédité : soit n € N, supposons A" = PD"P~!. Alors

A"l = A" x A= (PD"P Y x (PDP™'Y=PD"P 'PDP ! = PD"DP~! = pDp"t1 P!
=I3
d’ott I'hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, on a

A" = pp"pP~L.

Ainsi, pour tout n € N*,

‘A2n:PD2nP—1 _ pp2p-1 :AQ‘

et pour tout n € N*,

|42 = pp>Hipl = pppl = 4|
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5. Pour n € N, on pose

Tn
Xp = Yn
Zn
Le systéme est équivalent & :
Xn+1 = AX,,.
Montrons par récurrence que, pour tout n € N, on a
X, = A"Xy.

Initialisation : pour n =0, on a
A’ Xy = I3X, = Xo.

Hérédité : soit n € N, supposons X,, = A" X, alors

Xp1 =AX, = Ax A"Xg = A" X,
d’ou I’hérédité.
Conclusion : on a bien, pour tout n € N,

X, = A"X,.

Remarque. Réciproquement, si pour tout n € N,

X, = A" Xy,
alors il est direct que, pour tout n € N,
Xn+1 = AXn7
donc que le systéme est vérifié.
Donc, pour n € N* on a
Xon = A X,
et pour n € Non a
Xont1 = AXo,
1
avec Xg= | 2
3
D’ou, pour n € N*, on a
Ton = —Yo+ 20 =1
Yon = —Tp + 2p = 2
Zon = —Xo — Yo+ 220 = 3
0 -1 1
car A= -1 0 1 |,etporneN,ona
-1 -1 2
Topy1 =1
Yont+1 = —4
Zop+1 = —3
Exercice 28. 1) Soit
x1
X=1:|eM,:1(C)
Ty,
tel que
AX =0p1,
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alors pour tout i € [1,n],
(AX)i1 =0,

)

et en utilisant la formule du produit matriciel :

n
E ai,jxj = O,
Jj=1

que l'on réécrit en

—amxi = E ai,jxj.

j€l,n]
j#i
Choisissons i € [1,n] tel que

|zi| = max, |75

(c’est possible de prendre le maximum d’un ensemble fini de réels). Alors par inégalité triangulaire :

aziil = | > aiga| < > aigllag) < el Y laig)

jell,n] Jjell,n]
J# J#i
Si |x;| > 0, alors on a
lasil < > laigl,
j€[ln]
J#i

ce qui est contraire & I’hypothése. Donc
]xz] =0.

Or, pour tout j € [1,n], par définition du maximum, on a
|| < |ai| = 0.
Comme un module est positif, on a alors
|zj| =0

pour tout j € [1,n], donc
X = 01

Donc
Ker(A) C {051},

et donc la matrice A est bien inversible.
2) Soit X € M,, 1(C), alors

X=AX+B & (A-I,)X=B8.

Il suffit donc de montrer que la matrice A — I, est inversible, pour avoir ’existence et 'unicité d’un tel X, et ce

sera

X=(A-1,)"'B|

D’apres la question précédente, il suffit de montrer I'inégalité

‘(A — In)i,z" = |az-,i — 1| > Z |CLZ'J'

JE[L,n]
J#i

pour tout i € [1,n]. Or, par inégalité triangulaire, pour i € [1,n], on a

lai; — 1| > [laizs] — [1]] = [1 = |aisl| = 1= |aiz].
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En utilisant I’hypothése, il vient

n
laii =11 > laigl = laigl = > laigl-
j=1

jei,n]
J#i
On peut donc appliquer la premiére question, ce qui conclut.
1
3) e Soit U = | : |, alors PU = U, puisque, pour tout ¢ € [1,n],
1
n n
(PU)in =Y pigUin = pij=1="Un
=1 7 =

Donc U € Ker(P —1- 1), et comme U # 0y, 1, on en déduit que P — 1 - I;, n’est pas inversible.
Donc
1 € {|A| tel que (P — A.I,) n'est pas inversible}.

Donc, si on note
r = sup{|A| tel que (P — A.I,,) n’est pas inversible},

on a
r>1.

e Soit ensuite A € C tel que || > 1, alors
Z pigl =1 —pii <IN = pii <[A—pigl
S
JFi

(la derniére inégalité est une application de I'inégalité triangulaire). Donc la matrice P — A.1,, vérifie les hypothéses
de la question 1, donc est inversible. Donc

e Par double inégalité, on a

e Puis, pour tout i € [1,n],

3

(PU)ig = Zpi,j Uji1 = Zpi,j

j=1 > =l

donc

vie[ln], Yop,=1| < (w e[L.n], (PU)ii=1= UM) = PU=U.
j=1

Donc, pour P € M,,(R),
P est une matrice stochastique < (pm- > 0 pour tout (i, ) € [1,n]?, et PU = U).

Si P et () sont stochastiques, alors
PQU = PU =1,

et pour tout (i, j) € [1,n]?,

n

(PQ)ij =

Dik qkj = 0.
1~~~
>0 >0

Donc P(@ est stochastique. Par récurrence directe, on en déduit que toute puissance d’une matrice stochastique en
est une aussi.
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Exercice 29. Notons F' cet ensemble, alors pour tout M € My(R),
MeF & MA = AM.

e ' C My(R) par définition.
e I est non vide : il contient la matrice nulle, puisque

Ax04=04=04 x A,

A (puisque A x A = A x A...), et plus généralement toute puissance de A.
e Soit (M, N) € F?, X\ € R, alors
MA=AM e  NA= AN,

donc

(AM + N)A=AMA+ NA=XAM + AN = A(AM + N),
donc AM + N € F.

e Donc F' est un sous-espace vectoriel de My(R).

e Soit
ap by ¢ di
_laz by c2 do
M = as b3 C3 d3 EM4(R)
aq b4 Cq4 d4
une matrice quelconque, alors
0 0 0 0 cp di 0 0
10 0 0 O |2 d2 0 0
AM = al b1 C1 d1 et MA = C3 d3 0 0
az by co do ca dy 0 0O
Donc
'61262:d1:d2:0
TEE
MeF & AM=MA < by = ds s M=% 7
a3 by a1 b
a2 = C4 ayq b4 a9 bz
(b2 = d4

Remarque. Ici, il est plus facile de travailler avec des matrices par blocs :
{02 09
=)

([ My My
M= <M3 M4> € My(R)

quelconque (avec My, Ms, Ms, My € My(R)), on a

. 09 09 i M2 09
AM_<M1 Mz) et MA_< )

donc pour

donc

My =0
McF o AM = MA N {2 2

On a 8 paramétres qui bougent librement, donc
dim(F) = 8|

On peut faire plus rigoureux, en explicitant les 8 matrices qui vont former une base de F' & partir de ’expression
précédente...
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Exercice 30.

1. Des opérations sur les lignes donnent :

1 3 5 1 3 5)
Di=125 8| = 10 -1 -2 =0]
4 8 12 L3 < Lz — 4L, 0 —4 -8
2. Des opérations sur les lignes donnent :
1 2 4 0 1 2 4 0
-2 -3 -1 1 o1 7 1
Dr="19 1 7 1] wefin |01 71 =(0]
—2 -2 6 3| 7T 0 2 14 3

3. Des opérations sur les lignes et les colonnes donnent :

a—b—c 2a 2a

Ds = 2b b—c—a 2b
2¢ 2c c—a—>b

a—b—c 2a 2a

= 2b b—c—a 2b
fachithetls | ot bte atbte atbte

a—b—c 2a 2a
= (a+b+c) 2b b—c—a 2b
1 1 1

a—b—c a+b+c a+b+c
= (a+b+c) 2b —(b+c+a) 0

Cy « Cy — Cy
C3 + C3 — Oy 1 0 0

= (a+b+c)?

4. Notons, pour tout n € N avec n > 2, Dy, le déterminant de taille n cherché. Développons par rapport a la
derniére colonne (pensez a placer les + et les -), ainsi, on a pour tout n € N avec n > 3 :

-1 2 (0)
D47n = (—1)”71 h h +2D47n_1 = (—1)”71X(—1)n71—|—2D47n_1, Soit D47n—2D47n_1 =]
SO
(0) —1 [n—1]
On reconnait donc une suite arithmético-géométrique. On cherche £ tel que : £ — 2¢ = 1, soit £ = —1. Alors

la suite numeérique (Dyy, — £),>2 est une suite géométrique de raison 2.

Ainsi, pour tout n € N avec n > 2,
D47n — /= 2n_2(D472 — f)

Donc Dy, = 2"*2D472 +272 1 or Dy o = 3. D’ou, pour tout n € N avec n > 2,
Dy, =32"242"2 - 1=2"—1|

Si on choisit de développer difféeremment : par exemple, en développant suivant la premiére colonne,
alors on a pour tout n € N avec n > 3,

2 (0)

-1 . _ _
Dy = 1. o — (=1)Dyp-1=2""—(=1)Dypp_1 = 2" + Dypp_1.

-1o2,
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Dans ce cas, on a Dyp — Dypq1 = 27=1 pour tout n € N avec n > 3, donc par somme télescopique, pour
tout n € N avec n > 3,

n

- 1—2n2
Din—Diz=Y (Digp—Dypr) =) 2" = A= =2"-4
k=3 k=3

et comme

on a bien de nouveau

pour tout n € N avec n > 2.

5. Soit @ € R* (si a = 0, c’est le déterminant de la matrice identité, qui vaut 1), notons D5, le déterminant
cherché de taille n.

Soit n € N avec n > 3. On a un déterminant tridiagonal, en développant par rapport a la premiére colonne,

on a:
a (0)
a 14+a2 a
a 1+a2 a
D5,n = (1 + a2)D5,n—1 —a
.. . a
(0) a 1+a? 1]

En développant par rapport a la premiére ligne, on arrive a :
Dsn=(1+a*)Dsp_1 —a*Dspa.

Remarque. Ds, n’a une définition naturelle que pour n > 2. Pour que cette formule marche avec n = 3, il
faut comprendre que 'on pose D51 =1+ a’.

Donc la suite numérique (D5 ,,)nen+ est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique
2 — (14 d®)r+a®>=0.

On cherche donc les racines de : P = X2 —(14+a?)X +a?. Son discriminant vaut A = (14+a?)?—4a? = (1—a?)?.
e Donc si a =41, A =0. On a une seule racine qui est

1+a?
2

=1.

Dans ce cas, il existe (\, ) € R? tels que pour tout n € N*, on ait :

D5,n = ()\Tl + /’L)‘

D571:)\+/L:2
D572:2)\—|—/JJ:3

Donc A =1 et p =1, puis pour tout n € N*,

Dr=n+1]

e Sia # %1, on a deux racines distinctes qui sont

(1+a?) —J1—a’ ot (1+a?) + 1 —a’
2 2 ’

et on arrive & 1 et a? (suivant si |a| > 1 ou |a| < 1, la valeur absolue va changer de signes mais on retrouvera
les deux mémes racines).
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Remarque. On peut aussi directement remarquer que

X?—(1+a)X +a* = (X - 1)(X —d?),

ce qui donne directement les racines...

Donc il existe (), u) € R? tels que pour tout n € N*, on ait
D5, =X+ pna’".

Avec les conditions initiales, on a

{D571—)\+ua2—1+a2

(2) - (1) donne : p(a* — a?) = a* donc

(car a® # 1 et a # 0). D’out

(1)

Dsp=A+pa*=(1+a*)? —a® =1+a>+a* (2)

2 2 4
A=14+a" —pa” = e =5
Donc, pour tout n € N*,
n
D5, = —1 + ot ¥ = a?™th — 1 = ok
’ a2—-1 a2-1 a? —1 —

(cette derniére formule reste vraie pour @ = 0 et a = £1).

en développant suivant la premiére ligne :

3 0 0 0
5 3 (0)
) 2 5 2
Dﬁ,n = = 5D6,n71 -2 0 0
3 . L
0 2 5 1 o3
©) ] 0 0 2 5

[n—1]

Soit n € N avec n > 3. En développant par rapport a la premiére colonne, puis (pour le deuxiéme déterminant)

=95D6n-1—6Dgn—2 .

Remarque. Dg, n’a une définition naturelle que pour n > 2. Pour que cette formule marche avec n = 3, il

faut comprendre que ’on pose Dg 1 = 5.

Donc la suite numérique (Dg p)nen+ est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique

r? —5r+6 =0,

dont le discriminant vaut A = 25 — 24 = 1. Les racines sont donc 3 et 2.
Ainsi il existe (A, ) € R? tels que pour tout n € N*, on ait

Dgp, = A3" + p2".
Puis,

)

5= Dg1=3\+2u
19:D672:9/\+4,u

donc Lo — 2L1 donne 3\ =9, soit A = 3, puis en reportant, u = —2, donc pour tout n € N*,

Dg, = 3" — 21|
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Exercice 31.

1. Soit z € K, alors

a+xr c+x c+zx c+x a+x c—a c—a c—a
b+x a4+x cH+zx c+x b+x a—b ¢c—b> c—b
flz)=|b+x b+z a+x = b+x 0 a-—0b
Co + Cqy — Cy
: : ' . c+x : : : “.oc—b
b+xz b+=x b+x a+=x ] CneCn-C1 | btz 0 0 a-—25b ]

Méthode 1 : en développement par rapport a la premiére colonne, on trouve bien que

f(@) = az+ 0

pour « et B deux éléments de K pas facile a calculer (mais on n’a pas besoin de les calculer a cette étape).
En effet, en développant suivant la premiére colonne, on a une somme dont chaque terme est (au signe preés)
le produit de a + x ou b+ x avec un déterminant de taille n — 1 dont tous les coefficients ne sont que des
constantes (dans K), donc est un élément de K (et donc ne dépend pas de x) (en effet, si on « barre » la
premiére colonne, il ne reste plus aucun z...).

Méthode 2 : la linéarité suivant la premiére colonne permet alors d’écrire directement

a c—a c—a c—a 1 c—a c—a c—a
b a—-b c—-b c—b 1 a—b c¢c—b c—>b
fxy=]b 0 a-—0> +z|1 0 a-—b
: . ¢—b : : . ¢c—b
b 0 0 a—25 ] 1 0 0 a—0» ]
€K €K

et on retrouve directement la forme voulue : f(x) = ax + 3 avec (o, B) € K? (qui s’expriment sous la forme
de deux déterminants, qu’on ne sait pas calculer a cette étape...).
. e On suppose ¢ # b.
On a

D = f(0) =5,
on cherche donc . En testant en x = —b et x = —c (les déterminants sont alors triangulaires, si on repart
de la définition de f(z), donc se calculent directement ), on a :

a—b)"= = —ba+f
(a—c)" = f(—¢)=—ca+p

Alors ¢(1) — b(2) donne : S(¢ —b) = c¢(a — b)" — b(a — ¢)". Donc

(1)
2)

|
~
—

|
<
S—

cla—0b)" —bla—c)"

D =
c—b

e Si b = ¢, des opérations sur les lignes et les colonnes donnent alors
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Ci+C1+Co+ ...+ Cyp

Lo < Lo — Ly
L3 < L3z — Ly

Ly < Ly — Ly

a b b b
b a b b
b b a
: b
b b b a
at(m—10 b b b
a+n—1b a b b
a+(n—-1b b a
: : b
a+(n—1b b . b a
1 b6 b
1 b
(a+(n—-1b)|1 b a
10 b
1 b b
0 a-b O
(a+(n—1b)|0 0 a-—b
0 0

(a+ (n—1)b)(a—b)"""

Remarque. Pour les 5/2 : on sait diagonaliser cette matrice (cf. I'un des exercices du TD sur la réduction), donc

son déterminant s’en déduit facilement...

Exercice 32. Pour les opérations sur les colonnes qui vont suivre, on notera My la k-éme colonne de la matrice.

1.

det(Dy,...,Dy)

My<+Mi+-+Mp

My « My — My

Dy« M, — M;

My My +Ma+---+My

det ((n — 1)ch7D27~--7Dn>

k=1

(n — 1) det (ch,pz,...,0n>

k=1

(n — 1) det (Z Cr,—Co, ..., Cn>

k=1

(n - 1) det(Cl, *CQ, ey *Cn)

(—=1)"(n — 1) det(Cy, O, . ..., Cy)
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n
det(D+,....,D = det | (2n —1 Cy,Dso,....D
e( 1, ) n) My <M+t M, e (( n ); ky /2, ) n>

NE

(2n — 1) det ( Ck,Dg,....,Dn>

S
Il
—_

[]=
=
|
Q
N
N
N——

= (2n — 1) det (

Mo «+— Mo — 2M,

i
I

My, — M, — 2M;

(2n — 1) det(Cy, —Cy, ..., —Cp) =|(2n — 1)(=1)"" ! det(A)

MyMi+Mo+--+Myp

Exercice 33. La matrice A est antisymétrique, donc
AT = —A,

et donc
det(A) = det(AT) =det(—A) = (—1)"det(A) = — det(A)

si n est impair (pour la derniére égalité). Donc
det(A) =0
si m est impair, donc A est bien non-inversible.

Exercice 34. 1) Montrons le résultat par récurrence sur lentier n € N*.
Initialisation : pour n = 1, soit donc P;; € K,[X], alors

fiz e K det (Pri(z)) = Pra(z)

est bien une fonction polynomiale de degré au plus 1 x p = p. D’ou l'initialisation.

2
Hérédité : soit n € N*. Supposons que pour toute famille (75 ;) j)e[1,n]> € (K,,[X])n , la fonction

f:zx e K det ((Pi,j(x))(i,j)e[[l,n]P)

(qui dépend de la famille) soit une fonction polynomiale de degré au plus np.

Soit alors une famille (Q; ;) j)e[i,n+1]2 € (KP[X])(n+1)2 de polynomes de degré au plus p, et notons

g:rc K det ((Qz‘,j(w))(i,j)e[[l,n+1]]2>

Soit z € K, développons alors le déterminant g(z) suivant la premiére ligne :

n+1

(@) = 3" (~1)IQu(z) det (H,(x)),

j=1

ou, pour j € [1,n+1], H;(x) est la matrice obtenue en barrant dans la matrice (Qw'(m))( la colonne j et

i,5)€[1,n+1]2
la premiére ligne. C’est donc une matrice carrée de taille n, chacun de ses coefficients est une fonction polynomiale

en x de degré au plus p, puisque, pour (i,k) € [1,n]?, on a :

{Qz‘—&—Lk(l') sik<j—1

H. =
( ](x))zk Qit1ht1(z) sik>j

)

L’hypothése de récurrence donne alors que, pour j € [1,n + 1], la fonction

z € K det (Hj(z))
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est polynomiale de degré au plus np.
Alors, pour j € [1,n + 1], par produit avec Q1 j, la fonction

z € K Q1 ;(x)det (Hj(x))

est polynomiale de degré au plus

np + deg (Q1,) <np+p = (n+1)p.
Par combinaison linéaire, on en déduit bien que g est une fonction polynomiale de degré au plus (n + 1)p. D’ou
I’hérédité. )
Conclusion : pour tout p € N, pour tout n € N* et (Pi,j)(i,j)e[[l,n]P € (Kp[X])n famille de polynomes de degré
au plus p, la fonction

i€ K det ((Piyl)) )

est une fonction polynomiale de degré au plus np.
2) Montrons le résultat par récurrence sur U'entier n € N*.
Initialisation : pour n = 1, soit A € M;(K). Il existe donc a € K avec A = («), et donc

frze K det (zhh — (o) =z —«a

est bien une fonction polynomiale unitaire de degré 1.
Heérédité : soit n € N*, supposons que pour toute matrice A € M,,(K), la fonction

f:xGK»—)det(mIn—A)EK

(qui dépend de A) est polynomiale, unitaire et de degré n.
Soit alors B € M,,11(K) et notons
g:ajeKHdet(:ﬁInH—B) € K.

Soit z € K, développons alors le déterminant g(z) suivant la premiére ligne :

n+1 n+1
g(x) = Z(—l)lﬂ'(:cln — Bps1)1,;det (Hj(z)) = (z — byp) det (Hy(z)) + Z(—l)lﬂ(—bm) det (Hj(z)),
j=1 Jj=2

ou, pour j € [1,n + 1], Hj(z) est la matrice obtenue en barrant dans la matrice (xInH — B) la

(i.7)€[Lmn+1]?
colonne j et la premiére ligne. C’est donc une matrice carrée de taille n, chacun de ses coefficients est une fonction

polynomiale en x de degré au plus 1, puisque, pour (i, k) € [1,n]?, on a :

(H(.%')) — ($In+1 - B)i+1,k = x6i+1,k — b”H—Lk sik < ] -1
J i,k (%In-l-l - B)i+1,k+1 = x5i+1,k+1 — bz’+1,k+1 si k 2 ]

De plus, en notant C' la matrice obtenue en barrant la premiére ligne et premiére colonne de B, on a
Hy(z) ==zI, — C.
Donc, I’hypothése de récurrence donne que la fonction
z € K det (Hi(z))
est une fonction polynomiale unitaire de degré n. Par produit, on a alors que la fonction
z € K (z—bi)det (Hi(z))

est une fonction polynomiale unitaire de degré n + 1.
De plus, le résultat de la question précédente montre que, pour j € [2,n + 1], la fonction

x — det (H;(z))
est une fonction polynomiale de degré au plus n x 1, donc la fonction

x> (—1)1(=by ;) det (H](x))
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aussi.
Par addition, on en déduit bien que g est une fonction polynomiale unitaire de degré n + 1. D’ot I'hérédité.
Conclusion : Pour tout n € N*, pour tout A € M,,(K), la fonction
f:xeKHdet(xIn—A) ek

est polynomiale, unitaire et de degré n.
Exercice 35. 1) Pour tout A € K, on a

A —a

-1 A —ai

-1 A —Qp—2
-1 A— ap_1

Développons alors det(Al, — A) suivant la derniére colonne (dans la grosse matrice qui suit, le bloc en haut a
gauche a k lignes et k colonnes, et celui en bas a droite a p — k — 1 lignes et p — k — 1 colonnes) :

A
-1 A
A
— 14k -1 A -1
det(M, —1) = Y (=1)P"HF(—q;)det EEY + (A —aps1)
k=0 A
-1 -1 A
A
—1
p—2
= Z(—l)p+1+k(—ak)(—l)pfkflx\k + (A —ap_1) W1 (déterminant d’une matrice triangulaire par |
k=0
(chaque bloc étant lui-méme triangulaire)
= )\pfap,l)\p_lfap,g)\p_Qf--~—a1)\—a0

Avec la notation de la question 2d, on a

det(AL, — A) = P(\).

Autre méthode : si on choisit de développer le déterminant suivant la premiére ligne, on aboutit au résultat,
mais il faut pour cela rédiger une récurrence sur p € N* : fixons A € K, notons, pour p € N*, §, la proposition

V(aog,...,ap—1) € KP, det ()\Ip — A(ao, - - -, ap,l)) =)\ — ap,l)\p_l — ap,gAp_2 — s — a1\ — ag,
en notant
0 ag
1 0 ai
Aag, ..., ap) = :
1 0 apo
1 Gp—1

Initialisation : pour p = 2, pour tout (ag,a;) € K2,

A —Qg

T =AM =) — (<1 (—a0) = X = 1A~ a,

det(AIQ — A(ao,al)) = ‘

ce qui est 1’égalité voulue, d’ou 9.
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Hérédité : soit p € N avec p > 2, supposons 9§, vraie. Alors, en développant suivant la premiére ligne, pour tout
(agy ..., ap) € KPTL

det(Alpy1 — Alao, ..., ap)) =

[p+1]

-1 A

= A : + (=P (—ap)

[p]

= Adet (A, — A(aq,...,ap)) + (—1)PTag(—1)?

= /\()\p —apNPl—ap, NPT — o — o — al) —ap

= N g N —a, NPT — o — a2 —ag A — ag

ce qui est bien I'égalité voulue. Donc 9,41 est vraie. D’ou I’hérédité.
Conclusion : on a donc bien montré ¥, pour tout p € N avec p > 2, par récurrence sur p.
2a) e Soit p € N*, supposons la famille 7, libre. Comme c’est une famille d’éléments de E, on a alors

p = Card(F,) < dim(E),

donc I’ensemble des entiers p tels que la famille F,, est libre est majoré. Donc le maximum de cet ensemble d’entiers
existe.

e Par définition du p de I'énoncé, la famille 7,1 est liée, donc il existe (Ao, A1,...,Ap) € KP+! non tous nuls tel
que

P
Z MpuF (z) = 0.
k=0
Si \p =0, alors
p—1
Z MpuF (z) =0,
k=0
et comme la famille F,, est libre, on a aussi A\g = Ay = -+ = \p_1 = 0, ce qui contredit que les A pour k € [0, p]

sont non tous nuls.
Donc A, # 0, puis

1= i\
uP(z) = v S e (z) = —)\—l;uk(x).
k=0 k=0
Donc, pour tout k£ € [0,n], en notant
Ak
ap = —~—
k >\p’

on a le résultat voulu.
2b) Pour k € [0,p — 2],
u(uf(2)) =t (z) e F

car k+ 1 € [0,p — 1]. Puis, pour k =p — 1,
u(uP~(2)) = P (z) = apz + aru(z) + -+ ap_1u’ " (z) € F

grace & la question précédente.
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Donc, pour tout z € F,, on a u(z) € F, et donc par linéarité de u, F' = Vect(F,) est stable par u.
Puis,

0 ap

1 0 a

M = Matg, (u) = :
1 0 ap—2
1 Gp—1

(c’est la matrice A de la premiére question) par les calculs précédents.
2c¢) Notons n = dim(E). Comme F est stable par u (et p = dim(F)), il existe B € My, ,—»(K) et C' € M,,_,(K)

avec
M B
MatB(u) = < On_p7p c )

2d) Par conséquent, pour tout A € K,

AIn—MatB(u)=<MP_M —B )

On—pp | AMn—p—C
et comme cette matrice est triangulaire par blocs, on a
Xu(A) = det (AL, — Matp(u)) = det(Al, — M) det(A,—, — C) = P(X) x det(Mp—p,C).

Comme la fonction

A= det(A—p — C) = xc(N)

est polynomiale, on en déduit bien que le polynéme P divise le polynéme Yy, :

Xu = XCc X P.
2e) Par conséquent,
Xu(u) (@) = xc(u) o P(u)(2),

P(u)(z) = uP(z) — ap_1u’ " (z) — -+ — ayu(z) — apz = 0

par définition de (ao,...,ap—1), donc

-,

Xu(u) () = xc () (0) = 0.

Cela étant vrai pour tout z € E'\ {6} par ce qui précéde, et pour = = 0 car Xu (u) est un endomorphisme, on en
déduit bien
Xu (u) =0

(’endomorphisme nul).

Exercice 36. 1) Soit (X1, X2,Y) € (Mn’l(R))g, A € R, alors (comme la transposition est linéaire et le produit
matriciel bilinéaire) :

PANX] + X2, V) = (AX] + Xo)AY = (AX] + X )AY = AX]AY + X AY = A®4(X1,Y) + $4(Xo,Y)

donc ® 4 est linéaire & gauche.
Soit (X, Y1,Ys) € (M, 1(R))’, A € R, alors

DA(X,AY] +Y2) = X TANY] +Ya) = AXTAY] + XTAY; = M0, (X, Y7) + PA(X,Y5)

donc ® 4 est linéaire a droite. Donc ® 4 est bilinéaire.
2) o Notons (E;)ie[1,,] la base canonique de M, 1(R) (E; a tous ses coefficients nuls, sauf celui sur la ligne 4 qui
vaut 1). Alors pour tout (4, §) € [1,n]?,

®4(E;, Ej) = B AE; = a;
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si on note A = (ai )i j)ef1,n)> (une fagon de s’en convaincre sans utiliser le calcul, est de dire que AFE} est la j-ieme
colonne de A, et comme (Ei)ie[[l,n}] est orthonormée pour le produit scalaire canonique, la i-iéme coordonnée de
AE; (donc a; ;) est (E;, AE;) = E (AE;)). Donc, si ®4 est symétrique, alors

aij = ®a(E;, Ej) = ®a(Ej, E;) = aj;

pour tout (i,;) € [1,n]?, donc A est symétrique.
e Réciproquement, si A est symétrique, alors pour tout (X,Y) € (Mn,l(R))2 : comme P4(X,Y) € Mp(R),
®4(X,Y) est une matrice symétrique (elle n’a qu’un seul coefficient), donc

D4(X,Y) ="(@a(X,Y)) =" (XTAY) =Y TATH(X") =Y TAX = ®4(Y, X)

(en utilisant les régles « (T PQ) = QT PT » valable pour tous P et Q tel que le produit ait du sens, et « (T PT) = P»
valable pour tout P). Donc ®4 est symétrique.
3) Si A est non inversible, il existe X € M,, ;1 (R) avec X # 0,1 tel que AX = 0,, ;1. Alors

PA(X,X)=X"TAX = X0, =0,

contredit la propriété « défini » d’un produit scalaire.
4) Soit A une valeur propre réelle de A, X € M,, 1(R) un vecteur propre associé (donc X # 0,,1), alors

AX = )\X,
et donc
DX, X)=XTAX = XXX = )| X|?
(ot ||.]| est la norme associée au produit scalaire canonique de M,, 1 (R)). Comme || X|| # 0 (car X # 0,1), on a
(I)A(X)X)
A= —5—->0
112

(comme quotient de deux réels strictement positifs, car X # 0,,; donne ®4(X, X) > 0 puisqu'un produit scalaire
est « défini positif »).

Remarque. Par conséquent, si ® 4 est un produit scalaire, alors A € ST (R).

5) A est symétrique, donc @4 est bilinéaire symétrique.

Pour X = (5) € Mz1(R), on a

DX, X) =222+ 20y + 3y =2+ (x +y)? +24° >0,

donc @4 est positive. Et si ®4(X, X) = 0, alors

22=0
(z+y)*=0
22 =0

car une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque réel est nul. Cela donne x = y = 0, donc X = 0q ;.
Donc ® 4 est défini.
Donc ® 4 est un produit scalaire.

i Y1
6) Soit X =| 1 | eMi(R)etY =] : | € My1(R), alors par définition du produit matriciel,
Tn Yn
n n n n
XTAY XT AY sz AY = sz Zai,jyj = Z inamyj .
=1 j=1 i=1 j=1
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Exercice 37. e Pour tout (P,Q) € E?

(P,Q)=>_ PYa;)Q9(a;) = > QY (a;)PY)(a;) = (@, P),
3=0 3=0
donc (., .) est symétrique.
e Pour (P, P, Q) € E3 et A € R,
AP+ P2, Q) = Y (AP + Py)W(a;)QY)(ay)
§=0
= S (\PY(a;) + P(a;)) QY (a;)
j=0

= 3" (\PP(a)QY(aj) + Y (a;)QY) (ay))
=0

<.

n

= A P(a)QY(a +ZP”% a;)
j=0

= MNP, Q)+ (P,Q)

donc (.,.) est linéaire a gauche.
e Comme (.,.) est linéaire & gauche et symétrique, (.,.) est linéaire a droite aussi, donc bilinéaire.
e Pour tout P € F,

(P,P) =3 (PY(a))* 2 0
j=0

(un réel au carré est positif, et une somme de réels positif est positive). D’otu la positivité.
e Pour tout P € E, si (P, P) =0, alors pour tout k € [0, n],

P®)(ap) =0

(car une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque réel est nul). Si P # 0, en notant j = deg(P) €
[0,n], on aurait '
PUY) = j1 x coefficient dominant de P,

donc PU) = constante non nulle, ce qui contredirait
P (a;) = 0.

Donc P = 0. Donc (., .) est défini.
e Donc (.,.) est bien un produit scalaire.

Exercice 38. e Soit (A, B) € (l\/[n(]R))2 Alors la formule du produit matriciel donne

ATB i ATB ZZ AT 7] ]z = iiajﬂ'bj,i.
=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Donc pour (4, B) € (Mn(R))27

B) = Z Zaj,ibj,i = Z ij,iaj,i = (B, A)

i=1 j=1 i=1 j=1

donc (., .) est symétrique.
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Remarque. Il y a une démonstration plus théorique de ceci : une matrice et sa transposée ont méme coefficients
diagonaux, donc méme trace. Par conséquent,

(A,B) =tr(A'B)=tr(("A"B)) =tz(B"(TA")) = tr(BT A) = (B, A)
et on retrouve (.,.) symétrique.

e (.,.) est linéaire a droite car la trace est linéaire (et le produit matriciel bilinéaire) : pour tout (A, By, Ba) €
(Mn(]R))3, pour tout A\ € R,

(A,AB1 + Bo) = tr(AT (ABy + By)) = tr(AA" By + AT By) = Atr (A" By) + tr(ATBy) = (A, By) + (A, By).

e Linéaire a droite + symétrique donne bilinéaire.
e Soit A € M, (R), alors :

n n

(A,4)=>"Y"a2,>0

i=1 j=1
(un réel au carré est positif, et une somme de réels positif est positive). D’ou (., .) est une forme bilinéaire positive.
e Soit A € M, (R). Si (A, A) =0, alors
n n
2
2D ai=0,

i=1 j=1
donc (comme une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque réel est nul) pour tout (4,5) € [1,n]?,
aii =0, soit aj; = 0.

Donc A = 0,. Donc (.,.) est défini.

e Conclusion : c’est bien un produit scalaire sur M, (R).

. . . N 2 . . . .
Remarque. Si on identifie M,,(R) & R™ a travers les bases canoniques, ce n’est rien d’autre que le produit scalaire
2
usuel sur R™".

Exercice 39. 1) Les deux inégalités qui suivent sont « trés utiles », et donc & connaitre. Soit (a,b) € R?, alors
0 < (laf = [b)* = [al* - 2lal[b] + [b]* = a® - 2|ad| + b,
donc
2lab| < a® + b2

D’ou 'on déduit :
(a+b)% = a®+2ab+ b* < a* + 2|ab| + b* < 2a® + 2b°.

2a) Montrons que E est un sous-espace vectoriel de RN (I'espace vectoriel des suites réelles définies sur N).
e £ C RY par définition.
e Si u = (up)nen est la suite nulle, alors la série numérique

> un=2_0
neN neN

converge, donc la suite nulle fait bien partie de E. Donc E est non vide.
e — Soit u = (Up)nen € F et v = (vp)nen € E. Alors

Vn €N, 0< (up +vn)? < 2u2 4 202,

(d’apres la question précédente), or la série numérique

2
> un

neN

2
v

neN

converge (car u € F) et la série numérique
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converge (car v € E), donc (par combinaison linéaire), la série numérique
2 2
E (2un + 2vn)
neN
converge, puis le critére de comparaison des séries a termes positifs permet de conclure : la série numérique
2
E (un +vn)
neN

converge, donc u +v € E.
— Pour finir, si u = (up)neny € F et A € R, alors la convergence de la série numérique

2
DU

neN

S o

neN

implique celle de

donc \u € F.
— Donc FE est stable par combinaison linéaire.
e E est donc bien un R-espace vectoriel, puisque c’est un sous-espace vectoriel de RY.
2b) Si la série numérique
2 lun]

neN

converge, alors

lim |u,| =0,
n—-+00

donc il existe ng € N tel que, pour tout n € N,
n>ng = |u,| <1.
Et donc, pour tout n € N, si n > ng, on a
0 < ufy = funl* < fug).

Donc, comme la série numérique

D lunl

n>ng

converge, le critére de comparaison des séries & termes positifs donne que la série numérique

2
2t

n>ng
converge aussi, donc la série numérique
2
> u
neN
aussi, donc (uy)nen € E.
2c) Soit u la suite définie pour tout n € N par
1
Up = :
" 41

Alors u € E car la série numérique

1 1
Z (n+1)2 p=ntl Z p?

neN p>1

converge (série de Riemann dans le cas convergeant a cause du carré : 2 > 1), donc

u € F.
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Mais la série numérique

diverge (c’est la série harmonique).
3a) e Soit u = (up)nen € E et v = (vy)nen € E. Alors, d’aprés la question 1, pour tout entier n € N, on a :

1
0< |unvn’ < i(u% +v721)7

et comme les séries numériques

Z ui et Z UZ

neN neN

convergent, on en déduit par combinaison linéaire que la série numérique

1
Z 5(“31 +07)

neN
converge, puis par le critére de comparaison des séries & termes positifs, que la série numérique
§ |tV |
neN

converge.

Donc la série définissant ®(u,v) est absolument convergente, donc convergente, ce qui assure que ®(u,v) existe.
e & est une application de E? dans R.

e ® est symétrique (évident) : pour tout (u,v) € E?,

+oo +o0
O (u,v) = Zunvn = Zvnun = ®(v,u)
n=0 n=0

e ® est linéaire & gauche : pour tout (u,u’,v) € E3, pour tout A € R :

+o0 +oo +o0o
O(A\u+ v v) = Z()\un +ul v, = A Z UpUp, + Z ul vy = A®(u,v) + (v, v)
n=0 n=0 n=0

(on utilise la linéarité de la somme de séries convergentes, puisque toutes les séries apparaissant ici sont bien
convergentes).

o ® étant symétrique et linéaire a gauche, ® est bilinéaire symétrique.

e Pour tout u € F,

+oo
O (u,u) = Zui >0
n=0

car un réel au carré est positif, une somme de réels positifs est positive, et une limite de réels positifs est positive.
e Pour tout u € E, si ®(u,u) =0, alors ui = 0 pour tout entier n € N. En effet, pour tout ¢ € N,

+o00
0<u? < Zu%z@(u,u) = 0.
n=0

Et donc u = 0. Donc ® est définie.
e Donc ® est bien un produit scalaire sur F.
3b) Soit i € N, ¢; = (0,...,0,1,0,...) avec le 1 & la i*®™® position. Donc pour tout i € N,

e, € R

(si on note €; = (up)nen, on a u, = 0 si n # ¢ et u; = 1, donc la série numérique

2
D un

neN

o4
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converge et vaut 1), et pour (i,5) € N2, si i # j, on a (en notant e; = (v )nen) :

+00
O(ej,ej) = Zunvn:uivi—}-ujvj—i— Z UpUp =1 X0+0x1+ Z 0x0=0
n=0 neN neN
n¢{i,j} né{i,j}
Donc, pour tout (4,5) € N2, si i # j, alors
€; 1 ej.

Enfin, pour i € N,

D(e;,e) Zu = u; —l—Zu _12—1-202—1

neN neN
n#i n#i
donc
leill = /®(ei,ei) = 1.
Donc la famille (e;);en est bien une famille orthonormée.
Exercice 40. L’application
b
(fg) o> [ gt
a

est un produit scalaire sur C([a, b], R). L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour f et Id donne alors

(/abtf(t)dt>2 < /abtzdt /abf(t)2dt = v ; o /abf(t)th

Il y a égalité si et seulement si f et Id sont proportionnelles, donc si et seulement sl existe A € R tel que f(z) = \x
pour tout z € [a, b].

Exercice 41. 1. L’application

1
(f.9) /O F()g(dt

est un produit scalaire sur C([O, 1],R). On écrit, pour t € [0, 1],

FB)gBw(t) = (f(H)Vwt) (9(t)Vw(t).

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions

to fOVwl) et te gt)Vw(t)

(qui sont continues sur [0, 1]), on a :

([ f<t>mg<t>mdt>2 < ([ ovew)a) ([ (sovem)a)

soit, aprés simplification,

([ rosv) = o) ([ )
2. Soit « €]0,1]. L'application
(Fa) = [ rateas

L’inégalité de Cauchy Schwarz, appliqué aux fonctions f’ et ¢t — 1, donne alors :

(/jl.f’(t)dt)Z < </0x 12dt> (/Ox f’(t)th)

95
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or (puisque la fonction f’ est continue et que f(0) =

@) = (fla) - (/ 7t dQ <m</’f 2&)

Remarquons que cela reste vrai pour & = 0, puisque f(0) = 0.
Puis, pour tout z € [0,1], on a z < 1 (donc « les bornes sont dans le bon sens »), et 2 > 0 sur [z, 1], donc

/1 f'(t)%dt > 0.

Enfin, la relation de Chasles donne alors, pour tout = € [0, 1],

/ zdt/f dt+/f2dt>/f

Donc, pour z € [0, 1] (donc positif),

2(p) < 2 (/0 f’(t)th> <z (/01 f’(t)%he) .

3. D’aprés l'inégalité de Cauchy Schwarz (pour le produit scalaire usuel sur R™), appliqué aux vecteurs

(VT1,...,VTn) et <\/%\/%>

on a : § ) ) , ) )
1 1 ]
(;1) _<;\/E\/f,> S(;xz> (;@) car 1_\/37Zﬁ
\_;/1_/
D’ou

=1

Il y a égalité si et seulement s’il existe A € R avec

(@,...,@):A(l R )

soit pour tout i € [1,n],

donc

n

;= 1).

(pour que Zx =1)
i=1

Exercice 42. L’application

b
mmw/ﬂm@w

est un produit scalaire sur C([a, b], ]R). Pour f € E, on a

ﬁEC([a,b],R) et

GC([a,b],R),

-

donc d’apreés I'inégalité de Cauchy Schwarz, on a :

([N 5= (L) = ([1) =o-or

o6
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Ainsi on a pour tout f € C([a,b],RY) :

o(f) = (b—a)
Done inf 6(f) > (b~ a)®

Puis, la fonction

est dans F, et

([ ([ )00
Donc

inf < (b—a).
]}IelEﬁﬁ(f )< (b—a)
Par double inégalité, on a alors

feE

inf ¢(f) = (b - 0)2,

et comme la valeur est atteinte (en la fonction constante égale a 1), on en déduit que c¢’est un minimum

min =(b—a)
min o(f) = (b~
On a égalité si et seulement s’il y a égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz, donc si et seulement s’il existe
A € R tel que

1
\/? =0, soit
vii
avec donc A € R

f=X

Comme une telle fonction est bien dans E et réalise 1’égalité, on retrouve

: _ 2
min P(g) = (b—a)”,

et ce minimum est atteint sur (et uniquement sur) les fonctions constantes (strictement positives).
Exercice 43. 1)

S—— ——
=u

F={(z,2z+2z,2), (z,2) € RQ} = {x(1,2,0) + 2(0,2,1), (z,2) € RQ} = Vect((1,2,0),(0,2,1)),
donc ((1,2,0),(0,2,1)) est une base de F (famille génératrice d’aprés ce qui précede, et libre car, pour tout
=v

a=20
(a,b) € R?, si au+bv =0, alors { 2a +2b =0 , donc a =b=0).
b=20

On applique le procédé de Gram-Schmidt & la famille (u,v) : ||u|| = v/5, donc on pose

1
e1 =—=(1,2,0) |
1 \/5( )
Puis,

4
(v, 61> = ﬁa

4 1
Cli <U761>€1 = (O>2> 1) - 3(17270) = 7(_47275)7
donc on pose

1 1 3
puis H5(—4,2,5)H = 5\/45 = Z\/5,
1

1 1
———(—4,2,5),  soit eg = ——(—4,2,5) |
\/55( ) 2 3\/5( )

€y =

[S31[eN]

o7



Fauriel - PC - Mathématiques TDOA- REVISIONS ALGEBRE

Donc (e1, e2) est une base orthonormée de F. Donc, pour (z,y, z) € R? quelconque,

pr(z,y,2) = ((z,y,2),e1)er + ((x,y, ), e2)es
= o) R (12.0) (w245 (-4,2,5)
IR A AN A PV A

1 1
= 5(33 + 2y, 2z + 4y,0) + E(lGﬂz — 8y — 20z, —8x + 4y + 10z, —20x + 10y + 252)

1
= 6(2537 + 10y — 20z, 10z + 40y + 10z, —20x + 10y + 252)

Donc la matrice de pr dans la base canonique B de R? est

L (25 10 -20 L[5 2 —4
Matp(pr) = 5z | 10 40 10 | =| (2 8 2
—20 10 25 —4 2 5

8

(car, si A est cette matrice, alors A x | y | doit étre la matrice-colonne des coordonnées de pr(z,y, z) dans la base
B).
Remarque. Pour trouver la matrice de pr dans la base canonique B de R?, on peut aussi calculer
pr(1,0,0),  pr(0,1,0),  pr(0,0,1)
et trouver les coordonnées de ces vecteurs dans la base B, ce qui donne les colonnes de Matg(pp)...

2) Soit (a,b,c) € R3 et (z,y,2) € R3.

20 —y+22=0
(z,y,2) € F
(z,y,2) = pr(a,b,c) < & {(z,y,2) — (a,0,¢),(1,2,0)) =0
(xay> Z) - (a,b,c) 1L F
<(x,y,z) - (a’a bv C)? (0 )> =0
car ((1,2,0), ( 2,1)) est une base de F' (déja vu a la question 1), donc étre orthogonal a F revient & étre orthogonal
a (1,2,0) et (0,2,1). Donc
2r —y+22=0 9y = 2a+ 8b+ 2c x 5 2 _—4 a
(z,y,2) =pr(a,b,c) & (x—a+2(y—>b) =0 < <9z = 5a+2b — 4c Slyl==2 8 2
2y—b)+(z—¢)=0 9z = —4a + 2b + 5¢ z -4 2 5

et on retrouve bien la bonne matrice.
3) On écrit
F={(zy,2) € R: (w,(z,y,2)) =0}

avec w = (2,—1,2), donc

F = Vect(w)*, et donc Ft = Vect(w).

Puis, ||w| = 3, donc la famille formée d’un seul vecteur
1
—w
3

1 .1 1 1
pFi(xay? Z) = <(.’L’,y, Z)7 §w>§w = §(21‘ —y+ 22)(27 _1a 2) = §(4I’ - 2y + 4,2, -2z + Y= 22,4&8 - 2y + 42)

est une base orthonormée de F*, et donc

o8
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Donc
1 4 -2 4
MatB(pFJ_) = § —2 1 -2
4 -2 4
Or,
9 0 0 4 -2 4 5 2 —4
1 1 1
MatB(pF):Ig—MatB(pFL):g 090 -3 -2 1 =2 =3 2 8 2
0 09 4 -2 4 -4 2 5

car pr + pp1 = Idgs (de maniére générale, si E = F @ G, p est le projecteur sur F' parallélement & G et ¢ celui
sur G parallélement a F, alors p + ¢ = Idg), et on retrouve bien la bonne matrice.

Exercice 44. On pose E = C([O, 1],R), on munit F du produit scalaire suivant :

1
(f.9) € E* = (f,9) = /0 f()g(t)dt.

On pose
tIn(t) sit#0

0 sit=o K

h:tel0,1] — {
La fonction h est continue sur |0, 1] par opérations usuelles, et

lim h(t) = 0 = h(0)

t—0

par croissance comparée, donc la fonction A est continue en 0.
Donc h € E, et on cherche d(h, F)? ot
F = Vect(1,t)

(en notant 1 et ¢ au lieu de t +— 1 et t — t). En effet,

1
. . 2 . 2 2 2
f I,p= inf — f = inf [|h — f||* = F)* =
(a}?])ae , Lab }IGI /0 (h(t) (t)) dt }Iel l1h I d(h, F) Ilh — pr(h)]]

ot pr(h) est le projeté orthogonal de h sur F.
1 existe (o, B) € R? avec
pr(h) it €[0,1] = at + 5.

Déterminons « et 8 : par définition du projeté orthogonal,
h—pe(h) LF,  donc (h—pp(h) L1 et h—pr(h) u),
soit
(h—pp(h),1) =0 Jy (tIn(t) —at — B)dt =0
_ — = 1) 2 _ (! _
(h—pr(h),t) =0 Jo (In(t) — at? — Bt)dt = [, (tIn(t) — at — B)tdt = 0

0
Calculons, pour k € {1,2}, l'intégrale

1
/ t*1n(t)dt
0
par intégration par parties. Soit 0 < e < 1, les fonctions
tk+1
w:t—In(t et vt
®) k+1
sont de classe C! sur [e, 1], de dérivée
/ 1 ! k
u ot 7 et vt T,
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Donc le théoréme d’intégration par parties (celui de PCSI) donne :

1,k _ 1) ]! 1 ¢k
J. t"In(t)dt = [ ] L — Jo ppdt
B ek+1 ln(e) 1 N ek+1
B k+1 (E+1)2 " (k4 1)2
H 1
e—0 (k’ + 1)2
(par croissance comparée). Donc 'intégrale
1
/ tF In(t)dt
0
converge, et vaut
L _ L 1

En particulier,
1 1

1 1
/ tn(t)dt = —= et / t2In(t)dt = —=.
0 4 0 9

On obtient donc le systéme suivant (par linéarité de 'intégrale, et en reportant les calculs précédents) :

1
_1_9_5:0 o= —
{_%_3_5:0 = 61
9 3 2 = ——
soit
pr(h):t€[0,1] — =t — =
Ensuite,

9 9 ) 1 5 o 1 1 1 2
A P = B = e = [ e [ (675—3) a.
0 0

Soit 0 < e < 1, les fonctions

t3
u st In%(t) et v:tb—>§
sont de classe C! sur [e, 1], de dérivée
2In(t
u it I;() et vt 2

Donc le théoréme d’intégration par parties (celui de PCSI) donne :

/el 2 1n2(1)dt = [t3 1n2(t)] ! B 2/elt2 In(t)dt = _M _ 2/: t2In(t)dt

3 3 3 3

D’ot, par croissance comparée,

1 1 2 1
/ t2In?(t)dt = lim [ #*In?(t)dt =0 — / t2In(t)dt = —
0 e—0 3 0

e

(en réutilisant la valeur déja calculé de fol 2 In(t)dt). Puis

L1 1\? 1 [t 11 7
m? = “t—=) dt=— A+ 4dt= — |- —244| = ——.
lpr ()l /0 <6 3> 36/0( 4 36[3 +] 3 x 36

dh,F)? = & — — = —

Ainsi on a :

et donc le minimum cherché vaut
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Exercice 45.
Soit z € F et p un projecteur de E tel que Im(p) L Ker(p). Donc x peut s’écrire x = y + z ou y € Im(p) et
z € Ker(p). Donc le théoréme de Pythagore donne (puisque Im(p) L Ker(p), ce qui donne y L z) :

z[1* = llyll* + [l

Or p(x) =y, on a donc :
lp@)|* = llyl*
Comme ||z]|? > 0, alors
lp@|* < llal® soit llp@)]l < 2l

Réciproquement, raisonnons par I'absurde. Supposons donc qu’il existe z € Ker(p) et y € Im(p) tels que
(z,y) # 0. Posons pour tout A € R,
T =My + z,

alors p(x) = Ay, donc
2
lp@)["=Mlyl* et flal® = Nyl + 2X{y, ) + [1=]]*.

Puis, par hypothése, ,
2M(y, 2) + |12[” = l|2[1* = ||p(x)[|" > 0

pour tout A € R ce qui est absurde (une droite non horizontale ne peut pas rester au dessus de 1’axe des abscisses
sur R tout entier!).

Exercice 46. 1) e Soit Y € Im(A)~, alors pour tout X € M,,1(R), comme AX € Im(A),onaY L AX, et comme
le produit scalaire est celui usuel de M, ;(R), on a alors

YT(AX)=0.
Cela étant vrai pour tout X € M, 1(R), on en déduit
YTA = OMLP(R)'

En effet, si, pour i € [1,n], X = E; (i-iéme vecteur de la base canonique de M, (R)), si on note Y'A =
(1 ... ap),alors (YTA)E; = a;. Et si a; = 0 pour tout i € [1,n], on a bien

YTA — OMLP(R) .

En transposant, on a alors

t(vT T
(Y 4) =0y, m) = Om,p 1 (®)-
Or, pour toutes matrices P et @Q telles que PQ existe, on a la relation (' PQ) = Q"P", et (" PT) = P. Donc
t(YTA) _ AT(TyT) _ ATY

Donc
Ay = OM, 1 (R)> soit Y € Ker(AT).

On a donc bien 'inclusion
Im(A)* € Ker(AT).

e Puis, pour tout sous-espace I’ d'un espace euclidien F, on a
dim(Ft) = dim(E) — dim(F).
Donc (comme Im(A) C M, 1(R)) :

dim (Im(A)L) = dim (M,1(R)) — dim (Im(4)) = n — rg(A4).
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Puis, le théoréme du rang donne
dim (Ker(AT)) =n — dim (Im(AT)) =n—rg(A"),

car AT a n colonnes.
Le fait que rg(A) = rg(AT) (cours de PCSI) donne alors

dim (Im(A)J‘) = dim (Ker(AT)).
e On a une inclusion et I’égalité des dimensions. On peut donc bien conclure & ’égalité :
Ker(AT) = Im(A)*.
2) e Soit X € Ker(A), alors AX = Oy, | (r), et donc ATAX = O, 1 (r), donc X € Ker(AT A). D’ott I'inclusion
Ker(A) C Ker(AT A).
e Soit X € Ker(ATA), alors ATAX = Om, ; (r)- En multipliant a gauche par X7, on a alors
XTATAX =0y, ) =0,  soit  (AX)AX =0

(en utilisant que pour toutes matrices P et Q telles que PQ existe, (T PQ) = QTPT). Or, M,,1(R) est muni du
produit scalaire usuel, donc
"AX)AX = |AX|?

(norme de ce produit scalaire). Donc
|AX | =0, et donc AX =0p1,

soit X € Ker(A4). D’ou l'inclusion
Ker(A'T A) € Ker(A).

Par double inclusion, on a bien 'égalité
Ker(ATA) = Ker(A).

e Puis, AT A étant une matrice carrée,

AT A est inversible < dim (Ker(ATA4)) =0
& dim (Ker(4)) =0
< rg(A) =p—0=p (par le théoréme du rang, car A a p colonnes)
3) Soit B € M, 1(R), et Y € M,, 1(R), alors
Y est le projeté orthogonal de B sur Im(A) < Y € Im(A) et Y — B € Im(A)*+ = Ker(AT)
& il existe X € My 1(R) tel que Y = AX et AX — B € Ker(AT)
& il existe X € My 1(R) tel que Y = AX et AT(AX — B) = OnM, 1 (R)

& il existe X € Mp1(R) tel que Y = AX et ATAX = A" B.

Comme AT A est inversible,
ATAX =A"B &  X=(ATA)'ATB,

et donc
Y est le projeté orthogonal de B sur Im(A) <« il existe X € M, 1(R) tel que Y = AX et X = (ATA)"1ATB
& Y =AATA)1ATB.
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Donc le projeté orthogonal de B sur Im(A) est
A(ATA)TIATB,

On en déduit bien que
K=A(ATA)IAT,

4) K est la matrice d’un projecteur, donc
K=K

et aussi
(I,-K)*?=I?)-2K+K*=1,- K.

Remarque. Ce n’est pas surprenant : si K est la matrice du projecteur sur E parallélement & F' dans une base B,
I, — K est la matrice du projecteur sur F' parallélement & E dans la méme base B, donc ici I, — K est la matrice
du projecteur orthogonal sur Im(A)>.

Puis, K est la matrice dans la base canonique (donc base orthonormée pour le produit scalaire usuel) d’un projecteur
orthogonal (qui est un endomorphisme autoadjoint pour le produit scalaire en question), donc est symétrique :

K' =K.
Remarque. Cela se voit aussi directement :
KT ="AATA)TAT) = (TAH ((ATA) AT = A((TATA) AT = A(PA(TAT)) TAT = A(*A4)) AT = K,
en utilisant que (TPQ) = QTP dés que PQ a du sens, que (" P~1) = (PT)~! si P est inversible, et (T PT) = P,
Puis, si X est tel que AX est le projeté orthogonal de B sur Im(A), alors
AX =KB, etdonc B-AX = (I, — K)B,
puis
|B - AX|? = ||(L, — K)B|* = *((In — K)B)((I, - K)B) = BT ("I, — K)(I, — K)B = B (I, - K)B,

car
("I, -K)=I —-K"=1,- K
puisque la transposition est linéaire et que K et I,, sont symétriques, et car (I, — K)? = I, — K, comme vu

précédemment.

Exercice 47. Premier produit scalaire :
1. E =Ry[X], et pour tout (P,Q) € E?,

4
(P,Q)=>_ P(i)Q).
=0
% (.,.) symétrique : pour tout (P,Q) € E?,
4 4
(P,Q)=>_P(i)Q(i) =>_ QU)P(i)=(Q,P).
1=0 1=0
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% (.,.) lindaire & droite : pour tout (P,Q, R) € E3, pour tout A € R,

4

(PAQ+R) = > P(i)(AQ+ R)(i)

=0

4

= > P(i)(AQ() + R(i))

1=0

=0
4 4
= A)_P[HQ()+ Y P(H)Q)
1=0 1=0

= MP,Q)+ (P,R)

* (.,.) est linéaire & droite et symétrique, donc bilinéaire.
* (.,.) est positive : pour tout P € E,

4

(P,P)y=> P(i)>>0

=0

car un réel au carré est positif, et car une somme de réels positifs est positif.

* (.,.) est définie : Soit P € E tel que (P)P = 0 alors P(i) = 0 pour tout ¢ € [0, 4], car une somme de réels
positifs est nulle si et seulement si chaque réel est nul. Donc P a cinqg racines (les entiers 0 a 4) et est de
degré au plus deux, donc P est nul (car il a plus de racines que son degré).

% Ainsi (.). est bien un produit scalaire.

2. Effectuons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt sur la base canonique (1, X, X?2).

e On a
1 1
0= 10 —=|—F—=
11| v5
4
car ||1]| = ZP(@')2 avec P=1,donc ||1]| =vI+1+1+1+1=+/5.
=0
oOnaelzﬂg—hlavec
up = X — (eg, X)eo,
ou

10
(e0) X 04+14+2+3+4)=—.

_
VB

H

On a donc w3 = X — 2, ainsi on a :

Jur> =4+1+0+1+4=10.

Donc
X -2
6 P —
VAT
e On a ey = 22 avec
[zl ) ) )
U2:X —<61,X >61—<60,X >60,
ou
1 30 1 40
€0, X2) = —=0+1+4+9+16) = — et e, X)) = —(0—-1404+9+32) = —.
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On a donc ug = X? —4(X —2) — 6 = X? — 4X + 2. Puis,
lug|? =4+ 1+4+1+4=14.

Donc

X2 _4X +2
V14

€9 =

e Donc (ey, eg, e3) est une base orthonormée de E.

Deuxiéme produit scalaire :

1. E =Ry[X], et pour tout (P,Q) € E?,

1
wwzlprMt

% Pour tout (P,Q) € E?, (P, Q) existe car P et @ sont des polynémes, donc continus sur le segment [0, 1].
* (.,.) symétrique : pour tout (P, Q) € E?,

1 1
(P,Q) = /0 P(HQ(t)dt = /0 Q)P(H)dt = (Q, P).

% (.,.) linéaire & droite (provient de la linéarité de l'intégrale) : pour tout (P,Q, R) € E3, pour tout A € R,
(PAQ+R) = [ P(t)(AQ + R)(t)dt
= Jo POOQ) + R(t))dt
= [y \P(1Q) + P(HR(1))dt
= AJ) P(Q()dt + [, P(H)R(t)dt
= MP,Q)+ (P,R)

% (.,.) est linéaire a droite et symétrique, donc bilinéaire.
* (.,.) est positive (par positivité de I'intégrale) : pour tout P € E,

(RP>:Kij%ﬁzo

car la fonction
t > P(t)?

est continue positive sur [0, 1] avec 0 < 1.
* (.,.) est définie : Soit P tel que (P)P = 0 alors la fonction

t > P(t)?
est continue positive d’intégrale nulle sur [0, 1], donc par stricte positivité de I'intégrale,
P2(t) =0
pour tout t € [0, 1], donc P a une infinité de racines (tout élément de [0, 1]), donc
P=0.

% Ainsi (.). est bien un produit scalaire.
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2. Effectuons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt sur la base canonique (1, X, X?).

e On a
1
car [|1]] = 4/ ) 12dt = 1.
e On a e = - avec
urll X ey X)
up = — €1, €1,
ou

! 1
(61>X—/ | x tdt = L.
0 2

On a donc u; = X — 3 puis
1 2
1 1
2
= t—=) dt=—
flp= [ (¢~ 3) a= 15
Donc
1
61:\/12<X—>
oOnaengZ—;Havec
U2 = X2 - <617X2>€1 - <607X >€07
ou
1 1 1 1
(eo,X2>:/ L2dt = = et <61,X2>:\/12/ (t—2> t2dt = ——.
0 0
On a donc

1\? 1
Puis, [lus|? = [ <t2 —t+ 6> dt

Donc

6

1
es = V180 (X2 —X—|—> )

e Donc (e, eg, e3) est une base orthonormée de E.

Exercice 48. Pour tout j € [1,n], on a en testant en x = e; :

n

L= legl? =D fejre® = llejI* + D (ejren”

i=1 7 i€lin]
i#]

Donc

Z <ej,ei>2 =0,

i€[ln] 3G
i#] -

et comme une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque réel est nul, on a, pour tout i € [1,n]\{j},

(ei,ej)* =0, et donc (ei,ej) = 0.

Donc la famille (ey,...,ey,) est orthonormée (donc libre).

Il reste & montrer que c’est une famille génératrice de E. Posons F :Vect((ei)ieﬂlmﬂ). Comme FE est un espace

euclidien, on a
E=FoF*t
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(en fait F' de dimension finie suffit).
Soit € F+, comme e; € F (pour i € [1,n]), on a alors (z,e;) = 0, et donc d’aprés I'hypothése :

n
|lz]>=>_"0=0.
1=1

Donc x est le vecteur nul et on a :
FLc {0}, puis FL={0}.

Ainsi
F=(FHt={0}*=F

(la premiére égalité provenant de ce que E est euclidien), donc la famille (e;);e[y,,] est une famille génératrice de
E.
C’est donc bien une base orthonormée de E.

Exercice 49.

1. Soit n € [1,p] et (A1,...,\n) € R™ tels que

§§:Akek::6.
k=1

On a, par bilinéarité du produit scalaire, :

0=1(0,0) = O Niei, >_Njej) = Mlleal®>+ D Aidjles e5).
i=1 j=1 i=1 (i,9)€[1,n]?
i#£]

D’autre part, on a :

n 2 n n n n
D klerl| = O INilen Y INlen) =D M lelP+ D0 Nl Nl {eie) < M lellP+ >0 Aiileieg)
k=1 =1 j=1 i=1 ~——

el = el
(@ J)i;i[j n] <0 (i ])i;r[s[j n]

(car, pour tout (4,7) € [1,n]? avec i # j, on a \i\j < |\i||\j| et (e, ;) < 0). Comme une norme est positive,

on a alors

n 2

> [Nkl

k=1

n

=0, soit Z | A\klex = 0
k=1

(par I'axiome de séparation des normes).

2. Quitte a renuméroter, on peut supposer que 'on considére les p — 1 premiers vecteurs de F : (eq,...,ep—1).
Soit alors (g, ..., \p—1) € RP™L tels que

p—1
j{:Ai6i=:6.
i=1

D’apreés la question précédente (c’est pour cela qu’on a rédigé la question suivante en prenant un n, et pas
directement avec n = p), on a donc

p—1
zz:\Adei::O.
=1

En faisant le produit scalaire par ep,, on a donc par bilinéarité du produit scalaire,

p—1 p—1
0=1(0,ep) = O ilesyep =D Al (eirep) .
i=1 i—1 é{“z’o—’
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Done, pour tout i € [1,p — 1], on a
/\i <€z‘7 €p> =0

(car une somme de réels négatifs est nulle si et seulement si chaque réel est nul), puis

Ai=0
(car (e;,ep) < 0). Ainsi la famille est libre.
Exercice 50.
1) Si ¢ est nulle,
a=20
donne bien, pour tout x € F,
(a,z) =0 = ¢(x).

De plus, si b € FE vérifie : pour tout = € E, (b, z) = 0, alors en particulier pour 2z = b, on doit avoir
6> = (b,b) =0,  donc b=0.

Donc il y a bien existence et unicité du a dans ce cas précis.
2) Comme ¢ est non nul,

Im(¢) # {0}, donc dim (Im(¢)) > 1.

Or, Im(¢) C R, donc
dim (Im(¢)) <1,

et donc

dim (Im(¢)) = 1.

Le théoréme du rang donne alors que
dim(H) = dim (Ker(¢)) = dim(E) — dim (Im(¢)) = dim(E) — 1
et comme FE est euclidien,
dim (H+) = dim (Ker(¢)") = dim(E) — dim (Ker(¢)) =1

Donc il existe ¥ non nul dans H', donc

1
b= b
[1o/]]
est encore un vecteur non nul de HL, avec
1571
bl = Tz = 1
1611
et comme dim (H J-) =1, on en déduit bien que
H+ = Vect(b),

ce b convient.
3) e Montrons 'existence.
Analyse : supposons que a existe avec a € H+, donc il existe A € R avec a = b, et on a

o(b) = (a,b) = A(b,b) = X

puisque b est de norme 1.
Synthése : notons A = ¢(b), et prenons alors
a = Ab.

Sixz € H, il existe o € R tel que & = ab, et donc par linéarité de ¢ et bilinéarité du produit scalaire,

o(x) = ¢(ab) = ap(b) = aX = a (b,b) = (\b,ab) = (a, x)
oy
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car b est de norme 1 (donc (b, b) = [|b]|? = 1).
Soit ensuite x € H, alors comme H = Ker(¢),

¢(x) =0,
et comme a € H,
(a,x) =0.
On a donc bien
(a,z) = ¢(x).
Soit enfin x € E quelconque. Comme
E=H®H",

il existe 2’ € H et 2" € H* tel que
r=a +2a".

Alors, par linéarité de ¢ et bilinéarité du produit scalaire,
¢(z) = ¢(z’ +2") = ¢(2) + ¢(2") = (a,2') + (a,2") = (a,2" + 2") = (a, )

On a donc bien montré que pour tout x € E,
¢(x) = (a,z).

Donc a convient, d’ou I'existence.

Remarque. La partie analyse a montré 'unicité d’un tel a dans H, mais on veut I'unicité pour a € E. Donc il
reste la partie unicité & faire.

e Montrons 'unicité. Supposons qu’il existe a et b dans E tels que pour tout z € E, on ait
(a,z) = ¢(z) = (b,z)
Alors, en soustrayant, et par bilinéarité du produit scalaire, pour tout x € F,
(a—b,z) =0
En particulier, si x = a — b, on en déduit que
la —b]* = {a = b,a —b) =0,

donc
a—b=0, puis a=b.

D’ot 'unicité.

Exercice 51. e Soit z € Gt et y € F, alors comme F C G, y € G, et donc

(xz,y) =0.
C’est vrai pour tout y € F', donc
z e Ft.
C’est vrai pour tout z € G+, donc
G+ c Ft.

e o Soit z € F-NG*, soit t € F 4+ G, alors il existe y € F et z € G avec
t=y+z,
et donc par bilinéarité du produit scalaire,
(,t) = (z,y + 2z) = (x,y) + (x,2) =04+ 0=0.

Cela étant vrai pour tout t € F'4+ G, on a
e (F+G)*.
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Cela étant vrai pour tout z € F- NG+, on a
FLnGtc(F+0)h
o Réciproquement, soit z € (F 4+ G)* et soit y € F et z€ G. Alorsy € F + G et z € F + G, donc
(x,y) = (x,z) = 0.

Cela étant vrai pour tout y € F', on a

e Ft,
et cela étant vrai pour tout z € GG, on a
x € Gt
Donc
re FrnG+t.

Cela étant vrai pour tout = € (F + G)*, on a
(F+G)*r c Ftnat.
D’ou I’égalité par double inclusion.
Remarque. Pour la réciproque, on aurait aussi pu dire : F' C (F + G), donc
(F+G)t cFt
d’aprés le premier point. De méme, G C (F + G), donc
(F+G)t cat.

Et donc
(F+G)*t c Ftnat.

e Le résultat précédent donne
(F-+GH*t = (FH n(GhH*

Or, comme F est euclidien, pour tout sous-espace H de E, on a
(HYH*t = H.

On a alors
(Fr+GHt*=FnG  puis (FNG)* = (Fr+aHh) =Ft+ah

Exercice 52. e Soit P € R[X], alors
P(1)=0 & JQ e RX], P=(X -1)Q.
Donc
H = {(X - 1)Q € R3[X] avec Q € R[X]},
et pour des raisons de degré,
H = {(X-1)Q avec Q € Ry[X]}

= {(X —1)(a+bX +cX?), (a,b,c) € R?}

= {a(X 1)+ b(X - 1)X +c(X —1)X? (a,b,c) € R?}
Donc la famille

(X-L(X-DX,(X-1DX})=(X-1,X*-X,X’-X)
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est une famille génératrice de H. Elle est libre car échelonnée en degré (et ne contient pas le polynéome nul), donc

c’est une base de H. Il y a trois vecteurs, donc
dim(H) = 3|

e Appliquons alors le procédé de Gram-Schmidt & cette famille pour obtenir une base orthonormée de H.

o || X —1]| = v/2, donc on pose
1
e1=—=(X—1)|
1 \/5( )
© On a . ,
X2 X—(X?-Xe)er=X>-X+-(X-1)=X?’--X—,
N 2 2 2
—
c’est un vecteur de norme
1\? 1\° \/§
12 __ I — —
“(73) < () -5
donc on pose
1 1 1 1
= (X?—X—=-)=|—=2X? -X -1
e s 5) | 75 )
2
¢ On a
3 2 3 2 3 2 3 2 2 3 1o 1 1
X=X —(X°=—X*e1)e —(X° = X% eg)ea =X — X+ -(2X*"—-X-1)=X 3X 353X 3
=0 —_2
/6
c’est un vecteur de norme
e (S (Y Y 2
3 3 3 V3’
donc on pose
1 1 1 1 1
= (XX - X—- )= —=(BX*-X*-X -1
s %( 3 3 3> 23\ )

o Alors (e1, e2, e3) est une base orthonormée de H.
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