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TD1 - SERIES NUMERIQUES

Exercice 1. Etudier la convergence des séries de terme général suivant :

L 5 7. () 13. /n+ (—1)" — v/
4n—
2. igans 8. (1+1)" —e 4. (-)"(Vn+1=1/n)
(=n»
3. d-m(1+ %) 0 VnFI-n 15. 1+ 500 -1
in3(n?+1) (=" nl
4. % 10. n+In(n) 16. nn '
2n)!
5. % 11. sin (n7r—|— %) 17. 517:2.
inh(n) ~1"1 .
6. Sl 12, (1 Intn) 18, (g)
=1 2
Exercice 2. Calculer les sommes suivantes (on pourra utiliser au besoin que Z — = €> :
n=1
> 1  cos(n = 1
1. —_— 3. 5. —_—
e S > o
(k +2) n? — (="
2. Zl < bt 102 ) 4. nZ::ln' 6. nZ::l — (utiliser (5))

Exercice 3. Soit (a,)n, € (R%)N telle que la série > n>0 @n converge. Quen est-il des séries de termes généraux
suivants :

1. a2 2. li’én 3. sin(ay,,) 4. /an, 5. /ani1an

Exercice 4. Déterminer « et 3 tels que la série de terme général \/n + ay/n+ 1 + Sv/n + 2 soit convergente.
Lorsqu’elle converge, calculer sa somme.

Exercice 5. Soient pour n € N*, S Z\f I, = n@—2\/ﬁ—26tun—5 -1 —27—2f+2

1. Montrer que S, ~ I,,.
n—oo
2. Etudier la nature de la série de terme général v,, = Up41 — Up, en déduire que (uy) converge.

Exercice 6. Donner un équivalent de S, =Y ;' Vk, puis étudier la série S é

(71): =, en fonction des réels a et b.

Exercice 7. Préciser la nature de la série Y uy, ou u, = e e L

n>1

In(14a3")

Exercice 8. Préciser la nature de la série Y uy, ot u, = o en fonction du réel a > 0.

n>1
Exercice 9. Montrer la convergence de la série de terme général u,, = In (1 4+ et 1) ) puis calculer Z Up,.

Exercice 10 (Régle de Raabe-Duhamel). Soit (u,) une suite de réels positifs et o > 0 telle que “”“ =1-o+

n—oo T
1. On pose v, = n“u, et w, = In (vn+1) —1In (vn) Montrer que la série de terme général (w,) est absolument
convergente.

2. En déduire qu’il existe A > 0 tel que u, ~ puis conclure.

na?
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[e.e] oo
1 —1)k
Exercice 11. Donner la nature de la série de terme général u,, = E 7z Méme question avec v,, = E ( k:2)
k=n+1 k=n+1

Exercice 12. Soit f : [1,+oco[— R de classe C'. Pour n > 2, on pose w, = f:_l f@)dt — f(n).
1. Montrer que pour tout n, wy, = — [, (t —n+ 1) f/(t)dt.
2. En déduire que si f’ est intégrable sur [1,+oo[, la série des w,, est absolument convergente.

cos (ln(n))

3. Application : montrer que la série » diverge (on admettra que la suite (sin (In(n))) diverge).

N*
n>1 ne

Exercice 13. Etudier suivant les valeurs du réel strictement positif o, la nature de la série de terme général

_ (30
tn = adn(nl)3’
=1 2
Exercice 14. Montrer la convergence et calculer (rappel : Z = E) la somme de la série de terme général
k=1

n

1 n—1 1
= k*(n—k)! ;kz(n—k)z

Exercice 15. Soit (u,) une suite réelle définie par : vy € R et pour tout n > 0, up41 =1 —e™"".

1. Etudier la convergence de (uy,)nen.

2. Etudier la convergence de > (—1)"u,.
n>0

2

3. Etudier la convergence de Y. u2 (on pourra montrer que u2 ~ up — Upi1).

n>0

4. Etudier la convergence de Y In (“Z—Il)
n>0

Exercice 16. On définit une suite (u,) par up = 0 et la relation u,4+; = cos(u,) pour tout n € N.
1. Montrer que, pour n € N* cos(1) < u, < 1.
2. Démontrer que pour tout n € N*, [uy11 — up| < (1 — cos(1)) sin™*(1).
3. En déduire que la suite (uy,) converge.
2im

n
e

Exercice 17. Pour n > 1, on pose u, = S5
n

1. Etudier la convergence de la série de terme général u, si o > 1 puis si a < 0.
2. On suppose maintenant que 0 < o < 1. On pose A, =Y ;. Sl
(a) Montrer que la suite (Ay)nen+ est bornée.
2im g o
(b) Montrer que pour tout n € N*, ona: > | S = % + 301 Ay (k% - W)

(¢) En déduire la convergence de la série de terme général u,,.

Exercice 18. Soit (z,) une suite de réels strictement positifs tels que liril xp = +00. On lui associe une suite
n—-+00

(uy) telle que pour n € N, u,, = kﬁo 11’5&1@

1. Démontrer que la suite (u,) est monotone convergente, de limite A telle que A € [0, 1].
2. Que vaut A lorsque pour n € N, z,, =n+17

3. Démontrer, en étudiant la suite In(uy,), que A # 0 < la série ) | é est divergente.

4

. Etudier le cas ot la suite (z,,) est définie par zg > 1 et la relation z,11 = 22 pour n € N, et déterminer .

Exercice 19. Soit ) a, une série absolument convergente, et (aq(,)) une suite extraite de (a,). Montrer alors
n>0
que ) ag(y) est une série absolument convergente.
n>0
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Exercice 20 (CCP 2013 Officiel de la Taupe). Soit u,, = Z In?(k) pour n > 2.
k=2

1. Montrer que u, > In?(n), et en déduire que 3 u, diverge.
n>2

. Montrer que [{"In*(t)dt < u, < 1n+1 In?(t)dt.

. Calculer [;"In*(t)dt et en déduire que, en +oo, [["In*(t)dt ~ zIn*(z).
1

Up

w N

4. Trouver un équivalent de u,, et déterminer la nature de la série >
n>2

Exercice 21 (CCP 2013 Officiel de la Taupe - exo 2). Montrer que > In (1 — #) converge, et calculer sa somme.

n>2

Exercice 22. Soit ) _yu, une série convergente mais pas absolument convergente (on dit qu’elle est semi-
convergente). Soit £ € R.
Montrer qu’il existe une réorganisation des termes de la série que sa somme fasse . Formellement, montrer qu’il
existe ¢ : N — N bijective telle que :

> tom) =L,

neN
Indications :
e Soit (vy,) la suite des termes positifs de (u,) (dans 'ordre) et (wy) celle des termes négatifs. Que dire des
séries > vp et Y wy, ?

e Construire ¢ par récurrence.
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Solutions

Exercice 1.

1. On a

n—+oo 2N

NG
= 9 — 1,
on n—oo \ n2

# converge (Riemann, 2 > 1) et est & termes positifs.

par croissance comparée (car 2 > 1). Ainsi

or la série numérique ), -

Donc d’apreés le critére de domination des séries a termes positifs, la série numérique »
convergente, donc convergente.

nd

neN o est absolument

Remarque. On peut aussi appliquer le critére de d’Alembert.

2. Comme n = o(4") et 2n® = o(5") (par croissance comparée, car 4 > 1 et 5 > 1), on a

n—oo n—oo
4" —n 4\"
5" +2n3 nsoo \5 )
. P L. 4\n A . Py t 4 4 T+ A
Puis, la série numérique Y, . ()" est convergente (série géométrique de raison 3 avec 5 €] —1,1[) et est a
termes positifs.

5 N PN v, . L. N I L. L. A _p
Donc d’aprés le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série numérique ), Fngons ost abso-
lument convergente, donc convergente.

3. Comme In(1 +u) ~ u,et que -

—— 0,on a:
u—0 Vi peol

1 In (1 + 1) ~ 1
v TR ) S
Puis, la série numérique Y, .- + est divergente (Riemann) et & termes positifs.
Donc d’aprés le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série numérique ) - ﬁ In (1 + ﬁ)
est divergente.
4. On sait |sin| < 1, donc pour tout n € N*|

0<

sin3(n? + 1) 1
B S
n?+n+1

_— n2 .
Puis, la série numérique ) .
Donc d’aprés le critére de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique
absolument convergente, donc convergente.

# est convergente (Riemann, 2 > 1).
sin®(n2+41)

neEN n24n+t+1 est

Remarque. Ici, on n’a pas précisé que # est positif, car pour le critére de comparaison, c’est pas le majorant
sin® (n2+1)

qui doit étre positif, mais le terme majoré. Donc, ici, ce qui est important, c’est que o |

soit positif

pour tout entier n € N*,

5. La fonction In est croissante sur |0, +o00[, et In (e) = 1. Dongc, pour tout n € N avec n > e, c’est-a-dire pour
tout n € N avec n > 3, on a

In(n) > 1, donc

>

1
neN* n
Donc d’aprés le critére de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique
gente.

Or, la série numeérique est une série de Riemann divergente et a termes positifs.

In(n)

neN+ g est diver-
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6. On a

sinh(n) e —e™"

cosh(2n) €27 + 2" noo

e—n

et la série numérique ) e est convergente (série géométrique de raison e ! avec e €]0,1[C] — 1,1])
et & termes positifs.

Donc d’aprés le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série numérique » |
lument convergente, donc convergente.

7. On sait In(1 + u) ~o W donc

u—

sinh(n)

neN cosh(2n) est abso-

n*43n%+n _ n*43n%4n
In (n4+2n2—n+1 - In(1+ nA42n2—n+1 1

_ n2+2n—1
- In {1+ nt42n2—n+1
n<+2n—1
n—soo ni+2n?—n+1

n?+42n—1 1
nt4+2n2 —n+1 n—oo n?

et la série numérique ), - # est convergente (Riemann, 2 > 1) et & termes positifs.

N LN 4 . Pt N oy P L. 4 2
Donc d’aprés le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série numérique ) .« In (771? JQSQ_Z?H)

est absolument convergente, donc convergente.

8. On a: .
un::(1+%) —e = exp(nl (1+%))—€

Donc

~Un n:oo %’

et la série numérique ), -y« 5 est une série de Riemann divergente, et & termes positifs.
Donc d’aprés le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série numérique »
donc, en multipliant par —1, la série numérique

o (T

neN* neN*

neNs —Un diverge,

diverge.

9. On utilise le DL (1 + u)% =14 su+ ~ o(u), en mettant \/n en facteur pour utiliser £ — 0 :
u—0 n—00

1 1 1 1 1 1
£\ — = _ = e — — = — _— ~ >
v ﬁ<v o 1) ﬁ<” 2n+ni’oo<n> 1> m*n&o(\/ﬁ) S N
et la série numérique ), - ﬁ est une série de Riemann divergente (% <1) et & termes positifs.

Donc d’apreés le critere d’équivalence des séries a termes positifs, la série numérique ) (\/ n+1-— \/ﬁ)
est divergente.

Remarque.

(a) On peut aussi passer par les sommes partielles ici, puisqu’elles sont télescopiques : pour tout entier

N eN,on a
N
Z(\/n—l— —\/ﬁ):\/N+1—\f0N_>—+> +-00.
n=0
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(b) On peut aussi utiliser la quantité conjuguée : pour tout n € N,

tn = VA==

Vn+1+n’

et de 1a,
e soit on dit 1
n—00 2\/ﬁ
car
1 1
Up = —= s
1+l
|
S
e soit on dit
1 1

u

> = ,
T nFl4+vn+l 2vn+1

L. L. 1 1 L.
et dans les deux cas, on conclut car la série numérique ) - NG (ou Y en \/Tﬁ) est une série de
Riemann divergente, puisque % <1, et & termes positifs.

10. Soit
1
x + In(x)
(bien définie car, pour tout = € [1, 400, z+1In(z) >z > 1 > 0), alors la fonction f est dérivable sur [1, +o00],
et pour tout x € [1, +o0],

frxe[l,+ool—~

donc la fonction f est décroissante sur 'intervalle [1, +o00].

est décroissante. De plus, elle tend vers 0.

Donc la suite numérique

Enfin % > 0 pour tout entier n € N*, donc la série considérée est alternée.

R L. , . , . L —1)n
Le critére des séries alternées s’applique, et donne que la série numérique . " est convergente.
) neEN* n+ln(n)

11. Pour tout z € R, sin(w + ) = —sin(x), donc (par récurrence directe), pour tout n € N*
1 1
sin (nﬂ' + > = (—1)"sin () .
n n
Puis :

Méthode 1 : On fait un DL : on a sin(u) =u+ O (u3), et L — 0, donc

u—0 n—o0
sin <n7r + i) — (~1)"sin <711> — (1) (:L + o (é)) (_i)n + o <nlg> .

e la série numérique >, O (%) converge absolument par le critére de domination des séries a termes
n—oo

Puis,

positifs, car la série numérique ), - % est une série de Riemann convergente (car 3 > 1) et a termes
positifs,
e ct la série numeérique ) =" converge, par application directe du critére des séries alternées (car
neN*  n ’

est bien décroissante positive et tend vers 0).

la suite numérique (%)n N
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12.

oy L 1.- s L. . 1
Par addition, on en déduit que la série numérique . sin (mr + 5) converge.

Méthode 2 : e La suite numérique (sin (1 est décroissante : la fonction sin est décroissante sur

ﬁ))nEN*
1= [O, g], et pour tout n € N*, % € I, donc pour tout n € N*, comme

1
n+1

() 20 ()
sin|{ —— | >sin| — ).
n+1 n

tend vers 0 (car sin(u) — 0, et car 1 — 0).
u—r n—oo

<

)

S|

par décroissance de la fonction sinus,

e La suite numérique (sin (%))nGN*

e La suite numérique (sin (%))nGN* est & termes positifs (car sin > 0 sur I), donc la série numérique
. 1 .

> nen- Sin (mr + H) est alternée.

e Donc d’aprés le critére des séries alternées, la série numérique Y-, . sin (nw + %) converge.

Pour tout n € N*, on a

In(n)

n

>0

)
- - "1 .
donc la série numérique ) . % est alternée.

In(n)

Etudions la décroissance possible de la suite numérique ( ) . Pour cela, étudions la fonction
neN*

ln(ac)'

xT

frx—

La fonction f est dérivable sur |0, 4o00[, et pour tout x €]0, +-00],

1 —In(x)
.

f'(x)

On a donc f/'(z) < 0 pour z > e, donc la fonction f est décroissante sur l'intervalle [e, +00[. Donc la suite

numérique

n

est décroissante (on prend n > 3 pour que n > e).
Par croissance comparée, cette suite numérique tend vers 0.
. R o L. i . L 1”1
Ainsi d’aprés le critére des séries alternées, la série numérique | 1" In(n)
) n>3 n

Lo (=1)™1In(n)
numérique Y oy

est convergente, donc la série

aussi.

n—oo

13. On utilise le DL (1 + u)% =1+ su+ Oo(uz), en mettant \/n en facteur pour utiliser 2 — 0
u—

up, = n+(=1)"—/n

Or
e d’apres le critére des séries alternées, la série numérique ) | . v, converge (la série numérique NG
neN*
est bien décroissante, tend vers 0, et est positive),

e et la série numérique ) | . wy, est absolument convergente par critére de domination des séries a termes
positifs (car la série numérique Y, . =5 converge (Riemann, 3 > 1) et est & termes positifs).
n2

4
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Comme, pour tout n € N*,
=vn+( —/n =v, +wp,
par addition de deux séries numérlques convergentes, la série numérique ) -y« Uy converge.

14. Afin d’utiliser le critére des séries alternées, montrons que la suite numérique (v/n + 1 —+/n),en est une suite
positive, décroissante, qui tend vers 0. Par la quantité conjuguée, pour tout n € N, on a

1
vVn+1l—y/n= NoEs e

Le résultat est alors direct.
Ainsi d’aprés le critére des séries alternées, la série numérique ) n(—=1)"(v/n 4+ 1 — y/n) est convergente.

Remarque. On peut aussi faire un DL :

()" (Vn+1-yn) =

Puis,

—1)" FN - .
neN* % converge par le critére des séries alternées,
1

e et la série numérique >, O (—3> converge (absolument) par le critére de domination des séries a
n—o0 \n2

termes positifs, pulsque la série numérique EneN* % est une série & termes positifs, et convergente
n2

e la série numérique »

(Riemann avec 3 > 1).

Par somme de séries numerlques convergente, on conclut bien que la série numérique ) n(=1)"(vVn +1 —
\/n) est convergente.

15. On utilise le DL (1+u)%:1+%u— lu? + O( 3), car

u—0

(—1)" 1 (_1)n 11 1 1 (—1)” —-11 1
n=1/1 —1=(1+4+-= —— — —1=- _— — .

— 0:
n—oo

e

3
2

2 /n 8 n
L ~—~— +
Un Wn Zn

Or
e la série numérique ) - v, est convergente d’aprés le critére des séries alternées
e et la série numeérique Y z, est une série absolument convergente par le critére de domination des séries
a termes positifs (car la série numérique ) - i% converge (Riemann, 3 > 1) et est & termes positifs).
n

Si la série numérique ZHGN* uy, était convergente, par combinaison linéaire, on aurait que la série numérique

D wn =D un =) Un =)
serait convergente, ce qui est faux (Riemann).

Donc la série numérique ), -y« Uy est divergente (bien qu’elle soit alternée!).

16. D’aprés la formule de Stirling, on a :

—_— ~

n" n—oo nn n—oo el
Or
. V2™
lim n? =0
n—-+oo en

par croissance comparée (car e > 1), donc

n! 1
—_ = 0 J— ,
nn n—oo \ n2

et la série numérique ), - # converge (Riemann, 2 > 1) et est & termes positifs.

2L ost absolument

Ainsi d’aprés le critére de domination des séries a termes positifs, la série numérique ), . 5

convergente, donc convergente.
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17. D’aprés la formule de Stirling, on a :

2n\2n n n
@2n)! 27 (2n) (22) V22 \[2(4>

(&

~

€
n"n! n—soo  nn\/21n (%) n—oo €' n—oo

et V2 (%) est le terme général d’une série divergente (série géométrique de raison % > 1) et positif.
Donc d’aprés le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série numérique ), - glng, est donc
divergente.

Remarque. Ou, plus simplement, comme % > 1,2 (%)n — 400, et donc on a divergence grossiére.
n—oo

18. D’aprés la formule de Stirling, on a :

) _ ot VI (T

n

22n o (n')222" n—00 27TTL( )2" 922n n—>oo \/7

et la série numérique ) . \/% est divergente (Riemann), et a termes positifs.

Cy)

Donc d’aprés le critére d’équivalence des séries & termes positifs, la série numérique ) |, o 55+ est divergente.

Exercice 2. 1) Pour tout k € N avec k > 2,

1 1 1

K2—k k-1 k

Donc, par somme télescopique, pour tout n € N avec n > 2 :

Ainsi on a la convergence de la série numérique (car la limite de ses sommes partielles existe et est finie), et

bl
||
N

2) Pour tout k € N avec k> 2, on a :

In <m> =In(k) +In(k +2) —2In(k + 1).

Donc pour tout n € N avec n > 2,

Zl(kk++12)) _ anln +Zlnk+2 —221nk+1
k=2

n n+2 n+1
e > In(k) + Z In(i) — 2 Z In(5)
j=k+1 k=2 =4 7=3

= In(2)+1In(3 +Zln —i—Zln )+In(n+1)+In(n+2) —2In(3 —QZID ) —2In(n

nt+l ) oo

— (2 )—1n(3)+1n(”+2) — In(2) — In(3)

Donc la série numeérique est convergente (car la limite de ses sommes partielles existe et est finie) et sa somme
vaut

In(2) —In(3) |

3) e Pour tout n € N*
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(par croissance comparée, car 2 > 1), donc le théoréme des gendarmes donne
o B . B ncos(n) 1
(—1) =0, soit (—1) o = 1% (n2 .

neN* % converge (Riemann, 2 > 1) et est & termes positifs, donc le critére de domina-~

tion des séries a termes positifs donne que la série numérique ) (1)
convergente.

cos(n)
27’L

lim n?
n—00

Or, la série numeérique »_
n cos(n)

on— est absolument convergente donc

L. _et\™ e
o La série ) | = ) converge absolument (c’est une série géométrique de raison =~ avec | =

= % 6]—1,1[),

donc en prenant la partie réelle de sa somme, on a :

Or, on a |
S = _ez> _ 1 _ 1 |
72)( 2 1+%Z <1_|_0052ﬁ) +Z‘%

(somme d’une série géométrique).
En multipliant /divisant par le conjugué du dénominateur, on a :

(1+C°S())—¢% (1+%)—z$

(1 + cos(1 ))2 + sin?(1) % + COS(l)

4

En prenant la partie réelle, on a :

ncos(n) 4+ 2cos(1)
Z(_l) 2 5+4+4cos(l) |

n=0

4) On a

2 2
. n .. n 1
lim n?— =0, ainsi —= 0 |—=|.
n—ot+oo  nl n! n—oo \ n2

Puis, la série numérique ) - 7712 est convergente (Riemann, 2 > 1) et & termes positifs. Donc d’aprés le critére de

domination des séries a termes positifs, la série numérique ) %? est absolument convergente, donc convergente.
Puis,
= n? = n? > n > n—1 1 = =
S = — = — = — = + —I—
N R M (v ey ) RO M= My
n=0 n=1 n=1 n=1 n:l

car les deux sommes sont convergentes. Donc

_2Zn1_2z E

5) La série numeérique ) @peT2 converge absolument (donc converge), par le critére d’équivalence des séries

peEN* (2p+1
A termes positifs, car
1 1

(2p + 1)2 p—;:-oo @7

et que la série numérique » 2 est une série convergente (Riemann, 2 > 1) a termes positifs. Puis : pour tout

peEN* p
N e N¥,
2N 1
_ 1 1
dom o= X mt X ik
e 1<n<2N 1<n<2N
n pair n impair
= Z ! 7 + 1 2
2 2p+1
1<2p<2N (2p) 1<2p+1<2N (2p+1)
N N-1
- Yl
- 2 2
At = (2t
donc
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- ISR S N
= 2p+1 —n? 4 p2 Notoo 6 46 8

Donc

o0

ST
2 —_ — |

= (2p+1) 8

6) Puis, ‘ ()"

n

= # est le terme général d’une série convergente (Riemann, 2 > 1), donc la série numérique

> (G 1) est absolument convergente, donc convergente.
neN*

Remarque. On peut aussi appliquer le critére des séries alternées...

Pour calculer la somme de la série, il suffit alors de calculer la limite des sommes partielles d’indice paire (par

exemple) :
2N
(=1 _
> m <
n=1

3

(_1)7L (_1)7L
2 + > 53
1<n<2N 1<n<2N
n pair

n impair
_1__ > 1
2 pl
1<2p<2N &2 1<2p+1<2N (2p+1)
- A2 (99 4+ 1)2
= 4p (2p+1)
— 172
N—+o00

(en réutilisant la série calculée en (5)). Donc

Ainsi il existe ng € N tel que pour n € N avec n > ny,
0<a, <1

(car la suite numérique (ay)nen est une suite de termes positifs par hypothése).

1. Avec le ng fixé précédemment, on a pour tout n € N avec n > ng,

0<a;, <ap car 0<aq, <1.

Comme la série numérique )y a, converge, d’aprés le critére de comparaison des séries & termes positifs,
L, . L. 2
la série numérique ) a; est convergente.

2. Pour tout n ¢ N, 1 +a, >1 >0, donc
Pour tout n € N,

1+

0<‘ n
“1+a,

car, pour tout n € N, a,, > 0 donc 1 + a,, > 1. Donc d’aprés le critére de comparaison des séries & termes
positifs, la série numérique ) 75 $2— est convergente.

3. Comme a, —— 0, on a
n—oo

sin(ay,) .

Et a, > 0 pour tout entier n € N. Comme la série numérique )y a, converge, d’aprés le critere d’équiva-
lence des séries & termes positifs, la série numérique ) sin(a,) est convergente.
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4. On ne sait pas : par exemple, si pour tout n € N*,

1
Qap ﬁa
la série numérique ZneN* \/ay est convergente.
Et dans les deux cas, on a bien ) . a, convergente...
5. Pour tout n € N,
an + An+1

0< Yy any1 <

(car (w/an -, /an+1)2 > 0, il suffit de développer...).

Puis, la série numérique EneN an converge, donc la série numérique EneN an41 converge aussi, et enfin par

an+an+1
neN 2

Ainsi d’aprés le critére de comparaison des séries a terme positifs, la série numérique Y- - /Gn Grny1 est
convergente.

combinaison linéaire, la série numérique » | converge.

Exercice 4. Comme lim 1 =0, un DL donne :
n—oo

Up = vn+ayn+1+pVn+2 = n+ayny/l+1i+8y/n/1+2
= Varavi(ied gt o () +ava(ie g 0 (%)

(L+a+Bvn+(§+6) =+ 0 (L)

Donc, si 14+ a+ g #0,
u, ~ (1+a+pB)Vn,

n—oo
et u, ne tend pas vers 0, donc la série diverge grossiérement.
Sil+a+pB=0et B+ #0, alors
Up, 1
(+5) w5 Vi
et la série numérique ) . ﬁ diverge (Riemann, % < 1) et est & termes positifs, donc par critére d’équivalence

Un

nel (349)

des séries a termes positifs, la série numérique » diverge, donc (en multipliant par la constante non

Uy, diverge.

1
un N O <3> ’
n—o0 n2

converge (Riemann, % > 1) et est a termes positifs, donc par le critére de

nulle § + ), la série numérique )
Sil+a+pB=0et B+ 5 =0,alors

or la série numérique Y., . &
n2

domination des séries a termes positifs, la série numérique )y un converge (absolument).
Donc

la série converge si et seulement si (1 t+a+pB=0et §+8= O),

c’est-a-dire si et seulement si

Puis,
[e.e] o0
Yo (Wn—2vn+1+vVn+2) =) ((Vn—Vn+1) = (Vn+1-vVn+2)).
n=1 n=0
On a donc une série télescopique et /n —+/n+1= \/ﬁ+_7\}m =2 0 (quantité conjuguée). Ainsi
o0
Y (Vn—2vn+1+vn+2)=v0-Vo+1=-1|
n=0
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Exercice 5. 1) Remarquons que
I,=2Vn—2 ~ 2n ~ 2vn+1 ~ I
n—00 n—00 n—00
Pour k € N*| pour tout t € [k, k + 1], on a

0<k<t<k+1, donc —_— > >

(car la fonction t — % est décroissant sur R ).
Alors, par croissance de I'intégrale (car « les bornes sont dans le bon sens » ),

k+1 k+1 4 k+1 1
i dtz/ dtz/ —dt = )
vk /k vk ki ko VEFL Ve
donc en sommant ces inégalités pour k € [1,n], on obtient (par relation de Chasles) :

n k+1 4 n+l qp n+1 1 1

"_Z\f—kzl . ﬁdtCh:sles: 1 7_ n+1_2\//~c+1p kHZ\/ﬁ_ vn+1

Donc S, — +oo (car Sy > Int1 =2vn+1-—2 — +00), et

In+1>1+ 1

s EETNNE
- Sy Spvn+1 Sy

donc par théoréme d’encadrement,
Sn ~ n+l In
n—oo n—oo

2) Pour tout n € N*,
v, = 1 _2W+2f
- 7(1+ K 2f<( )%_1>
= &0, () -2va(d+,0, ()

n—oo
— O 1
- 3
n—oo \n2

nen+ —5 est une série de Riemann convergente (car 3 > 1) et & termes positifs. Donc le
n2

critére de domination des séries & termes positifs donne que la série numérique

Z Un = Z (unJrl - Un)

neN* neN*

et la série numérique

converge absolument, donc converge.

Or, d’aprés le cours de PCSI, la convergence de la série télescopique ), e (Uns1 — up) est équivalente a la
convergence de la suite numérique (u,)nens-

Donc la suite (up)pen+ converge.

Exercice 6. Soit
f:te[0,+ool— vVt R,

La fonction f est continue et croissante sur [0, +00[. On pourra s’aider d’un dessin pour mieux comprendre la suite
de I’exercice.
Pour tout k € N*, pour tout t € [k — 1,k] on a :

O<k-1<t<, domc  f(t)< f(k),
et pour tout t € [k,k+ 1] on a :

0<k<t<k+1, donc f(k) < f(1).

10
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Par croissance de l'intégrale (car « les bornes sont dans le bon sens »), on a alors

k k k+1 k+1
foaes [ fae=gm e 0= [ swas [ o

k-1 k—1

Donc, pour N € N*| en sommant pour k=14 N, on a:

N ok N
Z/ FOdt <> fk) =Sy <>
k=1"F1 k=1 —

soit par la relation de Chasles :

9 3 N N+1
gNE - / Vidt < Sy < Vidt =
0 1

Donc

par le théoréme des gendarmes.
Ainsi
1 31

~ - R
Sn n—00 21’L§

L. L . 1 . 3 N oy N s,
et la série numeérique ), . ) converge (Riemann, 5 > 1) et est a termes positifs, donc par le critére d’équivalence

des séries & termes positifs, la série numérique Si est convergente.
n

neN*

Exercice 7. ¢ Si b > a (donc n® = ~ o(n’)), on a alors :
n—o0

(—1)" 1

n® + (_l)nnb n:oo ﬁ >0,

et la série numérique > . -5 est & termes positifs, et convergente si et seulement si b > 1 (Riemann). Le critére
TLGN nb 9
d’équivalence des séries a termes positifs donne alors que

la série numeérique » w, converge & b>1.
neN*
e Sia>b(donc (—1)"n® = ~ o(n?)) :sia <0, alors
n—oo

wy ~ (="

n—oo na

ne tend pas vers 0, donc il y a divergence grossiére.

On suppose donc a > 0. On a alors (en faisant un DL, car n®=% — 0) :
n—o0
G ) G D 1
na+(_1)nnb na 1+(_1)nnb7a
— (=~ (1 —(=1)" b—a b—a )
T 8
_ - 1
= e Tamat 0 (525)
Or la série numérique ) - (_n# est convergente si a > 0 (par le critére des séries alternées, qui s’applique car
la suite numérique (= nen+ €st positive, décroissante (car a > 0) et tend vers 0 (car a > 0)).
Puis,

1 1 1
n2a—b +o n2a—b n:;oo n2a—b >0,

or la série numérique ZneN* # est & termes positifs, et converge si et seulement si 2a —b > 1 (Riemann). Donc,

par le critére d’équivalence des séries & termes positifs, on en déduit que la série numérique ), - <( n) - un>

converge si et seulement si 2a — b > 1.
Par addition (d’une série convergente et d’une série divergente, ou bien de deux séries convergentes), on en déduit
que

11
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la série numérique ), —u;, converge & 2a —b>1,
donc en multipliant par —1, que
la série numérique )y« upn converge & 2a —b> 1.

e Si a = b, u, n'existe pas, car on a une division par 0 pour les n impairs.

Donc

(_1)nnnb est convergente =3 ((b >aetb>1)ou(a>beta>0et

la série numerique ZnEN* W

b < 2a— 1)).
Exercice 8. e Si0 < a <1, a™ —— 0, donc
n—oo
In(1+a®) ~ a*, puis U, ~ a*" >0,
n—oo n—oo

2n 2

Comme la série numérique Y, - a®" est une série géométrique de raison a® avec a?® €]0,1[, elle converge. Par
critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série numérique )~ . u, converge.
eSia>1,a" —— 400, et donc

n—oo

In(1 + a®") = In(a®") + In (a_gn +1) =3nln(a) +In (a_?’” +1) ~ 3nln(a),
— —

n—oo
— +00 — 0
n—oo n— oo
donc
3nln(a)
Uy ~ 0
n—00 am™

Notons v, = & > 0 pour tout n € N*, alors

Upng1 n+1 1
= — — €]0,1],

Up, an n—oo

donc par le critére de d’Alembert, la série numérique ) - v, converge absolument, donc converge, et donc par

le critére d’équivalence des séries & termes positifs, la série numérique ) . un converge.

e Sia=1, u, =1In(2) pour tout n € N*, et la série diverge donc grossiérement.

Exercice 9. Comme In(1+u) =u+ O (u?) et CD" 4 0, on a : pour tout n € N*,

u—0 " n—oo
—-1)" -1H" 1
un=1n<1+( )):( ) + O (2>
n n n—oo \ 1
M —
Un Wa,

Or

P P 5 N BN P . . 1
e la série numérique ) . v, est convergente d’aprés le critére des séries alternées (car la suite (?)neN* est
positive, décroissante et tend vers 0).

e Et la série numérique ) wy, est absolument convergente par le critére de domination (car la série numérique
Y onen: # converge (Riemann, 2 > 1) et est & termes positifs).

Ainsi la série numeérique ), <, u, s’'écrit comme la somme de deux séries convergentes, donc est convergente.
Calcul de la somme : Notons (S,)n>2 la suite numérique des sommes partielles de la série numérique ), <, n.
Regardons ce qu’il se passe pour les premiers termes :

en(isd) oo n(2) en(2) o
(1o ) e d) em(o-) n(2)on(2)en(3) om(E) -

12
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Puis, pour tout n € N*,

T m(1+ 1) 41 (1 1 m( 2T 2n
u u = 1n - n — = 1n n prg
2n T M2l omn 2n + 1 on o2n + 1

Donc la suite (S2;,4+1)nen+ est la suite nulle : pour n € N*|

2n+1 n n

Sont1 = Z up = Z U + Ugpy1) = Y 0=0,
k=1 k=1

elle converge donc vers 0.
Comme la suite (Sy,)n>2 est convergente (car la série converge), elle a nécessairement la méme limite que la suite
extraite (So;,41)nen+, donc la somme vaut

E up = lim S, =0}
n—oo
k=2

Exercice 10.

1. On fait un DL, compte tenu du fait que %

wy, = ln((n+1) )Jrl (u"zl)

— 0.
n—oo

= m((1+1)Y)+m(1-2+ 0 (L))

= m(1+2+ 0 (&) +m(1-2+0(k)
ot 0 (w)-5+ 0 ()

= 0 ()

Or, la série numérique ) - n% est une série convergente (Riemann, 2 > 1) et & termes positifs.
Donc, d’apreés le critére de domination des séries & termes positifs, la série numérique ), wy, est absolument

convergente, donc convergente.
2. La série numérique ) - wy, est convergente, or elle est télescopique, donc par le cours de PCSI, on en déduit
que la suite (In(v,)) cy converge vers un réel £.
Donc, par continuité de la fonction exp en £, on a

vn—>ez>0.

n—oo

Notons alors A = ¢, on a bien A > 0, et

n“u, — A.
n—oo

Donc u, ~ 7% (car A # 0). Or la série numérique Y, - — est & termes positifs, et converge si et
n—oo

seulement si a > 1 (Riemann), et donc la série numérique ) . n% est & termes positifs, et converge si et
seulement si a > 1 (car A # 0).

Donc, par critére d’équivalence des séries a termes positifs (car A > 0),
la série numérique ) u, converge & o> 1.

Exercice 11. e Tout d’abord, pour tout n € N, u,, est bien définie car il s’agit du reste d’une série de Riemann
convergente (2 > 1).
On pose

1
f:t€[1,+oo[+—>t—2€]R,

la fonction f est une fonction décroissante et continue sur [1, +oo.
Soit k € N avec k > 2. Pour tout ¢ € [k, k + 1], on a

O0<k<t<k+1, donc ft) < f(k),

13



Fauriel - PC - Mathématiques TD1 - SERIES NUMERIQUES

et pour tout t € [k —1,k], on a
0<k—-1<t<k, donc f(k) < f(1).

Alors, par croissance de l'intégrale (car « les bornes sont dans le bon sens »),
k+1 k41 k k
[ oswas [ pwa=sw e g [ fogdes [ s
k k k-1 k-1

Soit N € Net n € Navec N > n+ 1 > 2, en sommant les inégalités précédentes (qui sont dans le méme sens)
pour k variant de n+ 1 a N, on a (par la relation de Chasles) :

o t)dt = 3 o t)dt < N k) < N ’ t)ydt = " t)dt
[ m@%gié JK)_%;%ﬂ)_gglmﬁ%)cgmllﬂ)-

Puis on sait calculer une primitive de la fonction f :

N+1 11N+ 1 1 1
/ F(#)dt = [—] -t _,
n+1 tlpgy nt+l NA41Nsteon+1

N N
1 1 1 1
[;ﬂW“—PJ TN N e n

n

et

Comme on sait que la série définissant u, converge, on a aussi
N N
S =Y o
= — — Up.
k2 No+oo "
k=n+1 k=n+1

Par conséquent, en faisant tendre N — 400 dans l'inégalité ci-dessus, on obtient :

1
n+1

<u, <

SHE

Donc, par le théoréme des gendarmes,
1

Up ~ —.
n—oo N

Or, la série numérique ) - % est une série de Riemann divergente, et est & termes positifs. Donc, par le critére

d’équivalence des séries a termes positifs, la série numérique )y u, est divergente.
e Attention, ici on ne peut pas appliquer le méme raisonnement que précédemment car on a une série alternée.
Tout d’abord, pour tout n € N, v, est bien définie car c’est le reste d’une série absolument convergente (cf. le

Puis, la suite numérique
est positive (donc la série définissant v, est alternée), décroissante et tend vers 0, donc le critére des séries alternées

s’applique. On a donc, pour tout n € N, .

(n+1)2

(la somme d’une série alternée est majorée, en valeur absolue, par la valeur absolue de son premier terme).

Or, la série numérique
1 1
D T e 2 2
oy (n+1)2 k=n+1 S k

0 < |vp| <

est une série convergente (Riemann, 2 > 1), donc le critére de comparaison des séries & termes positifs donne que
la série numérique ) - v, est absolument convergente, donc convergente.

14
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Exercice 12. 1) Soit n € N avec n > 2. Intégrons par parties : les fonctions
f et t—(n—1-1)

sont de classe C! sur [1, +oo[, donc sur [n — 1,n] (car n > 2), et donc le théoréme de PCSI s’applique :

| m=1=np@a = =1-0s@h, - [ —rwar= [ foa— fo = w,.

2) Donc, pour tout n € N avec n > 2, par inégalité triangulaire généralisée (car « les bornes sont dans le bon
sens » ), puis croissance de l'intégrale (en utilisant que, pour t € [n —1,n],ona 0 <t+1—n < 1) (et la encore car
« les bornes sont dans le bon sens »),

n n

(t+1—n)|f(D]dt < / F(0)d.

—1 n—1

ogmrs/ \n—l—tuf’(w\dt—/
n—1 n

Or, pour tout N € N avec N > 2, par positivité de l'intégrale, comme « les bornes sont dans le bon sens » (et que
la fonction f’ est intégrable sur [N, +oo], donc |f’| aussi), et |f'| > 0, on a

+o0o

0< / |f(¢)|dt.
N

On en déduit : pour tout N € N avec N > 2,

N n N N oo oo
nz:;/n_l'f e = [ 17wl [Tl [ iroa = IR0l < o

N

(car f’ est intégrable), donc la suite des sommes partielles de la série numérique a termes positifs

> [ i

n>2
est majorée (par foo | f/(t)]dt), donc converge. Donc la série numérique > [ | [f'(t)|d¢ converge.
n>2

Donc par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique ), -, w, est absolument conver-
gente, donc convergente.

Remarque. Donc, sous les hypothéses de 'exercice, la série numérique ) . f(n) converge si et seulement si la

série numérique f:_l f(t)dt converge, donc (par la relation de Chasles) si et seulement si la suite numérique
neN*

(f}" f(t)de) nene @ une limite finie si n — oo (ce qui est le cas si l'intégrale est semi-convergente en +oo, mais ce
n’est pas nécessaire a priori).

3) Application : e Soit
cos (In(t))
t b

alors la fonction f est de classe C' sur ]0, 4+oc[ et pour tout ¢ €]0, +o0l,

_sin (In(t)) _cos (In(t))
+2 +2 ’

fit—

fi(t) =

donc

1 2
W<

(car |sin| < 1 et |cos| < 1). La fonction f’ étant continue sur [1,+ool, et la fonction ¢ — t% étant intégrable sur

[1,400[ (Riemann, 2 > 1), le critére de comparaison permet d’affirmer que la fonction f” est intégrable sur [1, +oo].
Donc les hypothéses de la question 2 sont vérifiées.

e Or, pour tout N € N*,
N In(t In(N)
J cos (), _ [ costupdu=sin (V)
1 t u:ln(t) 0

cos(In(n))

qui n’a pas de limite si N — 400, donc (par la remarque précédente), la série numérique ) n. —

diverge

15
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Remarque. On peut justifier cette absence de limite assez facilement en fait : pour k € N, si N}, = |e*7| =
e+ O (1),ona

k—+o0
In(Ny) = In(e2*7) 4 In (1 v 0 (6_2’”)> —2%kn+ O (e 27
k—+o0 k—+o00

et donc

in (In(N})) =sin (2kr+ O (¢77)) =sin (O (e72"™)) 0,

sin (In(Ny)) = sin 7T+k—>+oo(e ) sin k—)—i—oo(e ) k—>—+>oo
mais si, pour k € N, Nj, = |22 = ?*™t2 & O (1), on a alors

k—-+o0

i = si il —2kmy ) _ —2km
S (ln(Nk)) - S <2k7r + 2 + k—)O—i-oo(e )) o8 <k—>(3-oo(e )> k—>—+>oo 1

Donc il existe deux suites extraites de la suite numérique (sin (ln(n))) , qui n’ont pas la méme limite, donc

neN
la suite numeérique (sin (ln(n))) N n’a pas de limite.
neN*

Exercice 13. Etudions u, grace a la formule de Stirling :

nl ~ 2mn <ﬁ>n,

n—o00 e
donc 5
n
(n)? ~ 2mnV2mn (ﬁ)
n—o00 e
puis
3n\ "
(3n)! ~ /2m(3n) <> .
n—o00 e
Donc :

n =

(3o V2r0n) ()T \/g<3>3n

a®n(nl)3 nooo 30, /503 (%)3” n—oo 2N\ @

e Si a > 3 la série numeérique ), Uy est convergente. En effet

3n
lim n2—3 <3> =0
n—+oo  2mn \«

par croissance comparée (car % €] —1,1[). Donc

1
un = O (nz> :

Or la série numérique > . -5 converge (Riemann, 2 > 1) et est & termes positifs. D’aprés le critére de domination
HEN n2 9

des séries a termes positifs, on en déduit que la série numérique ) u, est convergente.

¢ Si 0 < a < 3, la série numérique ) un est divergente (grossiérement) car

3n
lim ﬁ <3> = 400

n—+oo 2T\ &

R lw

> 1). Donc la suite numérique (up)nen ne tend pas vers 0.

V3
Up ~ ’
n—oo 2Tn

par croissance comparée (car
e Si a = 3 alors

et la série numérique ) . % diverge (Riemann), et est a termes positifs, d’ou par le critére d’équivalence des

V3

L. R oy 3 L, . L, . .
séries a termes positifs (et car ¥= # 0), la série numérique )y uy diverge.

Exercice 14.

16
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1. Pour k € N, on pose

= sik#0 )
2k = . et Wy = e
0 sik=0
Alors les séries numeériques
Saoa Y
keN keN

convergent absolument et

(o) 00 2,
z wg | = —.
(Sa) (L) -7
k=0 k=0
De plus la série numérique )y un est le produit de Cauchy de ces deux séries absolument convergentes

(car, pour tout n € N,
n
Up = 5 2k Wn—k
k=0

(en faisant attention que le terme k& = 0 de la somme est nul, puisque zy = 0)). Donc la série numérique
> nen Un est absolument convergente et sa somme vaut

[e%S)
Z 7T2€
Up =

6
n=1

(on peut faire partir la somme de n = 1, car ug = zgwp = 0).

2. Pour k € N, on pose

= sik#0 = sik#0
ar = et bk -
0 sik=0 0 sik=0

La série numérique Z vy, est le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes (car, pour tout

neN
n €N,

n
Up = 5 abp—k
k=0

(en faisant attention que le terme & = 0 et kK = n de la somme est nul, puisque ag = by = 0)), donc converge

absolument. Et
S (£) ()0
n=2 k=1 k=1

(la somme part de n = 2, car vg = apby = 0 et v1 = a1bg + apby = 0+ 0 = 0).

Exercice 15.

1. Pour tout x € R, on a
1+ax <e”,

donc pour tout = € R,
1—-¢€" < —z.

En remplacant x par —z (cela reste bien un réel), on a alors, pour tout = € R,
1—e" <ua.

Ainsi, pour tout n € N,
Upt+1 < Up.

Donc la suite numérique (uy,)pen est décroissante.
Elle est strictement positive. En effet, montrons w, > 0 par récurrence sur n € N.

17
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Initialisation : pour n = 0, ug > 0 par hypothése.
Hérédité : soit n € N, supposons u,, > 0. Alors —u,, < 0, et par stricte croissance de la fonction exponentielle
sur R,
e U <=1, soit Upy1 =1 —€e" % >0,
d’ott ’hérédité.

Conclusion : on a bien, pour tout n € N, u, > 0.

Remarque. Pour cette question, positif suffit. Mais u,, > 0 pour tout n € N permet de justifier I’existence
de la série considérée a la question 4.

La suite numérique (uy,)nen est décroissante positive (donc minorée par 0), donc convergente (par le théoréme
de la limite monotone), et converge vers un réel £ qui vérifie

A p——

(par continuité de la fonction exp en —/).

Or, si on pose
. —T
g:x—1—e " —uzx

alors la fonction g est dérivable sur R, et pour tout réel z € R,
g(x)=e"—1.

Donc ¢’ < 0 sur |0, 400 et ¢’ > 0 sur | — 0o, 0[. Donc la fonction g est strictement croissante sur | — 0o, 0] et
strictement décroissante sur [0, +o00[. Donc, pour tout = € R*,

g9(x) < g(0) =0.

Or, g(¢) =0, donc
¢=0.

Donc la suite numérique (uy,)pen converge vers 0.

2. La série numérique ), n(—1)"u, est une série alternée car u, > 0 pour tout entier n € N.
La suite numérique

(’(_1)nun’)neN = (un)neN

est décroissante et tend vers 0 (cf. question 1), donc d’apreés le critére des séries alternées, la série numérique
> nen(—1)"uy, est convergente.

3. On a en effectuant un DL de w41 (car u,, — 0) :
n—o0

Uppr=1—e " =1~ (1 —u, +ul+ n_omo(ui)) donc u? + n_omo(u%) = Up — Upt1
Donc

2
U, o~ Uy — Uprl-
n'fL—)OO n n+

Or, la série numérique ) (un — uny1) est une série télescopique, qui converge si et seulement si la suite
numérique (uy )nen converge (cours de PCSI), ce qui est le cas (puisque la suite numérique (uy,)nen tend vers
0).

Puis, u,% > 0 pour tout n € N, donc le critére d’équivalence des séries & termes positifs donne que la série
numérique Yy u2 a méme nature que la série numérique > nen(Un — Uny1), donc converge.

4. On a de nouveau une série télescopique car pour tout n € N,

In (“”“) — 1 (1) — In ().

Un

mais la suite numérique (ln(un))n oy diverge (tend vers —oo, puisque la suite numeérique (uy,)nen tend vers
0) donc la série considérée est divergente.

18
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Exercice 16. 1) On le montre par récurrence sur n € N*.
Initialisation : pour n =1, on a

uy = cos(0) =1,
donc I'initialisation est vérifiée.

Hérédité : soit n € N*, supposons cos(1) < u, < 1. Comme la fonction cos est décroissante sur [0
tout = € [0, 1],

, g}, on a pour
T
0 = cos (5) < cos(1) < cos(z) <1

(car [0,1] C [0, Z]). Donc si
0 <cos(1) <u, <1,

alors en prenant x = u,, dans 'inégalité précédente, on a

cos(1) < upy1 = cos(uy) < 1,
d’ou I’hérédite.
Conclusion : on a bien montré, pour tout n € N*, que cos(1) < u, < 1.

2) La fonction cos est dérivable sur R.
Pour tout réel z € [0, 1], cos’(x) = —sin(x) donc

| cos/(z)| < sin(z) < sin(1)
(car sin est croissant et positif sur [0, 1]), donc par inégalité des accroissements finis, pour tout (z,y) € [0, 1],
| cos(x) — cos(y)| < |z — y|sin(1).

On montre alors le résultat demandé par récurrence sur n € N* :
Initialisation : pour n =1,

lug — u1| = |cos(1) — 1| =1 —cos(1) = (1 —cos(1)) sin”(1) = (1 — cos(1)) sin' ~*(1),

donc on a méme 1’égalité.
Hérédité : soit n € N*, supposons

Unt1 — Upn| < (1 — cos(1)) sin"1(1).
Alors
[unt2—tn+1] = | cos(upt1)—cos(un)| < |tn41—up|sin(1) < (1—cos(1)) sin" (1) sin(1) = (1—cos(1)) sin™ ) =1(1)

(car uy, et un41 sont dans [0, 1]). D’ou I'hérédité.
Conclusion : on a bien montré que, pour tout n € N*,

0 < |uns1 — un| < (1 —cos(1)) sin™1(1).

3) Comme
0 <sin(1) < 1,

la série géométrique de raison sin(1) converge, donc la série numérique Y-, . (1—cos(1)) sin™ *(1) est convergente.
Donc par le critére de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que la série télescopique ), oy (un+1 —
un) est absolument convergente, donc convergente. Donc (cours de PCSI), la suite numeérique (uy,)nen converge.

Exercice 17.

1. eSia>1,on

qui est le terme général d’une série de Riemann convergente.
Donc si a > 1, la série numérique ) - un est absolument convergente, donc convergente.

e Si a <0, limy, 400 |un| ne tend pas vers 0 (tend vers +oo si a« < 0, 1 si @ = 0). Donc la série numérique
> nen+ Un diverge grossiérement.
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2. (a) Pour n € N*|

n 2inm

2im \ K 2in 1 —e 7

A, = e =€e7 —Fg—
k=1 L—e7

2im

(car e s # 1, et on a reconnu la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de raison e 7 ),
donc par 1negahte triangulaire,

Donc la suite (A,,)pen+ est bornée (par M).
(b) On remarque que pour k > 2 :

(et cela reste vrai pour k = 1 si 'on pose Ag = 0, ce que l'on fera). Donc, pour n € N* :

AT g
7

Zklea :Zkl

(Ap — Aj_ 1)

i

= Zk—l ke T Zk a

n A Ak
= 2ik=1%a "o (TS
_ A, n—1 1 1
= 2+ A (- ) - Ao

=0
(c) D’apres le résultat de la question 2a, on a :
A M
< — 0
n n% n—oo

(car & > 0). De plus, pour tout k € N*, on a :

1 1 1 1
< |4 - \M<M|=—
! ‘ ’“<ka <k+1)a>“ ‘k‘“ (k+1)°

1 1
Y e —
(ka (k+1)a>
1 1 1 1 1 «@ 1 «
ke (k+ 1) ka( (1+,§)a> k:a( ( k+k—>+ooo<k>)>k—>ooka+l7

et la série numérique ), - ka% est une série de Riemann convergente car a > 0, et est a termes
positifs.

Donc, par le critére d’équivalence, puis par le critére de comparaison des séries & termes positifs, la série
numérique Y, - Ag (k% — W est absolument convergente, donc convergente. Donc la suite de ses
sommes partielles a une limite finie. Or, on a vu :

Z“’f— MZ( =

7
—
n—oo

Somme partielle d’une
série convergente
donc a une limite finie

Donc la suite numérique (3 p_; ug), - est convergente. Donc la série de terme général u, est conver-
gente, puisque la suite de ses sommes partielles a une limite finie.

Exercice 18. 1) Pour tout £ € N, on a z; > 0, donc x5 +1 > 1, et donc
n € N, u, existe. De plus, comme pour tout k € N, z > 0, on a

+1 existe. Donc par produit, pour tout

Tk
T+ 1

> 0,
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et comme le produit de réels strictement positif est un réel strictement positif, on en déduit que pour tout n € N,
Uy > 0.

Pour étudier la monotonie de la suite numérique (uy,)nen, on peut alors regarder : pour tout n € N,

Un+1 _ Tn+l <1
Up, Tyl +1 ’

et donc la suite numérique (uy,)nen est (strictement) décroissante.

La suite numeérique (uy,)nen est décroissante minorée (par 0), donc par le théoréme de la limite monotone, la suite
numeérique (uy,)nen converge vers un réel A > 0.

De plus, comme la suite numérique (uy)nen est (strictement) décroissante, on a u, < ug pour tout n € N, donc a

la limite,
Zo

To+ 1

2) On pose x,, = n+ 1 pour tout entier n € N (donc z,, > 0 pour tout entier n € N, et la suite numérique (z,,)nen
tend vers l'infini). Alors pour tout n € N, u, est un produit télescopique et on a

)\§u0: < 1.

n

[1k+1) T (k+1)
k=0

£E—0 (0+1) 1

Up =

" “fp1 ntl - n+1 +1:n+2'
DG+ vy Y
k=0 p:l
Donc
up, — 01
n—oo
3)Oa:

A#0 <& «lasuite numérique (uy)nen converge vers un réel A > 0» & « la suite numérique
(In(up)), cy converge »

(si on note g la limite de la suite (In(uy)) alors on a = In(\), ou ce qui revient au méme, A = e* > 0).

Or, pour tout n € N,

. Tk - T+ 1 - 1
Infun) = 3 In (rrk+1> :_Zln< T ) == <1+m>’
k=0 k=0

k=0

neN?

donc

s L. . , A L. 1
« la suite numérique (uy)nen converge vers un réel A > 0» < «la série numérique ) In (1 + E)

keN
converge ».

Or, comme x, ~ — 400, 0n a
k——+o00

1 1
In{l4+—| ~ —,
Xy ) k—oo T
et comme la série numérique » é est une série a termes positifs, le critére d’équivalence pour les séries a termes

keN
positifs donne :

Lo - 1 Lo L. 1
« la série numérique k% In (1 + E) converge » < « la série numeérique kZN 2. converge ».
€ €

On a donc bien montré :

« la suite numérique (up)nen converge vers un réel A > 0» <& «la série numérique ) ﬁ converge ».
keN
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4) e Par récurrence immédiate, on a x,, > 1 pour tout entier n € N. On peut donc considérer la suite numérique
(Un)nen définie pour tout n € N par v, = In(z,,).
La relation de récurrence sur la suite numérique (z,,),en donne alors : pour tout n € N,

Un+1 = 2Up,.

Donc la suite numeérique (v, )nen est géométrique de raison 2, donc pour tout n € N,
v, = 2.

Donc, pour tout n € N,

T, = exp(vy) = exp (2" In(zo)) = z2"

(donc on a bien que la suite numeérique (2, )nen qui tend vers l'infini, car ¢ > 1).
Comme zg > 1, on a, pour tout n € N,
Ty = a:% >z > 1,

car pour tout entier n € N,

2”:(14-1)”:2”:(:)22”:1:?24-1271.

k=0« , k=0

=)
Ip i)

1
0<—<1,
Zo

Et donc, pour tout n € N,

Comme zg > 1, on a

donc la série géométrique de raison % converge, donc par critére comparaison de séries a termes positifs, la série

numérique ) -~ L — converge. Donc, d’aprés la question précédente, la suite numeérique (uy, )nen converge vers un réel
neN
non nul.

e Pour trouver la limite, il faut penser & I'identité remarquable a? — b% = (a — b)(a + b). Ainsi, pour tout n € N, si

on regarde ﬁun
n n

1
l—xoun 1—x01+$0kl:[1 k—l—l l—x kl:Ilm’k—i-l

Orl-— x% =1 — x1, donc en reportant :
n

1 i) I T oI L Tk ToT1 - T
U = = = .
11—z " 1—x11—|—:1:1kl:[2xk+1 1—:6%’}:[23%4-1 l—xggxk+1

Par récurrence, on obtient

22’“

ontl_1
1 _ TOXL ... Ty :UO LT
n — - n+1 = n+1°*
1 —o l—zp1 1—a} 1—a3
Montrons-le :
Initialisation : pour n = 0, up = 7% + , donc
0+1_ —
1 To To ; x% 1 a:g 1 o
’LLO = = e 0F1 = = y
1 —x (1—z0)(1+z0) 1—2a3 1 — a2 1—2¢2 1-23
on a donc bien I’égalité. D’ou 'initialisation.
ontl_y
Hérédité : soit n € N, supposons ﬁun = fw Alors
E)
n+1_ n+1_ +1
1 1 Up41 x(z) Ve :r2 1 ajgn
—Upt1 = U = =
1— 0 n-+ 1 — 0 n U, 1_ x2n+1 1+ Tptl 1— 2'n+1 1 2n+1
0 +
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puis
2n+1 2n+1 42 2n+1 2 . 2n+1_2 . 2(n+1)+1
(1—a5 )l+ag )=1"—(z5 ) =1-u3 =1 -5 ;
et
2n+171 2n+1 . 2n+171+2n+1 . 2(n+1)+171
car

2n+1 + 2n+1 —9. 2n+1 — 277,—‘,—2 — 2(77,—‘,—1)—&-1'

En reportant, on en déduit bien ’égalité voulue, d’ou I'hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, on a

n+1_
1 93(2) !
Uy = T
1—xo 1-— x%
. n+1
Puis, comme xg > 1, :n% ~ — + 00, et donc
n—+400
n+1 n+1
1— a2 -z
0 0 )
n—-+00
puis
n+1__
1 5”3 ' —1
~Y = l’o
1—xg n—-+00 —x%n+1
Donc u, ~ =20 donc
n—+oo L0
. mo—-l
lim wu,, =
n—oo 1‘0

Exercice 19. Soit N € N, alors I’ensemble

est fini, et donc il existe M € N tel que

donc
En C [0, M].

Comme la fonction ¢ est injective, on a
N
D lagml= Y lan|
n=0 nekn

(il n’y a pas plusieurs ¢(n) qui prennent la méme valeur), et comme En C [0, M], on a

M
Z |an| < Z |an| + Z |an| = Z |an‘:Z|an|-
n=0

>0

Or, comme la série numérique ) a, est absolument convergente, on a

neN
M 0o
D an| S K =) anl.
n=0 n=0

Donc, pour tout N € N,

N
> lagm) < K,
n=0

donc la série a termes positifs ) |ag,)| est majorée (toutes ses sommes partielles sont majorées par K), donc

neN
converge.
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Remarque. On peut montrer que
+o0 00
D Gom) = D_ an:
n=0 n=0
mais cela ne marche que pour les séries absolument convergentes...

Exercice 20. 1) Soit n € N avec n > 3. Pour tout k € [2,n — 1], on a In?(k) > 0, donc

n—1 n—1
w, = 1n?(n) + Z In?(k) > In?(n) + Z 0 = In%(n)
k=2 k=2

(inégalité qui reste vraie si n = 2). Donc
Up — +00,
n—oo
donc la série numérique » | u, diverge grossiérement.
n>2
2) On fait une comparaison série/intégrale.
La fonction

f iz In?(x),

est dérivable sur RY et pour z € R",
|
fl(x)=2 n(m)j

T

donc f(z) > 0 pour x €]1, +oo[, donc la fonction f est strictement croissante sur U'intervalle [1, +ool.
Soit ensuite k € N*. Pour tout ¢ € [k, k + 1] on a alors par croissance de la fonction f,

In?(k) <1n?(t) < In%(k +1).

Par croissance de l'intégrale (les bornes étant dans le bon sens), on a alors
k+1 k+1 k+1
In?(k) :/ In?(k)dt g/ In?(t)dt g/ In?(k 4 1)dt = In?(k + 1).
k k k

Pour n € N*, on somme alors les inégalités de gauche pour k variant de 1 a n, ce qui donne (en appliquant la
relation de Chasles) :

n n k+1 n+1
un =102(1) + up, = Y In’(k) < Z/k In?(t)dt = /1 In?(t)dt
k=1 k=1

Chasles

Pour n € N avec n > 2, on somme ensuite les inégalités de droite pour k variant de 1 & n — 1, ce qui donne (en
appliquant la relation de Chasles) :

n-l k41 " ntl .
Do) e g, [ OR3 e 23 i)~
3) On intégre par parties : les fonctions
uit—t et U3t>—>ln2(t)

sont de classe C! sur R?% , donc sur [1,z] pour x € RY, de dérivées

In(¢
u it 1 et v':t»—>2n§).

Alors le théoréme d’intégration par parties de PCSI s’applique :

: = - : }gﬁé} =rmi\r)— : n
/lan(t)dt_[tan(t)]l /ltz Lt = In?(x) 2/ In(t)dt.

1
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On calcule cette nouvelle intégrale de la méme fagon :

' z ol =zln(z) —z
/lln(t)dt:[tln(t)]l—/l odt =) 2+ 1

Donc

/ In?(t)dt = z1n?(z) — 2z In(z) + 22 — 2|
1

Puis,

! / ) 2t)dt =1 42 2 — 1
- n —1_ _ :
zIn?(z) Ji In(z)  In(z) zln?(z) 2=+

d’out I’équivalent demandé.
4) ¢ On a

1
(n+1)In*n+1) ~ nln?(n+1), puis In(n+1) =In(n) +In <1 + > ~ lIn(n)
(car In (1 + %), qui tend vers 0, est négligeable devant In(n), qui tend vers 'infini), et donc

(n+1)In*(n+1) ~ nln*(n).

n—oo

Donc

—00 n—o0

n+1
/ In?(t)dt ~ (n4+1)In*(n+1) ~ nln®(n).
1 n

En divisant alors les deux inégalités de la question 2 par nan(n), le théoréme des gendarmes donne alors

u
im —— =1, et donc u, ~ nln®(n)|.
n—oo 1, In Ow n—00

Donc
1 1

Uy, n—o0 nln?(n)’
e Comme u, > 0 pour tout entier n > 2, le critére d’équivalence des séries a termes positifs s’applique, et donne

que la série numérique > -1 est de méme nature que la série numérique > ———.
Un nln®(n)
n>2 n>2
Faisons & nouveau une comparaison série/intégrale : la fonction

1

P
g z1n?(z)
est dérivable sur [2, 4+00], avec, pour tout x € [2, +00],

2 + In(x)

i M A §
221n3(z) ~

g'(x) =

donc la fonction g est décroissante sur [2,+oo[. Puis, pour tout n € N avec n > 3, pour tout t € [n — 1,n], par
décroissance de la fonction g sur [n — 1,n] C [2,4+00[, on a

g(n) < g(?),

donc par croissance de 'intégrale (car « les bornes sont dans le bon sens »),

o) = [ gmae< [ gar

En sommant des inégalités dans le méme sens, pour tout N € N avec N > 3, on a alors

N N N N TR | 1 1
;39(") = ;) /n_lg(t)dt Chales /2 g“)dt:/z 2T [_111(75)]2 @ W) S @)
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Donc la suite des sommes partielles de la série numérique

1
ZQ(“) = Zm

n>3 n>3

est majorée (par ﬁ), et de plus cette série numérique est a termes positifs. Alors on peut affirmer que cette série

numérique converge.
1

Donc, avec ce qui précéde, la série numeérique Y . converge.
n>2

1 1

car In(1 +u) ~ w et car —— —— 0. Donc
u—0 " n—oo

Exercice 21. e Pour tout n € N*,

1

—Up ~ —5,
n—oo 1,

or la série numérique # converge (Riemann, 2 > 1), et est & termes positifs, donc par critére d’équivalence

neN*
des séries a termes positifs, on en déduit que la série numérique > —u, converge, donc que la série numérique
n>2
> u, converge.
n>2
e Puis, pour tout N € N avec N > 2,

- 1 al n—1)n+1
sN::§;21n<1_n2> _ Zln(<7¥+>>
— =
— Z (In(n+ 1) +In(n — 1) — 2In(n))

nEZ N N
= Zln(n—i— 1)+ Zln(n -1)— 2Zln(n)
n=2 n=2 n=2

On pose alors p = n + 1 dans la premiére somme et ¢ = n — 1 dans la deuxiéme, on a alors

N+1 N-1 N
Sy = Z In(p) + Z In(g) — 2 Zln(n)
p=3 q=1 n=2

= In(N+1)—1In(2) —In(N) +In(1)
= —In(2)+1In (%)
= —In@2)+In(l1++) Nt In(2)

Donc

im (1 - le) Y

Exercice 22. Pas de correction pour 'instant
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