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CORRECTION DM 1

Exercice 1 - Extrait de CCP L2 Maths 2 (2009)

Partie I - Formule explicite et équivalent des intégrales de Wallis

1. Formule explicite
(a) On a:

On calcule également :

™

Wy = /2 (sint)dt = /2 sintdt = [— cost]§ =0—(-1)=1.
0 0

De plus, soit n > 1. On a alors :

%
Wit :/ (sint)"*tdt :/ sint (sint)" dt.
* 0 0 =~

[ME]

avec u(t) = —cos(t). Avec u et v ainsi définies, on a u et v de classe C'. On peut donc faire une

intégration par parties :

WP

jus

Wy, = |(—cost)(sint)"| — /2 (= cost) n(cost)(sint)" ! dt
S—— 0 =
=u(t) =v(t) |y =u(t) =v’(t)

= —0x1"t—(-1)x0" !+ n/2 (cost)?(sint)"~tdt
0

- n/2(1 ~ (sint)?)(sin )" Ld¢
0

3 3
= n/ (sint)"1dt — n/ (sint)"Ttdt
0 0
(par linéarité de l'intégrale)
= nWh_1 —nWpyi1.

Puis en réorganisant, on trouve (n 4+ 1)W, 11 = nW,,_1, c’est-a-dire :

Wn+1 == niWn_l.

(b) Procédons par récurrence sur p € N.
e Initialisation : Pour p =0, on a Wy, = Wayxo = Wy = 3.

En outre, on a :

2p)! m_ 2x0)l7r 7w
(2pph)22  (2001)2 2 2°
Donc, | pour p = 0, on a bien Wy, = (2(3%2 3
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e Hérédité : Soit p € N. On suppose que : Wo, = ) ™ \ontrons que :

@2 2
Wy oy = 2D 7
(p+1) 2P (p+ 1))22
En effet, on a :
Waprn) = Wopsz = Wipt1)a
- (Q;iJ{)lHW@pﬂ)l (d’apres la question précédente)

2 1 (2p)!

_ 2+t (2p)! = (hypothése de récurrence)
2p + 2 (2p!)2 2

2p+2)2p+1) 2p) 7
(2p+2)2  (2vpl)2 2

(on fait apparaitre (2p 4+ 2) au dénominateur pour le faire rentrer dans le carré)

B (2p+2)! E
(2(p +1))%(2vp!)? 2
Ce+) =

(27+L(p+1)12 2’

La propriété est bien héréditaire.
Par principe de récurrence, on a donc bien pour tout p € N :

(2p)! m
(2rpl)2 2°

2. Equivalent
(a) Suivons l'indication de ’énoncé. Posons v,, = nW,,_1W,,. Essayons de montrer que pour tout n > 1, on
a Upy1 = Up. Pour n > 1, calculons :
Uny1 = (n+ D)Wy Wi = (n+ 1)WaWiia
n
= (n+1HW,

n+1
= nW,Wp_1 = v,.

Wy—1 (formule de la premiére question)

Donc ’ (vp) est constante. ‘ De plus :

vlzle(]le:lxgxlzg.

Donc pour tout n > 1, on a :

T
an_lw = 5

Et donc :
W W =
neln T oy

Ainsi le réel a existe et vaut 2.
(b) Puisque 5 > 0 pour tout n > 1, d’aprés la question précédente, tous les W, ont méme signe. Comme
Wo=735 >0 ona‘W >0pourtoutn€N.‘

()PourtouttE[O 2], on a0 <sint < 1. Ainsi pour n > 1 :

(sint)™* < (sint)" < (sint)" L

Puis par croissance de l'intégrale sur [0, g} :

jus

3 3 5
/ (sint)"*dt < / (sint)"dt < / (sint)" 1dt.
0 0 0

:Wn+1 :Wn :Wn—l
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Puis comme W,,_1 > 0, on peut diviser par W,_1 pour obtenir :
Wn+1 < Wn
Wn—l h Wn—l

=1 1
n+1 n—-+oo

o 1 cest-a-dire :

Par encadrement, on a donc 7
n=1 n—4oo

Wn ~ Wy

n—-+00

(d) On a:
T = n—an ~ Wr?

% n—-+00

Et donc en passant & la puissance % et puisque W,, > 0 :

~ _

" notoo \ 21

Partie II - Formule de Stirling

3. Pour tout n € N, on a :

(n+1)! n"e”"\/2mn
(n+ 1)ntle=(ntD), 2r(n+1)  nl
1

I |
=
/(‘D\/\

Puisque 1 R 0, on peut utiliser In(1 + u) SolT 72 + % + o(u?). On a donc :

wir) (Lo
1n<un> n—+o0 1—<n+2> <n_2n2+3n3+0 n3
1 /1 1 +1 1 1 n 1
n\2 2 n?\3 4 °\n2
1

4. On a pour tout n > 1 :
Un+1 -~ . 1
Uy n—too  12n2°

In(upy1) — In(uy) = In

—ﬁ est de signe constant. Par équivalence, In(u,11) — In(u,) Uest également au voisinage de +o0o. Par
critére d’équivalence, les séries > (In(up+1) — In(uy,)) et > (—ﬁ) ont méme nature.

Or, a un facteur prés, » (—ﬁ) est une série de Riemann convergente (car o > 1).

Donc Z(ln Up+1 — Inuy,) converge.
n>1
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Or pour N > 2:
N

=1

3

et donc :

1
Z (Inup+1 — Inwuy,) = In(uy) — Inug (télescopage)

N-1
In(uy) = Z(lHUnH —Inwuy) + Inup.
n=1

Comme E (Inup41 — Inwuy,) converge, la suite des sommes partielles converge aussi.

n>1

Ainsi ‘ (Inuy,), converge également. ‘

5. Il existe donc L € R tel que :

Inuw, — L.

Par composition avec exp qui est continue sur R (et donc en particulier en L) :

On peut le réécrire :

n—-+o0o

L

Uy —— €.

n——+o0o

n! I

> €.

nte~"/2mn n—+oo

Or el > 0. Donc :

Puis :

n—-+o0o

6. En utilisant cet équivalent dans la formule de Wy, (puisqu’on ne prend que des produits, quotients et

puissances), on obtient :

B (2n)! 7w
Won = (27nl)2 2
(2n)2"e=2", /27 (2n)er
n—+oo  (2nmne~"y/2mnel)?
22np2ne=2n9, /rnel
n—+oo  22np2ne—2n2mne2l 2
1 s
n—+oo 2el n
7. On sait que :
T
Wo o e\ 2
Donc :
I
Won S\
Puis :

1 T T
2¢L \ n nstoo \ An’

En simplifiant, on obtient eX ~
n—-+00

1. Or el est une constante. Donc :

el =1.
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