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TD3 - NORMES

1 Normes

Exercice 1. Soit E l'espace des suites complexes u = (uy,)nen bornées et telles que ug = 0. On définit || - || et N
par : pour tout u € E, |[ul|oc = sup |u,| et N(u) = sup |un4+1 — Up|.
neN neN

1. Montrer que ce sont des normes sur E.

2. Montrer quil existe k € R% tel que N <k - ||oo-

3. Les normes || - || et N sont-elles équivalentes ?
Exercice 2. Montrer que A — ||Al| = ax i1 laij| est une norme sur M, (R) et qu’elle vérifie
<i<n

VA € Mn(R), VB € Mu(R), [|AB|| <[lA][B]

Exercice 3. Soit £ = R[X]. Montrer que N : P — sup ’P(x)’ définit une norme sur E.
z€0,1]

Exercice 4 (CCP 2017 PC exo 1 extrait).
Pour M € M), 4(C), on note ||M||oc = max |m;
1<i<p

1 2 3 1<j<q
1.Onnote A=(0 1 -1
0 0 1

(a) On note N = A — I3, déterminer N* pour k € N.

(b) En déduire 'expression de A™ pour n € N, et déterminer lim ||A"| oc.
n—oo

(a)

2. (a) Montrer que M € M,, ;(C) — ||M||o est une norme sur M, ,(C).

(b) Montrer que pour M € M, ,(C) et N € My ,(C), on a [|[MN|o < q||M||oo||N||oo-

3. Soit M € My(C) (avec d > 2) une matrice ayant une valeur propre! A telle que |A| > 1. De 2b, déduire
I'existence et la valeur de lim ||M"| .
n—oo

4. Soit N € My(C) (avec d > 2) telle que N? = Opp,(c) et NP1 # O, (c)- Soit A € C avec |[A| < 1. Calcu-
ler lim H()\Id—I—N)n
n—oo o0

1. M admet une valeur propre A € C §’il existe X € Mg4,1(C) non nul tel que M X = A\X.
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2 Suites dans un evn

Exercice 5. Soit E = C%([0,1],R) et f, € E définie par f,(z) = /na"™. Montrer que la suite (f,)nen converge
pour || - |[1 (vers 0) et diverge pour || - ||oo €t | - [|2-

Exercice 6. Soit (F,N) un espace vectoriel normé de dimension finie et f : E — FE une application k-
lipschitzienne, c’est-a-dire telle que V(x,y) € E?, N(f(x) — f(y)) < kN(z —y).
1. Montrer que f admet au plus un point fixe si k < 1.
2. On définit une suite (up)nen par up € E et w1 = f(uy). On suppose que f admet un point fixe £ € E.
(a) Montrer que pour tout n € N, N(u, — ¢) < k"N (ug — ¢).
(b) Sik < 1, que peut-on dire de la suite (uy)?
Exercice 7. On considére, dans 'espace vectoriel M3 1 (R), la suite (X,,) définie par :
Up,

Xn = | vpn |, avec Xg € M3 1(R) quelconque, et pour tout n € N,
Wn,

1 1 1
Un+1 = §un - 6'wn + b)

Un+1 = %un + %Un + %wn
Wil = %un + %Un + %wn - %.
1. Montrer que la suite (X,,) vérifie une relation matricielle de la forme X, = AX,, + B.
2. Montrer que pour tout X € M3 1(R), ||[AX||c < k|| X||oc 0 k est un réel de ]0; 1].
3. Montrer que 'équation X = AX + B admet une unique solution L € Mz ; (R).
4. En déduire que la suite (X,,) est convergente, de limite L.
Exercice 8. Soit A € M,(C) telle que la suite (AP),cn converge vers P € M, (C). Montrer alors que P> = P et

AP =P = PA.
Indication : On pourra utiliser la norme définie dans [’exercice 2.

Exercice 9. Soit A € M,(R) vérifiant : 84% — 1842 + 134 — 31, = 0. Montrer que la suite (A"),cy converge vers
une matrice de projecteur (indication : déterminer (am, Bn,Yn) € R? tels que A" = a, A2 + B, A + vn I, pour tout
entier n).
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Solutions
Exercice 1. e Soit u € F, alors la suite u est bornée, autrement dit, il existe M € R avec, pour tout n € N,
|un| < M.

Donc les ensembles
{lun|, n € N} et {|lunt1 — un|, n € N}

sont des ensembles de réels (non vides et) bornés (puisque, pour tout n € N, |upt1 — tn| < |tups1| + |un| < 2M),
donc ont une borne supérieure, autrement dit les normes

fullo et N(u)
existent bien. Puis, pour tout u € F,
N(u) >0 et |lulloo >0,

comme borne supérieure d’ensemble non vides de réels positifs.
e Soit u € E. Par définition, une borne supérieure est un majorant, donc pour tout n € N,

0 < fun| < [lullos et 0 < Jun41 — un| < N(u).
Si |Ju|lec = 0 alors pour tout entier n € N, on a
0 < |up| < julleo =0, donc un = 0.
Donc u = 0 (la suite nulle). Si N(u) = 0 alors de méme on a
Up41 — Uy =0

pour tout entier n € N, donc u est une suite constante, et comme up = 0 (car u € E), on a v = 0 (la suite nulle).
e Soit A€ Ret u e E. Alors

[I\u||oo = sup |()\u)n‘ = sup ‘)\un} = sup|)\Hun‘ = |\l sup }un‘ = | Al]Ju] oo
neN neN neN (*) neN

(ou I'égalité (x) se justifie car [A| > 0).

Remarque. Pour une démonstration plus rigoureuse (mais la précédente est dans le programme officiel, donc elle
suffit) : soit A € R et u € E. Alors pour tout n € N,

|(Au)n| = |Aun| = [Alfun| < [A[l[loo,

donc |Al]|ul|so est un majorant de I’ensemble

{\(Au)n|, ne N},

donc est supérieur ou égal & la borne supérieure de cet ensemble, soit

[Aulloo < [Alffeloo-

1
Puis, si A # 0, ce qui préceéde (appliqué a X au lieu de A, et \u au lieu de u) donne :

1
fulle = 120

1 .
<3| Pl soit A < 0l
oo
Cette derniére inégalité reste vraie si A = 0, car la norme de la suite nulle est positive (et en fait, elle vaut 0).

Donc, par double inégalité,
[Aulloo = [A[lJulloc-
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Puis, en utilisant ce qui précéde (qui est valable pour toute suite bornée, et pas seulement pour celles de E) :

N(u) = igg!(AU)n+1—-(Au%J

= sup |[Aupt1 — Aup|
neN

= Sup ’)‘(unJrl - Un)}
neN

= | AMunt1 = un)nen|| = || (Uns1 — wn)nen||

= [AIN(u)
e Soit enfin u € F et v € E, alors pour tout entier n € N,

|(u+0)a| = un +va] < Jun| +[on| < [Julloo + 0]l
donc ||ul|so + [|?]lo €st un majorant de 1’ensemble
{|(w+v)u|, n e},
donc est supérieur ou égal a la borne supérieure de cet ensemble, soit
[+ v]loe < Julloc + [[0]loo-
Pour tout entier n € N,
(U + 0)ns1 = (U + 0)n| = [ting1 = tn + Vng1 = Vn| < [ng1 — tn| + [vng1 — vn| < N(u) + N(v),

donc N(u) + N(v) est un majorant de ’ensemble

{‘(u + V)1 — (uw+v),

,nE N},
donc est supérieur ou égal & la borne supérieure de cet ensemble, soit
N(u+v) < N(u)+ N(v).

e Conclusion : || - ||oc €t IV sont bien des normes.
2) Pour tout entier n € N,
[unt1 = tn| < [uns1] + |un| < 2|u|oo,

et comme une borne supérieure est le plus petit des majorants, on a alors

[N () < 2]uflo |

Remarque. Pour u définie par ug = 0, u; = 1, us = —1, up, = 0 pour tout n € N avec n > 3, il y a égalité.
Donc, 2 est la meilleure valeur possible pour k.

3) Supposons qu’il existe a € R tel que, pour tout u € F,
[ulloo < N (u).
Soit la suite (uP)) ey définie par
noo1
Yo —— sin<p
W =<j=ok+1 ,
0 sinon

alors u®) € F et

p
1
Nuw®P)=1 et [uP oo =)~ —,
k1
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donc ||u® s < aN(u) donne

! <
F——— Q.
E+17—

NE

e
Il

0

=

Cela doit étre vrai pour tout entier p € N, donc en faisant tendre p — 400, on obtient une contradiction, puisque

L |
I;)k+1p—>+oo+

(car la série numeérique

| —

: >
k+1 j=k+1 e

Z
<

ke

est une série divergente a termes positifs).

Remarque. Pour tout u € E, pour tout n € N, on a (par somme télescopique)

n—1
Un = Un — o = »_ (U1 — ug),
k=0
donc on a néanmoins
|un| < nN(u)

pour tout entier n € N.

Exercice 2. Pour tout A € M, (R), on peut définir ||Al| = m[[?x]]zz-l:l la;,j| (on prend le maximum d’un nombre
€l,n

fini de réels, donc il existe) et c’est un réel positif.
Pour toutes matrices A et B de M,,(R) ,

e si |A|| = 0, comme pour tout (i,5) € [1,n]? on a

n
0 < laizl < laigl < Al =0,

k=1
alors on a

am =0.
C’est vrai pour tout (i, ) € [1,7]?, donc

A=0,

e Pour tout A\ € R,

IMAJ = max > [\ fai ;] = max [A> " |ai| = Al max > a5 = A Al
ze[[l,n]]j:1 i€[1,n] = zeﬂl,n]]jzl

par propriété du max car |[A| > 0.

e Pour tous i et j dans [1,n], par inégalité triangulaire dans les réels,
|aij + bij| < lai | + |bij]-

On en déduit que pour tout i € [1,n],

n n n
D laij+bigl <Y laigl+ > |biyl  puis
j=1 j=1 j=1

n n n
;\az,ﬁ i.d] _igﬁ]];!az,gwigmﬂ;! iil = Al + [ B]

C’est vrai pour tout ¢ € [1,n] donc c’est vrai pour le max, d’ou

A+ Bl < Al +[IB]]-
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Conclusion :

A=Al = ig[haﬁ}]zyzl la; j| est bien une norme sur M, (R)

Notons C' = AB. Pour tout i € [1,n], la formule du produit matriciel, puis 'inégalité triangulaire, donnent :

doicilegl = Y D opm @ik i

< D i ke ikl bkl = 35 (laz‘,k! > |bk,j|)

IN

2 k=1 (laikl 1BI) = 1 BIX k=1 @ikl

1B 11A]

IN

C’est vrai pour tout ¢ € [1,n], donc c’est vrai pour le max, et donc

[IAB| < [|A] |1B] |

Exercice 3. e Soit P € E. N(P) existe car P est continue sur le segment [0, 1], donc borné (théoréme des bornes

atteintes). Puis,
N(P)>0

comme borne supérieure d’'un ensemble non vide de réels positifs.
e Si N(P) =0, alors pour tout z € [0, 1],

0<|P(xz)] < N(P)=0, donc P(z)=0.

Donc P a une infinité de racines (tout élément de [0, 1]), donc P = 0 (le polynéme nul).
e Soit A€ Ret P € FE, alors

N(AP) = sup |[(AP)(z)| = sup |[AP(z)| = sup |[A|P(z)| = || sup |P(z)| = |AIN(P),
z€l0,1] z€[0,1] z€[0,1] ) zeo,1

ou l'égalité (%) provient de ce que |A| > 0.

Remarque. Pour une démonstration plus rigoureuse (mais la précédente est dans le programme officiel, donc elle
suffit) : soit A € R et P € E, alors pour tout = € [0, 1],

((AP)(@)| = [AP(z)] = [X|P(z)| < [AIN(P),

donc |[A\|N(P) est un majorant de I’ensemble

{loP) @), @ € 0,11},

donc est supérieur ou égal & la borne supérieure de cet ensemble, soit

N(AP) < [AIN(P).

1
Puis, si A # 0, ce qui précéde (appliqué a X au lieu de A, et AP au lieu de P) donne :

1 1
N(P)=N (AAP> < ’/\'N()\P), soit IA|N(P) < N(\P).
Cette derniére inégalité reste vraie si A = 0, car la norme de la fonction nulle est positive (et en fait, elle vaut 0).

Donc, par double inégalité,
N(A\P) = |\|N(P).
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e Soit P et Q € E, alors pour tout z € [0, 1],
(P +Q)(2)| = |P(z) + Q(z)| < |P(x)| + |Q(2)| < N(P) + N(Q).

Donc N(P) 4+ N(Q) est un majorant de ’ensemble

{l(P+Q)@)

Lo e o]},
donc est supérieur ou égal & la borne supérieure de cet ensemble, soit
N(P+ Q) < N(P)+ N(Q).

Exercice 4. 1a) Par calculs matriciels directs,

0 0
N2=1[0 0 o || N3 =03,
0 0

puis pour tout k € N avec k > 3 (pour que k — 3 € N),

NFE = NF=3 x N3 = NF=3 x 04 :.

1b) On a
Azfg—{—N,

et les matrices I3 et N commutent, donc par la formule du binéme de Newton, pour tout n € N, on a
" /n " /n
n __ kn—k __ k
4 _Z<k>N I _Z<k>N |
k=0 k=0
Puis, pour tout n € N avec n > 2,
2 n n 2 n
n __ k _ k
=y (e se =3 ()
k=0 k=3 k=0

(car N* = 03 pour tout k € N avec k > 3), ce qui donne

02 3 00 -2 1 2n —n?+4n
n n(n—1)
A:13+n00—1+7000:01 -n

00 0 00 0 0 0 1

Remarque. On vérifie alors directement que cette derniére égalité reste vraie pour n =1 et n = 0.

On a alors directement que, pour tout n € N avec n > 6,

1A |00 = n? —4n

(car
n2—4n22n & n226n & n > 6,
puisque n > 0), et donc
lim [|A" oo = +00.

n—oo

Remarque. En fait, on n’a pas besoin de déterminer précisément ||A™||. En effet, par définition, on a

|A" loo > }(An)zgl =|—-nl=n — +o0, donc lim [|A"||eo = +o0.
n—oo n—oo
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2a) e Remarquons que || - ||oo est bien défini et & valeurs dans Ry (on prend le maximum d’un nombre fini de
modules, qui sont des réels positifs).
e Séparation : soit M € My, ;,(C). On a alors par définition du maximum, pour tout (7,5) € [1,p] x [1,4],

0 < [mi ] < [[M][oc-
Dong, si || M]|so = 0, alors pour tout (7,7) € [1,p] x [1,¢],
0 § ]mm-| S 0, soit mi’j =0.

Donc
M = OMp,q(C)‘
e Homogénéité : soit M € M, ,(C) et A € C. Alors

Mo = o JOM)gg = max gl = a6 = )

. . . |mig| = |AllIM]]
()elLpix[1d] ()€l plx 1] ()€l plx 1]

max
(i,4)ltp]x[1,4]
ou l'égalité (%) se justifie car || > 0.

Remarque. Pour une démonstration plus rigoureuse (mais la précédente est dans le programme officiel, donc elle
suffit) : soit M € M, 4(C) et XA € C. Alors pour (7,7) € [1,p] x [1,4],

|(AM)ij| = |AM; 5| = MM 3] < (A Moo,

donc |A|||M || est un majorant de I’ensemble

{100)], ) € Lol % [l

donc est supérieur ou égal a la borne supérieure de cet ensemble, soit

[AM oo < [A[[[M |-

1
Puis, si A # 0, ce qui précéde (appliqué a X au lieu de A, et AM au lieu de M) donne :

1 1 .
| M]|oo = H)\)\MH < 'A‘ [AM]|| ., soit N[ M |00 < [[AM]]so-

Cette derniére inégalité reste vraie si A = 0, car la norme de la matrice nulle est positive (et en fait, elle vaut 0).
Donc, par double inégalité,

[AM [|oo = [A[[[ Moo -
e Inégalité triangulaire : soit M et N € M, ,(C), alors pour tout (i,7) € [1,p] % [1,¢], on a
(Mijl < IMlle et [Nig] <[[Nlloo-
Or, par inégalité triangulaire classique (pour le module complexe), on a, pour tout (i,7) € [1,p] x [1,q],
[(M + N)ij| = [Mi; + Nijl < [Mij| + [Nijl < [|M]loc + [Nl

Donc ||M||oc + || N|lco est un majorant de I’ensemble

{1+ N)igl, Gi.d) € [0 % [l
donc est supérieur ou égal & la borne supérieure de cet ensemble, soit

IM + Nlloo < [[M|loo + [[N]loo-

D’ou I'inégalité triangulaire.
e Donc || - |« est bien une norme.
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2b) Soit M € M,, 4(C) et N € M, ,(C), on a alors MN € M,,,(C), et pour tout (4, ) € [1,p] x [1,r],
q
(MN)ij = MixN;.
k=1
Fixons (i,7) € [1,p] x [1,r], alors par inégalité triangulaire classique (pour le module complexe), on a
q q
(MN)ig] <D [MixNigl =Y [Mig| [ Nig|-
k=1 k=1

Or, pour tout k € [1,¢], on a
(M| < [|M|[oc et [Nkl < [[N]]oo-

Alors par produit d’inégalités positives dans le méme sens, puis addition d’inégalités dans le méme sens,

q
[(MN)ij] <3 I1M ool Nlloo = all M |0 N oo
k=1
Donc ¢||M||so||N||s est un majorant de I’ensemble

(.9) € [Lpl x [1,r1},

donc est supérieur ou égal a la borne supérieure de cet ensemble, soit

{\(MN)i,j

IMN oo < ql| M |oo | N|oo-

3) A est une valeur propre de M, donc il existe X € Mg ;(C) non nul avec M X = AX. Montrons par récurrence
que, pour tout n € N, on a M"X = \"X.
Initialisation : pour n =0, M? = I; et \> = 1, donc

MX =X =X =1.X = \°X.
Hérédité : soit n € N, supposons M"X = A" X. Alors

M"Y =M x M"X = M xA"X = \"MX = A" AX = \"TlX,

d’ou I’hérédite.
Conclusion : pour tout n € N, on a
M"X = \"X.

Soit n € N. Alors, par homogénéité de la norme,
M X oo = A" Xloo = [A["[[X]loo-
Or, le résultat de la question précédente donne
[M" X |oo < df[M™ [[oo || X [|oo-

De plus, X est non nul (puisque c¢’est un vecteur propre), donc par séparabilité, on a || X || # 0, et comme une
norme est toujours positive, on a méme || X ||oc > 0.
Donc l'inégalité

A1 X Nloo < dIM™||oo]| Xloo  domne A" < df|M"||o

(en divisant par || X |« > 0), soit encore

1
—|AI" < || M| 0.
~IAP < I

n—o0

1
Or, || > 1, donc li_>m |A|™ = 400, et donc lim E\)\\” = 400 (car d > 0), puis par inégalité,
n—oo

lim | M"| = +oo)
n—oo
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4) Remarquons que Al et N commutent, donc par la formule du binéme de Newton, pour tout n € N, on a
" /n " /n
Mg+ N)"=>" ( k) HCVAKRESY) ( k) Ak
k=0 k=0
Puis, pour tout k£ € N, si k > p (pour que k — p € N), alors
NF = NF=PNP = NF7P0y; ) = Oay ()

donc pour tout n € Navecn >p—1,on a

-1

n p—1
N\ \n—kark _ N\ \n—kark
Z(k>)\ N* 4+ Oy = <k>)\ N*.

k=0 k=p k=0

n
)\n—ka:
(&)

(n) nn—1)...(n—k+1) nk

bS]

(Mg + N)"

Par inégalité triangulaire puis homogénéité, on a

p—1 n

n—k atk
> ()
k=0

I
—

p

_ T\ |\ in—k|| Atk
=5 ()t

o0 k=0

0 < [[(Ma+N)"[lo =

p—1
<
) k=0

Or, pour k € [0,p — 1],

k! nSoo k!
(a k fixé). Donc

k
n e nt

k n—o0 n—00

(par croissance comparée, car |A| < 1).
On en déduit

p—1
. n "
Jm ) (k)lAl IV =0

CAR la somme se fait sur un nombre constant (qui ne dépend pas de n) de termes qui tendent vers 0. Le théoréme
des gendarmes conclut alors :

lim | (Aa+ V)" =0}

n—oo

o

Exercice 5. @ Pour tout n € N, en notant Og la fonction nulle sur [0, 1],

1 1
I =08l = fulls = [ Vil = [ viaras = VI o,
0 0 n 4+ 1 n—oo
donc
fn — Op
n—oo
pour | - [|1.
e Pour tout n € N,
1 falloo > [fn(D)] = v — +o0
n—oo

(en fait, || fnllcc = v/1), donc la suite de fonctions (fy,)nen n’est pas bornée pour || - ||, donc diverge pour || - ||

(on sait que toute suite convergente pour une norme est bornée pour cette norme).
e Pour || - ||2, c’est plus subtil. Rappelons que I'on a un produit scalaire sur E en posant (f)g = fol f(t)g(t)dt, et

que, pour tout f € F,
Ifll2 = V(f)f.

Donc, pour f € E, si on applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz a |f| (qui est bien dans E) et 1 (la fonction
constante égale a 1 sur [0, 1]), on a

1 1 1
wm:Aumwzwm§¢Af@w¢Akwwm}

8
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Si f, — f pour | - |2, alors on a
n—oo
0<f = fallh <IIf = fallz — 0,
n—oo

donc par théoréme d’encadrement,
If = fall — 0,
n—oo

soit
fn —

n—0o0

pour || - ||1.
Comme on a unicité de la limite, on obtient f = 0p (d’aprés le début de Iexercice). Or,

1 ) p
1fn = OEll2 = [ fall2 = \//0 (V") dz = \/;n—wo Noha

contradiction. Donc la suite de fonctions (fy,)nen ne converge pas pour || - ||2.

Remarque. La suite de fonctions (f,)nen+ définie pour n € N* par

1
fnixz > nigh

converge vers O pour || - ||2, car
1 1
_ — — 1 n 2 — 2n — \/ﬁ
1fn = 0Ell2 = | fall2 = \//0 (nizn) de = \//O Vna?ndr = \/2n+1 — 0
onc converge aussi pour || - ||; vers Og, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, comme vu précédemment), mais
d i 0g, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Sch écéd t i
1
falloo > [fa(1)] =t — o0,
n—0o0
(en fait, || fnlloo = | fu(1)| = %) donc la suite de fonctions (fy,)nen+ diverge pour || - ||oo-

Exercice 6. 1) Soit x et y deux points fixes de f. Alors f(x) =z et f(y) = y, donc
N(z —y) = N(f(z) - f(y)) <kN(z —y).
Si N(z —y) > 0, alors on peut diviser par N(z — y), et on obtient
1<k,
Mais I’énoncé dit k& < 1, contradiction. Donc N (z — y) < 0, puis
N(z—y)=0

(car une norme est positive), donc

T=1y
(par axiome de séparabilité d’une norme), d’ott I'unicité de (I’éventuel) point fixe de f.
2a) Remarquons : pour n € N, comme f(¢) = ¢ (car £ est un point fixe), on a

N(tni1 =€) = N(f(un) — £(£)) < kN (up, — 0).

On montre alors I'inégalité demandée par récurrence sur n € N.
Initialisation : pour n =0, k° = 1, donc

N(up—£) <1-N(ug—¥€) =kN(ug—¥0).

Héréditeé : soit n € N, supposons N (u, — £) < k"N (ug — £), alors avec I'inégalité que I'on a remarqué au début
de la question,

N(tni1 — L) <kN(up —€) < k-k"N(ug—¢) = k"' N(ug — 0).

H.R.
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D’ou ’hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, on a
N(up —€) < k"N(ug —¥).

2b) Comme 0 < k <1, on a
E" — 0.

n—o0

Puis, une norme est positive, donc pour tout n € N,

0 < N(up—¥¢) <Ek"N(up —¢) — 0,

n—o0

et donc par le théoréme d’encadrement, on a

N(up —0) — 0,

n—oo

autrement dit la suite de vecteurs (uy,)nen converge vers /.

Exercice 7. 1) Les matrices

1
1 2 0 -1 5
A= 5 2 1 2 et B=10
7
2 2 1 —%
conviennent.
x
2) Soit X = | y | € M3,1(R), commengons par remarquer que, par définition de la norme infinie,
z
2] <[ Xloo, [yl < XMoo et [2] <[ Xloo-
Puis, on a
1
6(21: —2)
1
AX = | =(2z + y + 22)
6(2x +2y + 2)
Alors
1 1 1 1
(AX)1| = |20 = 2)| < 2 (2le] + J2]) < 5 (20X T1oo + 1 X o) = 51X e,
o 1 1 )
|(AX)o| = | =22 +y +22)| < 2 (2] + |yl +2]2]) < (2||X||oo + [ Xloo + 201X o) = Zl1Xloo;
et enfin
1 1 )
[(AX)s] = | (2 + 2y +2)| < < (2lal + 2yl +1el) < 520X Tloo + 20 XTloo + [ Xlloc) = 201X o
Pone 1 5 5 5
14X o, = o (J(AXD . |0l (4301 < (G o 51K s ST ) = G o
et donc
k= > €]0, 1]
=5 ,
convient.

3) Soit X € M3 1(R), alors
X=AX+B & (Iz—-A)X=08,

or

10
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donc I3 — A est inversible, donc
(Is—A)X =B & X =(I3-A)'B,

il y a donc bien une et une seule solution, qui est

L=(I3—A)™'B|

Remarque. Rappelons que le systéme MX =Y avec M € M,, ,(K), de paramétre Y € M, 1(K) et d’inconnue
X € M, 1(K) a soit

1. aucune solution (lorsque Y ¢ Im(M))

2. une et une seule solution (si Y € Im(M) et Ker(M) = {0,1} - dans le cas n = p, Ker(M) = {01} est
équivalent a 'inversibilité de M, et donc Y € Im(M) sera automatiquement vérifié),

3. une infinité de solutions (si Y € Im(M) et Ker(M) # {0p1}).

Ceci dit, ici il y a une méthode plus en lien avec I’exercice pour constater que 1 n’est pas valeur propre de A (donc
que A — I3 ou I3 — A est inversible) : si X € E1(A), alors AX = X, et donc

5
IXTloo = l4Xloo < &1 Xlloo,

soit 1
SIX s <0,
et comme une norme est positive, cela donne
I X||eo =0, puis X =031
(car une norme est séparable). Donc
E1(A) = {03},

et donc la matrice A — I3 est inversible.
4) Pour tout n € N,
Xp+1— L= (AX,,+ B)— (AL + B) = A(X,, — L),

donc
[ Xn+1 — Llloo = HA(Xn - L)Hoo < K[| Xn = Lo

par la question 2 (appliqué en remplagant X par X,, — L).
Montrons alors par récurrence sur n € N que
HXn - L”oo < anXO - LHOO-
Initialisation : pour n =0, on a k" = kY = 1, donc
10 = Lljoc <1 [[Xo — Lloo = k°|| X0 — L|oc-

Héreédité : soit n € N, supposons || X,, — L|jcc < k"|| X0 — L||co- Alors, avec I'inégalité que 'on a remarqué au
début de cette question,

HXn—i—l - LHOO < kHXn - LHOO HSR k- anXO - LHOO = knJrlHXO - LHO<>7

d’ott 'hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, on a

[ Xn = Llloe < E"[| X0 = Llloo-
Puis, comme 0 < k <1, 0n a

K" — 0,

n—o0

et comme une norme est positive,
n—oo

donc le théoréme d’encadrement donne
H*’(TL - LHoo > 07
n—oo

autrement dit, la suite de matrices colonnes (X, ),ecn converge vers L.

11
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Exercice 8. Commengons par remarquer que :

A® — P
p—+o0

en tant que suite extraite. Montrons que cette limite est également P?.
En effet, avec la norme de ’exercice 2, on peut écrire :

|A% — P?|| = ||A% — APP + APP — P?||
< 4% - 4P| 4P — P
< [AY(A7 = P)|| +[I(A7 = P) P
< |1A47]] |47 = P|[+ |47 = P[| || P]
N~ ~~
borné car (AP) converge P 0 e 0 constante

Donc par encadrement, on a ||A%P — P2|| = 0, c’est-a-dire :
p——+o0

AP — - P2
p—r—+00

Puis, par unicité de la limite, on a :
P?=P.

Les autres égalités se montrent de méme. Par exemple :

AP — P
p—+00

comme suite extraite. De plus :
|AP*E — AP = A A" - P].

~ ——
constante —— >0

p—+oo
D’ou AP*! ——— AP. Et par unicité de la limite :
p—r+o0
AP =P.

Exercice 9. e Remarquons que la relation sur A de I’énoncé se réécrit

9 13 3
3 _ 2

Montrons alors par récurrence sur n € N qu’il existe (c, B, 7n) € R tels que
A" = a, A% + B, A + Ynlp-

Initialisation : pour n =0,

conviennent.

Remarque. Pour n =1,
conviennent, et pour n = 2,

conviennent.
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Hérédité : soit n € N. Supposons qu'il existe (au,, Bnyn) € R? tels que
A" = a, A% + B, A + ndp.
Alors
Al = AP x A
i (an A% + B A+ Ynlp)A = an A3+ B,A% + v, A

9 13 3
= w542 - A+ 27 A2 |
a <4 g +8p>+ﬂ +7

9 ) 13 3

Donc, si on pose

9
Qp41 = Zan + 517,

13
bni1 = Yn — g
3
= -
Yn41 3 n

on a bien A" = ay, 1A% + B A+ Yn+11p. D’ott 'héréditeé.
Conclusion : pour tout n € N, il existe (a,, Bnym) € R3 tels que

A" = a, A% + B, A + Tndp.

Et on peut méme supposer que ag = Gy = 0, 79 = 1 et pour tout n € N,

9
Qpi1 = 50p + Bn

4
13
bn-‘,—l ="Tn — gan
3
Tn+1 = gan
e Posons alors, pour n € N,
an,
Xn Br |,
Tn
notons
g 10
M=|-2 0 1],
3
g 00
alors, pour tout n € N, on a
Xn+1 - MXTL7
et par récurrence immédiate,
X, = M"X,
pour tout entier n € N.
e On diagonalise M. Aprés calculs, la matrice
1 4 8 6
P = 3 -7 =10 -9
3 3 3

est inversible et vérifie

M = PDpP! avec D

Il
o owim
o= o
me © O

13
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Or, pour tout n € N,

car 1 n 3 n
<) — 0 et () — 0
2 n—0o0 4 n—00

(ainsi, toutes les suites coordonnées (dans la base canonique) de la suite de matrices (D™),ecn convergent, ce qui
assure la convergence de la suite de matrices (D"),en).

e Puis, le produit matriciel est bilinéaire, est défini sur des espaces de dimension finie, donc est continu, ce qui
donne :

0 00 8 8 8
M"=pPD"P' — Pl0 1 0P '=[-10 -10 —10
N0 000 3 3 3
Donc (toujours par continuité du produit matriciel),
o, 8 8 8 8 8 8 0 8
G| =Xpn=M"Xy — | -10 —10 —-10| Xo=|-10 —-10 -10 0] =1{-10
Y "\ 3 3 3 3 3 3 1 3
0
(car Xo= [ 0]). Donc
1
lim a, =8, lim S, = —10, lim ~, = 3,
n—o0 n—oo n—oo

puis

lim A" = 8A? — 104 + 31, |.

n—oo

e Notons ensuite

Q =8A% — 104 + 31,

la limite de la suite de matrices (A™),en, alors
Q? = (84 — 104 + 31,)? = 64A" — 160A° + 148 4% — 60A + 9I,,.

Or
105 27

9 13 3 55
A3 =A% A4+ t A=A x A=A A+
1 gitge © 2= 16 32+ Tt
en reportant, on constate bien que

Q*=Q,

u ri j i v Xerci récé ).
donc que () est une matrice de projecteur (ce qui n’est pas surprenant, vu ’exercice précédent
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