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CHAPITRE 1 - SERIES NUMERIQUES

2 Techniques d’étude

CHAPITRE 1 - SERIES NUMERIQUES 2.1 Comparaison série-intégrale
Méthode )
1 Rappels 1. On chercher & étudier une série > .
Soit (uy, )nen une suite de scalaires. 2. On remarque que u, = f(n) pour une certaine fonction f, continue par
morceaux et monotone.
Définition : Série 3. On compare f(n) a f:H fet f:% f via les propriétés de monotonie.
La série de terme général u,, notée > u,, est la suite des sommes partielles de 4. On conclut en majorant/minorant les sommes partielles avec des intégrales
terme général Y o uy. en utilisant la relation de Chasles.
Sous réserve d’existence, la somme de la série est la limite la suite des sommes . /
partielles que I'on note alors : Exemples :

n

+oo

E up = lim Uk
n—+oo

k=0 0

k=

Remarque : on peut commencer une suite au terme d’indice 1, 2, etc, sans fondamenta-
lement changer les définitions.

Proposition

Soient (uy,) et (vy,) deux suites de réels positifs.
e Si0 < u, <v,etsi) v, converge alors Y u, converge.
e Siu, ~ wv,alors> u, et v, ont méme nature.
n——+4oo
Séries de références :
e Séries géométriques et géométriques dérivées
e Série exponentielle

e Séries télescopiques

e convergence séries de Riemann

e équivalent de > In(n).

2.2 Formule de Stirling

Proposition
On a : nan
nl o~ 2mn <7) .
n—-+oo e
Démonstration :  On montre qu’il existe C > 0 tel que :
n
n! ~ Cyn (E) .
n—-+4oo e

Pour montrer que C = /27, ¢f TD.

On pose ¢, = #‘7)” Montrer que > (Ingn+1 — Ing,) converge. O
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2.3 Reégle de d’Alembert
Proposition

Soit (u,) une suite numérique non nulle & partir d’un certain rang. On suppose
n
que :

Alors :
e si ¢ <1, alors > u, converge absolument ;
e si ¢ >1, alors Y u, diverge grossiérement ;

e si / =1, on ne peut pas conclure sur cette base uniquement.

Démonstration : A faire en cours Idée : on montre que la série est dominée (ou
minorée) par une série géométrique. Si £ = 1, on donne deux exemples avec conclusions
différentes (par exemple séries de Riemann) O

2.4 Théoréme spécial des séries alternées
Théoréme

Soit Y u, une série & termes réels. On suppose que :
e la suite de terme général (—1)"u,, est de signe constant ;
e la suite de terme général |u,,| est décroissante;
e la suite de terme général u,, converge vers 0.
Alors :
e la série Y u, converge;

e si on note R, = EZS:;H uy le reste de la série, alors pour tout n € N, on a
|Rn| < |un+1|;

e pour tout entier n, R,, est du méme signe que 1.

Exemple : ) =17

n

Démonstration : A faire en cours. Idée : montrer que la suite des termes pairs de
la somme partielle et la suite des termes impairs sont adjacentes. ([l

3 Familles sommables

3.1 Introduction

Question : peut-on faire des séries indicées par autre chose que des entiers ?

Cela souléve la question de I’ordre de sommation.

Exemple : 3 -, (_711)"

. D’aprés la partie précédente, cette série converge. Montrer que :
1 n—1
v EUT e
n
n>1

On réordonne de la maniére suivante : on prend un terme positif, puis deux termes négatifs.
Cela revient a calculer :

D

1 1 1
2n+1 4n+2 4(n+1))°

n=0
Or :
1 L1 1
2n+1 4n+2 2 2n+1
et donc :
> 1 1 1 _1Z 1 1 _12(—1)”
Z\2n+1 4dnt2 4(n+1) _2n>0 n+1 2n+2) 244 n 7

Théoréme : de réarrangement de Riemann (HP)

Soit (un) une suite numérique réelle telle que ) u,, converge mais ) |u,| diverge.
Alors pour tout S € R, il existe un réarrangement de I'ordre de sommation de
> u, pour que la somme fasse S.

Formellement, il existe ¢ : N — N bijective telle que :

Dt =5

neN
Démonstration :  Hors programme (début d’exercice dans le TD) 0
Remarque : la convergence absolue est donc une condition nécessaire pour que 'ordre

n’ait pas d’importance.

Théoréme : de Dirichlet (HP)

Soit (u,) une suite numérique réelle telle que > u, converge absolument.
Alors Y u,, converge et la somme ne dépend pas de I'ordre de sommation.
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3.2 Ensembles dénombrables
Définition

Soit E un ensemble. On dit que E est dénombrable s’il existe une bijection de N
sur E.

On dit de maniére similaire que F est au plus dénombrable s’il existe une bijection
d’une partie de N sur F.

Exemples : Z, N x N, Q etc.
Contre-exemples : NY et ]0, 1] (et donc R).

Proposition

e Le produit cartésien de deux ensembles (au plus) dénombrables est (au plus)
dénombrable. On peut généraliser & tout produit cartésien fini.

e L’union au plus dénombrable d’ensembles (au plus) dénombrables est (au
plus) dénombrable.

e Une partie d’un ensemble dénombrable est au plus dénombrable.

3.3 Familles sommables de réels positifs
Définition

Soit I un ensemble (au plus) dénombrable et soit (z;);cr une famille de réels positifs
indicée par I.
On appelle somme de cette famille la quantité :

sz sup ij.

iel jeJ
Remarques :
e Onaalors: ), ; z; € [0,00].
e On dit que la famille est sommable si ) ., x; < 4-o00.

e Cela généralise bien la notion de séries.
Propriétés :

e Croissance : si 2; < y;, Y. x; < Yj.

e Linéarité : > (azx; + by;) = ad z; + b y;.

Proposition
Soit une bijection ¢ : N — I. Alors si (z;) est sommable, on a :

+oo
DT =D T
n=0

iel

Proposition : Sommation par paquets
Soit (I )nen une partition de I. Alors :
+oo
Y= Yo
iel n=01i€l,

En particulier, (z;) est sommable si et seulement si la série du membre de droite
converge.

Proposition : Théoréme de Fubini

Soit (24,5)(i,j)erxs indicée par I x J.

On a:
DD T = DL W= T

icl jed (i,5)€IxT jeJiel

Conséquence : On a Y a; Y b;j = > a;b;

Proposition : Produit de Cauchy

SaYu=d X ww

€N jEN n=0 (7,5)EN?\i+j=n

Remarque : c’est la formule principale & retenir pour I'instant.
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3.4 Généralisation aux familles complexes
Définition

e Si (x;) est une famille réelle, on dit qu’elle est sommable si les familles des
termes positifs et négatifs sont sommables séparément. Dans ce cas, on pose :

Z:ci = Ziﬂz - Z(—srl)

i€l i€l i€l
x; 20 x; <0

e Si (z;) est une famille complexe, on dit qu’elle est sommable si les familles
des parties réelles et imaginaires sont sommables séparément. Dans ce cas,

on pose :
Z = ZRe(zi) + iZIm(zi).

i€l i€l i€l
Proposition
(z;) est sommable si et seulement si (|z;]) Vest.

Propriétés :

e Les propriétés de croissance (dans le cas réel) et de linéraité se généralisent.

e Si (y;) est sommable et si |z;| < |y;| alors (x;) est sommable. De plus dans ce cas :

>

iel

< Z\ZM-

i el

Proposition

Soit une bijection ¢ : N — I. Alors si (z;) est sommable, on a :

“+o0
Z Z5 = Z th(n)'
n=0

iel

Proposition : Sommation par paquets

Soit (Ip,)nen une partition de I. Alors :

)IEE Bp IPE

el n=0:€l,

Proposition : Théoréme de Fubini

Soit (24,5)(i,j)erx.s indicée par I x J et sommable.

On a :
PIPILTE D DN TED PPN

il jeJ (i,§)€IxJ jeJ iel

Conséquence : On a Y a; » b; =Y a;b;.
Proposition : Produit de Cauchy

Soit (z,) et (y,) deux suites numériques complexes. Le produit de Cauchy des
séries Y x, et >y, est la série de terme général z,, avec :

n
Zn = § TeYn—k-
k=0

Si (z,,) et (y,) sont absolument convergentes alors leur produit de Cauchy lest et :

+oo
YIS DR e
n=0

iEN  jeEN



