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CORRECTION DS 1 - ALGEBRE LINEAIRE & SERIES NUMERIQUES

Exercice 1 - ITC

1. Ecrire une fonction qui prend en argument une liste L de nombres positifs ou nuls, et qui renvoie 1’élément
de L le plus grand.

1 |def plus_petit(L):
a =20
for e in L:
if e > a:
) a = e
return a

2. Ecrire une fonction qui prend en argument une liste L et une valeur quelconque, et qui renvoie la liste des
indices de L ou la valeur se trouve.

1 |def liste_indices(L, v):

liste = []
for i in range(len(L)):
if L[i] == v:
5 liste.append (i)

return liste

Exercice 2 - E3A PC 2019 Maths 1 (exercice 1)

1
1. Z e converge si et seulement si a > 1.
n=1
2. (a) Pour pe N*, on a:
1

Spr1 s = oy 70

Donc | (sp) est croissante. | De fait, on pouvait le voir au fait que la suite (s,) est la somme partielle

d’une série a termes positifs.

1 1 /s , ) i .. N S, L.

De plus -+ b F (a n fixé). Comme ces termes sont positifs, par critére d’équivalence, la série
1 e 1 A e - . .

> k>0 g €t la série ) k>17 ont la méme nature. Or la seconde série est la série harmonique qui

diverge.

Donc en particulier, |la suite des sommes partielles (s,) diverge également.

(b) Puisque (sp) est croissante, d’aprés le théoréme de la limite monotone, (sp) converge ou tend vers +oo.
Comme (sp) diverge, on a :

lim s, = +o0.
p—r—+o00

Et donc en particulier il existe p entier tel que s, > 1. Et donc :

Sl
k:0n+k

3. Comme p,, est toujours entier, on a p, > 0. Donc on a pour tout n € N :

Par comparaison, on a ay T+—> +oo et donc | (a,) diverge.
n o0
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4. Soit n = 2. On a pour tout k € [1,n —1], n+k >n >0 et donc 1 < 1 Ainsi :

n+k n
n—1 n—1
1 1
< J—
n—+k Z n
k=0 k=0
1
< nX —
n

< [1]

Pour la deuxiéme, il faut étre un peu plus astucieux.

L’idée est de se rendre compte que quand on passe de n a n+ 1, on perd le premier terme de la somme mais
on gagne trois autres termes qui vont largement compenser. Du coup, on peut procéder par récurrence.

e Initialisation : pour n =2, on a :

11 1 1 13
2oEatstiT
Et donc on a bien :
222
Z%2+k>1
e Hérédité : Soit n > 2. On suppose que :
—n+ k
Montrons que :
2(n+1)—2

On a:
2(n+zl)2 1 - 2(n§:)1 1
- !
rd (n+ 1) + k 1 n+k

B %:2 Ly, 1 P S 1
B n+ k' n n+@2n-1) n+2n) n+2n+1)
> 1 ! + ! + L + !
n n+@2n—-1 n+(2n) n+(2n+1)
(hypothése de récurrence)

Bn—-—1)Bn+1)+3nBrn+1)+3nBn—-1)—-33n—-1)(3n+1)

> 1
* 3n(3n—1)Bn+ 1)
> 1+ 143
3n(3n —1)(3n + 1)
2
> 1
- 3n(3n—1)(3n+1)
>0
> 1.
La propriété est bien héréditaire.
Par principe de récurrence, on a bien :
2n—2 1
PR
—n +

pour tout n > 2.
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5. Puisque (s;) est croissante, si pour un p donné s, < 1 alors p,, > p. Ainsi, avec la question précédente, on a
Pn >n— 1.
De méme, puisque p,, est le plus petit entier s,, > 1, alors si s, > 1 pour un certain p alors p, < p. Ainsi,
d’aprés la question précédente, on a : p, < 2n — 2.
On en déduit 2n — 1 < a,, < 3n — 2. Puis :
2n —1 3n —2

Uy < .
n n

Ainsi, si (up) admet une limite réelle ¢, alors par passage a la limite, on a :
203,

6. Par définition de pj, sp, > 1. On a donc :

ce qui est la premiére inégalité & démontrer. Mais puisque p,, est le plus petit entier vérifiant cette propriété,
on a sp,—1 < 1, c’est-a-dire :

1 1 1
—+ + -+ <L
n n+1 a, — 1
Et donc en ajoutant i des deux cotés, on trouve :
1 1 1 1
— +-+—< 1+ —.
n n+1 Qp an
7. D’aprés ce qui précéde, on a déja :
1 1 1
1—--< 4+ 4+ —
n n+1 an

en basculant le % a gauche et en passant & une inégalité large. Puis t — % est décroissante sur R*.. Donc, en
particulier pour k € [0,p, — 1], pour t € [n+k,n+k+ 1], on a :

n+k+1 t n+k

—_

et en intégrant sur [n+k,n+k+ 1] :

ntk+1 1 ntk+l q ntktl g
/ —dt < / —dt < / dt.
ntk  ntk+1 ntk 0 ntk Ntk

— 1
T n+k+1

Puis en resommant :

— < / —dt < .
iRt otk

_[n+tpn 1
=[P Ldt

1 1 ndt 1 1 1
+-+—< — < -+ +- 4+ .
n+1 n t n n+1l an —1

D’ou :

Le terme de gauche est sp,_1 qui est plus petit que 1 et donc on a bien finalement :

1 1 1 ndt 1 1 1
1--< +--+—< — < -+ +-o 1+ <L
n n+1 an O n n+1 an —1
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8 Ona:

/nan % = [In(#)]%" = In(a,) —In(n) =In (in) — n(uy).

ré ui préce n nc :
D’aprés ce écéde, on a donc

1
1—— <lIn(up,) <1.

n
N——
—_—

n——+oo

1

Donc, par encadrement In(u,) —— 1. Puis en composant avec exp continue en 1, on obtient :

n—-+o0o

Uy ——— €.
n——+o00

[ Exercice 3 - Inspiré de Centrale PC Maths 2 2016

1.

(a)

Clairement, si P est un polynome, P(X + 1) — P(X) est un polynéme, donc A est bien définie de R[X]
dans R[X].
Montrons que A est linéaire. Soient P, Q € R[X] et A € R. On a :

AP+XQ) = (P+XQ)(X+1)—(P+2Q)(X)
= PX+1)+AQX+1)-P(X)-)IQ(X)
(linéarité de 1’évaluation)
= (P(X+1) - P(X) + MQX +1) - Q(X))
= A(P)+ MA(Q).

Donc A est bien linéaire.
Et donc ’ A est un endomorphisme de R[X]. ‘

Remarque : Une recherche au brouillon montre rapidement que les termes de plus haut degré de
P(X + 1) et P(X) vont se compenser. Quelques essais devraient permettre d’intuiter que le degré de
A(Q) est exactement un degré de moins que celui de ). Mais la difficulté est de traiter proprement les
monomes de degrés inférieurs qui apparaissent.

Procédons par récurrence et montrons que pour tout n € N*, I'image d’un polynéme de degré n est de
degré n — 1.

e Initialisation : Pour n = 1, soit () un polynéme de degré 1. On peut écrire :
Q=aX+D
avec a # 0 et b € R. On a alors :

AR =QX+1)-Q(X)=aX+1)+b—aX —-b=a.

A(Q) est donc un polynéme constant non nul. ’Q est donc de degré 0 =1 —1. ‘

e Hérédité : Soit n € N*. On suppose que pour tout polyndéme R de degré n, on a deg(A(R)) = n—1.
Soit maintenant @ € R,11[X] de degré exactement n + 1. On peut donc écrire :

Q:)\Xn+1+R

4 sur 20



Fauriel - PC - Mathématiques CORRECTION DS 1 - ALGEBRE LINEAIRE & SERIES NUMERIQUES

ou A #0et R e R,[X]. On a alors :

AQ) = AMX"TT 4+ R)
= MAX" + A(R)
(linéaritée de A)
= (X 4+ 1" — X" 1 A(R)

n+1
~ A (Z (”z 1> Xk X”“) + A(R)
k=0

_ (f: (”Zl> Xk> + A(R)

k=0
~ (”;:1> X" 4 (A:ZZ <”Zl> X’“+A(R)>

Le premier terme A (n: 1) X™ est de degré n. D’aprés I'hypothése de récurrence, A(R) est de

degré n — 1. Et le second terme est donc de degré au plus n — 1.

La somme des deux termes est donc exactement de degré n puisqu’il ne peut y avoir de compensation
sur le terme de plus haut degré.

D’ou :

‘degA(Q):n:(nqtl)—l.‘

La propriété est bien héréditaire.

Ainsi, par principe de récurrence, ‘pour tout polynome @ de degré n > 1, on a deg(AQ) =n — 1. ‘

D’apreés ce qui précéde, si @ a pour degré n > 1, alors A(Q) a pour degré n — 1 > 0. En particulier,
A(Q) est non nul.
Ainsi, seuls les polyndémes de degré au plus 0 peuvent avoir une image nulle. Dit autrement, ce qui
précéde implique :

| Ker(A) € Ro[x]. |

Vérifions que cette inclusion est en fait une égalité en vérifiant I'inclusion réciproque.

Soit @ € Rp[X]. On peut écrire Q@ = X avec A € R (X peut étre nul et on aura alors le polynéme nul).
On a alors :

Donc | @ € Ker(A).

Et donc :

AQ) = QX +1)~Q(X)=A-Ar=0.

| Ker(A) = Ro[X]. |

Sir € N*, on a déja montré que A(R,[X]) C R,_1[X]. Or R,_;[X] C R,[X]. Donc :

[AR,[X]) € R,_1[X] C R,[X]]

et R,.[X] est bien stable par A.

Si r = 0, alors on a montré que Ro[X]| = Ker(A). Or le noyau est toujours un espace stable de
I’endomorphisme correspondant.

Dans tous les cas, ‘Rr [X] est stable par A. ‘

On a déja montré que pour tout polyndéme P de degré n > 1, deg A(P) = n — 1. Ainsi, si deg P < n,
alors deg A(P) < n — 1 et ainsi :

[Im(A,) C R, 4[X].|

Il reste a vérifier que cette inclusion est une égalité.
Utilisons le théoréme du rang. On sait déja que Ker(A) = Ro[X]. Donc Ker(A,) = Ro[X] N R, [X] =
Rp[X]. On a donc :

dimIm(A,) + dim Ry [X] = dim R, [X]
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ce qui donne :

dimIm(A,) = dimR, [X] —dimRo[X]=(r+1) - (0+1) =

Or dimR,_1[X] = (r — 1) + 1 = r. Donc par égalité des dimensions, on a bien :

[Im(A,) = R, 4[X].|

Montrons maintenant que A est surjective. Soit P € R[X]. Notons n = deg P. On a donc P € R, [X].
Or Im(A,11) = R,[X]. Donc P a un antécédent par A, ;1. Notons-le Q.

On a donc :

Any1(Q) = P.
Or par définition de 'endormophisme induit, A,11(Q) = A(Q). Ainsi :

AQ =P

Donc P admet un antécédent par A et ainsi ‘ A est surjective‘ (mais pas injective puisque son noyau est

non-trivial).
2. (a) Ona ANy =A(1) =0 (car 1 € Ro[X] = Ker(A)).
Soit maintenant £k > 1. On a :

1 k—1

A(Ny) = A(MH(X—i)>
1 k—1

- k|A<H( _i))

1=0
(linéarité de A)

1 k—1 k—1
= m(H(X+1i)H(Xi)>

1 i=0 ) 1=0 o
_ k<X+1 HX+1—Z H(X—i)>
= k!((X+1)H(X—z")—(X—(k—l))H(X—i)>
1 /=0 - 1=0
— E((X+1)—(X—k+1))H(X—i)
=0

1 k—2
1=0

G

— I x-i
k-1 14

= Ni_1.

Ainsi pour k € N :

0 sik=0
A(N’“)_{ Nei sik£0

(b) Le sujet nous indique que le cas n > k est qualitativement différent. Et effectivement, quand on y
réfléchit, a chaque fois qu’on applique A, on va faire diminuer I'indice de Ni. Mais, si on ’applique plus
que k fois, on intuite qu’on va étre bloquer au polynoéme nul.

Montrons cette intuition par récurrence sur k.
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e Initialisation : pour k = 0, on sait déja que A(Ny) = 0 et donc immédiatement :
Vn/> 1’[3nﬁh::(l

Et pour le cas n =0, on a :
ANy = 1d(Ny) = Ny = Ny_o.

On peut résumer en pour k =0et n € N :

0 sin>0
A%_n sin=0

A = {

e Hérédité : Soit £ € N. On suppose que :

nar ) O sin>k
ANk_{ Ni_, si0o<n<k

Soit n € N. Calculons A" Ny1.

On va distinguer trois cas :

i. Sin € [l,k+ 1], alors :
A"Njp1 = A" (ANp1) = Ay Ny

Orn—1<k et donc:

A"Ngy1 = Ne—(n—1) = Ng41)—n-

ii. Sin>k+1, on a encore :

A" N1 = A" H(ANg1) = A1 Ny

ANy 41 = Niy1 = Nyegay—o-

Mais cette fois n — 1 > k et donc :

iii. Sin =0, alors :

On peut encore une fois résumer en :

0 sin>k+1
n .
A N’f“_{ Nginy—n si0<n<k+1

Ainsi, par récurrence, on a bien pour tout k et pour tout n :

0 sin>k
n —
A Nk_{ Nin siO<n<k

Soit maintenant n et k quelconques et calculons A™Ng(0). Il y a encore une fois trois cas :

i. Sin >k, alors A" Ny =0 et donc :

| A" N,(0) = 0. |

ii. Sin <k alors A"Np = Ni_,,. Comme kK —n # 0, on a ainsi :

n—k—1
H (X —1).

Le premier terme dans le produit est X qui vaut 0 en 0 et donc :

A"N,, =

| =

| A" N,(0) = 0. |
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iii. Sin =k, alors AN, = Ny. Or Ny = 1. Donc :

| A"N(0) = 1. |
Ainsi, on peut écrire :
" 1 sin=k

3. (N;) est une famille de polynomes de degrés échelonnés. | Elle est donc libre. | Puis :

card(Ng)o<k<n =n + 1 =dim R, [X]

Donc ’ (Nk)o<k<n est une base de R, [X]. ‘
Soit maintenant P € R, [X]. On note :

P= zn: e Vg
k=0

ott les A\; € R sont les coordonnées de P dans la base (IVy).
On a alors pour tout i € [0,n] :

(A'P)(0) = kZ_O)\k AINL(0) = \;.

Et donc, on a bien :

4. (a) D’aprés ce qui précede, les seuls polynomes ayant pour image un polynéme de degré 4, sont les polynoémes
de degré 5. On a donc F' C R5[X].
Soit P € R5[X]. On note P = aX® + bX* + cX3 + dX? + eX + f. Calculons :

AP) = a(X+1° +b(X + 1) +e(X +1° +d(X +1)% +e(X +1)+ f
—aX® —bX"'—cX?—dX?—eX — f
a(5X* +10X3 +10X2% +5X + 1) +b(4X3 + 6X%2 +4X +1)

+ c(BX?+3X +1)+d2X +1) +e
= 5aX? + (10a + 4b) X3 + (10a 4 6b + 3¢) X% 4 (5a + 4b + 3¢+ 2d) X + (a + b+ c+d + e).
Ainsi on a :
5a = 1
10a+4b = 0
AP)=X' & 10a+6b+3c = 0
ba+4b+3c+2d = 0
a+b+c+d+e = 0
a = 3
b = -1
& Qe o= 3
d = 0
\ € _%

Ainsi :
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(b) Posons P = 1X%—1x%4 1x3 - LX Comme P € F, onaA(P)=X"* Ainsi pourn €N, on a :

Zn:kf* = Zn:A(P k
k=0 k=0

= Y (P(k+1)—P(k))

k=0
= P(n+1)— P(0) (somme télescopique)
1 1 1 1
= 1% — = D+ = 12— — 1
5(n+ )° — 2(n+ ) +3(n—|— )3 30(n+ )-
On peut encore simplifier un peu :
1 1 1 1 1 1
- 15_7 14 - 13_7 1 — -5 1_7 4
5(n—|— ) 2(n+ ) +3(n+ ) 3O(n—i— ) £ + ( 2)
1
+ <2—2+3>n +(2-34+1)n?
+ (1-241 ! + = 1+1 !
_ — —\n S _ 4Lz
30 5 2 3 30
_nw o’
5 2 3 30
Et donc :
n 5 4 3

[ Exercice 4

1. (a) Pour a > 1, la fonction ¢ t% est décroissante sur R*.. Donc pour k > 2 et t € [k, K 4+ 1], on a :

1 1
< =

ta T ko

puis par croissance de U'intégrale sur [k, k + 1], on a :

et donc :

De méme, pour ¢t € [k — 1,k], on a :

et donc :

1 /’f dt
— < —.
ka k1 to

(b) Soit n > 2 et soit N > n. En resommant les inégalités précédentes, on obtient :

N

[y ey [0

k=n
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Avec la relation de Chasles, on obtient :
Nt X Nt
/ @S2t < / .

n t k neit

Puis pour 0 < a < b, puisque a > 1 (et donc o # 1) on a :

"1 1 b 1 1
ot | (a=1te ] (@=1a> ! (a—1)p 1
Ainsi :

1 1 1 1
m—1mw4_@%4xN+nw4gZ;mfgm—1m%4w4‘xa_anr

Les termes de gauche et droite convergent comme N — 4o00. Le terme central converge puisque c’est la
somme partielle du reste d’une série de Riemann convergente. Donc en passant a la limite N — +oo,
on obtient :

1 1
—— < — <
(a —1)po—t = ;;1 ke = (a—1)(n— 1)1

Puis en divisant par W, on obtient :

Z G

k Lo a—1)(n—1)>—

(a 1)n°‘ 1 (a—1)na—1
———

~(20)" !
n—1 n—+4oo
Zk n ko‘

D’ou par encadrement 1, ce qui donne :

a-Dma=T n—+o

1
Z ko n—H—oo 1)na71 :

k>n

2. On a par intégration par parties :

=u(1)

—u(t =u(t) =u'() ~
(t) 7 v >

(car u et v sont C*)

_ 2 -2 C%<Qn+nw)ﬂﬂ

2n+1 2n+1 2

2 e (2n+ 1)t
o+ 1 /0 f'(t) cos <2> dt.

Comme | cos | est borné par 1, on a :

<2n+1)t dt'g/oﬂ

+

f'(t) cos (W) ' dt < /O7r |f'(t)]dt.

Et donc : 5 - @ D
+ 1)t
'(t & dt 0.
2n—|—1/0 f()COS< 2 n——+o0
——
mo borné
Comme (2n + 1) est impair, (Zn—gl)ﬂ = 5(mod 7). Et donc cos ((2"—51)’T> =0.
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ia 2 . fon -
Puis comme 5= f(0) 0, par somme, on a bien :

n—+oo
T . ((2n+ 1)t
/0 f(t)sin ( 5 ) dt — 0.

3. L’idée est de passer par les complexes, afin de transformer les cosinus en des exponentielles plus faciles a
manipuler.

Pour ¢ €]0, 7], on a :
Ap(t) = l—l— i (kt)
n = 3 cos
k=1
_ 1.5 ikt
- 5 + Z Re (e )
k=1
= L + Re (Zn: eikt)
2

k=1

_ ;+m<§yﬁﬁ>

k=1

_ 1 il — ()" it
— 2+Re<e1_elt (Care 751)

A ce moment, on a deux approches possibles :

e Méthode 1 : on utilise la technique de I’angle moitié. On obtient alors :

 alnt/2( —int/2 _ int/2
An(t)=1+Re<elte (e e)>

9 eit/2(e—it/2 — ¢it/2)

2 sin(t/2)
1 (n+ 1)t sin(nt/2)
= g TS ( 2 > sin(t/2)

On utilise alors la formule de trigonométrie :
. 1, . .
cos(a) sin(b) = 5 (sin (@ + b) —sin (a — b))

ce qui donne :

1sin((2n 4 1)t/2) — sin(t/2)
2 sin(t/2)
N sin((2n +1)t/2) 1
2sin(t/2) 2

sin((2n + 1)t/2)
2sin(t/2)

1
2
1
2

e Méthode 2 : on reste dans les complexes pour remontrer indirectement la formule dont on ne se
souvient pas bien.
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Dans ce cas, on a :

4. Calculons pour (a,b) € R? :

/ (at® 4 bt) cos(nt) dt
0 """

=u(t) =v’(t)

1— elt 4 2817& 2(eit)n+1
2(1 — e't)

)

1 +elt 1t)n+1
Qelt/Q e —it/2 _ elt/2)>
1 +elt 1t)n+l

al
il
(Qelt/Z

1

)

Q(eit)n—i—l

215111 (t/2))

2sin(t/2)

2sin(t/2)

2sin

1 it
Re( +e

)

e it/2 4 git/2

2eit/2

1 lRe i _2€i(n+1/2)t
2

=2cos(t/2)ER

1 i(n+1 /2)t)

12 )Im<e

(
sin((2n + 1)t/2)

2sin(t/2)

s

1 T 1
(at® 4 bt) = sin(nt)| — / (2at + b) —sin(nt) dt
N—_—— T 0 S—————"N

) —_——— —_———
=u(t) =v(t)

(IPP avec u et v C*)

1 ™
—— / (2at + b) sin(nt) dt
T J) N e N ot

=u(t)
0

1

En particulier pour |a = 5- et

=w(t) =2z/(t)
1 -1 ™ —
= —— | |(2at +b) — cos(nt)| — 2a  — cos(nt) dt
n —_——— N 0o Y~~~ .n
() —_—— = (t) ~————
=z(t) 0 =z(t)
(IPP avec w et z C')
_ (=D)"@2am+b) b 2a [sin(nt)]”
N n? n? n? no o
(-=1)™(2am+b) b
- n? Cn?
b=—1,|on a:
™ t2
/0 (27r - t) cos(nt)dt = o
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On a alors :
/W P Ay = /7r LA 1+§nj (kt) | dt
o \2r n =~ )y \or g Tt
1 s t2 n T t2
= 2/0 <27T - t) dt + Z/o <27r — t> cos(nt)dt

1[t3 t2]” "1

2 60 2], k2
k=1
1 /m 72
- 2<6Tr_2>+5"
2

5. On peut écrire :

/07r (; _ t) A ()t

Posons :

/07r <2th - t) sin(Q(QS?nz;/lg)t/Q)dt _ /07r 2557;1(;/2) sin <(2n; 1)t> dt.

t2

Dty 2T
v 2sin(t/2)
Cette fonction est clairement bien définie et C! sur ]0, 71]. Il reste & voir comment on peut donner un sens &
cela a 0.

Remarquons qu’en fait, ¢ est prolongeable par continuité en 0 et que son prolongement est C!.

En effet :

t2
£y —t

~ ~ =1 — 1.
2sin(t/2) t—0 2 X t/2 t—0 t—0

Donc ¢ est prolongeable par continuité en 0. De plus, pour tout ¢ €]0, 7], on a :

(2L — 1)2sin(t/2) — (% - t) cos(t/2)
4sin?(t/2)

¢'(t) =

Faisons un développement limité du numérateur :

2 2
(22*; —1)2sin(t/2) — <2t7T - t) cos(t/2) = 2(227; —1)(t/2+ o(t?)) — <2tﬂ _ t) (14 o(t))

12 12

= ——t——+t+o(t?
- 27T+ + o(t%)
t2 9

= — ot
27r+0( )
2

150 21

Et donc :
t2
T 1 1

©'(t)

~ T
t—0 4% t—0 21 t—0 27

D’aprés le théoréme de prolongement de la dérivée, le prolongement de ¢ est C! sur [0, 7]. Ainsi, I'intégrale
est bien définie et les conditions de la question 2 sont réunies. Donc :

T 2 _
/ 21 sin <(2” + 1)t> dt 0.
0 2sm(t/2) 2 n—4o0o
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Et ainsi :

2
= t) A (t)dt —— 0.

n—-+00

2z . 2 , .
On en déduit S, — % ———— 0 ce qu’on peut encore écrire :
n——+00

Or d’aprés ce qui précéde, on a :

Et :

ce qui peut s’écrire :

Donc :

2
™
Sy, ——— —.
n—+o0o 6
n 1 +m>1 “+oo 1
=D E=le X
k=1 k=1 k=n+1
+oo 1 7_[_2
2 @
P k 6
o
k2 n—too n
k=n+1
=X 1 1 1
Z 5=, tolo
n n
k=n+1

[ Probléme 5 - Extrait adapté de CCINP PC 2019

Partie I - Quelques résultats généraux

1. On a:
L 0 2 1\0
lk): Eiﬁ 0 _'L%::()( —‘1) :31
Puis :
Lol 1oy
1=t =pUi=5 (-1 =X
Enfin, on a :
1 @ 1., 1 9 o1 9 1 9
Lo = —— =-U)=-((X“-1 =—(12X°—-4)=-(3X"—-1).
2 222!66 8 2 8 (( ) ) 8( ) 2(3 )

2. L, est du méme degré que Ufzn

)

. Sauf dans le cas d’un polynéme constant, on a deg P(™) = deg P — n. En

particulier dans notre cas, pour n > 1 :

Donc :

degU,(L") =degU, —n=2n—n=n.

pour tout n > 1 et on a déja vu que deg Ly = 0.

De plus, le terme de plus haut degré de L,, provient du terme de plus haut degré de Uy,

du terme de plus haut degré de U,.

Notons : U, = X?" 4+ V}, avec degV,, < 2n.

On a donc U,(ln) =
Ainsi :

%X” + Vén) avec deg Vn(n) < 2n —n.

an,

1 (2n)!

B B (2n)!
2l pl

- 2n(ph)2’
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3. (Lo, ..., Ly) est une famille de polynémes de degrés échelonnés. ’Elle est donc libre. ‘
De plus card(Ly, ..., L,) = n + 1 = dim R, [X]. Donc ‘c’est une base de R, [X]. ‘

4. Porn>1,onal,=(X?-1)"=((X —1)(X +1))" = (X — 1)"(X + 1)" et donc
‘ U, admet —1 et 1 comme racines, toutes deux de multiplicité n. ‘

Puisque 1 et —1 sont de multiplicité n, elles sont également racines de U] de multiplicité n — 1. Donc
(X — 1) Y(X +1)"! divise U},. On peut donc écrire :

Up=X-D)" (X +1)"'Q

ol () est un polynome.

Il reste & montrer que a €] — 1, 1].

x + Uy(z) est une fonction continue sur [—1, 1] et dérivable sur | — 1, 1[ avec U, (—1) = 0 = U,(1). Donc le
théoréme de Rolle s’applique et il existe a €] — 1, 1] tel que U] () = 0.

Ainsi X — « divise U], et donc Q. On peut donc écrire :

U=(X-1D""X+1D"HX-a)R

n

ol R est un polyndéme. De plus, par considération sur les degrés, on trouve que deg R = 1. On peut donc
écrire :

U =XX-1)""YX+1D)"YX -a)

n

ou A €Retae]—1,1].

5. Puisque K < n—1,onan—k > 1. Ainsi 1 et —1 sont racines de U,gk) d’ordre n — k. Ainsi, 1 et —1 sont

g+

également racines de d’ordre n — k — 1. On peut donc écrire :

UT(Lk-H) _ (X _ 1)n—k—l<X + l)n—kz—lQ

ou () est un polynoéme.

)

Quitte a renuméroter les racines de U,(Zk , on peut supposer aj < ... < ay. On pose également g = —1 et

Opt1 = 1.
Soit ¢ € [0,n]. x — U,(Lk)(x) est continue sur [ay, a;41] et dérivable sur Joy, 1] avec Ur(bk)(ai) =0 =
U,(Lk)(aiﬂ). D’apreés le théoréme de Rolle, il existe donc f8; €]ay, a1 tel que UV(LkH)(ﬁi) =0.

Par construction, puisque f; €|ay, a;i+1][, ces B; sont tous distincts. On peut ainsi écrire :
U = (X = 1) X+ 1) X = B1) - (X = B R

ol R est un polyndéme. De plus, par considération sur les degrés, on trouve que deg R = 1. On peut donc
écrire :

UED = (X — 1) F Y X + 1) PN X = ) (X — Brga)

ouv eRet B € —1,1] (tous distincts).

6. On procéde par descente finie et on montrer que pour tout k € [0,n], il existe aq, ..., ap €] — 1, 1] tous
distincts et A € R tels que :

UF = XX = 1) F(X +1)" (X —aq) (X — apsr)

n

e Initialisation : pour £ = 0, on a effectivement :

U = (X?-1)" = (X - 1)" (X +1)"°

n

donne la bonne expression avec A =1 (et il y a zéro ;).
e Héreédité : soit k € [0,n — 1]. Le cas k = 0 a été traité dans la question 4. Et le cas k € [1,n — 1] a
été traité dans la question 5.

Donc en particulier pour £ = n, on obtient :

UM = AX = 1)"™MX +1)" X —a1) (X —an) = MX = 24) -+ (X — z)

en posant x; = «;.

15 sur 20



Fauriel - PC - Mathématiques CORRECTION DS 1 - ALGEBRE LINEAIRE & SERIES NUMERIQUES

Partie IT - Etude des éléments propres de I’endomorphisme ¢

7. Si P € R[X], ¢(P) € R[X] (car la dérivée - premiére ou seconde - et les sommes et produits de polynémes
sont des polynomes).

Il reste a vérifier que ¢ est linéaire. Soient P, Q € R[X]. Soit A € R. On a :
POAP+Q) = (X2-1DAP+Q) +2X(A\P+ Q)
= (X2-1DAP"+Q")+2X(\P' + Q)
AM(X?=1P"+2XP) + (X*-1)Q" +2XQ')
= Ap(P) +¢(Q).

Donc ¢ est linéaire.

Et ainsi ‘ ¢ est un endomorphisme de R[X]. ‘
8. Soit P € R,[X]. On a deg P < n. Puis :

degP'<n—1et degP’" <n—2.

Ainsi :
deg(X? —1)P" <n
et :
deg2XP' < n
et donc :

deg #(P) < max(deg(X? —1)P” deg2XP') < n

D’ou| ¢ € R, [X] | et donc ’Rn[X] est stable par ¢. ‘

9. La matrice M est triangulaire supérieure si et seulement si m;; = 0 lorsque ¢ > j.
mi; est le coefficient en X* de ¢(X7). Donc m;; = 0 pour i > j si deg p(X7) < j
Or X7 € R;[X]. Et R;[X] est stable par ¢. Donc ¢(X7) € R;[X] et ainsi deg ¢(X7) < j
D’ou ‘ M est triangulaire supérieure. ‘
Maintenant soit k& € [0,n]. On a :

H(X*)

(X2 = Dk(k —1)X*2 42X x kxF!
(k(k—1) + 2k)XF — k(k —1)XF2
= k(k+1)X* —k(k—1)X"2

En particulier, on a :

’mkzk = k?(k”rl)-‘

Pour les 5/2 : M est donc une matrice triangulaire supérieur. Son spectre est sur la diagonale. On a donc :

Sp(M) = {k(k+ 1),k € [0,n]}.

M € M,,+1(R) a donc n + 1 valeurs propres distinctes. ‘Elle est donc diagonalisable. ‘
10. Soit k € [0,n]. On a :

(X2 - 1)U, —2kXU, = (X2-1)((X2-1DF) —2kX (X2 1)
(X2 - Dk x2X(X2 - 1)1 —2kX (X2 - 1)F
26X (X2 —1)F — 2kX (X2 — 1)

11. Soit k € [0,n]. On a :

(X% = VUL — 2kXU,)* D = (X2 — 1)Up)*+D — (2kXU,,) R+,
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Utilisons la formule de Leibniz sur les deux termes séparément. On a :

k+1

(26X U)*HD = Z(kfl> 2k() VU
=0

= 2%XUSY w2k (k + UM,

Puis :
k+1 ka1l
2 I\(k+1) 2 7 7\ (k+1—1
et = 52 (M7 o
k+ Dk
— (X2 - DU ok U 4o +2 LiC)
Ainsi :

(X2 = 1)U}, — 2kX U)W = (x2 = )y L axu*tY — gk + o),
Or (X? — 1)Uj, — 2kX Uy, = 0. Donc :

(x? - U paxut) — ki + o =o.

12. On a:
(x? - 1)U LaxutY —kk+ U =0

que 'on peut réécrire :

(X2 = )OFY +2x (UMY = k(k+ 1)U,

$((UM))

Donc :

o(Ly) = ¢(2kk,Ué">>

= o)

1 (k)
- 2kk'k(k+1)U
= |k(k+1)Lg

Partie IIT - Distance au sous-espace vectoriel R, [X]

13. Vérifions que (-, ) est un produit scalaire.

e Linéarité a gauche : Soient P,Q,R € R[X|] et A€ R. On a :

1
(P+XQ,R) =

(P + Q) (t)R(t)dt

/)
- / ) + Q) R(t)dt
[ o

t) + AQ(t)R(t))dt

= /1P dt+)\/Q

(linéarité de l'intégrale)

[(P,R) + \Q, R).|
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14.

15.

e Symétrie : Soient P,Q € R[X]. On a :

w@>—tfpwmmu

e Positivité : Soit P € R[X]. On a :
1
(P,P) = / P(t)P(t)dt
-1

1
= P(t)?dt > 0| (positivité de I'intégrale)
| pera=o]

>0

e Caractére défini : Soit P € R[X]. On suppose (P, P) = 0. Montrons que P = 0.
On a: ,
/ P(t)?dt = 0.

1N~
>0

Puisque t — P(t)? est continue sur [~1,1], on a Vt € [-1,1], P(t)? = 0.

Ainsi P admet une infinité de racines et donc

Donc (-, -) est un produit scalaire sur R[X].
Soient P,@Q € R[X]. On a :

1

©PLQ) = [ (1€~ PO+ 2P 0)Q
-1

Les applications ¢ +— (t2—1)P'(t) et t = Q(t) sont C' sur [—1,1]. On peut donc faire I'intégration par parties

suivante :

1
<am@>—[@—wpwmm;—/y%MP@@wa
1
— (- DPOQ) - (1 - DPDRED - [ (@ - )POQ b

-1

_ -i/uﬂ—lﬂWUQQMt

-1

Par symétrie, on a : )
wﬁ@»z—/fﬁ—npwgwa.
Et donc :

[(6(P),Q) = (P,¢(Q)).]

Soient 7,5 € N avec ¢ # j. On a :
(d(La), Lj) = (Li; o(Ly))
d’aprés la question précédente. On a également ¢(L;) = i(i + 1)L; et ¢(L;) = j(j + 1)L;. Donc :
i(i+1)(Li, Lj) = j (5 + 1)(Li, Lj)

et ainsi :
(i(i+1) =30 +1)){Li, L) = 0.

Or  — x(x + 1) est strictement croissante sur R’ et donc injective. Ainsi i(i 4+ 1) # j(j + 1). Et donc :

(Li, Lj) = 0.
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16. Soit P € R,,_1[X]. On a montré que (Lg,...,L,_1) est une base de R,,_1[X]. Donc on peut écrire :

n—1
P= Z oL
k=0
avec A\, € R. Puis :

n—1
(P,Ln) = () ALk, Ln)
k=0

n—1
= ) (L, Ln)
k=0

(linéarité a gauche)
n—1

= > Mebin
k=0

17. Par bilinéarité, on aura encore :

pour tout (7,j) avec i # j. Donc la famille est encore orthogonale.

21+ 1 21+ 1
(Qi, Qi) = <\/ Li,\/ L;)
2 2
21+ 1
= 5 (Li, Ly)
20+1 2

2 2i+1

= [1]

De plus, on a pour tout 2 € N :

Donc ’ la famille (@) est orthonormée. ‘

18. Puisque R,[X] est un sous-espace vectoriel de dimension finie, un tel 7;, existe : c’est le projeté orthogonal
de P sur R,[X]. On a donc :
d(P,Ry[X]) = [P =T,
avec Ty, € R,[X] et P — T, € R,[X]*.
D’aprés le théoréme de Pythagore, on a :

IP = Tal* + |70l = || P>
Donc :
d(P,Ra[X])* = ||P|> — | Tll*.

Comme (Ly)ke[o,n] est une base de R,[X], de méme (Qr)ke[o,,] en est une également. C’est méme une base

orthonormée. On a donc :
n

T = (P,Qr)Qs.

k=0
C’est la formule du projeté orthogonal lorsqu’on connait une base orthonormée de ’espace sur lequel on
projette.
On a donc :

n

IT0l* = (P, Qx)?

k=0
puisque la base base (Q) est orthonormeée.
Et donc :

n

d(P,Ra[X])* = | P = Y (P, Qu)*.

k=0
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19. Posons u, = d(P,R,[X])?. Puisque R,;1[X] D R,[X], on a :
A(P, R4 X]) < d(P, Ro[ X))

et donc (uy,) est décroissante. Comme (uy,) est minorée (par 0), d’aprés le théoréme de convergence monotone,

uy) converge. Donc ||P||? = Y 7_ (P, Qi)? converge. Et donc |la série cx(P)? converge.
k=0
k>0

De plus, comme u,, > 0, si on note £ sa limite, on a ¢ > 0. Et donc par passage a la limite, on obtient :

n

IPI* =) (P,Qk)* >0

k=0

que 'on peut réécrire :

n

1PI2 > S(P,QW2.

k=0
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