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TD4 - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

1 Suites de fonctions

Exercice 1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions suivantes :

L fa(®) = tpme swr R 3. ly(z) = sin (n+l ) sur [0,27]. 5. ¢n(x) =sin(z)e™"" sur R*
_ 6. kp(z) = 3"(2¥ — :c2n+l) sur
2. ga(z) = 2% sur Ry ou Ry 4 ¢n(w) =BG qur RY [0, 1]

Exercice 2 (Similaire & un exo CCP 2017). On pose f, : & — =k pour z € R%. On pose S =32 fn.

n+x

1. Montrer la convergence simple de cette série de fonctions.

2. Converge-t-elle normalement sur tout segment de R* ?

3. Montrer que la série de fonctions ) f,, converge uniformément sur R*. (pensez au critére des séries alternées).
Qu’en déduire? "=

4. Montrer que S est de classe C!.

5. Montrer que pour tout » € RY : S(z +1) + S(x) = -

6. Donner un équivalent de S en 0 puis en +00 (on pourra commencer par justifier que S est décroissante sur
R%).

Exercice 3. On définit par récurrence sur I = [O, 1] une suite de fonctions en posant fo = 0 et pour n > 0,

fara( —+ / £2(1) (+)

1. Prouver que | fn(z)| < 2 pour tout z de 1.
2. Prouver que pour tout n > 1, on a || fur1 — fulleo < 2l fn — failloo-

3. Qu’en déduire concernant la série de fonctions > (fn+1— fn) ? On note f la somme de cette série de fonctions,
prouver que la suite (fy,) converge uniformément sur I vers f.

4. Prouver que f est une solution sur I de I’équation différentielle ¢/ = x? + y? satisfaisant a f(0) = 0 (On
pourra commencer par prouver que (f2) converge uniformément vers f2 puis passer a la limite dans (x)).

Exercice 4 (CCP 2013 Officiel de la Taupe - exo 2). La série de fonctions de terme général u,, : z — ( (
converge-t-elle simplement sur R4 ? Normalement sur Ry ?

Exercice 5 (CCP 2009 Officiel de la Taupe). Soit f € C%([a,b]) ; on pose fo(z) = f(x) et foy1(z) = [ fa(t)

1. Montrer que f,, est de classe C" sur [a, b] et que pour tout n € N, pour tout z € [a, b], \fn(a:)\ < ("’3 a) SN oo

o0
2. On pose gn(x) = > fr(x). Montrer que go est C° sur [a,b], que g1 est C' sur [a,b], puis que g, est C" sur
k=n
[a, b].

3. Déterminer une équation différentielle d’ordre 1 dont g, est solution pour n > 1. En déduire que pour tout
x € [a,b],

i) = f()+ e [
Exercice 6 (adapté de CCP 2016 PC).

1. Etudier les variations de t — g, (t) = ””?2, pour z et t € [0,1].

2. Soit (uy) la suite définie par ug = 0 et u,+1 = gz (uy,). Montrer que w,, € [0, 1] pour tout entier n.

3. Montrer que (u,) est croissante et converge vers une limite & déterminer.
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4. Soit (P,) une suite de fonctions définie par Py = 0 et P,11(x) = Py(x) + o=Pn(@)® pour tout z € [0, 1].
Montrer que P, est un polynéme pour tout entier n.

n
5. Montrer par récurrence sur n l'inégalité 0 < /x — P,(z) < /z <1 - @) pour tout z € [0, 1]
6. En déduire que la suite (P,) converge uniformément vers /- sur [0, 1].

_x)”

n

Exercice 7 (Oral Mines-Telecom 2016). Pour n € N* et x réel, on pose u,(x) = (
1. Déterminer le domaine de convergence simple de la série de fonctions ) -y Un.

2. Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme.

2 Séries de fonctions

(=)"e

Exercice 8. On considére la série de fonctions Z fn définie par : f, : x — (FET

n>1
1. Montrer que la série converge simplement sur R et calculer sa somme.
2. Montrer qu'’il y a convergence normale sur tout segment de |0, +o0].
3. La convergence est-elle normale sur [0, +o0[ ?
4

. Montrer que la convergence est normale sur tout intervalle du type [a, +oo[ avec a > 0.

Exercice 9. Montrer que la série de fonctions définie sur [0, 7] par Z sin(x) cos™(x) est simplement convergente
n>0
sur [0, 7]. Etudier la convergence normale de cette série de fonctions sur [0, 7], puis sur tout segment de ]0, r[.

(1—z)z™

Exercice 10. Montrer que la série de fonctions > f,, converge normalement sur [0, 1], ou f,, : z € [0, 1[— -

n>1

2
—nx
(&

o0
Exercice 11. On définit : f: x +— Z
n=1

. Donner I’ensemble de définition de f.

n2

1

2. Montrer que f est continue sur R.
3. Calculer la limite de f en +oo.
4

. Montrer que f est de classe C? sur R* , puis sur R*.

Exercice 12.

1. Déterminer le domaine de convergence simple de la série de fonctions Z fn, ot pour tout n € N*, f, 1 x —
n>1

e~ nT

n
On notera f sa somme.
Calculer limy o0 f().
Montrer que la fonction f est de classe C* sur son ensemble de définition.

Montrer que f est convexe.

ANl S

Calculer f. indication : on pourra commencer par calculer f'.

o

Exercice 13. Soit f(x) = Z
n=1

. Montrer que f est définie sur RY .

1
n+n2z’

. Etudier la continuité de f sur R% .

1
2
3. Calculer la limite de f en +o00 puis en donner un équivalent.
4

, . L . + . . L. . . . 1 .
. Déterminer un équivalent de f en 07 (faire une comparaison série/intégrale puis montrer que ) =
1_ =z )
t 1+tx

Exercice 14.
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o0

1. Déterminer '’ensemble de définition de S : z — Z nre ",
n=1

2. Montrer que S est continue sur son ensemble de définition.

3. Quelle est la limite de .S en 4o00.

Exercice 15. Soit f : z +— In (1 16’33).

1. Justifier que f est dérivable sur R, puis écrire f’ sous forme de la somme d’une série de fonctions sur R;..

2. Justifier que pour tout z, f(z) = In(3) — )+ Jo f'(t)dt. En déduire une expression de f sous forme de la
somme d’une série de fonctions sur Ry.
oo oo
3. A l'aide d’une majoration, montrer que »_ ( 213 e P — 0. En déduire que f(x) = Z 2p * pour
=1 p T—>+00 =1 p
tout «x > 0.
-1 s . . -
Exercice 16. Montrer que S : x — Z o est définie et continue sur R .Y est-elle intégrable? (on pourra
x
appliquer le critere des séries alternees)
(o0
Exercice 17. Soit f : [0,1] — R définie par f(z) = > (— — %ﬂ) Justifier que f est bien définie, puis calculer

n=2

1
Jo f(t)dt
o0
Exercice 18. Montrer que fo dz — S~ L.
n=1

—ne? o0
Exercice 19 (CCP 2018 - 2014 Officiel de la Taupe). Soit u,(t) = %, et f(t) = ng(] up,(t) si convergence.
Montrer que f est définie et continue sur R.
Donner les variations de u), sur R et en déduire ||u), ||oo-
Montrer que f est de classe C! sur R, .

Donner les variations de f et I’allure de la courbe; on prendra f(0) ~ 2,07 & 10~2 prés.

ARl

Montrer que tli+m f(t) = 1. Montrer que g(t) = f(t) — 1 est intégrable sur R.
— 100

100
6. Montrer que Y
0

n—

n%ﬂ est une approximation a 1072 prés de f(0).
Exercice 20 (CCP 2013 Officiel de la Taupe - exo 2). La série de fonctions de terme général w, : z +—
(=1)"1n (1 + n(%’_w) converge-t-elle simplement sur R4 7 Normalement sur R 7

Exercice 21 (CCP 2013 Officiel de la Taupe - exo 2). Soit f, :  — Montrer que la série de fonctions

1
n+n3z2"

oo
> fn converge simplement sur R*. Y a-t-il convergence normale sur R* ? Montrer que la fonction ) f, est
n>1 n=1
continue sur RY .

Exercice 22. Soit S la fonction définie par : ¢t — S(t Z ln

Donner ’ensemble de définition.
Donner le sens de variation de S.
Donner la limite de S en +o0.

S est-elle intégrable sur [1, +o0[?

SANE R e

Donner un équivalent de S en 0 (on pourra faire une comparaison série/intégrale).
Est-elle intégrable sur |0, 1] ?
Exercice 23. Soit r un réel élément de [0, 1] fixé.

z 21 2 P . n A z . 2 ~
1. Prouver que pour x réel élément de | —1, 1], la série ) “~ est convergente, et peut-étre dérivée terme a terme.
En déduire la valeur de sa somme.
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. Prouver la convergence de la série de fonctions (de la variable 8) > r™sin(nf), et calculer sa somme.

n cos(nd)

. Prouver de méme la convergence de la série ) r"=="=. Calculer la somme de cette série.

2
3
4. Calculer I'intégrale fo% In (1 — 27 cos(6) + r?) df.
)

. Prouver que pour |r| > 1, l'intégrale envisagée a la question précédente converge, et la calculer.

Exercice 24 (BEOS exo 3133 CCP PC 2017). On considére pour z > 0 la suite (u,) définie pour n € N par
un() = 05 et f(x) = 3 un(a).

n=0

. Rappeler le critére des séries alternées avec la majoration du reste et son signe.

N =

(a) f est-elle bien définie et continue sur R 7

(=D*
z+k+1°

o
(b) Montrer que pour tout x > 0, f(z) = % -3
k=0

o
3. Montrer que pour tout z > 0, 2f(z) = % + > %
k=0

4. Déterminer un équivalent de f en +oo.
5. Déterminer un équivalent de f en 0.

6. Montrer que : f(z) = 01 %dt.
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Solutions

Exercice 1. 1) e Soit x € R. Si = # 0, alors

1
folx) ~ — — 0.
n—oo NIL N—oo
Et si z =0,
fn(0)=0 — 0.

n—oo

Donc la suite de fonctions (fy,)nen converge simplement vers la fonction nulle.
e Méthode « évoluée » : puis, si on pose

ST ——
grETy + z2
alors pour tout x € R,
nr
Tz~ 90

donc la convergence n’est pas uniforme sur R puisque

[ = Olloo = llglloo

ne tend pas vers 0 (]|g||oo > 0, car g n’est pas la fonction nulle).
En effet, pour n € N*,

I £n = Olloc = sup | fu(z) — 0] = sup |g(nz)| = sup |g(y)| = [|gll.
z€R z€R yeR

en posant y = nx, et car la fonction x € R — y = nz € R est surjective (puisque n € N*).
Méthode plus élémentaire : pour tout n € N*, on a l'idée de calculer

donc
[ £ = Olloo = [ fnlloc >

1 1
()l

donc la suite numérique (||fnlloc), -, ne peut pas tendre vers 0.

Meéthode basique : pour n € N*, on fait I’é¢tude de variations de la fonction f,,. La fonction f, est dérivable sur
R (quotient de deux fonctions polynomiales, dont celle du dénominateur qui ne s’annule pas sur R), et pour tout
r €R,

, 1+ n%2? — 22n%x 1 — n%a? (1 —nx)(1+ nz)
folx)=n =n =n
(1 + n2z2)? (1 + nZz2)? (1 + n2z2)2
D’ou le tableau de variation :
x —00 —% % 00
flh(x) - 0 + 0 -

et donc 01 .

I = Ol = ol = max (03 5) = 5

ne tend pas vers 0 si n — oo.
2) % Si a > 0 : pour tout n € N, la fonction g,, est définie sur R...
¢ On a

9n(0) =0 — 0,

n—o0

et si x > 0, par croissance comparée,
gn(x) — 0.

n—oo

Donc la suite de fonctions (g, )nen converge simplement vers la fonction nulle.
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o Pour tout n € N*| la fonction g, est continue sur R} et dérivable sur R* ;| et pour tout x € R* |

g (z) = e ™z o — na).

D’ou le tableau de variations pour n > 1 (en utilisant que g, est continue en 0) :

T 0 = 00
gn(x) |1l + 0 —
gn(z) |0 7 N0
¢ Donc
« a%e @
lgnlloo = a0 (5) = 5 — 0,
n n n—o00

donc la suite de fonctions (g, )nen converge uniformément vers la fonction nulle sur R .
* Si a =0, la fonction g, est la fonction

gn x> e T

¢ Puis, pour z € R |

gn(z) =€ ™ — 0,

et
gn(0)=1 — 1.

n—o0

Donc la suite de fonctions (g, )nen converge simplement sur R, vers la fonction
1 siz=0
g:x— . .
0 siz>0

o Il n’y a pas convergence uniforme sur R, car la fonction g n’est pas continue sur R, alors que, pour tout n € N,
la fonction g, l'est (on applique donc la contraposée du théoréme de continuité des suites de fonctions), ou bien

car, pour tout n € N*,
()= ()l
gn |\ — | =9\ = =€ ’
n n

ce qui empéche la suite (||gn — glloc),~, de tendre vers 0.
% Si a <0, la fonction g, n’est défini que sur RY.
¢ Pour tout x € R* , on a

Hgn - gHoo Z

gnl@) =20

Donc la suite de fonctions (gn)nen converge simplement sur R vers la fonction nulle.

o Puis,
<1>
gn | —
n

donc la suite de fonctions (gn)nen ne peut pas converger uniformément vers 0 sur R .

o1
=— — 00,

>
lgnlloe > =

Remarque. Pour ceux qui préférent, on peut faire le tableau de variations : pour tout n € N, la fonction g, est
dérivable sur R” , et pour tout x € R* ,

(car a < 0). D’out le tableau de variations :

T 0 00
gn(@) | I —
gn(x) | N\ 0

donc la fonction g, n’est pas bornée, donc la fonction g, non plus. Cela étant vrai pour tout n € N*, la suite de
fonctions (gn)nen ne peut pas converger uniformément vers 0 sur R* .
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3) ¢ La suite de fonctions (¢, ),en converge simplement vers sin (par continuité de sin sur R) : pour tout = € [0, 27],

n

1 o donc ln(2) == sin(z).

o Puis, la fonction sin est de classe C! sur l'intervalle R, |sin’| = |cos| < 1 sur R, donc par inégalité des
accroissements finis, pour tout (a,b) € R?,

|sin(a) —sin(b)| < 1 X |a — b|.

Donc, pour tout x € [0, 27],

1 2
| (x) — sin(z)| = |sin (nilx> —sin(z)| < nz 7%~ ‘ = m] | < n—|7—Tl
Donc en passant & la borne supérieure, on a
0< |ln —sinfoo= sup |fu(z) —sin(x)| < 27— — 0
- o ;BE[O,I;W} " “n+4+1n-00

Le théoréme des gendarmes conclut :
lim |4, —sin||e =0,
n—oo

autrement dit la suite de fonctions (En)n oy converge uniformément vers la fonction sin sur [0, 27].
4) o Comme |sin| < 1, pour tout € R%, on a

donc le théoréme des gendarmes donne :

autrement dit la suite de fonctions (¢ )nen= converge simplement vers la fonction nulle sur RY..
o Pour tout e > 0, pour tout = € [e, 00], on a

1
<
_e\/ﬁa

sin(nx)

zy/n

donc

1
0< ”qanoo,[e,oo[ < ﬁ n?o 0.

Dong, la suite de fonctions (¢, )nen+ converge uniformément vers la fonction nulle sur [e,00[. Donc, s’il y a un
probléme sur la convergence uniforme, c’est vers 0.
Premiére idée : Soit n € N*. Si la fonction ¢,, est bornée sur RY , alors pour tout = €]0, 00[ on a

En particulier,
[pnlloo > lim |dn ()|
z—0t

si cette limite existe. Or,
nx

~Y
=0T /N z—0t+

Donc

[énlloc = |V = vn — o0,
n—00

donc la suite numérique (||¢7LHOO)”€N* (si elle existe) ne tend pas vers 0. Donc la suite de fonctions (¢n)nen ne
peut pas converger uniformément vers 0 sur R .
Deuxiéme idée : soit n € N*. Si la fonction ¢, est bornée sur R% , alors

[@nlloo >

on (i)\ — Vasin(1) —» oo

n—oo

3
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(car sin(1) > 0), et on conclut de méme.
5) o Pour tout n € N,
Yn(0) =0 — 0,

n—o0

et pour tout x € R* |
|tn(z)] <e™™ — 0

n—o0

(car |sin| < 1), donc la suite de fonctions (¢, )nen converge simplement vers la fonction nulle sur R .
o Pour tout n € N*, pour tout a € R* | pour tout = € [a, 0], on a

|sin(z)e™ ™| < e "9,
soit

0< HwnHoo,[a,oo[ <e "™ — 0

n—o0

(la limite provient de a > 0), donc le théoréme des gendarmes conclut :
nh—>Hc?>lo ||¢n||oo,[a,oo[ =0,

autrement dit la suite de fonctions (¢, )nen converge uniformément sur [a, o[ vers la fonction nulle. C’est vrai
pour tout a € R*% | en particulier pour a = 1 : la suite de fonctions (i, )nen converge uniformément sur [1, oof.
o Regardons sur [0, 1] : soit n € N*. La fonction 1, est dérivable sur Ry, et pour tout = € Ry,

Uy, (z) = e " (cos(x) — nsin(x)),

donc 9!, ne s’annule sur [0, 1] qu’en un unique point, x, = arctan (%) (d’ou la nécessité de prendre n # 0). D’ou
le tableau de variations :

x 0 Ty 1
Y (@) + 0 -
Yn(z) |0 N sin(l)e™ >0

Donc la fonction v, atteint son maximum (sur [0, 1], mais en fait sur Ry) en xz,, et est positive. On a alors

H%Hoo,[o,u = Un ().

Puis, z,, = arctan (%) ~ %, donc e~ — ! (par continuité de exp en —1), et
n—oo n—o0

. 1
sin(z,) ~ x, ~ —,
n—o00 n—oo N

donc
-1

e
||¢n”oo,[0,1] n:oo 7 nj@ 0

La suite de fonctions (¢, )nen converge donc uniformément sur [0, 1].
¢ La suite de fonctions (¢, )nen converge uniformément sur [0, 1] et sur [1, 00, donc sur Ry, puisque : pour tout
x€Ry,sixze|0,1], on a

|9n ()] < [[¥nlloo,0,) < max ([[9n]l oo, 0,17 19n oo, 1,000)

et si z € [1,00], on a

¥ (@)] < ¥nloo 1,000 < maX ([[¥n]loo, (0,17 1%l co.1,00()
D’ou

0 < Nenllocy < max (il .- Ionlloofro) — 0.

et le théoréme des gendarmes conclut.
Autre idée : soit n € N*. Pour tout x € R4, on a

[Yn(2)| < we™™
(car |sin(z)| < |z| = z pour tout x € R ). Par conséquent,

0 < [¢nlloc s < [10nlloc,

4
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en notant
Onp:z Ry — xe™™ €R.

Or, la fonction € est dérivable sur R, et pour tout 2 € Ry, on a 6], (z) = e " (1 — nx), d’ou le tableau de
variations :

T 0 % 00
0! () + 0 -
Op(z)| 0 N N O
(car gﬁlgglo 0, (x) = 0 par croissance comparée, car n > 0).
Par conséquent, pour tout x € Ry,
1N 1,
()] < 00a) <0, (1) = 2o,

So1t
1,
0 <[[tnllc <—€" — 0.
n n—oo

On conclut bien (grace au théoréme des gendarmes) a la convergence uniforme sur Ry de la suite de fonctions

(¥n)nen vers la fonction nulle.

6) o La suite de fonctions (k,)nen converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1] : si z €]0, 1], lim k,(z) =0
n—oo

par croissance comparée, car

3"2¥" = exp (nln(3) + 2" In(z)) = exp (2"In(z) + o (2")) — 0

n—oo n—oo

(car In(x) < 0), et car
kn(0) = kp(1) =0 — 0.

n—o0

o Puis, pour tout n € N*, pour tout x € [0, 1], k,(z) = fn (a:Zn_l) avec

fo iy €10,1] = 3" (y* —y).

Donc
n

n—1 3
Fula? )] = 500 a@)] = [ nllciou = >
y€(0,1] 4

[knlloo,0,0) = sup |kn(2)] = sup
z€[0,] z€[0,]

car (pour justifier la troisiéme égalité) la fonction
ze0,1]—y=2""€]0,1]

est surjective.

Remarque. Une étude de fonction toute simple donne que || fulloo0.1] = |fn (3)| = 21
Et comme 3 — oo, la suite de fonctions (k,)nen ne converge pas uniformément sur [0, 1].
n—oo

Exercice 2.

1. Soit xg € Rj_.

1
n+xo

La suite numérique ( ) (est bien définie car xg > 0!!!) est positive (donc la série considérée est
neN

alternée), décroissante et de limite nulle. D’apreés le théoréme des séries alternées, la série numérique »_ f,,(zo)
neN
converge. La série de fonctions ZN Jn converge donc simplement sur R .
ne

2. La série de fonctions ) f, ne converge pas normalement sur [a,b] C R* car pour tout n € N*, la fonction
neN
| fr| étant décroissante et positive sur [a,b], on a

1

| flloo,fab) = .

et c’est le terme général d’une série divergente (par critére d’équivalence des séries a termes positifs, car
1 1 P L . 1 . . N ) e
a . e Avec la série numérique ) . - qui est divergente et & termes positifs).
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Remarque. En fait, pour tout z € R* |

ful@)| ~ =+

b
n—oo N

avec la série numérique ) - % qui est divergente et a termes positifs, donc par critére d’équivalence des
séries & termes positifs, la série numérique ) -« fn(7) ne converge pas absolument, donc la série de fonctions

> fn ne peut pas converger normalement sur un ensemble contenant x...
neN

3. Soit n € N, le critére des séries alternés (puisqu'il s’applique) donne, & x € R fixé,

> frl)

k=n+1

1 1
< fna ()l = n+1+x = n—+1

(majoration indépendante de z!). Donc, pour tout n € N,

E k >~ .
n+1
k=n+1 0o
Comme n%_l — 0, on en déduit que la série de fonctions ) f,, convergence uniformément sur R .
n—o0
neN

De plus, comme pour tout n € N*, la fonction f,, est continue sur R*, on en déduit par le théoréme de
continuité des séries de fonctions que la fonction S est continue sur R .

4. Méthode 1 :
% Pour tout n € N, la fonction f, est de classe C! sur R* , et pour tout x € R,

(-1

I j—
% La série de fonctions EN fn converge simplement sur R (cf. question 1).
ne

% Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b, alors pour tout n € N, pour tout = € [a,b], on a

@] = o < g
donc
0< Hfleloo,[a,b] < m
et la série numérique ZNW converge (car a > 0, sinon il y a un probléme pour n = 0) par critére
d’équivalence des sériezea termes positifs, car WF#)Q o %, avec la série numérique ) - n% qui est

convergente et & termes positifs.
Donc le critére de comparaison des séries a termes positifs donne que la série numérique > || /7]l

neN n 007[a7b]
converge, autrement dit que la série de fonctions . f/ converge normalement sur tout segment [a, b] inclus

neN
dans R .
% Ainsi le théoréme de dérivation terme a terme s’applique : la fonction S est de classe C' sur tout segment
[a,b] de R%, donc sur RY. (par « caracteére local » de la propriété « étre de classe C! »). De plus, pour tout

r € R,
oo
§@) =" fola)
n=0
Méthode 2 :
% Pour tout n € N*, la fonction f, est de classe C! sur R* , et pour tout x € R*,
-1 n+1
frwy =
(n+x)
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% La série de fonctions ZN Jn converge simplement sur R (conséquence directe de la question 1).
neN*
% Pour tout n € N*, pour tout x € R, on a

1

| fn(2)] = hta)?

<1

(c’est la qu’on utilise n > 0), donc

1
0< £l < =
< faloe < =
L. L. 1 N . L. . ..
Comme la série numérique > —z converge, par critere de comparaison des séries a termes positifs, on en

neN*
déduit que la série numérique Y || f}]lco converge, autrement dit que la série de fonctions Y f/, converge
neN* neN*
normalement sur R .

% Ainsi le théoréme de dérivation terme a terme s’applique : la fonction

S—fo=> fa
n=1
est de classe C! sur R% . De plus, pour tout z € R},
(S = fo) (x) =Y fula).
n=1

% Enfin, comme la fonction fj est aussi de classe C! sur R?% , par somme, la fonction

S= (S~ fo)+ fo

est de classe C! sur R* , et pour tout z € R*

S'(@) = (S = fo) () + folw) = fo(x) + Y ful@) =D fr(@).
n=1 n=0

Remarque. La fonction fj n’est pas bornée sur R, donc on ne peut pas avoir que la série de fonctions

> f), converge normalement sur R ...
n>0

5. Pour tout x € R ,

S(a)+S@+1) = Yoo CU g CUT

_ oo (=1)" oo (=nP!
p=;+1 anO n4+x +Zp:1 ptx

_ (=1)° =n" =" _1
- 0+ + Z?LO:I ntx 2101021 ntr ~ w
6. % Comme la fonction S est continue sur R* , donc en 1, d’aprés la question 3, on a
lim S(x 4+ 1) = S(1).
z—0
Or, d’aprés la question précédente,

lim (zS(z) + #S(z + 1)) = 1.

x—0

On a donc

lim zS(x) =1, soit S(z) ~ 1 .

z—0 z—0 T

% Pour tout x € R% , on a
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Or, la suite numérique (ﬁ) N est positive (donc la série précédente est alternée), décroissante et tend
ne

vers 0. Donc le critére des séries alternées s’applique, et donne que S’(z) est du signe de son premier terme,
(=10t
(z+0)?2

& savoir = —m%, donc

S'(z) < 0.

Donc la fonction S’ est négative sur I'intervalle R* . Donc la fonction S est décroissante sur I'intervalle R .
On a donc : pour tout x € R* |
Sz +1) < S(a),

ce qui donne en additionnant S(x + 1) ou S(z) (et par la question précédente) :

29+ 1)< S@) + S@+1) =~ et S(@)+S@+1) = 1 <a5()

x

Puis, pour y €]1,00[, en posant z =y — 1 (avec x € R* , puisque y > 1), on a

95(y) = 25(x + 1) < S(z) + S(x + 1) = é - yil
Donc, pour tout z €]1, 00|, . . .
oy S5) =< 3z 1) +5 22
Donc, le théoréme des gendarmes donne
56) % 2 |

Exercice 3. On peut commencer par remarquer que la suite de fonctions ( f,,)nen est bien définie car par récurrence
sur n, on a f, continue sur I (et méme de classe C*) :

Initialisation : pour n = 0, fy est la fonction nulle, donc est continue sur I.

Héreédité : soit n € N, supposons la fonction f,, définie et continue sur I. Alors la fonction f? est aussi continue
sur I, I est un intervalle, et 0 € I. Donc, le théoréme fondamental de I'analyse donne que la fonction

:UGIH/xf,ZL(t)dt
0

est une primitive de la fonction f2 sur I, donc est de classe C! sur I. Enfin, la fonction

3

T —
3

est polynomiale, donc de classe C' sur I. Par addition, on a alors la fonction f,,; définie et de classe C! sur I.
Donc la fonction f, 11 est définie et continue sur I. D’ott I’hérédité.

Conclusion : pour tout n € N, la fonction f,, est définie et continue sur I.

1) Montrons le résultat demandé par récurrence sur n :

Initialisation : pour n =0, on a

S| Ut

|[fo(z)] =10 =0 <

pour tout x € I.

Héréditeé : soit n € N, supposons que pour tout z € I, |f,(x)] < %.

Alors, pour tout x € I, par inégalité triangulaire, inégalité triangulaire généralisée puis croissance de I'intégrale
(car «les bornes sont dans le bon sens », c’est-a-dire x > 0) :

x 3 x 1)3 z 2
5 1 2 1 2 1
+ [ fﬁ(t)dt‘s§+/ Pt < 12) +f <5> dt= i Dy LB LT D
0 0 0

3

xXr

. 25 _ 7
\fn+1(x)|_’3 6 2473672473672 1

D’ou I’hérédité.
Conclusion : on a donc

5
| falloo < G
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pour tout entier n € N.
2) Soit n € N. Pour tout = € I, linéarité de I'intégrale, puis (puisque x > 0) par inégalité triangulaire généralisée
et croissance de l'intégrale, on a :

[fonr(@) = fu(@)] = |f5 (f2) = [21())dt|
< S IR2@) = 2 @)|dt = [ [ £a(t) = Faa )] Fa(t) + Faa(8)]dt

IN

fox ‘fn(t) - fnfl(t)‘ (}fn(t)‘ + ‘fnfl(t)Ddt
< f(? an - fn—IHOO(an”oo + an—1||00)dt

< fom an - fn—lHoo% X 2dt = % X 2an - fn—lHoofL' < %an - fn—lHoo

(car z < 3).
On a donc bien 5
[ frt1 — frlloo <

”fn - fn—l”oo

pour tout n € N.
3) Montrons par récurrence que, pour tout n € N,

o1 = Fulo < () 11 = fole

Initialisation : pour n = 0, (%)0 =1, il y a donc égalité (ce qui est plus fort que I'inégalité voulue).
Heéreédité : soit n € N, supposons || fn+1 — falleo < (%)n Ilf1 — folloo- Alors, en prenant l'inégalité de la question
précédente en n + 1 au lieu de n (c’est possible car n + 1 € N*), on a

uer = Foerloe < 2lwis— fulloe < 2 (2) 1= ol = (2) 1= ol
n+2 n+1 00_6 n+1 nooH_R6 6 1 Ollco — 6 1 0llooy
d’ou I’hérédité.

Conclusion : on a donc, pour tout n € N,

0 < ||fug1 — falloo < (2) Ilf1 = folloo-

Or, la série numérique ) (%)n [ f1 = follso est une série géométrique de raison 2, convergente car 2 €] — 1, 1.

Donc, par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique Y || fny1 — frlloo converge,
autrement dit la série de fonctions ) _n(fnt1 — fn) converge normalement, donc uniformément, sur 1.

Or la somme partielle d’indice n—1 de cette série est f,— fo = fn (car c’est une série télescopique) pour tout n € N*,
et comme la série de fonctions converge uniformément, la suite des sommes partielles converge uniformément vers
la somme de la série.

D’ou la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément sur I vers la fonction f, somme de la série de fonctions

ZneN(fn+1 - fn)

4) e Pour tout n € N, pour tout z € I,

1@ = ol = 10 = £u@0) + ()] < 110) = S5 + 1)) <1 = fulle (54 5)

(car, pour tout x € I, comme |f,(z)| < % pour tout n € N, et que la suite de fonctions (f,)nen converge

uniformément, donc simplement, vers la fonction f, on a en passant a la limite, |f(z)| < 2. Autrement dit,

6
1 flloo < 2)-
e Donc, pour tout n € N,

5
Hf2 - fzuoo < *Hf - fn”om
et comme ||f — fnllo — 0, on en déduit
n—oo

1£% = fillee —> 0,
n—o00

9
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autrement dit la suite de fonctions (f2),en converge uniformément sur I vers f2.

e Soit z € I fixé. Pour tout n € N, la fonction f2 est continue sur I, donc sur [0, z]. La suite de fonctions (f2)
converge uniformément sur I vers f2, donc converge uniformément sur [0, z] vers f2, et [0, 2] est un segment. Le
théoréeme d’interversion limite/intégrale donne alors

/f2 t)dt — 0f2<>

n—oo

Donc, pour tout = € I, I'égalité

1,3 x2
n+l1 — 5 nd
Jn+1 3+/0f(t)t

r) = ‘23 +/0I FA(t)dt

Comme la fonction f est continue sur I'intervalle I (limite uniforme de fonctions continues sur I), et que 0 € I, le
théoréme fondamental de I’analyse donne que la fonction

X
T / fA(t)at
0
est une primitive de la fonction f? sur 1.
Donc, par somme de fonctions dérivables, la fonction f est dérivable sur I, et pour tout = € I,

F@) = a2* + f(a).

donne, en passant a la limite pour n — oo,

Puis, f(0) = 0 est direct.

1+z

n(1+2) existe et

Exercice 4. % Pour tout x € R, pour tout n € N*|
Onaln(l+u)=u+ O (u?), et
u—0

ﬁ > 0, donc u,(x) existe.

—> 0, donc

n () = m v o (é) .

Or, la série numérique »_ n% converge (Riemann, 2 > 1) et est a termes positifs. Donc, par critére de domination
n>1
1

des séries & termes positifs, la série numérique > O (n—g) converge absolument, donc converge.
n>1 n—oo

n(l-l—m)

Puis, la suite numérique ( 1) est décroissante positive de limite nulle, donc par le critére des séries alternées, la

neN*
série numérique » % converge, et, pour x > 0, en multipliant par la constante 14% (qui existe car 14z # 0),

n>1

r r (-)"z

la série numérique Z>:1 w7
n

converge.

Par addition, on en déduit que la série numérique > u,(z) converge pour x € Ry.
n>1
Autre fagon : on peut appliquer directement le critére des séries alternées, mais la vérification est moins directe.

Pour z € Ry, la suite numérique (1 + ”(Hw))neN* est décroissante (car 17 > 0) et minorée par 1 (idem). En
composant par In qui est une fonction croissante sur R ,on en déduit que la suite numérique (ln (1 + (1 +a) ))

neN*
est décroissante et minorée par In(1) = 0, donc positive (donc la série de terme général u,(z) est alternée). Un

calcul direct montre qu’elle tend vers 0 si n — oco. Alors on peut appliquer le critére des séries alternées, et la série
numeérique Y up(x) converge.

n>1
* Soit n € N*, |u,| est une fonction dérivable sur Ry, et pour tout z € Ry, |u,(z)| = In (1 + (1+:B)) donc pour
tout = € R4,

/ n +;E
n = = > 0.
hin(2) = 17 i (e +a(l+a) -

10
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Donc la fonction |u,| est croissante sur 'intervalle Ry, |up|(0) =0 et lim |u,(z)| =1n (1+ 2). Donc
T—00

1
[unlloo = In <1 + ) )
n

Donc la série de fonctions > w, converge normalement sur Ry si et seulement si la série numérique
n>1

D ltnllo =D In (1 + i)

n>1 n>1

1 1
1n<1+> ~ =
n /) n—oon

(car In(1 +u) ~ u, et que =+ — 0), et comme la série numérique > L diverge (c’est la série harmonique),
u—0 " p—oo a1 "
par critére d’équivalence des séries a termes positifs, on en déduit que la série de fonctions Y u, ne converge pas
n>1

converge. Or, c’est une série a termes positifs,

normalement sur R .

Remarque. Autre fagon : on remarque, pour zo € R fixé, que

Zo 1
0< }un(:pg)‘ ~ —.
n—oo 1 4+ x9N
Or, la série numérique » % diverge, et 1fa)co # 0, donc la série numeérique » 1f9)60% diverge. Par critére d’équi-

n>1 n>1
valence des séries a termes positifs, on en déduit que la série numérique Y ‘un(xo){ diverge, autrement dit la
n>1

série de fonctions » w, ne converge pas absolument en zy. Alors, en contraposant un résultat du cours, pour

n>1
tout intervalle I contenant zp (donc en particulier pour R ), la série de fonctions ) w, ne peut pas converger
n>1
normalement sur I.
oo
Le critére des séries alternées nous donne aussi que, pour z € Ry, pour n € N, si 'on note R,(z) = > wug(x) le
k=n+1

reste d’ordre n de la série de fonctions considérée, alors

|Rn ()] < [unt1(2)| < [[uns1loo-

C’est vrai pour tout x € Ry, donc

1
IRl < vl =10 (147 ) 22 0

donc la série de fonctions ) u, converge uniformément sur R .
n>1

Exercice 5. 1) ¢ On montre que la fonction f,, est de classe C" sur I = [a, b] par récurrence sur n.
Initialisation : pour n = 0, il faut montrer que fy = f est continue sur I, ce qui est vrai par hypothése.
Hérédité : soit n € N, supposons la fonction f,, de classe C™ sur I, alors la fonction f, est au moins continue
sur I, I est un intervalle, et a € I, donc le théoréme fondamental de ’analyse s’applique, et donne que la fonction
fny1 est bien définie sur I et est la primitive de la fonction f,, qui s’annule en a (donc f) ;= fa).

Donc la fonction f, 11 est dérivable sur I, et

f T/L-i-l = f n
est de classe C" sur I par hypothése de récurrence, donc la fonction f,,,1 est de classe C"*! sur 1. D’ou I'héréditeé.

Conclusion : on a bien, pour tout n € N, que la fonction f,, est de classe C™ sur 1.
e On montre par récurrence sur n la propriété P, :

« pour tout x € I, |fn(x)| < (x:li?)anHoo .

11



Fauriel - PC - Mathématiques TD4 - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Initialisation : pour n = 0, comme 0! = 1 et (b — a)? = 1, cela revient a dire que pour tout = € I,

Fo@)] = 1£@)] < 11 1o

ce qui est vrai par définition de la norme infinie (remarquons qu’elle existe, car la fonction f est continue sur le
segment I, donc est bien bornée).

Hérédité : soit n € N, supposons P, vraie, alors pour x € I, par inégalité triangulaire généralisée puis croissance
de lintégrale (car x > a, donc « les bornes sont dans le bon sens »), on a

[[flloo [(t—a)”“r [ £lloe (z = a)"* £l

a)n—‘rl.

n! n+1 - - (-

an@) < [ 1@< [T E = T T

D’ou Pn+1~
Conclusion : on a bien, pour tout n € N, pour tout x € I,

(z—a)" )

[fn(2)] < £ oo
On en déduit en particulier que, pour tout n € N,
(b—a)"
[ fnlloo < =———IIflloc
n

(car, pour tout x € [a,b], 0 <z —a < b— a, et car la fonction ¢ — " est croissante sur Ry ).

(b)

2) e La série numérique ) || fn|lc converge car est le terme général d’une série exponentielle, donc conver-

neN
gente. Donc la série de fonctions ) fi converge normalement, donc uniformément, sur I. Comme de plus, pour
keN
tout k € N, la fonction fi est continue sur I, on en déduit (par le théoréme de continuité des séries de fonctions)

que la fonction go (la somme de la série de fonctions > fi) est continue sur 1.
keN
e Par construction, pour tout k € N*, la fonction f;, est de classe C' sur I, et

fe = fr—1.

De plus, on a vu que la série de fonctions

qu = > fea=)_fi

k>1 k>1

converge normalement, donc uniformément, sur /.
Donc par application du théoréme de dérivation terme a terme, la fonction g; est de classe C! sur I, et pour tout

rel,
z) =Y fi(x) ka = go(z).
k=1

e Soit n € N*. Pour tout entier k avec k > n, la fonction fk est de classe C" sur I.
Pour tout ¢ € [0, n], pour tout entier k avec k > n,

fk(;i) = fr—i

(récurrence immeédiate), et la série de fonctions

D Sei 2 D i

k>n j>n—i

converge normalement, donc uniformément, sur I (puisque n —4 > 0 et que la série de fonctions ) f; converge
Jj>0

normalement sur I), donc par le théoréme de dérivation terme a terme, la fonction g, est de classe C™ sur I.

3) De plus, pour tout n € N*| pour tout = € I,

o0

=" fila Z Fra( ,_: fi(x) = gn1(x).
k=n n—1

= j:

12
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Donc
Q;L =0gn-1=0n+ fa1
(et par récurrence immédiate, g,ﬁ") = go).
De plus, pour tout n € N*,
gn(a) =0
car fi(a) =0 pour tout k € N*.
Pour n =1, cela donne
a=g+f}

que 'on résout par la variation de la constante : I’équation homogene est 3’ = y dont les fonctions solutions sont
les fonctions
y:xel— Ke*

pour K € R.
Posons alors la fonction
K:xelw gi(x)e”.

Par produit de fonctions de classe C!, la fonction K est de classe C! sur I, et pour tout = € I, on a g1(v) = K(x)e%,
soit pour tout x € I,
g1(z) = K'(z)e” + K (z)e”.

On reporte dans 1’équation différentielle vérifiée par g1, et on a, pour tout = € I,
K'(z) = e " f(2),

donc

K:mé]r—>K(a)+/x6_tf(t)dt

a

(car la fonction K est de classe C* sur I). Or,

(car gi(a) = 0), et donc pour tout x € I,

K(x) = /z e tf(t)dt,  puis g1(z) = €” /x et f(t)dt.

a

On conclut en remarquant que g1 = go — f, donc pour tout x € I,

go(z) — f(z) =¢€” /z e Lf(t)dt.

a

Exercice 6. 1) A z € [0, 1] fixé, la fonction g, est un polynéme, donc dérivable sur [0, 1]. Pour tout ¢ € [0, 1],
g,t)=1—-t>0,

donc la fonction g, est croissante sur l'intervalle [0, 1], et méme strictement croissante, car g, > 0 sur [0, 1].
Remarquons que g,(0) = £ € [0, 3] (pour z € [0,1]) et g,(1) = £ € [0,1] (pour z € [0, 1]).

t 10 1
9o (1) + :
() | 5 S =2

2) Soit = € [0, 1]. Tout d’abord, remarquons que, pour tout ¢ € [0, 1], comme la fonction g, est croissante, on a

0 <9:(0) < g.(t) < gu(1) < 1.

On montre alors le résultat voulu sur w,, par récurrence sur n.

Initialisation : sin =0, up = 0 € [0, 1].

Héreédité : soit n € N. Si u, existe et u,, € [0,1], alors u, est dans le domaine de définition de g,, donc
Un+1 = gu(uy) existe, et de plus up4+1 € [0, 1] d’apreés la remarque faite au début de cette question. D’ou I'hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, on a u, qui existe et u,, € [0, 1].

13
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Remarque. Le méme résultat subsiste pour ug € [0, 1] quelconque!

3) Soit = € [0, 1]. Montrons par récurrence sur n que Uy < Up41.
Initialisation : comme x € [0, 1], on a

Ul — Uy = Z 0, donc UuQ S ui.

|8

Heérédité : soit n € N. Supposons u, < up41, alors comme u,, € [0, 1], up+1 € [0, 1] et la fonction g, est croissante
sur [0,1], on a
Unt+1 = gz (tn) < gu(Unt1) = Unt2.

D’ou I’hérédité.
Conclusion : donc, par récurrence sur n, on a u, < Uy pour tout entier n € N.
Donc la suite numérique (uy)nen est croissante.

—u? . . , . . . .
Remarque. u; —ug = z 2““. Donc, si ug < \/E, la suite numeérique (uy)nen est croissante, et si ug > \/5, la suite
numérique (up)nen est décroissante. Cela se montre de méme que ci-dessus.

La suite numérique (uy,)nen est croissante, majorée par 1 donc (par le théoréme de la limite monotone) converge
vers un réel £ (avec ¢ < 1), et comme la suite numérique (up)nen est minorée par 0, on a £ > 0.

Mais alors, par opérations algébriques sur les limites, u,, — ¢ donne
n—oo

Mais
U1 — ¢
n—o0

(car la suite numérique (un+1)n oy €st une suite extraite de la suite numérique (uy,)nen), donc par unicité de la
limite,

=0+ 5 soit 2 =g

Comme £ > 0, on a alors

0 =[vzl

Remarque. Le résultat subsiste pour la méme raison pour ugy € [0, 1] quelconque.

4) Montrons par récurrence sur n que P, est un polynéme sur [0, 1].

Initialisation : pour n =0, Py = 0 qui est bien un polynéme (le polynéme nul).

Hérédité : soit n € N. Si P, est un polynéme sur [0, 1], alors P2 aussi, puis par combinaison linéaire de polynomes
réels, P41 aussi. D’ou I’hérédité.

Conclusion : donc on a bien, par récurrence sur n, que P, est un polynéme sur [0, 1], pour tout n € N.

5) Montrons par récurrence sur n : pour tout z € [0, 1],

ogf—Pn(x)g\/EO—*f)n.

Initialisation : pour n = 0, comme pour tout = € [0, 1],
vz’
V- Py(z) =z et <—>=L

I'initialisation est vraie.
Héréditeé : soit n € N, supposons que, pour tout z € [0, 1],

0< Vi Pale) < v ( “f)

14
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On a déja vu 0 < /& — Pyyq(z) (en effet, la suite (Py(z)) est la suite (up,) du début de l'exercice, donc est
croissante et tend vers y/x, donc est majorée par \/x). Puis,

VE = Pop(a) = vF - Pu(x) - YEPule?

= Vz—Py(z)— (\/E_Pn(@“))Q(\/@rPn(x))

= (VE~ Pa(a)) (1 -0

n
(i) ()
(par application de I’hypothése de récurrence, et car \/z <1, P,(z) <1, donc 1 — M > 0).

Or, P,(x) > 0, donc N

et donc (en multipliant des inégalités positives et dans le méme sens), on a bien

V—ﬂmwsﬁé—ffﬂ

d’out I’hérédité.
Conclusion : donc, pour tout z € [0,1] et pour tout n € N, on a

ng—Pn(x)g\/E<1—\f>n.

6) La convergence uniforme sur [0, 1] se montre alors par simple étude de fonction.
En effet, pour n € N, posons

fn:me[O,l]Hx(l—g)n,

alors la fonction f,, est polynomiale, donc dérivable sur [0, 1], et pour tout z € [0, 1],

= (=) e () 03 = (29T 05 - 0T ()

Donc, pour z € [0,1], f/(z) est du signe de 1 — @ Donc f,, est croissante sur [0, n%rl} et décroissante sur

2 :
R

€T 0 _Z_
fo(z) + 0 -
folz) |0 N or

Donc f,, admet un maximum en —2=. On en déduit que, pour tout z € [0, 1],

n+1"
2
o <h ().

Or, pour tout z € [0, 1], v/z € [0, 1], donc

(=) = hem < () = o1 (- )

soit, grace a la question précédente, pour tout n € N,

p 2 2 \"

15
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Or,

1 1
nln <1— > ~ —n — —1,
n+1/) nsoco n+ 1 n—oo

<1— 2(n+1)> = exp (nln <1— n+1>) njoe

(car la fonction exp est continue en —1), donc

donc

2
I <n + 1> njo 0
On en déduit, par le théoréme des gendarmes, que
”\/_ P o n:; 0,
autrement dit que la suite de fonctions (Pn) converge uniformément vers /. sur [0, 1], ce qui conclut.
Exercice 7. 1) e Pour = €] — 1, 1], pour tout n € N* on a
0 < fun(z)] < [af™.

Or, la série numérique Y |z|™ est une série géométrique de raison |z|, convergente car || €]—1, 1], donc par critére

neN*
de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique > wuy(x) converge absolument, donc converge.
neN*
e Si |z| > 1, alors
|z["
un(z)] = — 00
n n—oo

(par croissance comparée), donc la série numérique > un(z) diverge grossiérement.
neN*

Remarque. On peut aussi retrouver ces deux résultats en disant que > wu,(x) est une série enticre, et le n-iéme

n>1
. )"
coefficient est a,, = %, non nul pour tout n € N*, et pour tout = # 0,
an+1xn+1
n 2| — |xf,
anT n+1 n—o00

donc (par le critére de D’Alembert), la série entiére ) w,(x) converge absolument pour |z| < 1, et divergence
n>1
grossiérement pour |z| > 1. Autrement dit, son rayon vaut 1.

e Si x = 1, pour tout n € N*,

est le terme général d'une série convergente par le critére des séries alternées, puisque (un(l)) est bien alternée
(£ >0 pour tout n € N*), et la suite (|un(1)\)neN* = (%)nEN* décroit et tend vers 0.
e Si x = —1, pour tout n € N¥,

est le terme général d’une série divergente (série harmonique).
e Donc le domaine de convergence simple de la série de fonctions > wu, est

neN*
1-vu)

2) % Etude de la convergence normale
e Soit a € [0, 1[. Pour tout x € [—a,a], on a
lz] <a <1,

16
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donc pour tout entier n € N*,

Donc, pour tout n € N*,
0< ||un||oo,[—a,a] <a".

Or la série numérique »_ a” est une série géométrique de raison a, convergente car a €] — 1, 1], donc par critére

neN*
de comparaison des séries & termes positifs, la série numérique » [|un||c,[—a,q) cOnverge, autrement dit la série
neN*
de fonctions Y wu, converge normalement sur [—a, a].
neN*
e La série de fonctions > wu, ne peut pas converger normalement sur un intervalle contenant 1, car la convergence
neN*
normale implique la convergence absolue en tout point, mais la série numérique . w,(1) est une série convergente
neN*
qui n’est pas absolument convergente (car Y. |un(1)] = > L est la série harmonique, donc divergente).
neN* neN*
e Regardons sur | — 1,a] avec a €] — 1, 1] : soit n € N*. Pour tout = €] — 1, q],
" _ 1
un(2)] = == < —
n n
car |z| <1, et
1
up(z)| — —
en@l 22,
donc
1

HunHaﬂ—la}::ﬁ7

terme général d’une série divergente. Donc la série de fonctions > wu, ne converge pas normalement sur | — 1, a.
neN*

Remarque. En particulier, >  wu, ne converge pas normalement sur | — 1,1][.
neN*

e Regardons sur [a, 1] avec a €] — 1, 1] : soit n € N*. Pour tout z € [a, 1],

" _ 1
=7 <z
un(a)| = 2 <
car |z| <1, et
1
H —
(@) — T,
donc
oo fo 11 =

terme général d’une série divergente. Donc la série de fonctions »_ wu, ne converge pas normalement sur [a, 1].
neN*
e De 14, on sait dire §’il y a convergence normale ou non, sur tout intervalle inclus dans | — 1,1], ce qui doit

normalement largement suffire pour répondre a la question.

% Etude de la convergence uniforme

e Pour tout x € [0, 1], la suite numérique (%)nGN* est positive (donc la série numérique ) . un () est alternée)
et tend vers 0 par le théoréme des gendarmes, puisque

‘,L,’I’L
0<=—<— — 0.
n n—oo

S|

De plus, la suite numérique (%) est décroissante : comme x € [0, 1], pour tout n € N* on a

neN*

et bien siir,

|
3
+
—_
Sl
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Or, des inégalités positives et dans le méme sens se multiplient, donc pour tout n € N*, on a
n+1

+1

0<?

l,TL
< —,
n

3

d’otu la décroissance annoncée.
Le critére des séries alternées s’applique donc, et donne en particulier que pour tout n € N,

o0

1
[Ra(@)] = | D wi(@)| < [unsa(@)] < :
n+1
k=n+1
Or, cette majoration du reste ne dépend pas de z, donc pour tout n € N,
1
0 < [|Rnlloo,fo,1) < i e 0.
Le théoréme des gendarmes donne alors
nh—)Igo ||Rn||oo,[o,1} =0,
autrement dit la série de fonctions ) w, converge uniformément sur [0, 1].
neN*
e Pour a €] — 1,0[, on sait que la série de fonctions > wu, converge normalement, donc uniformément, sur [a, 0].

neN*
Donc

pour tout a €] — 1, 1], la série de fonctions ) w, converge uniformément sur [a, 1].
neN*

En effet, pour tout x € [a, 1], pour tout n € N*,

e siz € [a,0], alors
|Rn(z)| < [ Rullso,ja,0) < 1 Rnlloo,fa,0) + [ Ralloc, 0,15

e et si x €[0,1], alors
|Rn(2)] < (| Rnllooo,1] < 1Rnlloo,fa,0) + 1 Ralloo, 0,1

Par conséquent, on a
0 < [[Rnllsoa,1) < [ Rnlloc,a,0] + [ Bnllso,o,1] v 0+0=0,

et le théoréme des gendarmes conclut.

e Puis, pour tout a €] — 1,0], la série de fonctions > wu, ne converge pas uniformément sur | — 1,a]. En effet,
neN*
Méthode 1 : on raisonne par I’absurde avec le théoréme de la double limite.

Pour tout n € N*, on a
1

lim up(z) = —,

z——17F n( ) n

et « —1 est une borne de l'intervalle | — 1, a] ».

Si de plus I'on suppose que la série de fonctions ) . converge uniformément sur | — 1, a], alors le théoréme de

la double limite s’applique, et donne que la fonction Y > | uy, a une limite finie en —17, qui vaut

n=1 n=1 n=1

z——17t z——1t
ce qui est absurde car la série numérique = ) . % diverge. Donc la série de fonctions ) . ne converge pas
uniformément sur | — 1, a.
Méthode 2 : plus « élémentaire ».
N

Pour tout n € N, comme la série & termes positifs > % diverge, il existe N € N avec Y.
k>n+1 k=n+1

tout x €] — 1,al], comme pour tout k € N* ug(z) > 0 (car x < 0), on a

> 2. Donc, pour

Bl

o) N N

Z ug(x) > Z uk(x):;{ Z %22.

k=n+1 k=n+1 k=n+1
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Donc il existe x,, €] — 1,a] avec

[} 00 N 1
CANE D W I SETCRE SR S
k=n+1 00,]—1,a] k=n+1 k=n+1
(la norme infinie valant co par convention si la fonction R, n’est pas borné sur | — 1, al).

Donc la suite numérique <||RnHoO -1 a]) ne tend pas vers 0, donc la série de fonctions ) | . ne converge pas
T/ neN

uniformément sur | — 1, a.

Méthode 3 : Toujours de facon « élémentaire », basée sur la méme idée que la méthode 2, mais présentée
différemment :

pour a €] — 1,0], pour z €] — 1,a], on a pour tout k € N*, ug(z) > 0. Donc, pour tout n € N, pour tout N € N
avec N > n, pour tout x €] — 1,al, on a

0 00 N
> > D u(@) > Y u(x)
k=n-+1 “”_1@} k=n-+1 k=n-+1
(la norme infinie valant co par convention si la fonction R, n’est pas borné sur | — 1,a]). Comme c’est vrai pour

tout x €] — 1, al, en faisant tendre z — —17, on obtient (en passant a la limite dans une somme finie)

00 N N 1
g ug > E lm u,(z) = E —
r——171 k

k=n+1 00,]—1,a] k=n+1 k=n+1

Ceci étant vrai pour tout N € N avec N > n, on peut faire tendre N — oo, et donc

00 N 1
E U > lim -
N—oo
k=n+1 00,]—1,a] k=n+1

Or, cette derniére limite vaut oo, car la série numérique ) % diverge (série harmonique) et est a termes positifs.
k>n
Par conséquent, le reste de notre série de fonctions n’est pas borné sur | — 1, a], donc la série de fonctions > u,
neN*

ne converge pas uniformément sur | — 1, al.

Exercice 8.

1. Meéthode 1 : soit zg € R, on a

_1)n
lim n27( )23:0 =
nodoo (14 xg)"

(si zg = 0, c’est toujours nul, et si xg # 0, alors 1 + x% > 1, donc c’est par croissance comparée). Donc

1
flwo) = O (nQ) :

et la série numérique Z % est convergente (Riemann, 2 > 1) et a termes positifs. Donc, par théoréme de
neN*
convergence absolue par comparaison, la série numérique Z fn(xo) converge.
neN*
Donc la série de fonctions Z fn converge simplement sur R.

neN*
Méthode 2 : par le critére de D’Alembert : si z # 0, f,(x) # 0 pour tout n € N*, et

fn+1(x>

1 1

= — —— <1
1+ 22 notoo 1+ 22

(car x # 0), donc la série numérique E fn(x) converge. Et pour z = 0, on a la série nulle, qui converge.
neN*

19
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Remarque. Si on veut appliquer le critére de D’Alembert, il faut calculer une limite. Méme si le quotient

fnt1()
fn(z)

ne dépend pas de n, il ne faut pas oublier de passer a la limite !

Méthode 3 : pour tout entier n € N*, on a
1
— >0,
(1+22)n —
(=n"

donc la série numérique ) est alternée. Puis, la suite numérique ( ——5— est décroissante, de
q (1+m )n b Cl (1+$ )n EN* 9
>1 n

limite nulle pour = # 0 (car c’est alors une suite géométrique de raison ﬁ avec H% € [0,1]), donc on peut
appliquer le critére des séries alternées, et donc la série numérique % est convergente. On multiplie
n>1

alors par x, et on a le résultat voulu pour x # 0. Et pour x = 0, on a la série nulle, qui converge.

Calcul de la somme : pour z # 0, c’est une série géométrique de raison
car x # 0), donc

ﬁ (qui est bien dans | — 1, 1]

= e [
mezw—x<1+l‘l>—z+xz

n=1 1+$2

(en faisant attention que la somme part de 1 et pas de 0...). On peut remarquer que cette formule reste
valable pour z = 0.

2. Soit n € N*. Soit 0 < a < b. Pour tout x € [a,b], on a 0 < a < z < b, donc
0<l4a?<1422<1+10%

et comme la fonction ¢t — tin est décroissante sur R (car n > 0),

1 1 1

< < .
V< Txoy =+ = Grad)

Enfin, des inégalités positives dans le méme sens se multiplient, ce qui donne

x < b
(1+22)» = (1+a?)n

[fn(2)| =

Cette majoration ne dépendant pas de z, on peut affirmer

| fnlloo,fae) < A+a)
Or, la série numérique Z m est convergente (série géométrique de raison ﬁ avec ﬁ €l —1,1]
neN*
car a > 0). Donc la série numérique Z | falloo,fa,s) converge, autrement dit la série de fonctions Z fn

neN* nEN*
converge normalement sur [a, b].

Donc la série de fonctions Z fn converge normalement sur tout segment de |0, +00].
neN*
3. Soit n € N*. Etudions le sens de variation de la fonction
x
rreERy = ——5—
|fn’ x + (1 ¥+ .’L'Q)n
(qui est dérivable sur R, comme quotient de deux polynémes, dont celui du dénominateur qui ne s’annule
pas sur R4 ).
Pour tout réel x € Ry, on a
1 2na? 14 22 — 2na? (1 —v2n — 133) (1 + v2n — 1:1:)

| ful (x) = (1+22)n  (1+22)nt! - (14 z2)ntl - (1 + z2)n+t ‘

Donc la fonction |f,| est croissante sur [O, } et décroissante sur [ﬁ, 400 [ Puis,

2n—1
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1

Waloors 2 [fo (e )| = 2L o 1
rleefte =\ Van—1 (14 5iy) v chvan

et la série numérique Z ? est divergente (Riemann, % < 1) et a termes positifs. Donc, par critére de
neN* €2 n

comparaison puis d’équivalence des séries a termes positifs, la série numérique g | frlloo,r, diverge, donc

neN*
la série de fonctions Z fn n’est pas normalement convergente sur R .
neN*
Remarque.
(a) Justifions I’équivalent :
1+ ! ' In(1+ !
=exp |nln ,
2n — 1 P 2n — 1
or
1 n 1
nln {1+ ~ — -,
2n — 1) n—+o0 2n — 1 n—+oo 2
donc par continuité de la fonction exp en %,
1+ ! ' — €2
ez,
2n—1/) n—+oc
c’est un grand classique.
(b) Une autre facon pour le voir : on évalue en = ==, et on a directement le terme d’une série divergente,

/)

encore faut-il le remarquer...

(c) Sila somme partait de n = 0, alors comme fy n’est pas bornée sur [0, +0o[ (fo est la fonction z — ),
on aurait pu directement conclure & la non convergence normale sur R .

(d) Comme |f,]|(0) =0 et lir+n |fnl(x) =0 (car n > 1), du tableau de variations, on a méme
T—>+00

[ fnlloory = [Hfnllloory =

f 1
"\Von—=1)|
Mais ici, on a seulement utilisé une inégalité, ce qui a suffit pour conclure.

4. Soit a € R} et n € N*, il existe N € N tel que pour tout n € N, si n > N alors \/27117_1 < a. Comme la

fonction |f,| est décroissante sur l'intervalle {ﬁ, —f—oo[ (d’aprés I’étude faite précédemment), pour tout

n € N, si n > N alors la fonction |f,| restreint a [a, +00[ est décroissante positive, donc
[ fnllso,fa,+oof = [Ifnl los,fa,+00f = [fn(@)]-

De plus, la série numérique g | fn(a)| est convergente (vu a la premiére question), donc la série numérique
neN*

Z anHoo,[a,-i-OO[

n>N

converge. Donc la série de fonctions

> fn

n>N
est normalement convergente sur [a,+oo[. il reste a rajouter les premiers termes...

Comme pour tout n € N*, la fonction f, est bornée sur R4, donc sur [a,+oo[, on en déduit que la somme

N-1

Z ||fn||oo,[a,+oo[

=1

3
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est fini, et donc la série numérique

Z anHoo,[aHrOO[

n>1

converge, autrement dit la série de fonctions

> fa

n>1

est normalement convergente sur [a, +00[.
||
1+z2

Autre méthode : une autre facon de montrer ceci, est d’utiliser I'inégalité classique < % (une retra-

duction de (1 + |x|)2 > 0), ce qui donne pour z > aetn>1:

’ (1) 1 1

< .
T 214 2?2)n 7t T 2(1 + a?)n !

(14 a2)n

C’est vrai pour tout = € [a, +oo], donc

1
| flloo,fa,t00] < Wa

et on conclut car la série numérique E 5 est une série géométrique convergente, car de raison

91 -+ 42yn—1
neN* (1 +a )
H%, avec 14# €]0,1[ (car a > 0).

Remarque. On n’a fait ’étude que sur [0, 4o00[, car f,, est impaire pour tout entier n, donc la somme de la série
aussi.

Exercice 9. % Convergence simple :
Soit zg € [0, 7], 81 0 < g < 7, on a

0< ’sin(mo) cos"(:co)’ < ’cos(xo)‘n

et la série numérique ) ’cos(xo)}n est convergente (série géométrique de raison ’COS(:UOM avec ’COS(:BOM <1
n>0
puisque xg €]0, 7[). Donc, par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique E sin(zg) cos™ (xo)
n>0
converge absolument, donc converge.
Si g = 0 ou 7 alors pour tout n € N, sin(xq) cos™(xg) = 0. Donc la série numérique g sin(xzg) cos™(xg) converge.
n>0
La seérie de fonctions converge donc simplement sur [0, 7.
% Convergence normale sur [0, 7] 7
Raisonnons par I’absurde, supposons qu’il y a convergence normale sur [0, 7]. Essayons de nier un théoréme du
cours.
On pose, pour n € N|
fn i@ €[0,7] > sin(x) cos™(x).

e Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur [0, 7] (par produit de fonctions usuelles continues).

e Supposons que la suite de fonctions » f, converge normalement sur [0, 7].
neN

Alors, par le théoréme de continuité des séries de fonctions, la fonction
o0
frxw Z fn(z)
n=0

serait continue sur [0, 7.

Or
F0) =" fal0) =) 0=0,
n=0 n=0
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et pour tout x €]0, 7], on a

flx) = Zsin(x) cos"(x) = %
n=0

(somme d’une série géométrique convergente de raison cos(z), avec cos(x) €] — 1,1[ car x €]0, 7[). Or,

2
. T
sin(z) T et 1 — cos(x) Fatiex
donc in(z) )
sin(x T o '
m I:O % = ot en particulier $li>rg1+ f(z) = 400 # 0= f(0),

donc la somme de la série de fonctions n’est pas continue en 0. Absurde.
Donc la série de fonctions étudiée ne converge pas normalement sur [0, 7].

Remarque. On a le méme probléme en 7.

% Convergence normale sur tous les segments de |0, 7[.
Soit 0 < a < b < m, alors, comme la fonction cos est décroissante sur [0, 7], on a, pour tout x € [a, b],

cos(a) > cos(z) > cos(b), et donc 0 < | cos(z)| < max (‘ cos(a)

,}cos(b)‘).

Remarque. En effet, « > y > 8 donne |y| < max (|al, |3]), et cela se voit en distinguant trois cas :
e si § >0, alors |a| = a, |B| = B et |y| =y, et max(a, §) = «, et I'inégalité est directe.

esia<0,|al=—q,|f|=—-Fet |y =—y,doncona—p>—-y=|y >—a>0et max(—a,—p) = —f, et
I'inégalité est directe.

esif <0< aq,alors |af = a, |B] = —f, et deux cas sont possibles : si y € [0,a], alors |y| =y < a =
la| < max (|al,|8]), et siy € [8,0], alors § <y <0, soit =3 = [B] > —y = |y[ >0, et donc |y| < |B] <
max (|al,|8])-
Dans tous les cas, on a bien I'inégalité annoncée.
Donc, pour tout n € N, pour tout = € [a, b],
n n
’fn(x)’ < ’ cos(x)| < max (‘ cos(a)|, | cos(b)’)
(car la fonction ¢ — t™ est croissante sur R;).
Alors, avec les notations précédentes, pour tout n € N,
n
I alloo gy < max (| cos(a)], | cos(b)] )
et la série numérique
n
Z max (} cos(a)|, cos(b)‘)
neN
est une série géométrique convergente car de raison max (‘ cos(a)|, | cos(b) ‘) avec 0 < max (} cos(a)|, | cos(b) ‘) <1

(puisque l'on a 0 < ’ cos(a)’ <let0< | cos(b)’ < 1, puisque a et b sont dans |0, w[). Donc la série numérique

Z an”oo,[a,b]

neN

converge (par critére de comparaison des séries & termes positifs), autrement dit la série de fonctions ) f,, converge
neN
normalement sur [a, b].

Donc la série de fonctions Z fn converge normalement sur tout segment de [0, 7].
neN
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Exercice 10. Soit n € N* fixé. Notons

' (1 —x)z"
fn iz €]0,1[— nd =)

alors la fonction f, est dérivable sur [0, 1] (comme quotient de deux polynémes, dont celui du dénominateur qui
ne s’annule pas sur [0, 1], puisque 1 — 2™ > 0 pour tout = € [0, 1), et pour tout x € [0, 1],

(nx”’l—(n+4)x")(1—x")+nx"‘l(x"—x"+1)

falz) = n(1—z7)2
— 7n(f:i)2 (n —nz" — (n+ Dz + (n+ Da" ! + na™ — na:"“)
- n(fii;y(n— (n+ 1)z + ")

Notons alors P : x € [0,1[— n — (n + 1)z + 2™+, Alors, P est une fonction polynomiale, donc dérivable, et pour
tout z € [0,1], on a
P(z)=(n+1)(z" - 1) <0,

donc la fonction P est strictement décroissante sur I'intervalle [0, 1[. Comme

lim P(z)=n—(n+1)+1=0,

r—1—

on en déduit P > 0 sur [0, 1].
Donc f! > 0 sur [0, 1], et donc la fonction f,, est strictement croissante sur l'intervalle [0, 1[.
Comme, pour tout z € [0,1], on a

(1—z)z™ " 1 1
S~ 7 = — —,
n(l—z") nl4+z+- -4z gs1- n?

fnlz) =

(en reconnaissant la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de raison = avec z # 1), et f,(0) =0
(car n > 1), on en déduit que, pour tout x € [0, 1],

1
n2

0 < falz) < -

Donc || fulloo < % (et en fait, la limite m}gr}_ fulx) = # donne méme qu'’il y a égalité).

Or, la série numérique Y n—IQ converge, donc la série numérique Y || fn|lcc converge. Donc la série de fonctions
n>1 n>1

>~ fn converge normalement sur [0, 1].

n>1

Exercice 11.

1. Soit zg € R, pour tout n € N*,
1
X

<
n

. . 1 . . .
et la série numérique g — est convergente (Riemann, 2 > 1) et a termes positifs. Donc, par le critére de
n
n>1
comparaison des séries a termes positifs, la série numérique > f,,(xg) converge absolument, donc converge.
n>1
Donc la série de fonctions converge simplement sur R, autrement dit, la fonction f est définie sur R.

2. Pour tout n € N*, on pose

2
—nx
e

fmixeR— € R.

n2

% Pour tout n > 1, la fonction f,, est continue sur R.

% Pour tout n € N*| pour tout z € R, |f,(2)] < # Donc
1
n
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: : 1 : . . .
or la série numérique E — est convergente (Riemann, 2 > 1). Donc par critére de comparaison des séries
n
n>1
a termes positifs, la série numérique E | fnlloo converge, autrement dit la série de fonctions E fn converge

n>1 n>1
normalement sur R. En particulier, elle converge donc uniformément sur R.

D’aprés le théoréme de continuité des séries de fonctions, la fonction f est alors continue sur R.

3. Pour tout n € N*, lim,_, fn(z) = 0. De plus comme la série de fonctions >  f, converge normalement
neN*
sur R, et que +00 « est une borne de R », le théoréme de la double limite s’applique, et donne

o, (e =x£f£oo2fn )= 2l (o) ZO—

4. % Pour tout n € N*, la fonction f,, est de classe C? sur R et pour tout z € R, on a :

2 2
—2xe ™ —2e™ ™
ful@) = —, ¢ n(@) = — dze e,
% La série de fonctions n converge simplement sur R
g p
n>1
% Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b, alors pour tout x € [a, ], on a :
p

2

2be " 2 + dnb?)e "
|1 (x)| < 2 < opema et (par inégalité triangulaire) If(z)] < 2+ 4nb)e < (24+4b%)e —na?
n n
Ces majorations ne dépendent pas de x, donc
1 filloo ) 20677 et i oo fan) < (24 40%)e ™™

Or, les séries numériques Z 2be™" et Z (2 +4b?)e™ ™ sont des séries géométriques convergentes (car de

neN* neN*
raison e~ avec e~ %] — 1, 1[ car a > 0).
Donc les séries de fonctions Z fr et Z [/ convergent normalement, donc uniformément, sur [a, b].
neN* neN*
Donc, par le théoréme de dérivation terme & terme, la fonction f est de classe C? sur tout segment [a,b] de
R* , donc sur R (par caractére « local » de la propriété « étre de classe C? »). De plus, pour tout = € R* ,

e e] o0 2 2
—2xe " —2e ™ 2
— ! — 2 _—nz
A= =Yg = 3 (T ).
n=1 n=1 n=1
Enfin, la fonction f est paire et de classe C? sur R?% , donc est de classe C? sur R*.
Exercice 12.

1. Si x =0, la série numérique

diverge (série de Riemann divergente).
Six <0 alors pour tout n > 1 on a

or la série numérique g — diverge. Donc d’aprés le critére de comparaison des séries & terme positif, la série
n

n>1
—nx

. € .
numeérique E est divergente.

n>1
Sixz>0,o0na
—nNx
. e
lim n?
n—-4o0o n
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—nx 1
€ == O <2> .
n n—+o0 \ N

. . 1 . .
Or, la série numérique Z ) converge (Riemann, 2 > 1) et est a termes positifs. Donc, par théoréme de
n>1

par croissance comparée, donc

—nx

. - .. e
convergence absolue par comparaison, la série numérique g est (absolument) convergente, donc f(x)
n>1
existe.

Ainsi

Df :]0, +OO[ .

2. Pour tout n € N*, 111_{1 fn(x) =0 (car n > 0). De plus, pour tout = € [1,4o00], pour tout n € N*, on a
r—r+00

fal)) < —<e,

donc || fulloo,1,400f < €™ De plus, la série numérique ) €™ est une série géométrique de raison e, avec

neN*
e~ €] — 1,1], donc est convergente. Donc la série numérique > || Jnlloo 1,400 converge, donc la série de
neN*
fonctions Y f, converge normalement, donc uniformément, sur [1,+oo[. Comme 400 « est une borne de

neN*
[1,4+00] », le théoréme de la double limite s’applique, et donne

oo
(e :xﬁffmen =2 tm @) ZO—O
n=

Autre méthode : pour tout n > 1, pour tout = > 0,

donc (puisque les séries convergent bien car z > 0), par croissance de la somme, on a

0_20<f <§:e 1_636—1H—+>000.
n=1

Par théoréme des gendarmes, on en déduit | lim f(z) =0|
T—>+00

3. Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b.
% Pour tout n > 1, la fonction f,, est de classe C* sur |0, 4o00[, et pour tout entier k& € N*, pour tout > 0,
on

£ ) = (-1t
% La série de fonctions Z fn converge simplement sur RY .

n>1
% Comme exp est une fonction croissante et positive sur R, on a pour tout n > 1, pour tout z € [a, b],

‘fT(Lk) (.73)‘ — nk:flefnz < nkflefna

par conséquent
anHoo,[a,b] < nk—le—na

(en fait, il y a méme égalité, car a € [a, b]).
De plus, par croissance comparée, on a lim,,_, o n’n*~le™¢ = 0, donc

1
||fn”oo [a,b] — HJroo <ng> :
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Or, la série numérique Z % est convergente (Riemann, 2 > 1) et a termes positifs, donc par théoréme de
n>1
convergence absolue par comparaison, la série numérique Z I fn||m7[a7b] converge, autrement dit la série de
n>1
fonctions Z fn converge normalement, donc uniformément, sur [a, b].
n>1

Donc le théoréme de dérivation terme a terme s’applique : la fonction f est de classe C*° sur tout segment
la,b] inclus dans R , donc sur R (par « caractére local » de la propriété « étre de classe C* »).

De plus, pour tout entier naturel k£ € N, pour tout = > 0,

o0

f(k) (.%') — Z(_l)knkflefnz'

n=1

4. De la question précédente (pour k = 2), on déduit : pour tout z € R* |

f(x) = Zne_m > 0.
n=1

Donc la fonction f est convexe sur I'intervalle R .

5. La fonction f est de classe C! sur R% , et pour tout x > 0,

—x

O
1—e®
n=1

xT

(somme d’une série géométrique de raison e~ *, convergente car e~ * €| — 1, 1] puisque z > 0). En intégrant
/

(c’est de la forme —%-), on a :

les fonctions f et x — —In (1 — e“"’) sont deux primitives de f’ sur RY.
Comme R’ est un intervalle, il existe K € R avec, pour tout z > 0,
f@)=-In(1-¢")+K

(on n’oublie pas la constante quand on primitive!).
Cherchons K : en faisant tendre x vers +o0o, on obtient 0 = 0 + K. Donc K = 0. Ainsi, pour tout x > 0,

f@)=-In(1—e7)|

Exercice 13.

1. Soit g > 0, alors

. 1 1 1
lim n272 = —, donc —— = — |-
n—+oo N+ Ncxg xo n+n<xry n—otoo \ N

1
Or, la série numérique Z — est convergente (Riemann, 2 > 1) et a termes positifs. Donc le théoréme de
n
n>1
convergence absolue par comparaison donne que la série définissant f(x) est (absolument) convergente. Donc
f(z) existe pour z > 0.

Remarque.

1

(a) On peut aussi utiliser le critére d’équivalence, puisque nTTEs oo 20

d’aprés la limite précédente...

(b) £(0) n’existe pas, mais f(z) existe pour tout z < 0 dés que n + n%x # 0 pour tout entier n € N*. Donc
le domaine de définition de f est R*\ {—%, n € N*}.
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2. Pour tout n > 1, on pose
1
2 €]0, 40— ——— € R.
In 10, 00| n+ n’x
Soit a € R avec 0 < a.
% Pour tout n € N*, la fonction f,, est continue sur |0, +o00].

% Pour tout z € [a, +0o0], on a
1 1
X = T < — << —
Fala)] = ful) € —— <
(car a > 0), donc
1
0< < —-
= anHoo,[a,Jroo[ = n2a
1 . . .
Or, la série numérique Z 24 est convergente (Riemann, 2 > 1), donc par critére de comparaison des séries
n>1
a termes positifs, la série numérique Z | fllso,ja,4-00[ cOnVerge. Donc la série de fonctions Z fn converge
n>1 n>1
normalement, donc uniformément, sur [a, 400].
Ainsi, d’aprés le théoréme de continuité des séries de fonctions, la fonction f est continue sur tout intervalle

la, +-00[ avec a > 0, donc par « caractére local » de la continuité, sur |J [a, +oo[= R .
a>0

3. Calcul de la limite :

Méthode 1 : Pour tout n > 1, on a lu}rl fn(x) = 0. Or, a la question précédente, on a montré (en prenant
n—-+0oo

a = 1) que la série de fonctions Z fn converge normalement, donc uniformément, sur [1,+oc[. De plus,
n>1
« 400 est une borne de [1,+oo[ ». Donc le théoréme de la double limite s’applique, et donne

(e Zxkffooifn )= 2.l (o) ZO—

Méthode 2 : Pour tout n > 1, pour tout = > 0, on a

1 1
<

“n+n2r T nlx
Donc, pour tout x > 0, en sommant des inégalités dans le méme sens (par croissance de la somme),

0§f(:c)slz !

x n2

(car cette derniére série converge (Riemann, 2 > 1)), et donc si x — +o0, le théoréme des gendarmes donne

lim f(z) =

T—+00

Calcul de I’équivalent :
Meéthode 1 : Calculons lim zf(x).

T—+00

Pour tout n > 1, on a lim zf,(x) = #

n—-+0o00
Or, pour tout z € [1,+o0[, pour tout n € N*, on a

x 1
5@ = m <
donc si on note g, : © — zf,(x), on a montré
1
‘bﬂ‘ oo =

28



Fauriel - PC - Mathématiques TD4 - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Or, la série numérique Z % est convergente (Riemann, 2 > 1), donc par critére de comparaison des séries
n>1
a termes positifs, la série numérique Z [gnlloo,[1,4-00| converge. Donc la série de fonctions Z gn converge
n>1 n>1
normalement, donc uniformément, sur [1, +o0].
De plus, « 400 est une borne de [1,4+o00[ ». Donc le théoréme de la double limite s’applique, et donne

o0

1
i 2f(o) = zkfwa% Zxkrfm () =2
n—=
o
Comme s = 21 - >0, on en déduit
n=
s
J@) e o
o0
Méthode 2 : Notons s = ). - (on sait (?) que s = %) Alors, pour tout z > 0,
n=1
5 (1 1 —
0<—— = - - -
o f(@) nz_:l<n2 n—i—n2 ) xz_: n+n2 _x22n3
(car cette derniére série converge (Riemann, 3 > 1), et car, pour tout n > 1, m < m3) Donc
s 1 1
W =9. <x2> = Foe (x> :
soit
s
G
0,400 — R
4.Soitm>0.0nposeh:{] ¢ [ 11
= t+t2z — t(1+tw)

La fonction h est continue (par morceaux), positive, décroissante (car dérivable sur I'intervalle |0, +oo], avec

pour tout z > 0, h'(t) = —(tig?y <0).

Pour tout ¢t >0 et x > 0, on a:

1 T 14+ tx tx 1

t 1+te t(1+tx) t(1+tx)  t(1+tx)

en réduisant au méme dénominateur.
Pour tout n > 2, par décroissante de h :

pour tout t € [n — 1,n], onan—1<t<n donc h(t) > h(n),
et
pour tout t € [n,n+ 1], on an <t <n+ 1 donc h(n) > h(t).

Donc, par croissance de 'intégrale (qui s’applique ici sur [n — 1,n| ou [n,n+ 1] car on a n > 2 (h n’est pas
continue en 0, c’est pour cela qu’'on ne prend pas le terme n = 1...)),

n 1 n 1 1 1 n+1 1 n+1 1
—dt > dt = et B —dt > —d
n1 t(1 +tx) n_1 n(1+ nz) n(l + nx) n(l+ nx) n n(l+nx) n (1 4tx)

Ainsi en sommant pour n € [2, N] (avec N > 2), on a :

N

Z/nltl—ktx Z 1+nx >Z/ 1+txdt
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Donc, si N — +00 (et en utilisant la relation de Chasles), sous réserve d’existence de la limite,

N > 1 Moo
I . @>S > -t
Noteo )y t1+tz)" = HZQn(l—i—nx) = Noteo Jy t(1 + ta)

soit en additionnant 14%;;: (qui est le terme n =1 de la somme) :

N 1 N 1
lim / dt + > f(z) > lim —dt +
Notoo J;  t(1 +tx) 1+ N—+oo Jo  t(1 +tx) 1+

: N 1 ) NI oo 1 .
Calculons Nl_l)Iiloo i iy at (cest-a-dire [| mdt). On a :

N N N ¢
f1 t(lita:)dt = fl %dt_ﬁ Tt

= In(N)—-In(1+ Nz)+In(1+z)

= —In(H) +In(l+z) — —In(z)+In(l+x)

N—+o00

donc la limite existe bien.
Par la méme méthode de calcul, on a :

N
1
li ——dt = -1 —In(2) +In(1 + 2
i, R ) )+ a4 20

(et la limite existe bien 14 aussi). On a donc : pour tout z > 0,

—In(z) +In(14+2z) +

> f(z) > —In(z) — In(2) + In(1 + 2z) +

1+z T+

Donc par double encadrement, on a | f(z) ~ o= In(z) | (on divise par —In(x) les inégalités précédentes et
z—0

on applique le théoréme des gendarmes).

Exercice 14.

1. Soit zg € R.

% Sixzg>0,ona
lim n?n®0e "% =(
n—+4o00

par croissance comparée (car xog > 0). On a donc :

_ 1
n*e 0 = O <2 )
n—-+oo n

or la série numérique Z % est une série convergente (Riemann, 2 > 1) & termes positifs. Donc d’aprés le
n>1
théoréme de convergence absolue par comparaison, la série numérique Z n®0e” ™0 converge, autrement dit
n>1
S(zp) est bien défini.
% Sixzy <0, ona
lim n*e "0 = 400 #0
n—-+oo
par croissance comparée, donc la série numérique anoe_m“ diverge grossiérement, en particulier S(z)
n>1
n’existe pas.
% Si zg = 0, on a, pour tout n € N*, nle~
grossiére, et S(0) n’existe pas.

% Ainsi

70 — 1 qui ne tend pas vers 0, donc de méme, il y a divergence

DS :]0, —|—OO[ .
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2. Pour tout n € N*, posons
fnix €RL = n"e ™ € R,
Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b.
% Pour tout n € N*, la fonction f, est continue sur RY .
% Pour tout z € [a,b] et tout n € N*, on a

On a donc
0< anHoo,[a,b] < nbe—na’

et la série numérique E nbe—me

n>1

converge (car a > 0, idem qu’a la premiére question), donc par critére de

comparaison des séries a termes positifs, la série numérique E | flloo,fa,p) cOnverge.
n>1
Autrement dit, la série de fonctions g fn converge normalement, donc uniformément, sur [a, b].

neN*
% Donc le théoréme de continuité des séries de fonctions s’applique, et donne que la fonction S est continue

sur tout segment inclus dans RY , donc par « caractére local » de la continuité, sur R* .
3. % Pour tout n € N*, on a

lim fu(e) = lim B — g or(meon) _g
T—+00 T —+00 5400

car In(n) —n < 0 (en effet, In(u) < wu —1 < u pour tout u > —1).

% Montrons que la série de fonctions Z fn converge normalement, donc uniformément, sur [1, +oo|.
neN*
Soit n € N*. Etudions les variations de f, : la fonction f, : z — e®(") =72 est de classe C* sur [1, +oof, et
pour tout z € [1, +o0],
fi(z) = (In(n) — n)exln(")_m <0.

n
Donc la fonction f,, est décroissante sur I'intervalle [1, 4o00].
De plus, lim,_, 4~ fn(z) = 0.
Le tableau de variations de la fonction f,, donne alors

| frlloo, (1,400 = fn(1)-

Or, la série numeérique g fn(1) converge (cf. question 1), donc la série numérique g | frll oo, [1,4-00] CONVerge,
n>1 n>1
d’ou la série de fonctions g fn converge normalement, donc uniformément, sur [1, +oo.

neN*
% Enfin, 400 est « une borne de [1,4+00] », donc le théoréme de la double limite s’applique :

o0
i, 5@ kamen =2l (@) ZO
n=

Exercice 15. 1) Pour tout x € R,
1
1+ Ee‘x >1>0,

donc f(z) existe. Puis, par composition de fonctions de classe C*°, la fonction f est de classe C* sur R.

Pour tout réel z € R,

e*.’b

M0 = =5y ey

et donc pour tout « € Ry,

o et > 1 " > ne—(nt1)z B 2 (—1)PeP®
o E () - E e sy

n=0

car on a reconnu la somme d’une série géométrique de raison —%e*‘”, avec —%e*x € ]—l O] C]—1,1] pour z >0
(carz >0=e"<1).
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Remarque. C’est méme valable tant que 3 le=® < 1, soit pour z > —In(2).
2) La fonction f’ est continue sur R, et la fonction f est une primitive de f’ sur R, donc pour tout réel = € R,

[ 7w = 0l = 1) - 50) = 5@ 1w () = @) ~ 1) + 2.
0

Puis, fixons ¢ € R,. Notons, pour p € N*,

| (1o

fpite[0,a] = Top

alors la fonction f, est continue sur [0, z].

Montrons que la série de fonctions ) f, converge normalement (donc uniformément) sur [0, z| : pour tout t € [0, z],

p>1
on a ot
e 1
0 < |fp(t)] = 5 S
(car t > 0, car = > 0), donc
0 < plloo o) < o5
1
Or la série numérique Z > converge (série géométrique de raison % avec % €] — 1,1[), donc, par théoréme
peEN*

de convergence absolue par comparaison, la série numérique g | follso,j0,2) converge, autrement dit la série de
peEN*
fonctions g fp converge normalement, donc uniformément, sur [0, z].

peN*
On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment :

f(z) = In(3)—In(2) + fox pijl fp(t)dt
= In(3) —In(2) + ijjl Iy fo(t)dt

= In(3) —In(2)

T _pt
Oepdt

[,

= @) -Wm@)+ Y (;i)p 1_;
p=1

— In(3)—1In(2) + f;l (1)

3) Pour tout = > 0, par inégalité triangulaire (et car les séries suivantes convergent), on a

(o ¢]
(_ )p 7p1‘ _
< p$(< pr _ _
Z; PP ZpQP Ze T Lo Y
=

(en reconnaissant la somme d’une série géométrique de raison e~ %, avec e~ * €]0, 1] pour = > 0) (on fait attention :
la somme de la série géométrique part de p =1, et pas p = 0...). Donc le théoréme des gendarmes conclut.
Remarque.
1. On peut aussi majorer ainsi : pour tout x > 1,
o0

B D =
o p2p p2p = op T——+00
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(=P

o0
2. On peut aussi utiliser le théoréme de la double limite, car la série de fonctions ) S

p=1
lement, donc uniformément, sur [1, +oo[, mais c’est plus long a rédiger que la simple majoration ci-dessus...

e P* converge norma-

On en déduit que

o0

lim f(x) =In(3) —In(2) +

T—+00
p=1

(=DP1
oy

Or, de la définition de f, on a

T—+00 T—r-+00

lim f(z)= lim In <1 + ;e_””> =

(=DP1

Donc, par unicité de la limite, on a In(3) — In(2) + = 0, et donc pour tout x > 0,

P (—1)P —ePT X (—1)p~1 Pz

2P p
d’aprés la question précédente.
RY — R

(="
X — n2+1’2

Exercice 16. e Pour tout n > 0, on pose f, : {
Soit zg € Ri,

lim 72| f,(z0)| = donc |fu(zo)|= O < ! > ,

1
n—-+00 :Eg n—+oo \ n?

or la série numérique Z % est convergente (Riemann, 2 > 1) et & termes positifs. Donc d’apreés le théoréme de
n>1
convergence absolue par comparaison (car xg > 0), la série numeérique Z fn(xo) est absolument convergente, donc
n>0
convergente.
Donc la série de fonctions Z fn converge simplement sur R .
n>0
e Etudions la continuité.
% Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur R .
% Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b, alors pour tout x € [a, b],

1
| fu(2)] < m
(méme pour n = 0, car on suppose a > 0), donc
| falloo,fab] < P

. . 1
De plus, la série numérique g —5 5 est convergente (car
n

) n%), donc par critére de comparaison
a
n>0

1
n?+a? n—-+oo

des séries & termes positifs, la série numérique E | frlloo,fa,p) cOnverge.
n>0
Donc la série de fonctions E fn converge normalement, donc uniformément, sur tout segment [a,b] de R .

n>0
oo
Donc le théoréme de continuité des séries de fonctions s’applique : la fonction Z frn est continue sur tout segment
n=0

[a,b] de R%, donc sur RY par « caractére local » de la continuité.
Autre fagon :

Ona fo:x+— x—lg continue sur R .

=n"

n2+x2

Puis, pour n € N*| la fonction f, : x — est continue sur Ry (et pas juste RY ), et pour tout z € Ry,

fal)] < =,
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puiS
0 J ni|loco n2

Comme la série numérique Z % est convergente (Riemann, 2 > 1), le critére de comparaison des séries a termes
n>1
positifs, la série numérique Z | fnlloo converge.
n>1
Donc la série de fonctions Y f, converge normalement, donc uniformément, sur R .
n>1

Le théoréme de continuité des séries de fonctions donne alors que la fonction

T:x+— an(x)
n=1

est une fonction continue sur R..

Par addition, la fonction
1

S:xHT(az)—i—;

est continue sur Ri.

Remarque.

1. Cette fagon est intéressante, car on constate que le probléme en 0 provient juste de fy, et donc (et c’est ce
qu’on fait dans la suite), il peut étre intéressant d’étudier > f,.
n>1
2. La série de fonctions 2;0 fn ne peut pas converger normalement sur R’ , car la fonction fy n’est pas bornée
n>
sur RY .

(="

. . L. 1 " - Lo
e Soit z € R.. La suite numérique <7) est positive (donc la série numérique
+ q w7427 ) s p ( q E:n2+x2

n>1
décroissante et tend vers 0, donc le critére des séries alternées s’applique. On a donc, pour tout x € Ry :

est alternée),

oo
1
(@) = |32 (o) < 1A = oy
Donc,
e la fonction T est continue sur Ry,
e pour tout x € Ry on a
1
T < ——
T(@)| < 1

e et la fonction z — ﬁ est intégrable sur R (car continue positive sur R, et admet arctan comme primitive,
et que arctan a une limite finie en +00).

Donc, par critere de comparaison, la fonction T" est intégrable sur R, donc sur RY.

Si la fonction S était intégrable sur RY , on aurait par soustraction que la fonction  — S(z) —T'(z) = ;12 le serait
aussi, ce qui est faux (Riemann, 2 > 1).

Donc la fonction S n’est pas intégrable sur RY .

Autre fagon : la fonction 7 est continue sur R, donc en 0. Donc

1 1
S(x)=T(x) + 2= 2 +7(0) + :cgo(l)'
=~
— +00
z—0
En particulier,
1

Mais la fonction z ?12 est continue positive sur |0, 1], 'intégrale fol j—g diverge (Riemann, 2 > 1), et la fonction S

est continue sur ]0, 1], donc par critére d’équivalence, 'intégrale fol S(z)dz diverge. A plus forte raison, I'intégrale
fooo S(x)dx diverge, donc la fonction S n’est pas intégrable sur R .
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Exercice 17. % Pour tout entier n > 2 et z € [0,1], on a

n—x>2-1=1>0 et n+xr>24+0=2>0,

donc
1 1 2
n—z n+ax n?-— a2
existe.
Puis, a x €]0,1] fixé,
2z 2z
n? — 22 n—+oo n?
Or, la série numérique i—“; converge (Riemann, 2 > 1), est a termes positifs, donc par le critére d’équivalence
n>2
des séries a termes positifs, on en déduit que la série numérique (TLU — ﬁ) converge, donc f(x) existe.
n>2
Enfin, f(0) existe, car c’est la somme de la série nulle.
% Soit n € N avec n > 2, notons
1 1 2x

fnix€]0,1] — - =

n—xz n4+zxz n?2—z2

Alors la fonction f,, est continue sur [0, 1] (comme quotient de deux polynémes dont le dénominateur ne s’annule
pas sur [0, 1]), et pour tout x € [0, 1], on a

2
0< falz) < RS
donc 5
oo < 5o
Or, la série numérique 3. —2— —— converge (série a terme positif, 2 o~ 2...), donc la série de fonctions 3 f,
S T nodoo T n>2

converge normalement, donc uniformément, sur [0, 1].
Donc, par le théoréme de continuité des séries de fonctions, la fonction f est continue sur [0, 1] (donc I'intégrale de
I’énoncé existe), et par le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment, on a

/f t)dt = Z/ (M—HJFJ i In(n — t) ln(n—i—t)]é:i(ﬂn(n)—ln(n—l)—ln(n—i-l)).

n=2 n=2

Or, pour tout entier N > 2,

N N N
Z (2In(n)—In(n—1)—In(n+1)) = Z (ln(n)—ln(n—l))—kz (In(n)—In(n+1)) = In(N)—In(1)+In(2)—In(N+1)
n=2 n=2 n=2

(en reconnaissant des sommes télescopiques). Et donc

/01 f(H)dt = lim ivj (2In(n) —In(n — 1) = In(n+1)) = Nlim <]n(2) —In <1 + ;)) ~[In(2)]

N—+o0 — 400
n=2

Exercice 18. % Notons

fix—=ax = e~ T In(@)

Alors la fonction f est définie et continue sur |0, 1], par composition de fonctions usuelles. Puis,

lim f(z) =

z—0t

car par croissance comparée, lim xln(z) = 0 (et car exp est continue en 0). Donc on prolonge la fonction f par
z—0t

continuité en 0, en posant f 0) =1 (d’ott la célébre convention 0° = 1). Donc la fonction f ainsi définie est continue
sur [0, 1], donc l'intégrale [; f(z)dz = fo - %dz est bien définie.
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% Pour tout z €]0,1], on a
= (—zn(2)"

2% = e—xln(ac) — Z
n!

n=0

o0

(car e* =} “r pour tout réel u € R).
n=0

Notons alors, pour n € N,

foi2 €]0,1] = (—zn(z))".

Pour tout n € N, la fonction f,, continue sur |0, 1] par produit de fonctions continues, et pour n € N*,

falx) — 0

z—0t

(car lim+ zIn(z) = 0), et donc on prolonge la fonction f, par continuité en 0 en posant f,,(0) = 0. Pour n = 0, on
z—0

a fo : x — 1 qui se prolonge naturellement par continuité en 0 en posant fy(0) = 1.
On a alors, pour tout = € [0,1],

o0
fn(z)
flx) = Z 27,
n=0 ’
En effet, pour x €]0, 1], c’est ’égalité vue précédemment :

e o (—zn(x)”
o :Z( n! )’

n=0

et pour x = 0, c’est car

— 0
1=1+) —
n=1
% La série de fonctions ) f, converge normalement, donc uniformément, sur [0,1]. En effet, la fonction fy
n>0
(constante égale a 1) est bornée sur [0, 1] par 1, puis pour tout n € N*,
Jn= (f l)n

(en distinguant z = 0 et = €]0,1]). Or, f1 est une fonction continue sur le segment [0, 1], donc est bornée par un
réel M > 0 : pour tout z € [0,1], on a
|f1(@)] < M.

Donc, par élévation & la puissance n, on a pour tout x € [0, 1],
|fu(z)| < M™.

Cela reste vrai pour n = 0 avec la convention usuelle MY = 1.
Ainsi, pour tout n € N, on a

M
0< fulle < 2
n!
L. .. n s . . RN . ..
Comme la série numérique ) J\g—, converge (c’est une série exponentielle), par critére de comparaison des séries
n>0
a termes positifs, la série numérique »_ || fn|lcoc converge, autrement dit, la série de fonctions Y f,, converge
n>0 n>0

normalement, donc uniformément, sur [0, 1].

Remarque. Si on fait une étude de fonction, on constate que la fonction f; est positive, et prend son maximum
enz=e ! donc M = fi(e”!) = e~! convient. Mais on n’a pas besoin d’étre aussi précis.

% On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment, et donc on a

/01 2 %dy = i/ol (—9071:(95))71 _ i (_nl')n /01 T
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% Pour (n,p) € N2, notons
1
I, = / " InP(x)dx
0

(c’est une intégrale convergente, par le théoréme de convergence absolue par comparaison, car la fonction x —
2™ 1nP(z) est continue sur |0, 1], et négligeable devant % en 0 par croissance comparée, alors que la fonction

T ﬁ est intégrable sur |0, 1] (Riemann, % < 1)).
Alors, pour n € N et p € N*, les fonctions

anrl
U et v:ax— InP(z)
n+1
sont de classe C! sur 0, 1], de dérivées respectives
'’ n ’. Pt
u T T et v iz =InP ().
x
Enfin,
xn—l—l
u(z = xInP(z) — 0
( ) ( ) n+1 ( ) z—07F

(par croissance comparée, car n + 1 > 0 pour n € N), donc le théoréme d’intégration par parties s’applique, et
comme on sait que l'intégrale

Inp = /0 1 o (z)v(z)dz

converge, on en déduit que l'intégrale

1 L pn+l P
/ u(z)v (x)dr = / x = InP~1(z)dz
0 0 n —+ 1 T

converge, et de plus on a

xn+1
Ly = {n 1 lnp(x)]

1

1 ,,.n+1
—/ :c X Blnpfl(m)dx = P
0

_— R N
0 n—+1 T n—f—ln’p1

=0-0

Par récurrence directe sur p € N (& n € N fixé), on en déduit

p!
Iy =(—1)pp—2 g
pour tout (n,p) € N2 Or, I,,o = fol x"dx = n%_l D’ou, pour tout n € N,
n!
_(_1\n
In,n - ( 1) (n + 1)n+1'
Donc ) - - - -
_ (—1)" (—1) n! 1 1
Tdax = —Ton= 1" = —_— = —
/0 v ;:O n! " 7;) n! (=1) (n+1)nt1 ;:0 (n 4+ 1)+ k=nt1 ; kk

1

Exercice 19. 1) Pour tout t € R, pour tout n € N, u,(t) existe (car n? + 1 ne s’annule pas), et |u,(t)| < e}

car e < 1, donc pour tout n € N,

1
0 < lunlloc < 2+ 1
Or, la série numérique Y
n>0
n21+1 < # pour tout n > 1 et la série numérique ) # qui converge (Riemann, 2 > 1)), donc par critére
n>1

de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique Y ||up|lco converge, autrement dit la série de
n>0

n%ﬂ converge (par critére de comparaison des séries a termes positifs, car on a 0 <

fonctions ) wu, converge normalement sur R.
n>0
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En particulier, cette série de fonctions converge simplement sur R, donc la fonction f est définie sur R.
Comme pour tout entier n € N, la fonction w, est continue (composition de la fonction exponentielle avec un

polynéme, puis multiplication avec une constante), et que la série de fonctions ) wu, converge normalement, donc
n>0

uniformément, sur R, le théoréme de continuité des séries de fonctions s’applique, et donne que la fonction f (la
somme de cette série de fonctions) est continue sur R.

2) up = 1, donc la fonction ug est de classe C? sur R et uf, = 0, donc ||uj||ec = 0.

Puis, pour n € N*, la fonction u, est de classe C? sur R, (4 une constante prés, c’est une exponentielle), et pour

tout t € Ry,
—2nt

n () = n2+1

donc v (t) est du signe de 2nt? — 1.

et et ur(t) = — (1— 2nt2)e*m2,

Donc la fonction u), est décroissante sur l'intervalle |0,

—

ﬁ"_‘
3
[ E—

: ” 1
et croissante sur l'intervalle [ﬁ’ +00 [
/

Or, tli+m u,(t) = 0 (par croissance comparée, car n > 1) et u,(0) = 0, d’ou le tableau de variations :
—+00
T
ul, (t) 0 +
up(t) | 0 S0

Donc, pour n > 1,

D=

) -

<
YA —— e
vV2n n?+1

Remarque. Cette formule reste vraie pour n = 0.

3) Pour tout n € N, la fonction u, est de classe C! sur R,. Puis,

Vn o _ 67%

1
3
n2+16

3

/

u. = ~
e oo -
pour n > 1 (et ||uf||o = 0, limportant est que uj soit bornée), et la série numérique > -% converge (Riemann,

n>1n2

3 > 1), donc le critére d’équivalence des séries a termes positifs conclut : la série numérique Y [|u},||lso converge,

n>0

donc la série de fonctions Y u! converge normalement, donc uniformément, sur R .

n>0

Comme enfin la série de fonctions » w, converge simplement sur Ry, le théoréme de dérivation termes a termes

n>0

s’applique : la fonction f est de classe C! sur R, et pour tout t € R,

—2nt 2
/t _ —nt .

4) La fonction f est dérivable sur Ry, f'(t) < 0 pour ¢ > 0, donc la fonction f est strictement décroissante sur
I'intervalle Ry. De plus, f/(0) = 0, d’ont une tangente horizontale a la courbe représentative de f en 0. Enfin, la
fonction f est décroissante et positive, donc minorée par 0, donc admet une limite finie en +oo (par le théoréme
de la limite monotone), d’ott une allure de courbe :

o

5) e Pour la limite :
Méthode 1 : Pour tout n € N,

0 sin>1
up(t) — . )
t=4+o00 |1 sin=0
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De plus, on a vu que la série de fonctions > u, converge normalement, donc uniformément, sur R (cf. question
n>0
1). Comme « +o0 est une borne de R », le théoréme de la double limite s’applique, et donne

t—4o00 t——+o0 t—+o00

(o] o0 oo
lim f(t)= lim > un(t)=>» lm u,(t)=1+» 0=1.
n=0 n=0 n=1
Méthode 2 : le terme en n = 0 vaut 1 (ne dépend pas de t), et sinon on a, pour tout n € N* et ¢ € R,
0 <up(t) < et

(car n? +1 > 1), ce qui donne (en sommant des inégalités dans le méme sens, et car les séries convergent), pour
tout t € R* :

1= ’LLU(t) < UO(t) + Zun(t) — f(t) <1+ Ze—ntz _ Z (e—t2)n . 1
n=1 n=1 n=0

Sl —et?

(car on reconnait une série géométrique convergente, puisque de raison e‘t2, et qu'on a toujours et €]0, 1] pour
t #0). Si on fait tendre t — 400, le théoréme des gendarmes donne la limite voulue.

e Pour l'intégrabilité, le plus simple est de repartir de 'inégalité de la méthode 2 :

Méthode 2 (suite) : on a vu, pour tout ¢t € R* ,

1
1< f(t) < g2t
Cette majoration donne, pour tout t € R,
1 e~ t?
e

Or, la fonction f, donc la fonction g, est continue sur R, donc intégrable sur tout segment inclus dans R, en

particulier sur [0, 1].
et _ 1
1—et tﬁ?roo t2

Et comme

(par croissance comparée), et que la fonction t — t% est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann, 2 > 1), on en déduit par
le théoréme de convergence absolue par comparaison que la fonction g est intégrable sur [1, +oo].

Donc la fonction g est intégrable sur R,..

Autre majoration possible (variante de la méthode 2) : Pour tout n > 1, pour tout t € R, e < e‘tz, et
donc

o  ont’ O e t? )
0< f(t)—1= < =Ke
= f0) Zn2+1_zn2+1 ’
n=1 n=1
oo
en notant K = > n%ﬂ (qui est un réel, car la série numérique n%ﬂ converge) (en fait, K = f(0)...), et on
n=1 n>1
retrouve :
o lim Ke ¥ = 0, donc par le théoréme des gendarmes, lim (f(t) — 1) =0,
t——+o0 t——+o00
ec = o (t%), par croissance comparée, donc g(t) = o (t%), et on conclut de méme pour I'intégrabilité
t——+o00 t——+o00
de g sur R,.

Méthode 1 (suite) pour 5/2 : si on ne veut pas faire de majoration, on utilise le théoréme d’intégration terme

a terme.

o Pour tout entier n € N*| la fonction w,, est continue (par morceaux) et intégrable sur Ry (car négligeable devant

t% en 400, par croissance comparée (et c’est la que n > 1 intervient)).

o La série de fonctions ) w, converge simplement vers la fonction g = f — 1 sur Ry, qui est continue (par
n>1

morceaux) sur R .

oo
o Il reste a justifier que la série numérique Z / ‘un(t) ‘dt converge. Faisons pour cela un changement de variable.
0
n>1
Pour tout entier n € N*, la fonction

t—tyvn
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est de classe C! et strictement croissante sur R, , donc induit une bijection de R sur

[hmt\f hm tf[ [0, +o0f.

t—0

Le théoréme de changement de variable s’applique alors : on peut poser u = ty/n (et alors du = y/ndt). Comme

I'intégrale
o] [ee) e—nt2
t)|dt = ——dt
/0 ‘un( )‘ /0 n?+1

o e du K
f, ttolat= [ o U = G

en notant K = fooo e”‘zdu, qui ne dépend pas de n. Alors

> Kn? 1 K > 1
0 n-+1 \/ﬁ n—+00 \/ﬁ n—+00 0 n—4oco \ n,

s s 1
Or, la série numérique -5
n>1

absolue par comparaison conclut : la série numérique fooo ‘un(t)}dt converge.
n>1

converge, on en déduit :

converge (Riemann, 2 > 1) et est & termes positifs, donc le théoréme de convergence

o Le théoréme d’intégration terme a terme s’applique alors, et donne que la fonction g est intégrable sur Ry (et

de plus, on a
—nt2 o K
t)dt = = —_—
/0 Z/ n2+1 ;(n2+1)\/ﬁ7

mais cela ne sert a rien ici).

_ VT
Remarque. On a K = ¥ ..

00 100
6) Pour l'approximation, on veut encadrer Rigp = Y, n%ﬂ (puisque f(0) — 3 1= —7 = o). Pour cela, on
n=101 n=0

utilise une comparaison série/intégrale : pour n € N, pour t € [n,n + 1], on a (car la fonction t — est

clairement décroissante sur R, ) les inégalités :

_1
t24+1

1 o1
m+1)2+172+1 " n2+1

Par croissance de l'intégrale (« les bornes sont dans le bon sens »), on a alors

1 n+1 1 n+1 1 n+1 1 1
n+1)2+1 J, (n+1)2+41 n 241 n  n2+1 n?+1

En sommant 'inégalité de gauche de 100 & N (pour N € N avec N > 100), on a par la relation de Chasles :

N+1 1 N Nl My
> e Y T

2 = - 12 11 2 )
Jog K L k=ngr S (n+1)2+1 T 241 Chasles 241

et si N — +oo (comme la série et 'intégrale considérée convergent), on a

o dt
Ripo < —
100_/1001524_1

Or, cette intégrale se calcule :

/OO U arctan(t)], = ™ — arctan(100) = arctan | —
= |arctan — — — arctan — arctan | ——
100 t2+1 1007 9 100

(car il est bien connu que arctan(z) 4 arctan (1) TsizeRL.).
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Or, arctan est de classe C' sur I'intervalle R, et pour tout réel z € R, arctan’(z) = H%

des accroissements finis, pour tout z € R,

< 1, donc par inégalité

arctan(x) = arctan(z) — arctan(0) < 1 x (z — 0) = «.

Donc

arctan i <L is R <L
100) =100 P" 100 = 700"

qui est bien ce que 'on voulait (Rigo > 0 est direct).

.. . . 5 R . 1 1
Remarque. Ici, il y a une astuce qui permet d’aller beaucoup plus vite : pour tout n > 101, on a >~ s
donc
00 00 00 N
1 1 1 1 1 1 1 1
= T Zn2—|—1_ Z n?—n Z (n—l n) N-rfoo (n—l n> N—lgloo(lOl—l N>
n=101 n=101 n=101 n=101

par somme télescopique. C’est une astuce absolument pas trouvable par un éléve normalement constitué.

Exercice 20. % Pour tout z € Ry, pour tout n € N* n(ll"fx) existe et n(lﬂxm) > 0, donc u,(x) existe.

Onaln(l+u) =u-+ uQO(UQ), et ﬁ N 0, donc

i) = 0 9 (7).

Or, la série numérique » % converge (Riemann, 2 > 1) et est a termes positifs. Donc, par théoréme de convergence
n>1

absolue par comparaison, la série numérique . O (#) converge absolument, donc converge.
n21n4+Hm

Puis, la suite numérique (%)n en €st décroissante positive de limite nulle, donc par le critére des séries alternées, la
série numérique % converge, et, pour x > 0, en multipliant par la constante 14% (qui existe car 1+ x # 0),
n>1
la série numérique gl 51?11-)!;9; converge.
Par addition, on en déduit que la série numérique > wu,(x) converge pour x € R.
>

Autre fagon : on peut appliquer directement le c:igélre des séries alternées, mais la vérification est moins directe.
Pour z € R, la suite numérique (1 + ﬁ)nEN* est décroissante (car {7 > 0) et minorée par 1 (idem). En

composant par In qui est une fonction croissante sur R* , on en déduit que la suite numérique (ln (1 + ﬁ))
neN*

est décroissante et minorée par In(1) = 0, donc positive (donc la série de terme général u,(z) est alternée). Un
calcul direct montre qu’elle tend vers 0 si n — +o0o. Alors on peut appliquer le critére des séries alternées, et la
série numérique Y wu,(x) converge.

n>1
% Soit n € N*, |u,| est une fonction dérivable sur R, et pour tout x € Ry, |uy(z)| = In <1 + ﬁ), donc pour
tout z € Ry,
(1+z)—z 1
(1+z)?
[un|' () = = >0
" 1+ o555 n(l+z)2+z(1+x)

Donc la fonction |uy| est croissante sur 'intervalle R, |u,[(0) = 0 et lirf lun(z)| =In (1 + +). Donc
T—>+00

1
n
1
ltnlloo = In <1 + ) .
n

Donc la série de fonctions Y u, converge normalement sur Ry si et seulement si la série numérique
n>1

D ltnlle = In (1 + ;)

n>1 n>1

41



Fauriel - PC - Mathématiques TD4 - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

converge. Or, c’est une série a termes positifs,

ln<1+1> ~ kS
n /) n—+ocon

—> 0), et comme la série numérique Y. 1 diverge (c’est la série harmonique),
—+oo n>1

par critére d’équivalence des séries a termes positifs, on en déduit que la série de fonctions ) u, ne converge pas
n>1

(car In(1 +u) ~ wu, et que -
u—0 n

normalement sur R .

Remarque.

1. Autre fagon : on remarque, pour zg € R} fixé, que

i) 1

Or, la série numérique »_ % diverge, et 11360 # 0, donc la série numérique ) g _f(;o% diverge. Par critére
n>1 n>1
d’équivalence des séries a termes positifs, on en déduit que la série numérique ‘un(x0)| diverge, autrement
n>1
dit la série de fonctions ) w, ne converge pas absolument en xy. Alors, en contraposant un résultat du cours,
n>1
pour tout intervalle I contenant zy (donc en particulier pour R ), la série de fonctions Y w, ne peut pas
n>1
converger normalement sur /.
o0
2. Le critére des séries alternées nous donne aussi que, pour z € Ry, si 'on note R,(z) = > wug(z) le reste
k=n+1

d’ordre n de la série de fonctions considérée, alors
|Rn(2)| < |unt1(z)| < [untt]loo-

C’est vrai pour tout « € R, donc

1
< = — ] —
|Rallo < llunsiflco = In (1 Tt 1) ——

donc il y a convergence uniforme de la série de fonctions ) u, sur Ri. C’était sans doute la suite de
n>1
I’exercice.

Exercice 21. e Remarquons déja que, pour tout = € R, pour tout n € N*, n 4+ n3z2 > n > 0, donc f,(z) existe.

e Pour z € R*,
1

~ .
n—+oo n3x2

L est une série de Riemann convergente, car 3 > 1, & termes positifs, donc par le

Or, la série numérique ) -

n>1
critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série numérique > f,(x) converge. D’ou la convergence simple
n>1
sur R*.

e Puis, pour tout n € N*, la fonction f, est dérivable sur R* , et pour tout x € R* ,

—on3x
(n 4+ n3z2)2’

falz) =
donc f), < 0 sur I'intervalle R , donc la fonction f, est décroissante (strictement) sur R* . Comme

lim fu(z)=0 et lim f,(z) = oy

T—+00 z—0t

on en déduit 1

1 falloors = —
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Or, la série numérique » % diverge (série harmonique), donc la série de fonctions » | f,, ne converge pas norma-
n>1 n>1

lement sur R .

e Soit ensuite (a,b) € R? avec 0 < a < b. Alors pour tout = € [a,b], on a 0 < a < z < b, et pour tout n € N*,

comme la fonction f,, est décroissante et positive sur R* , on a

fn(a) = fu(z) = 0.

Donc

Hfﬁ”mLMb]fgfﬁ(a)

(en fait, il y a égalité). Comme la série numérique Y fy,(a) converge (vu au début de 'exercice, car a > 0), la

n>1
série de fonctions ) f, converge normalement sur [a, b)].
n>1
De plus, pour tout n € N*, la fonction f,, est continue sur R .
oo
Donc le théoréme de continuité des séries de fonctions s’applique, et donne que la fonction Y f,, est continue sur
n=1

tout segment [a, b] inclus dans R’ , donc sur R* par « caractére local » de la continuiteé.
Exercice 22. Notons, pour tout n € N*,
Uy it 1In (1 + efm).

La fonction u,, est bien définie sur R, car la fonction exponentielle est positive sur R.

1. Soit t € R.
Sit =0, on a pour tout n € N*, In(1 + e~™%) = In(2) qui ne tend pas vers 0 si n — +o0, donc qui est le
terme d’une série grossiérement divergente.
Si t < 0 alors pour tout n € N* on a :
In(l+e™)>n(2) >0
donc 1a encore, on a divergence grossiére (I’ezpression In(1 + e~™) ne peut pas tendre vers 0 si n — +00).
Sit>0,o0na

In(1+ e ™) ete e ™= (e7h)"

t

(car e=™ — 0) et la série numérique E (7)™ est une série géométrique de raison e~t, convergente car

n——+00 N
n *
et €] —1,1] (car t > 0), et & termes positifs. Donc d’apres le théoréme de comparaison des séries a termes

positifs, la série numérique Z In (1 + e_"t) converge, autrement dit S(¢) existe.

neN*
On a donc

Ds =R* |

2. Méthode 1 : Une approche directe.

Soit (to,t1) € (Rj)Q, supposons tg > t1. Alors pour tout n € N*, on a —nty < —nty, et donc par stricte
croissance de la fonction exponentielle sur R,

e—nto < e—nt1’
puis par stricte croissance du logarithme
un(to) = In (1 + e*"to) <In (1 + e*"tl) = up(t1)

(ce que l'on aurait pu obtenir en étudiant les variations de u, grice au signe de sa dérivée...). Donc (par
sommation d’inégalités dans le méme sens), pour tout N € N avec N > 2,

N N
D unlto) <Y un(ty).
n=2 n=2
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En faisant tendre N — 400 (les séries considérées convergent, grace a la question 1 et car tg > 0, t; > 0),
on en déduit

S(to) —u1(to) = ) unlto) < Y un(t) = S(t1) —ui(t1)
n=2 n=2

(en effet, a la limite une inégalité stricte devient large). Enfin, u;(tg) < uj(t1), donc par addition d’inégalités
dans le méme sens,

S(to) = (S(to) — ul(to)) + Ul(to) < (S(tl) — ul(tl)) + Ul(tl) = S(tl).

Donc la fonction S est strictement décroissante sur R .
Meéthode 2 : On cherche les variations de S par ’étude de S’.

e Pour tout n € N*, la fonction u,, est de classe C! sur R% , et pour tout £ € RY,

_nefnt

) = e

e Pour tout a > 0, pour tout ¢t € [a, +oo[, pour tout n € N*, on a

ne—nt

= Tret <ne ™ < pe ",
e

|un ()]

Donc, pour tout n € N*, on a
na

0 < [Juploo fatoo < e,

puis
na 0

201,/ 3,
0<n HunHoo,[a,Jroo[ <n’e AR

par croissance comparée (car a > 0), donc le théoréme des gendarmes donne

, _ 1
Hun”oo,[a,Jroo[ = n—>0+oo ﬁ .
1

Or, la série numérique ) -~ converge (Riemann, 2 > 1) et est & termes positifs, donc par théoréme de
n>1
convergence absolue par comparaison, la série numérique - [|uy,|[oo [, +00[ CONVerge, autrement dit la série
n>1

de fonctions Z u!, converge normalement, donc uniformément, sur [a, +oo|.

n>1
e Le théoréme de dérivation terme & terme s’applique alors et donne que la fonction S est de classe C!
sur tout intervalle [a, +o0o[ avec a > 0, donc par caractére local de la propriété « étre de classe C! », sur
Uasola, +0o[=R%, et de plus, pour tout ¢t € R,

, 0 , oo _ne—nt
S'(t) = u(t) = T3 o= <0
n=1 n=1
Donc la fonction S est strictement décroissante sur I'intervalle R .

3. Méthode 1 : e Pour tout n € N*, , liin up(t) = In(1) = 0 par continuité de la fonction In en 1.
—+00

e Puis, pour tout n € N*  pour tout t € [1,4o00[, on a —nt < —n, donc par croissance et positivité de la
fonction exp sur R,
0<e™<e™ puis I1<1l4e™<14e™

Enfin, par croissance de la fonction In sur R , on en déduit
O=In(1)<In(1+e™)=u,(t) <In(1+e") =uy(1)

(en fait, on a directement ceci en exploitant que la fonction w, est décroissante sur R , puisque u;, < 0 sur
I'intervalle R* ). Donc
0 < [lunloo1,400[ < un(1).
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Or, la série numérique Zun(l) converge (cf. question 1, car 1 > 0), donc par critére de comparaison des
n>1

séries & termes positifs, la série numérique Z [tnloo,[1,4+00] cONVerge, autrement dit la série de fonctions

n>1

Z uy, converge normalement, donc uniformément, sur [1, +ool.

n>1

e Enfin, « 400 est une borne de [1, 00| ».

e Donc le théoréme de la double limite s’applique, et donne

oo o
1 =1 li = =|0]|
i SO = i 3=t ()= 320=[0]
n=1 n=1
Méthode 2 : par inégalité.
Pour tout ¢ € R* , pour tout n € N*, on a

0<In(l+e ™) <e™

(car e™™ > 0 > —1, et que l'on sait, pour tout u > —1, que In(1 + u) < u), alors en sommant des inégalités
dans le méme sens (et car les séries qui interviennent convergent), on a

00 00 —t
e
0=> 0<8H)<> e™M=—— — 0

donc le théoréme des gendarmes conclut :

4. La encore, plusieurs fagons de faire :
Premiére facon :
e La fonction S est continue sur [1,+o0o] (car pour tout n € N*, la fonction u, est continue sur [1,+ool, et
on a vu que la série de fonctions Z uy, convergeait normalement, donc uniformément, sur [1,4o00[).
n>1
e Pour tout t € [1,400[, on a

0< S(t <Ze*”t 16 —,
— e

or la fonction t —

1f:_t est intégrable sur [1,4o00] (continue et négligeable devant t% si t — +oo, par
croissance comparée), donc la fonction S aussi.

Deuxiéme fagon (pour 5/2) : on peut sinon utiliser le théoréme d’intégration terme & terme.

% Pour tout n € N*, la fonction u,, est continue (par morceaux) sur R* . De plus, pour tout t € R, on a :

‘un(t)| = ‘ln (1+ e_”tﬂ =In(l+e™)<e™

(déja vu), et la fonction usuelle t — e~ est intégrable sur [1,+o0[ (car n > 0). Alors, par critére de

comparaison, on en déduit que la fonction w,, est intégrable sur [1, +ool.

% La série de fonctions Z uy, converge simplement sur [1, +oo[ vers la fonction S, et la fonction S est continue
n>1
(par morceaux), car en fait la convergence de la série de fonctions Zun est normale, donc uniforme, sur
n>1
[1,+00[ (déja vu) et car pour tout n € N*, la fonction u, est continue.
% Pour tout n € N*,

JE @l = [ (147 dt = [e 0w g,
u=e~"t qui est C! bijectif nu
<u
—_———
_ lf —n ln(l—l-u)du < e~ S o
n JO U n
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1

et la série numérique E e~ ™ converge, puisque c’est une série géométrique de raison e~ ! avec e~} el —-1,1].

n>1

Donc la série numérique Z / |un| est convergente.
n>1
% Ainsi d’aprés le théoréme d’intégration terme & terme, la fonction S est intégrable sur [1, 400 (et on a

o0
aussi égalité [ S(t)dt = Y [{"In (14 e ™) dt, qui ne sert & rien ici).
n=1
5. e Soit t € R% , on pose
¢t u > In (1 + e_“t)

qui est une fonction continue et décroissante (comme a la question 2) sur R;. On a donc pour tout k € N*,
pour tout u € [k, k+ 1] :

bt (u) < de(k),
et pour tout u € [k — 1, k],

Pt (k) < de(u).

Alors, par croissance de l'intégrale sur [k, k + 1] pour la premiére inégalité, sur [k — 1, k] pour la seconde (les
bornes « étant bien dans le bon sens »), on a :

k k

k+1 k+1
/k o¢(u)du < /}c dr(k)du = ¢(k) = ug(t) = ¢(k) = oe(k)du < o¢(u)du

k—1 k—1

En sommant les inégalités (et par la relation de Chasles) pour k variant de 1 a n (pour n € N*), on a :

n+1 n k+1 n n k n
/ LI o TR WCED Y | ontdu = /0 r(u)du

Puis, la fonction ¢; est continue sur [0, +00[, et pour tout u € [0, +oc[, on a
0 < ¢y(u) < e ™™

Or, la fonction u — e~ est intégrable sur [0, +oo[ (car ¢ > 0), donc par critére de comparaison, la fonction
¢y est intégrable sur [0, +oo[. On peut donc passer a la limite pour n — +o0o dans 'inégalité précédente :

‘Am@wmugsuh;ém@mmu

e Calcul de nli)r_{loo Jo de(uw)du :

On effectue le changement de variable v = e~ : la fonction

u— e
est de classe C! sur [0,n], on a « dv = —te~"du » donc « _tf)” = du ». D’ou le théoreme de changement de
variable donne :
n et 1
In(1 1 In(1 C
/ b (u)du = / M(—l)dv — / Mdv _, -
0 1 tv t Jo—tn v n—+oo {
en notant L )
In(1 In(1
C—1im [ O+, / In(l+v),,
y—0 y v 0 v
(qui existe car la fonction v — w est continue sur )0, 1], et se prolonge par continuité en 0 car In(1+v) ~
v—
v). D’autre part, on a :
1
0< / ¢ (u)du < In(2)
0

par croissance de l'intégrale (car 0 < In (1 + e *) < In(2) pour tout u € [0,1]). On a donc par relation de
Chasles : o - o
t_mmg/ dulu)du < (1) < <

1
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On a donc o
T In(2) < S(t) <

=+ Q

pour tout t € R* | et comme % — 400, le théoréme des gendarmes donne

t—0t

s ~ 9|

t—0+ t

si on prouve C # 0.

Or, la fonction v — est continue positive et n’est pas la fonction nulle sur |0, 1], son intégrale converge
sur ]0, 1], donc par stricte positivité de l'intégrale, on en déduit que C' > 0.

Puis, la fonction ¢ — % est positive sur |0, 1], d’intégrale divergente car C' # 0 (Riemann), donc par critére
d’équivalence on en déduit que l'intégrale fol S(t)dt diverge.

Donc S n’est pas intégrable en 0.

In(14v)
v

Remarque. On peut calculer C' en développant en série entiére la fonction In puis en utilisant le théoréme
d’intégration terme & terme. On arrive a

1 0 +1 2
In(1 —-1)"

[y, S

0 v = n 12

Exercice 23. On peut supposer r €] — 1, 1[ au lieu de 0 < r < 1 pour les quatre premiéres questions, c’est ce que
je vais faire dans la correction (il y aura juste |r| au lieu de r a certaines majorations...).
1) Notons, pour tout n € N*,

n
Up :x €] — 1,1~ %

e Pour tout n € N*, pour tout « €] — 1,1[, on a

x’l’b

< faf”
n

[un ()| =

et la série E |z|™ est une série géométrique de raison |x|, convergente car |z| €] — 1, 1[. Par critére de comparaison

neN*
des séries & termes positifs, on en déduit que la série numérique Z un(x) est absolument convergente, donc
neN*
convergente. Donc la série de fonctions Z u, converge simplement sur | — 1, 1[.

neN*
e Pour tout n € N*, la fonction u, est de classe C! sur ] — 1, 1[, et pour tout = €] — 1, 1],

/

n—1
n .

U, (x) =x

e Soit a € [0, 1[. Pour tout x € [—a, a], pour tout n € N* on a |z| < a, puis
|upy ()| = 2" = |27 <@,

et donc
0< Huleoo,[fa,a] < anil-

Or, la série numérique Z a1 est une série géométrique de raison a, convergente car a €] —1,1], donc par critére
neN*
de comparaison des séries A termes positifs, la série numérique Z Hu’nHoo,[_a,a] converge, autrement dit la série
neN*
de fonctions Z u!, converge normalement sur [—a, a).
neN*

o0
e Le théoréme de dérivation terme & terme s’applique alors, et donne que la fonction f = Z uy, est de classe C! sur
n=1
[—a, a], pour tout a € [0, 1], donc par caractére local de la propriété « étre de classe C! », sur Uae[o,l[[_‘% a) =]-1,1[.
De plus, pour tout x €] — 1, 1],

LEEDIATED SN ST
_n:1 n _n:1 k:;—lk_o 1z
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Donc les fonctions f et x — —1In(1 — x) sont deux primitives de f’ sur l'intervalle | — 1,1[, donc il existe K € R
avec
fix——In(l—2z)+ K.

Or, f(0) =0, donc K = 0, et donc pour tout = €] — 1, 1],

| f(x) = —In(1 —2)].

2) Pour tout § € R, pour tout n € N, on a
0 < |r'sin(nd)| < |r|"

et la série numeérique g |r|™ est une série géométrique de raison |r|, convergente car |r| €] — 1, 1[. Donc par critére
neN
de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique E r" sin(nf) converge absolument, donc converge.
neN

On peut donc définir

oo

g:0eR— E r" sin(nf) € R.
n=0

Plus généralement, pour tout € € R, pour tout n € N, on a
0< |Tnein9| < ‘r’n,

donc de méme, la série numérique g retn? converge absolument, donc converge.

neN
Puis, pour tout 0 € R,

g(0) = Z r"sin(nf) = Im <Z r"e’m) =Im (Z (reie)n> =Im (1—17’ei9>
n=0 n=0 n=0

en reconnaissant la somme d’une série géométrique de raison re?; (absolument) convergente car ‘7“6‘9‘ =|r| <1
Donc, pour tout § € R, en multipliant /divisant par le conjugué du dénominateur,

m 1—re ™ . rsin(6)
9(0) =1 ((1 — 7"008(9))2 + 72 sin2(9)> {1472 —2rcos(f) |

3) Pour tout 8 € R, pour tout n € N* on a

0
0< Tncos(n )‘ < |r",
n
cos(nb
donc de méme qu’a la question 2, la série numérique r”y converge absolument, donc converge.
q q ) q g ) g
neN* "
On peut donc définir
=, . cos(nb)
$p:0€R— Y 1"——cR.
n=1 n
Notons, pour tout n € N*,
cos(nb
UnZQER’—)T‘RLER.
n

e Pour tout n € N*, la fonction v, est de classe C' sur R, et pour tout § € R,

v),(0) = —r" sin(n#).

n
e On a vu, au début de la correction de cette question, que la série de fonctions g v, converge simplement sur

neN*
R.
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e Pour tout n € N*, pour tout # € R, on a
‘02(9)} = ‘ —r" sin(n@)‘ <|rl",

donc
0 < [vplloo < [r|™

Or, la série numérique E |r|™ converge (déja vu), donc par critére de comparaison des séries a termes positifs,
neN*
la série numérique E [0/, ]|co converge, autrement dit la série de fonctions E v,, converge normalement, donc

neN* neN*
uniformément, sur R.

e Le théoréme de dérivation terme a terme s’applique alors : la fonction ¢ est de classe C! sur R, et pour tout
0 eR,

1472 —2rcos(h)

'(0) = Z’U;L(e) = Z —r"sin(nf) =0 — g() = — rsin(6)
n=1 n=1

(le 0 correspond au terne n = 0 de la somme définissant g).
Comme R est un intervalle, on en déduit qu’il existe K € R avec

1
¢:9ER»—)—iln(l—Qrcos(ﬁ)—er)—|—K

/ . . . . .
(on a reconnu une forme du type *- a constante pres, que l'on sait donc primitiver directement).

Comme ¢(0) = —In(1 — r) par la question 1 (car r €] — 1,1]), on a
1
K = §ln((1 —r)z) —In(1—-r)=0.

Donc pour tout 8 € R,

»(0) = —% In (1 —2rcos(d) +r?) |

4) e Pour tout n € N*| la fonction v, est continue sur [0, 27].
e Pour tout n € N*, pour tout 6 € [0,27], on a

Ir"

<l

donc
vn oo f0,2m < 7)™

Or, la série numérique g |r|™ converge (déja vu), donc par critére de comparaison des séries a termes positifs, la
neN*
série numérique g anHoo,[mﬂ converge, autrement dit la série de fonctions E vy, converge normalement, donc

neN* nEN*
uniformément, sur [0, 27].

e Le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment s’applique alors :

00 27rn

21 oo n (9) 27 00
i oo d9—/ Zvn dH—Z/ dO—Z/ cosn@d@zr;;[smnn} =Y o0=0.

0 n=1

Par conséquent,
2 2m
/ In (1 —2rcos(d) +r?) df = / —26(#)dd = —2 x 0 =0]
0 0

5) Soit 7 € R avec |r| > 1. L’idée est de mettre 7> en facteur dans le In : pour tout 6 € R,

2
In (1 — 2rcos(f) + 7“2) =In(r?) +In (1 — 2% cos(6) + (i) )

(donc l'expression de gauche existe et a une intégrale convergente sur [0, 27|, puisque c’est le cas pour celle de
droite par ce qui précéde, puisque ‘%’ < 1), puis la linéarité de I'intégrale donne alors

2m 2m 1 1 2
/0 In (1 —2rcos(f) + r?) df = In(r?)2n +/0 In (1 - 2; cos(0) + (r> df = In(r?)2m = |47 1n|r| |
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Exercice 24. 1) Relire son cours!
2a) Soit n € N, alors u,, est définie et continue sur R* , comme inverse d'un polynéme qui ne s’annule pas sur R*.

(en effet, pour x >0 et n >0, onaz+n > 0).

De plus, pour = > 0 fixé, la suite (un(a:)) est alternée car ﬁ > 0 pour tout n € N. Et la suite (ﬁ) N est
ne

décroissante de limite nulle, donc le critére des séries alternées s’applique. On obtient alors la convergence de la
série ) up(x), donc l'existence de f(x) (pour x > 0), donc f est bien définie sur RY.

n>0
o0
> un(z)
n=N
Or, lim N =0, et « N ne dépend pas de x », donc la série de fonctions ) u, converge uniformément sur R*
N—+o0 n>0
On a donc la convergence uniforme sur R* de la série de fonctions ) wy,, et pour tout n € N la fonction u, est
n>0
continue sur R* . Alors, par le théoréme de continuité des séries de fonctions, on en déduit que f est bien continue
sur R .

2b) Pour tout z > 0, on a ug(z) = 1, et pour tout k € N, upyq(z) = a:(—:kl—l Donc 'égalité s’obtient en isolant

le terme n = 0 dans la somme définissant f(x), puis en faisant le changement d’indice n = k + 1 : pour x > 0,

() = uofe zu I SO AT o B | G o
n n:k+1 it + At r+k+1 = k:0x+k+1

De plus, ce critére nous donne que pour tout N € N* (et pour tout z > 0),

< lun(@) = 75 < ¥

7’L

3) Pour tout z > 0, on a 2f(z) = f(z) + f(x), or d’aprés la définition, on a f(z) = > uy(z) = Z $+n ,

n=0 n=0
) k
d’aprés la question précédente, on a aussi f(z) = % + > —%.
En additionnant ces deux égalités, on obtient -
L e G DA G Vi S 1 IS (=D*
2 Xr) = — = — .
f(@) x+kz_0x+k: k4l x+kzo x—l—k ot k1 x+kz_0(x+k+1)(x+k)
4) Soit > 0. De méme qu’a la question 2a, la série » % est une série alternée qui vérifie les hypothéses
k>0
N L. 1 , . linéealité &0 ,1)16 < (71)0 . 1
du critére des séries alternées, donc on obtient I'inégalité go r e | S | Erorn@To) ’ = 2@
Or, ﬁ =0 (1) si  — +o0, donc (par le théoréme des gendarmes), on a Z m =o0(2)siz — +oo,
1
Ll . . ~ l . ~ -
et donc la question précédente donne 2f(x) oo+ soit | f(x) oo |
5) Notons pour k € N, fi, : € [0, +-00[— cc(+kzrl Alors f, est continue sur [0, 400, comme inverse d’un polynéme

qui ne s’annule pas sur [0, 4+o00[ (en effet, pour x > 0et k> 0,onaxz+k+1>1>0).

De plus, & z > 0 fixé, la série > fr(x) est alternée et vérifie le critére des séries alternées, et on a alors pour tout
£>0

N € N*,

1 1

<
c+k+1"k+1

< |fn(2)] =

Z Ji(@)

Et comme kgrf I +1 = 0, on en déduit que la série de fonctions go fr converge uniformément sur R .

o]

z—0t —o —

o0
Donc, ¢ : z — Z fr(x) est continue sur R . Par conséquent, lim+ o(z) = ¢(0), soit lim > w(+k+1 =
k=N x—0

oo 1 k
R. Mais, lim 2 = 400, donc ) ) (1) siz— o0t
k=0

20+ z+k+1 T
1
De la question 2b on déduit alors | f(z) ~ —|
z—0t T
6) Fixons = > 0. Remarquons que l'intégrale proposée converge, car ¢ — l;tl est continue sur |0, 1], et tlz +t1 ~
t—0

o1 = tl%z, et que t — tﬁ est intégrable sur ]0, 1] (comme intégrande d’une intégrale de Riemann, avec 1 —z < 1
puisque z > 0).
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[e.e]
Pour tout t € [0,1], on a %H = > (—=1)™" (série géométrique de raison ¢ avec t €] — 1, 1[), donc pour tout ¢ €]0, 1]
n=0
[ee]
(jPexclus 0 car 0*~! n’existe pas pour tout z...), on a 1+t = ¢l E (=)™ = 3 (—1)™* =L Par conséquent,
n=0
1zt 1 1
0 1+t fO nt$+n dt.

n—O

On remarque que pour tout n € N, fol(fl)"tm“‘”_ldt = (=1)" fol trtr=lde = (—1)n {tﬁn]

T+n
= 1
quent f(z) = Y (—=1)" [, t*T"1dt.
n=0
On aura bien ’égalité voulue si on justifie 'interversion série/intégrale. Probléme : les deux théorémes vus en PC
ne s’appliquent pas directement ici! (celui avec la convergence uniforme ne peut pas s’appliquer, car on n’est pas
sur un segment, vu que la série diverge en ¢ = 1, ou & cause du probléme de définition en ¢ = 0, et pour 'autre

théoréme, c’est ’hypothése sur la convergence de la série des intégrales des modules qui n’est pas vérifiée...).
Yy o
0 1+t

Uy

= o7 bar consé-
0

Premiére idée : on introduit ¢ : y €]0,1] —
¢ly) — o(1).
y—1

Soit alors y €0, 1[. Pour tout n € N, t + (—1)"t*""~! est continue sur ]0, 1] et intégrable sur 0, 1] car en valeur
absolue c’est 'intégrande d’une intégrale de Riemann, avec 1 —x —n < 1 puisque x > 0 et n > 0.
[ee]

" dt. Comme fo S e dt converge, on a ¢ qui est bien définie, et

De plus, la série Y (—1)"*T"~1 converge pour t €]0,1[, et t > > (—1)"=F"1 = Trt est continue (donc continue
n>0 n=0

par morceaux) sur |0, 1].

Enfin, pour tout n € N, on a 0 < fo nreEtr=lide = ?f:: < %y”, or la série ) y%y” converge (sé-

n>0
rie géométrique de raison y avec y €]0,1[), donc par critére de comparaison des séries & termes positifs, on a
Z J§ 1[(=1)"t**t7=1|d¢ qui converge.

Le theoreme d’interversion série/intégrale vu en fin d’année s’applique et donne alors : pour tout y €0, 1], ¢(y) =

> () Jy e = > ()M
n=0 n=0
Notons alors ¢ : y €]0,1] — Z (=" ;:: (ainsi on a ¥(y) = ¢(y) pour y €0, 1[, et on veut montrer ¥ (1) = ¢(1)).

n=0
La suite (%) est décroissante (pour y €]0, 1], sinon c’est faux) et tend vers 0, donc on peut appliquer le critére
0 ny:c+n
nZN(_l) z+n
1

~ N—+> 0, donc la série de fonctions de somme 1) est uniformément convergente sur ]0, 1], et pour tout n € N,
—+00

Y= (—1)7”’ " est continue, donc ¢ est continue sur ]0, 1]. Par conséquent, ¢ (1) = lim ¥(y) = lim ¢(y) = ¢(1),
y—1— y—1—

< %’ET]]VV < % (car x > 0 et y €]0,1]). Or,

des séries alternées, et donc pour tout N € N*

z+n
et on a I’égalité désirée.

N
Deuxiéme idée : notons pour N € N, Sy : ¢ €]0,1[— Z (—1)"t**7=1. Alors (en reprenant la démonstration du
critére des séries alternées), pour tout ¢ €]0, 1], on a (SQN( ))NEN qui est décroissante et (SQN+1(t))N6N qui est

croissante, et ces deux suites sont adjacentes et convergent vers Z (— )"t‘”" 1 — 1 . Par conséquent, pour tout
n=0

N €N, ona 8i(t) < Son41(t) < oy < San(t) < So(t).

On en déduit que pour tout N € N, on a t* 1 — % = Si(t) < Sy(t) < So(t) = t*L, soit (pour t €]0,1])

0 <t* 11 —¢) < Sy(t) <t* !, et par conséquent, |Sy(t)] <t Or, t — ¢t*7 1 = tll—ar; est intégrable sur |0, 1]

(Riemann, car > 0), donc on a « domination ». De plus, pour tout N e N, Sy est continue (donc continue

71 . .
est continue (donc continue par

par morceaux) sur |0, 1[. Enfin, pour ¢ €]0, 1], Nlim Sn(t) = 1— et t = b
—+00

morceaux) sur |0, 1].
Par le théoréme de convergence dominée, on en déduit :

1 1 1 4z2—-1
t
NHE OSN(t)dt /ONHE Sy (t)dt /01 tdt

N N N n
Or, pour tout N € N, [ Sy(t)dt = [} 3 (~1)m#+n=tdt = Y (~1)» [l ewtn-tdt = S U (par linarité de

=0 n=0 n=0
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'inté i 1 S S D
I'intégrale), et donc Ngrilw Jo Sn(t)dt = 37 = f(@).

n=

On en déduit bien (par unicité de la limite) : f(z) = 01 tf_i__tl dt.
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