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TD5 - REDUCTION

Exercice 1. Soit u un automorphisme d'un K-espace vectoriel E. Etablir : Sp(u™!) = {A\™, X € Sp(u)}.
Exercice 2. Soit A € GL,(K), exprimer pour A € K*, x 4-1(\) en fonction de y 4.
Exercice 3. Soit u € L(F) et n € N*. On suppose que 0 € Sp(u™), montrer que 0 € Sp(u).

Exercice 4. Soit u € L(FE) et A une valeur propre de u. Montrer que si A # 0, alors Ej(u) C Im(u).

n
Exercice 5. Soit o € K et A = (a;;) € M,(K) telle que pour tout i € [1,n], Zaiﬂj = «. Trouver une valeur
j=1
propre de cette matrice et un vecteur propre associé. A-t-on un résultat analogue si toutes les colonnes ont la méme
somme 37
Exercice 6. Soit ¢ I'endomorphisme de R[X]| défini par ¢(P) = (X — 1)P' — P.
1. Montrer que pour tout entier n, R, [X] est stable par ¢. On note alors ¢,, 'endomorphisme de R,,[X] induit
par ¢.
2. Déterminer les valeurs propres de ¢,,, en déduire celles de ¢.

3. Déterminer les vecteurs propres de ¢.

Exercice 7. Soit E un R-espace vectoriel, f et g € L(E).
1. Soit A € Sp(g o f) avec A # 0. Montrer que A € Sp(f o g).
2. On suppose E de dimension finie. Montrer que 0 € Sp(go f) = 0 € Sp(f o g).

Exercice 8. Trouver les valeurs propres et vecteurs propres. Puis diagonaliser ou trigonaliser les matrices suivantes :

01 2 21 -3 21 -1
A=11 1 1 B=|01 0 c=113 -1
1 0 -1 1 1 -2 1 2 0

Exercice 9. Soit a et b deux réels distincts. Trouver I'ensemble S des triplets (z,y, z) € R? tels que la matrice A
soit diagonalisable :

a vy =z
10 b 2z —y
A= 0 0 a =
000 b

Exercice 10. On considére la matrice A = (i 1) On pose : ¢4 : M € Ma(R) — AM — M A € Ma(R)

1. Montrer que ¢4 est un endomorphisme de Ma(R). Ecrire sa matrice dans la base canonique. Calculer rg(¢4)
et en déduire une valeur propre de ¢ 4.

2. ¢4 est-il diagonalisable 7 Donner ses éléments propres.

Exercice 11. Soit F un espace vectoriel de dimension finie n et (f,g) € L(FE) tel que go f — fog = af avec
a #0.
1. Montrer que : pour k € N*, go f* — fko g = akf*.

2. En déduire que f est nilpotente, i.e. il existe k € N* avec f¥ = 0 (Indication : considérer ¢ : h € L(E) —
goh—hoge L(E)).

Exercice 12.

L SoitneN'etU=[: (1) i]E€ M,,(R). U est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser. Calculer UP

pour tout p € N.
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2. Soit n>2,a,be Cet Aec M,(C) la matrice n’ayant que des a sur la diagonale, que des b partout ailleurs.
Montrer que A est diagonalisable, en la diagonalisant. Calculer AP pour p € N.

Exercice 13. Soit A € M,,(K) diagonalisable dans M, (K), et (ag,...,q,) € KPHL

p P
On note Q = Zaka et B=Q(A) =aol, + 1A+ + 0pAP = ZakAk.
k=0 k=0
1. Montrer que B est diagonalisable. Décrire Sp(B) a l'aide de Sp(A).
2. Montrer que pour tout u € Sp(B), @ E\(A) C E,(B), puis a 'aide des dimensions, conclure a
AESP(A):Q(\)=p
I’égalite.

Exercice 14. Soit A € M,,(K), P € GL,(K) tel que P~ AP soit diagonale. Montrer que, si pour tout 4, \; est le i-
éme coefficient de la diagonale de P~1AP et C; la i-éme colonne de P, alors pour tout A € Sp(A), (Ci)ieq1n]:xi=A
est une base de E)(A).

Exercice 15.

1. Soit M € M, (C) une matrice de rang 1. Montrer que M est une matrice diagonalisable si et seulement
si tr(M) # 0.

2. Montrer que M est de rang 1 < il existe (X,Y) € Mj,(C) non nuls tels que M = X Y. Montrer que
M? = tr(M)M.

Exercice 16. Soit A € M, (C) avec n > 3 telle que : rg(4) = 2, tr(A) = 0 et A™ # 0. Montrer que A est
diagonalisable. Combien Sp(A) a-t-il d’éléments ?

-6 1 =8
Exercice 17. Le but de cet exercice est de résoudre 'équation matricielle X2 = Aot A= | 8 1 8
9 -1 11
4
Soit U = | —4
-5

1. Montrer que U est un vecteur propre de A, puis diagonaliser A.

2. Résoudre 'équation matricielle Y2 = D ott D est la matrice diagonale ot les coefficients sur la diagonale
sont 1, 2 et 3 (On pourra commencer par montrer que si Y est solution alors Y et D commutent).

3. Déterminer les matrices X € M3(R) telles que X2 = A.
4. Combien A a-t-elle de racines carrées? Généraliser ce nombre si A € M, (R) et posséde n valeurs propres

distinctes non nulles.

Exercice 18.

3 -3 2
1. Diagonaliser la matrice A= | -1 5 =2
-1 3 0

2. Calculer A™ pour n € N. Cette formule reste-t-elle vraie pour n négatif ?

3. Déterminer le commutant de A dans M3(R).

Exercice 19. Soit (u,) une suite réelle vérifiant I’équation de récurrence : up 43 = 3upt+2 — 3Upt1 + Up.

Uy, 010
Onpose X, = |tUpy1 | et N=[0 0 1
Up+2 0 0O

1. Montrer qu’il existe une matrice A € M3(R) telle que X, 11 = AX,,.

2. Montrer que A n’est pas diagonalisable, puis montrer que A est semblable & I+ N. Calculer N2, N3, puis N"
pour n > 3. En déduire u,,, en fonction de wug, uq, us et n.

3 -3 =3 0 01
Exercice 20 (Mines-Telecom RMS 2016). Montrerque A= [ -2 2 2 | et B= |0 0 0] sontsemblables
5 -5 =5 000

dans M3(R).
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Exercice 21. Soit u € L(E) diagonalisable. Montrer qu’un endomorphisme v de E commute avec u <> il laisse
stable chaque sous-espace propre de u.

Exercice 22. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et v € L(F). Montrer que u est nilpotent si et
seulement s’il admet 0 pour unique valeur propre.

Exercice 23. Soit A € M,,(K) vérifiant A3—2A42—5A4+61, = 0,,. Montrer que si A\ € Sp(A), alors A3 —2)\2—5\+6 =
0. En déduire les valeurs propres possibles de A.

0 A

Exercice 24. Soit A € M,,(K) non nulle et M = <O 0

> € My, (K). Montrer que M n’est pas diagonalisable.

Exercice 25. Montrer que si A € My, 4+1(R) alors A admet une valeur propre (réelle).

Exercice 26. Soit A € M,,(C) s’écrivant A = A\I,, + N, avec |A| < 1 et N nilpotente. Montrer que A? — 0.

p——+o00
01 ... 1
10 ... 0

Exercice 27 (CCP RMS 2016 - exo 2). Déterminer les éléments propres de A = | | . .| € M, (C).
10 ... 0

Exercice 28 (CCP RMS 2016 - exo 2). Soit f : M € M, (R) = M+ M. 1. Montrer que f est un endomorphisme
de M, (R). 2. Est-il diagonalisable ?

Exercice 29 (CCP 2009 Officiel de la Taupe).

0 1 1
1. Déterminer les valeurs propres réelles et complexesde A= | -2 1 1
-2 1 3

2. Est-elle diagonalisable dans M3(R) ? M3(C) ?
3. On pose t, = tr(A™). Exprimer t,,3 en fonction de t, 12, tn11 et ty,.

4. Rayon de convergence de la série entiére g t,z" et somme sur U'intervalle ouvert de convergence.
n>0

1 sit=nouj=n
Exercice 30. Soit A € M,(R) (avec n > 2) définie par : pour tout (i,7) € [1,n]?, a;; = {0 . J :
sinon
1. Justifier que A est diagonalisable.
2. Donner une base de Im(A).
3. A a une valeur propre évidente (pour n > 3) : la donner, et donner sa multiplicité.
4

. Dans la suite, on va donner quatre fagons différentes pour calculer Sp(A), et parfois les espaces propres
associés.

(a) Soit A € R*. En résolvant le systéme AX = AX d’inconnue X € M, 1(R) (et de parameétre \), déterminer
les valeurs propres non nulles de A et leurs espaces propres associés.

(b) Soit A € R*. Déterminer Ker(Al,, — A) N Im(A) (en résolvant le systéme AX = AX tout en écri-
vant X comme combinaison linéaire d’une base de Im(A)), mais aussi montrer (de maniére directe) que
Ker(AI,, — A) C Im(A). En déduire les valeurs propres non nulles de A et leurs espaces propres associés.

(c) Calculer tr(A) et tr(A2%). Donner une autre expressions de ces valeurs & 'aide des valeurs propres de A,

et en déduire Sp(A).
(d) On note P, le polynéme caractéristique de A (lorsque A € M,,(R)). Trouver une relation de récurrence

entre P, et P,_1 (pour n > 4), puis calculer P,, et en déduire Sp(A).
Exercice 31. Soit A € M,(K). On suppose :
e 1€ Sp(A) et dim (E1(4)) =1,
e pour tout A € Sp(A), si A # 1 alors |\ < 1,
e A est diagonalisable dans M, (K).
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1. Pourquoi est-ce que 1 est bien valeur propre de AT ?
On note désormais X un vecteur propre de A associé o 1, et Y un vecteur propre de AT associé a 1.

2. Montrer que la suite (A™),en converge vers une matrice Q telle que Q% = Q.

3. Quel est le rang de @ ? Montrer que (X) est une base de Im(Q).
1

- _XY".
tr(YTX)

4. Montrer que Y'Q =Y ". En déduire que Q =
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Solutions

Exercice 1. Montrons 'égalité demandée par double inclusion.
e Soit A € Sp(u), alors il existe € E non nul avec u(z) = Az, et comme u est bijectif (et u~! lindaire),

z=u"(u(x) =u () = " (z).
Enfin, z # 0, donc X # 0, et donc

. 1
Comme x # 0, on en déduit bien A\~! = € Sp(u~t).
D’ou l'inclusion
{A71 X eSp(u)} C Sput).
Remarque. FEn rédigeant un tout petit peu différemment, on montre ainsi 'inclusion
Ey(u) C E% (uil).
e Soit p € Sp(u~1), alors il existe € E non nul avec u~!(x) = uz, et en composant par u linéaire,
z=u(u"(z)) = u(pz) = pu().
Enfin, z # 0, donc p # 0, et donc

- 1 1
Comme z # 0, on en déduit que — € Sp(u). En notant alors A = —, on a bien
0 I

A € Sp(u) et ,u:%:)\_l e {A\", XeSp(u)}.
D’otu l'inclusion
Sp(u~t) {)\_1, A€ Sp(u)}.
Remarque. En rédigeant un tout petit peu différemment, on montre ainsi I'inclusion
Eu(u_l) C Ei (u).
e Par double inclusion, on a bien 1'égalité voulue.

Remarque. Les deux remarques donnent alors

pour tout u € Sp(u~1).

Exercice 2. Soit A € K*, alors

Xa-1(A) = det (AL, — A7") = det (AAT'A— A7'L,) = det (— AA™") det (i]n - A) = é;t?,):) XA (i) :

Exercice 3. On suppose 0 € Sp(u™), donc 'endomorphisme u™ est non injectif. Comme u™ est non injectif, u est
non injectif (en effet, une composée d’injections est injective, donc si u est injectif alors pour n € N* ™
aussi). Donc Ker(u) # {0}, donc 0 est valeur propre de u, c¢’est-a-dire

0 € Sp(u).

= Yo---0U

Autre fagon : on sait
det(u") = det(u)",

or, si 0 € Sp(u™), alors
det(u") =0,

donc det(u)™ = 0, donc
det(u) =0, soit 0 € Sp(u).
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Exercice 4. Soit z € Ey(u), alors

et comme A # 0,

et comme u est linéaire,

T =u <i\x> € Tm(u).

Exercice 5. % L’hypothése sur la somme des lignes se traduit en :

1 1
Al =al:],
1 1
1
donc « est valeur propre et un vecteur propre associé a a est | : | (car ¢’est un vecteur colonne non nul).
1
1
En effet, si on note U = | : |, alors U # 0,1, et pour ¢ € [1,n], la formule du produit matriciel donne :
1

(AU)Z‘J = Zai,j Uj1 = Zam =a=al= (OéU)i,l,
j=1 o

1 =

ce qui donne bien

AU = aU.

Autre méthode : présentons une autre méthode pour justifier o € Sp(A), qui est intéressante pour des calculs
pratiques de polynoéme caractéristique. Notons A = (ai7j)1§i7j§n, alors pour tout A € C,

n
A— E ai;  —a12 —ain
Jj=1
A\ n
—ai —a1.2 —a1
’ ’ n A— E a2 j A — a2
—az A — a9 . . j=1
T -
: . . —n—1n . —as;2
)\ Cl<— E Cj . .
—Gn,1 —On.n-—1 — Qnpn - : : —Qp—1.m
Jj=1 " ;
A — E an,j —Qn2 —Onp.n-—1 A — Gn.n
Jj=1

n
Pour exploiter le fait que la somme de chaque ligne de A fait «, on a fait U'opération C7 + Z C; dans le calcul
j=1
de x4 (ainsi, sur chaque coefficient de la colonne 1, on se retrouve avec A moins la somme des coefficients de la
ligne correspondante). On en déduit donc

A—a  —ap —ain 1 —aip2 —ain
A—« )\—a272 1 /\_a2,2
XA()‘) = —as;2 = ()‘ - a) —as,2
: : —Gn—1n : : —Gp—-1n
A=« —Qn2 —Qpn—1 A — an,n 1 —Qn2 —Qnp.n—1 A— Gn.n

par multilinéarité du déterminant.

On en déduit que xa(a) =0, et donc o € Sp(A).
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Remarque. Pour le calcul de x4, on ferait une étape supplémentaire :
obtient :

avec L; «— L; — Ly pour i € [2,n], on

1 —aip0 —a1n

(%)

et en développant suivant la premiére colonne, on s’est ramené & un déterminant de taille n — 1 au lieu de n (qui se
trouve étre aussi le polynéme caractéristique, mais d’une autre matrice), en ayant factorisé (A — «) dans le calcul

de xa(N)...

% Aet AT ont méme valeurs propre. Or, pour j € [1,n], on a

a=> ai;=» (A1)
=1

i=1
D’aprés le premier point de l'exercice (en échangeant le role de i et j), « est une valeur propre de AT, donc de A.
ATTENTION Dans ce cas, on ne connait pas de vecteurs propres associés de facon triviale.

n

Remarque. Ici aussi on peut utiliser une transformation de x4, ce coup-ci en faisant L,, <+ E L;, pour que, sur
i=1

chaque coefficient de la ligne n, on se retrouve avec A moins la somme des coefficients de la colonne correspondante :

A—ai —ai 2 -
A— ai1 —a1,2 —ain —a2 A — az,2
—az1 A —a2 :
—n_1n —Qp-1,1 . —Qp—1p—2 A—Qp_1p-1 —a
—a —a A—a n Z Li = =
n,1 e n,n—1 n,n i1 A — § :ai,l A — § :ai,2 A —
i—1 i—1
ce qui donne, par hypothése,
A—ai1  —ai2 —ain A—ai1  —ai2
—a1 A —ag2 —az1 A —agp
xa(A) = = (A-8)
—QGp—-1,1 cee —Ap—1,n-2 A— an—-1n—1 —An—1n —Aan—1,1 . —Ap—1,n-2 A— an—1,n-
A—B  A—§ A— 1 |

et donc xa(8) = 0, ce qui donne bien 5 € Sp(A).

Exercice 6. 1) Soit n € N. Soit P € R,,[X], alors ¢(P) € R[X], car R[X] est stable par composition, dérivation
et combinaison linéaire. Puis, pour P € R,,[X],

deg ((X —1)P') =1+ deg(P’) < deg(P),
donc
deg(4(P)) < max (deg ((X —1)P'),deg(—P)) < deg(P) <n,

donc
#(P) € R, [X].
Donc R,,[X] est stable par ¢.
2) o Soit n € N. Ecrivons la matrice de ¢, dans la base canonique (comme deg (¢(P)) < deg(P) pour tout

P € R,[X], on aura que la matrice de ¢, dans la base canonique est triangulaire, ce qui est trés intéressant).
On calcule : pour k € [1,n],

p(XF) = (X — DkXF L — XF = (b — 1)X* — kxF1
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(on ne prend pas k = 0, pour ne pas avoir de puissance négative sur le X'!) et
6(X") = 6(1) = —1 = —X°,
D’ou en notant B,, = (X% X, ..., X™) la base canonique de R,,[X],

-1 -1

A, == Matg, (én) = 0

-n
n—1

La matrice A, est triangulaire supérieure, donc on lit ses valeurs propres sur sa diagonale, et donc

Sp(¢n) = {~1,0,...,n— 1} = [-1,n— 1]},

e Par conséquent, pour tout £ € NU {—1}, k sera une valeur propre de ¢y, donc il existera P € Ry1[X] non
nul avec

¢(P) = ¢p41(P) = kP,

en particulier

o(P) = kP
avec P € R[X] non nul. Donc k € Sp(¢). Donc

NU{-1} C Sp(¢).

e Puis, si A est valeur propre de ¢, alors il existe P € R[X] non nul avec ¢(P) = AP. Si on note n = deg(P), alors
P € R, [X] et donc

AP = ¢(P) = ¢n(P).
Donc on a P € R,[X] non nul avec ¢, (P) = AP, donc

A€ Sp(pn) ={-1,0,....,n—1} =[-1,n—1],

en particulier
AeNuU{-1}.
Donc

Sp(¢) C NU{-1}.

e D’oi1, par double inclusion,

Sp(¢) = NU {-1}|
3) On consideére alors k € NU {—1}, et on cherche P € R[X] tel que ¢(P) = kP, soit

(X —1)P = (k+1)P.

Donc P est solution de I'équation différentielle (x — 1)y’ = (k + 1)y, et donc, si on la résout sur |1, +o0], il
existe K € R avec
P:z€]l, +ool— K(x — 1)FL.

Donc le polynéme P — K (X — 1)**1 a une infinité de racines (tout |1, +o0[), et donc P — K (X — 1)¥*! =0, donc
P=K(X - 1)"" € Vect((X — 1)F1).

Donc
Ej, C Vect((X — l)k“).

Comme

dim(Ey) > 1 = dim (Vect((X — 1)*1))
(car k € Sp(¢)), on en déduit

Ej, = Vect((X — 1)F1) |
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Exercice 7. 1) Soit A € Sp(g o f), il existe donc € E non nul avec g(f(z)) = Az. Donc

foa(f@) = f(9(f@)) = FA0) = Af(@).

Si f(z) # 0, alors f(x) est un vecteur propre de f o g associé & A, et on a le résultat voulu.
Si f(x) =0, alors on a

Ae = g(f(x)) = g(0) = 0

Or, comme on suppose A # 0, cela donne xz = 0, contradiction. Donc f(z) # 0, ce qui conclut.
2) Si 0 € Sp(go f), alors

0 = det(g o f) = det(g) det(f) = det(f) deg(g) = det(f o g).
Donc f o g n’est pas inversible, donc 0 € Sp(f o g).

Exercice 8.

1. Pour tout A € C,

A -1 -2
xa(A) = -1 A-1 -1
-1 0 A+1
-1 =2 A —1
parrap;ortéL3 _‘)\1 1‘+(1+>\)'1 )\1’

= —2A =241+ 1T +N)N2=X-1)
= —CA=1D)+ N =X =1+ X=X =)

= A —4d = AN —2)(A+2)

Donc
xa=X(X-2)(X+2) puis Sp(A) ={0,2, —2}.

A posséde trois valeurs propres réelles distinctes et est de taille 3, donc A est diagonalisable dans M3(RR) ‘

Remarque. Pour le calcul de x4(A) : si on remarque que la somme de chaque colonne de A fait 2, alors
pour exploiter ceci, on fait I’opération Lg < L1 + Lo + L3, ce qui donne :

A -1 -2
xa(\) = ~1 A-1 -1
L3<_L1+L2+L3 )\ _ 2 A _ 2 A _ 2
A -1 =2
= A—2)|-1 Ax—1 -1
1 1 1
A4+2 1 =2
. g c A=2)1 0 A —1
Fa it G 0 0 1

- (A= 2)(A +2)A

L’intérét de cette méthode est d’obtenir une forme partiellement factorisée pour x4 (ici, on a méme eu
directement la forme factorisée optimale).
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Recherche des vecteurs propres associés :

x
% Espace propre associé a 0 : Soit X = [ y | € M3 1(R) quelconque, alors
z
0 Y+ 2z =0 _ o,
XeE(A e AX =0 | z+y+z = 0 @{z:z
0 T —z =0 -
Donc
z 1 1
Ey(A) = —2z],zeRp=<2|-2], ze R ) = Vect -2
z 1 1
—_——

(ep) est une famille de un vecteur, et ce vecteur est non nul, donc c¢’est une famille libre, et donc c’est une

base de Ey(A).

x
% Espace propre associé & —2 : Soit X = [ y | € M31(R) quelconque, alors
z
0 2 1 2 x 0 2z4+y+22 = 0
XeEyA)e (AR2I) X =0 || 1 3 1 y |=10]|]&] z+3y+z = 0 =
Li<+L1—2L3
0 1 01 z 0 T+ z = 0 TocLo—Is
Donc
z 1 1
E_5(A) = 0 |, zeR)=qx| 0 ], zeR ) = Vect 0
—T -1 —1
e—2

(e_2) est une famille de un vecteur, et ce vecteur est non nul, donc c’est une famille libre, et donc c’est une
base de E_5(A).

x
% Espace propre associé¢ 4 2 : Soit X = [ y | € M3 1(R) quelconque, alors
z
0 -2 1 2 T 0 -2z +y+ 2z
X € Ey(A) & (A-25)X=1| 0 | & 1 -1 1 y |=|10 ]| rz-y+z
0 1 0 -3 z 0 Tz — 3z
2z +y+2z = 0 0 = 0
& —y + 4z = 0 ¢z = 3z
Laela=ls x— 3z =0 y = 4z
Donc
3z 3 3
Es(A) = dz |, zeRp=<c2z[4]|, z€ R p = Vect 4
z 1 1

€2

(e2) est une famille de un vecteur, et ce vecteur est non nul, donc c¢’est une famille libre, et donc c’est une
base de Fy(A).
% On pose alors

1 3
P:(60‘€72‘€2): —2 0 4 y
1
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la matrice A est diagonalisable, (e1), (e2) et (e3) sont des bases des différents espaces propres de A, donc la
matrice P est bien inversible (les sous-espaces propres sont en somme directe, donc (eg, e_g, €2) est une base
de M3 1(R)), et on a

0 0 O
P'AP=[0 -2 0
0 0 2
2. Pour tout A € C,
A—2 -1 3
A—2 3
A = A—1 = A—1
XB() 0 0 par rapport aLQ( )‘ -1 )\‘1‘2‘

-1 -1 X+2

= A=DA2—443)=A—-12A\+1)

Donc
xB=(X—12X+1) et  Sp(B)={1,-1}.

De plus, —1 est valeur propre simple de B, donc
dim (E_1(B)) =1,
et 1 est valeur propre double, donc on sait juste
1 <dim (Ei(B)) < 2.

Remarquons que xp est scindé dans R[X], donc B est trigonalisable dans M3(R).
Puis,

X B est scindé dans R[X] : OK
B est diagonalisable dans M3(R) < ¢ dim (E_;(B)) =1 OK (car Sp(B) ={—-1,1}).
dim (E1(B)) =2

Calculons dim (E1(B)) :
11
B-I3=|( 00 0 , donc rg(B—1I3) = 1.
11
D’aprés le théoréme du rang,

Donc B est diagonalisable dans M3(RR).

Autre fagon de le justifier :

B € M3(R),
dim (E1(B)) + dim (E_1(B)) =2+ 1 = 3 = taille de B

(et 1 et —1 sont deux éléments différents de R), donc B est diagonalisable dans M3(R).

x
% Espace propre associé a 1 : Soit X = [ y | € M3 1(R) quelconque, alors
z
0 11 =3 x 0
XeE(B)B-13)X=(0]<| 00 0 y |=10]|ex+y—32=0
0 11 =3 z 0
Donc
—y+ 3z -1 3 -1 3
E(B) = Yy L () eR?y =Lyl 1 |4+2z]|0 = Vect 1 ,1 0
z 0 1 0 1
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3.

— 3
Notons u = 1 et v= 0) alors (u,v) est une famille génératrice de E1(B), formée de deux vecteurs.
0 1
Or, on a déja vu dim (E;(B)) = 2, donc (u,v) est une base de Ej(B).
x
% Espace propre associé & —1 : Soit X = | y | € M3(R) quelconque, alors
z
0 3 1 -3 x 0 3x+y—32z = 0
XeE By (B-(-))X=|0]<|02 0 y |=10]s< 2y =0
0 1 1 -1 z 0 rT+y—=z =0
Donc
x 1 1
E_1(B)= O], zeRp=<2x|0 = Vect 0
T 1 1
1
Notons w = [ 0 |, alors (w) est une famille de un vecteur, et ce vecteur est non nul, donc c¢’est une famille
1

libre. Donc c’est une base de E_;(B).
Comme B est diagonalisable, et que (u,v) est une base de E1(B), et (w) une base de E_1(B), avec Sp(B) =
{—1,1}, alors (u,v,w) est une base de M3 ;(R).

-1 3 1
Donc, si on pose P = ( U ‘ v ‘ w ) = 1 0 0 || alors on a P inversible, et
0 11
1 0 0
P'BP=(0 1 0
0 0 —1
e Pour tout A € C,
A—-2 -1 1
xc(N) = -1 X=3 1
-1 -2 A
A=3 1 -1 1 -1 A-3
par rap;ort al; (A_ 2)‘ —2 A +‘ -1 A ‘—i_‘ —1 -2 ’

. A=2)((A=3A+2) +(-A+ 1)+ 23+ )
= A=2)(A2=3A+2)+A-1+1-2)

- (=220 -

Donc
Yo =(X-22X—-1) et  Sp(C)={1,2}

De plus, 1 est valeur propre simple de B, donc
dim (E1(C)) =1,
et 2 est valeur propre double, donc on sait juste
1 < dim (E»(0)) < 2.

Remarquons que
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Xc¢ est scindé dans R[X], donc C' est trigonalisable dans M3(R) ‘

Puis,

Xc est scindé dans R[X] : OK
C est diagonalisable dans M3(R) < ¢ dim (E1(C)) =1 OK (car Sp(C) ={1,2}).
dim (E2(C)) =2

Calculons dim (EQ(C)) D’aprés le théoréme du rang , on a

01 —1
dim (E>(C)) =3—-1g(C—2I3)=3—-rg| 1 1 -1 | =3-2=1#2.
12 -2

Donc dim (E9(C)) # 2. Donc C n’est pas diagonalisable (par contre elle est trigonalisable dans M3(R)).
Remarque.

(a) Pour les mémes raisons, C' n’est pas diagonalisable dans M3(C), car

Xc est scindé dans C[X] : OK
C est diagonalisable dans M3(C) < ¢ dim (E1(C)) =1 OK (car Sp(C) = {1,2}).
dim (E2(C)) =2 NON

(b) De maniére plus générale, si M € M, (R) vérifie que xs est scindé dans R[X], alors
M est diagonalisable dans M,,(R) < M est diagonalisable dans M,,(C).

En effet, xas scindé dans R[X] donne que Spg(M) = Spr(M) C R, et pour tout A € Spe(M) = Spr(M),
en notant F)y g (M) I'espace propre de M dans M,, ;(K), alors

dime (Exc(M)) =n —rg(M — M,) = dimg (Ex\r(M))

(car le rang d’une matrice de M, (R) est le méme, que I'on voit la matrice dans M, (R) ou dans M,,(C),
c’est une conséquence de l'algorithme de Gauss). Ces égalités permettent alors de conclure :

M diagonalisable dans M, (R) < Z dimg (E\r(M)) =n & Z dime (Exc(M)) =n < M diag
AESpR(M) AESpe (M)

2 10
e Montrons que C' est semblable AT = | 0 2 0 | (vous n'avez pas de méthode dans le cours pour trouver
0 01

une telle matrice, ’énoncé est censé vous guider).

x
% Espace propre associé a4 1 (ca servira pour la suite) : Soit X = | y | € M3 1(R) quelconque, alors
z
0 11 -1 x 0 s — 0
X € E1(C) & C-InX=[10 |1 2 -1 y | =10 @{ Y B
0 12 -1 z 0 rHzy—z =0
{ z+y—z = 0 T=2z
<~ ~
Lo+ Ly—L, Y =0 y=0
Donc
x 1 1
Ei(C) = O, zeRy=<¢2|0], z€R p = Vect 0
x 1 1

% Montrons que C est semblable & T'.
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On cherche donc (U, V,W) € (M371(R))3 tel que la matrice par blocs P = (U | V | W ) soit inversible et
vérifie

pPlcP=T.
Or, avec P sous cette forme,

P lCP=T < (CP = PT et P est inversible

s (coU ‘ cv ‘ CW )= (2U ‘ U~+2V ‘ W ) (par calcul matriciel par blocs) et P est inversik

CU =2U
& CV =U+4+2V et P est inversible
CW =W

(C - 2[3)U = 0M3,1(R)
& ((C-20)V=U et P est inversible
(C = I3)W = Om , (r)

(C —2I3)%V = O3 1 (R)
& (U= (C-2L)V et P est inversible
(C - Ig)W = 0M371(]R)
On veut donc
W e Ker(C —I3) = E1(C), V€ Ker((C —2I3)?),

et on posera
U= (C-2I3)V.

On fera attention : comme on veut P = ( U ‘ v ‘ w ) inversible, il faut U # 031, donc V ¢ Ker(C —2I3) =
E5(C). 1l restera a vérifier que P est bien inversible.

1
On a calculé avant F41(C'). On prend par exemple W = | 0 |. Puis,
1
0 -1 1
(C-2)%*=10 0 0
0 -1 1
1
On prend par exemple V= | 0 |, et on a donc :
0
0
U=(C=-2I)V=|1
1
Alors
01 1
P=|1 00
1 0 1
vérifie bien
CP = PT,
et comme det(P) = —1 # 0, P est bien inversible. Donc ce qui précéde permet d’affirmer

2 1 0
Plecp=T=1[0 2 0
001

10
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Exercice 9. A est une matrice triangulaire, donc on a directement
xa= (X —a)*(X —b)>

Comme a # b, a et b sont valeurs propres doubles de A. Donc

X4 est scindé dans R[X] (OK) X4 est scindé dans R[X] (OK)
A est diagonalisable dans M4(R) < ¢ dim(FE,) = 2 Serg(A—aly) =4—-2=2
dim(Eb) =2 rg(A — b[4) =4-2=2
(par le théoréme du rang).
Meéthode 1 :
% La matrice
0 =z vy z
1 0 b—-a 2z -y
A=ali=109 "0 0

0 0 0 b—ua

est au moins de rang 2 car les colonnes 2 et 4 ne sont pas colinéaires (car b—a # 0). Elle sera de rang exactement 2
si et seulement si la seconde et la troisiéme sont colinéaires, c’est-a-dire (puisque b — a # 0) s’il existe A € R tel
que y = Az et z = \(b— a).

% La matrice

a—b x y z
_ 0 0 z —y
A—bly= 0 0 a—b =z

0 0 0 0

est au moins de rang 2 car les lignes 1 et 3 ne sont pas colinéaires (car a —b # 0). Elle sera de rang exactement 2 si
et seulement si la deuxiéme et la troisiéme ligne sont colinéaires, c¢’est-a-dire s’il existe u € R tel que z = p(a — b)
et y = —px (ce qui est la méme condition qu’avant avec A = —p).

Donc

A est diagonalisable < (z,y,2) € S = {(w,)\x,)\(b —a)), (\z) € ]RQ} .

Méthode 2 :
1

Soit X = ? € My 1(R), alors
3
ty

Tty +yt3 + 2ty =0
(b—a)ty+ zts —yty =0
$t4:0

(b—a)t4 =0

XeFk, &

Comme on suppose b — a # 0, Ly devient t4 = 0 et donc

b%a(y(bfa)fzx) =0
XeEE, & ty=— t3
ta=0

e Siy(b—a)—zx #0, alors t3 = 0, donc t3 = 0, donc E, = Vect , et donc

o O O

dim (B,) =1 #2,

11
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donc A n’est pas diagonalisable.
e Siy(b—a)—zx =0, alors

z
=— ¢
XeE, & b—a’ ,
ty =0
1 0
0 —z
E, = Vect ol 1s_4
0 0

est bien de dimension 2 (car engendré par deux vecteurs clairement libres).

t (a—b)t1+xt2+yt3+zt4:0
t3 —yty =0
X — ta chB o 2t3 — Yt4
t3 (a— btz +xty =0
b 0=0
Comme on suppose b —a # 0, on a
x yr + z(b — a)
t] = t t
1 b—a2+ b —a) 4
t
XeE,& 0= — b — 4
(s — (b — @) 1
ty = ——t
3T gt
x
e Sizx —y(b—a)#0, alors ty = 0, puis t3 = 0 et donc Ej = Vect Ea , et donc
0
dim (Ep) =1 # 2,
donc A n’est pas diagonalisable.
e Sizx —y(b—a) =0, alors
h—
= %y yx + 2( 2a)t4
XeEB & b—a (b—a) ,
t3 = t
3T g
donc
x yr + z(b—a)
b—a 0
FEy, = Vect 0 , +(b— a)
0 (b—a)?

est bien de dimension 2 (car engendré par deux vecteurs clairement libres, puisque b — a # 0).
Donc

‘A est diagonalisable < zz = (b —a)y ‘

(c’est la méme condition pour a et b).

Exercice 10.

1. eOn a
¢4 (M2(R)) C Ma(R)

car Ma(R) est stable par produit et soustraction.
e Soit A€ R, (M,N) € (MQ(R))2, par bilinéarité du produit matriciel, on a

GA(AM + N) = AAM + N) — (AM + N)A = AAM + AN — A\MA — NA = Ap4(M) + ¢a(N).

12
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Donc ¢4 est linéaire.
e Donc ¢4 est un endomorphisme de Ma(R).
e Calculons la matrice de ¢4 dans la base canonique de Ma(R).

o)) o) -(oa)()-(0 7))
(oo))=(o 1)
(Vo)) =(o %)

DRED)!

Donc la matrice de ¢4 dans cette base est :

0 -1 1 O

-1 0 0 1

B= 1 0 0 -1
1 -1 0

Comme les colonnes 1 et 4 de B sont opposées et de mémes pour les colonnes 2 et 3,
rg(¢a) =rg(B) < 2.

Comme les colonnes 1 et 2 de B sont libres,
rg(¢a) =rg(B) = 2.

Donc

rg(ga) = 2|

Donc @ est valeur propre de A, et

dim (Eg(¢a)) =4—-2=2

(par le théoréme du rang).

13
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2. Calculons le polynéme caractéristique de B. Pour tout A € C,

A 1 -1 0
1 A 0 -1
0 -1 1 A
A1l -1 0
B 1A 0 -1
L3<—23+L2 0 )\ )\ 0
Lo« Ls+1L4 )\ 0 0 )\
A1l -1 0
B 21 A 0 -1
o A 0 1 1 0
1 0 O 1
Al =2 =X
B R RN
03%53702 0 1 0 0
CyCy—C1 1 0 O 0
1 -2 =)
= A2l —x 2
par rapport a Ly 1 0 0
-2 =)
_ _\2
par rap};)rt a L3 A - =2
— = 24— )\?)

= NA=2)(A+2)

Donc
xB=X}(X-2)(X+2) et Sp(B) = {0,2, —2}.

De plus, 2 et —2 sont des valeurs propres simples, donc
dim (E2(B)) = dim (E_3(B)) =1,
et 0 est une valeur propre double, donc on a seulement
1 < dim (Ey(B)) < 2.

Mais, on a déja calculé dim (Ey(B)) = dim (Eo(¢4)), et on a trouvé 2.
Or, par le cours,

X B est scindé dans R[X] OK

dim (E»(B)) =1 OK

dim (E_»(B)) =1 OK

dim (Eg(B)) =2 OK car rg(¢a) =2

B est diagonalisable dans My (R) <

Donc B est diagonalisable (dans My (R)), donc ¢ 4 est diagonalisable.
Autre fagon de le justifier :

B € My(R),

dim (Eo(B)) + dim (E_3(B)) + dim (E3(B)) =2+ 1+ 1 =4 = taille de B

(et 0, —2 et 2 sont trois éléments différents de R), donc B est diagonalisable dans My(R).

14
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x
% Espace propre associé a 0 : Soit X = Z € My 1(R) quelconque, alors
t
0o -1 1 0 T 0
_ -1 0 0 1 y | | O Y=z
X € Ey(B) < BX =041 & . o0 0 -1 P e @{x ;
0 1 -1 0 t 0
Donc
T 1 0 1 0
. Yy 2 . 0 1 2 . 0 1
EO(B)* Y ’ (xay) ER - T 0 +y 1 ) (x7y) GR = Vect 0 ’ 1
x 1 0 1 0

. . : . 10
Or, la matrice qui a comme matrice-colonne coordonnées dans la base canonique de Ma(R) est ( > )

01

— o O

. . . : 01
la matrice qui a comme matrice-colonne coordonnées dans la base canonique de Ma(R) est ( >

1 0
musa = Ve[ (5 9).(0 1))

—
|

O = = O

Donc

x
% Espace propre associé a 2 : Soit X = Zz/ € My,1(R) quelconque, alors
t
-2 -1 1 0 x 0
_ -1 -2 0 1 y | |0
Xeb(B) & (B-2[)X =041 10 -2 -1 I Il
o 1 -1 =2 t 0
—2x—-—y+z = 0 —2x—-—y+z = 0
z=ux
- —rx—-2y+t = 0 o —r—2y+t = 0 e d =y
r—2z—1 = 0 LyeLatls | —22—2y = 0 B .
y—z—2t = 0 Laclathi | _op o = y=
Donc
x 1 1
Ey(B) = Tl zery={a]| " x € R p = Vect -1
22 z |’ - 1| - 1
—x -1 -1
1
Puis, la matrice qui a _1 comme matrice-colonne coordonnées dans la base canonique de Ma(R) est
-1

1 -1
(1 _1>,donc

15
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x
% Espace propre associé a —2 : Soit X = Z € My,1(R) quelconque, alors
t
2 -1 1 0 x 0
B -1 2 0 1 y | [ O
XeByB) & (B-(-2)1)X=041% 1 0 2 -1 1= o
0o 1 -1 2 t 0
2r—y+2z = 0 2r—y+z =0
z=—x
o —z+2y+t = 0 o —z+2y+t = 0 ed =y
T+2z—t = 0 Ls+Ls+Ly 2z 4+ 2y = 0 __x
y—z+2 = 0 Facharlu|o9p o = 0 y=
Donc
x 1 1
E_5(B) = * reR) =<z 1 x € R » = Vect
-2 - —z | - 11 - -1
- -1 -1
1
Puis, la matrice qui a _11 comme matrice-colonne coordonnées dans la base canonique de My(R) est
-1

E_2(¢A):Vect<<_11 _11>>

Exercice 11. 2) Montrons le résultat par récurrence sur k € N* :

Initialisation : pour k = 1, c’est I’hypothése.

Heérédité : soit k € N*, supposons g o f¥ — f¥ o g = akf*. Alors en appliquant f & gauche, et en utilisant
fog=go f—af (retraduction de '’hypothése), on a :

akf* = fo(akf¥)
= fo(goff—fkog)
= fogoff—flog
= (gof—af)off—fitlog
— go fRl gkt _ Rl g
d’ot, en regroupant les f5*1, on a bien

gofk—l-l —kaOg:a(k—l—l)ka.
D’ou ’hérédité.
Conclusion : pour tout k£ € N*, on a
goff—fFog=akf.

Remarque. Cela reste vraie pour k = 0 avec la convention f? = Id.

2) Raisonnons par 'absurde, supposons f non nilpotente. Donc f* # 0 pour tout & € N*. On note ¢ I'application
donnée par 1’énoncé. Elle est linéaire et dim ([Z(E)) = n?. Donc ¢ posséde un nombre finie de valeurs propres
différentes (au plus n?).

D’autre part, pour tout £ € N*, on a :

o(f*) = ak f*.

16
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Donc f* est un vecteur propre associé & la valeur propre ok (car il est non nul, car f n’est pas nilpotent d’aprés
notre raisonnement par l’absurde...). Donc ¢ posséde une infinité de valeurs propres (car a # 0, donc les ak

pour k € N* sont deux & deux différents). ABSURDE. Donc f est nilpotente.

Exercice 12.

1. e|U est symétrique réelle, donc diagonalisable dans M, (R) ‘

e U est une matrice de rang 1. Donc 0 est valeur propre et

par le théoréme du rang.
e On a trouvé 0 qui est valeur propre de multiplicité exactement

‘dim(Eo) =n- 1‘

n —1 = dim(Ep)

car U est diagonalisable. Or, la somme des multiplicités des valeurs propres fait n, donc il reste une autre

valeur propre A et elle est de multiplicité 1.

e Puis, la trace de la matrice vaut la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité, donc

Donc

n=tr(U)=n—-1)x0+1x A=A\

‘n est valeur propre de multiplicité 1 de U ‘,

et on retrouve que U est diagonalisable (car dim(Ep) =n — 1 et dim(E,) = 1 (car n valeur propre simple),

donc la somme fait n = la taille de U).

Remarque. On peut aussi remarquer que la somme de chaque ligne de U fait n, donc

et comme

e U? = nU, puis montrons par récurrence que, pour tout p € N*,

Par contre,

Initialisation : pour p=1, on a

car n® = 1.
Hérédité

est une matrice colonne non nulle, on retrouve que n est valeur propre de U.

1

Ul=1,|

d’ou I’hérédité.

Conclusion : on a bien, pour tout p € N*,

P =nu]

' lU=U=U0"

: soit p € N*, supposons UP = nP~1U. Alors

UPHL—UP x U =nP U x U = n?~'U? = P~ LnlU = n(p+1)_1U,

U? = nP'U.

e On peut calculer UP a 'aide de la diagonalisation de U : si on note D = diag(0,...,0,n), le début de la
question montre qu’il existe P € GL,,(R) avec

Alors pour tout p € N*,

P~lUP =D, soit U=PDpP L

UP = PDPP~1 = Pdiag(0P,...,0°,nP)P~! = Pdiag(0,...,0,n?)P~! = nP~ Pdiag(0,...,0,n)P~! = nP~'U.

On a utilisé p € N* pour affirmer 0P = 0 (ce qui est faux pour p = 0...).

17
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Remarque. Le polynoéme caractéristique se calcule : 'opération L,, < Li+- -+ L,, donne, pour tout A € R,

A—1 -1 ... -1
-1
xu (M) =
: . - -1
-1 e . |
A—1 -1 ... -1
-1
Lo-LidtLn ST
-1 -1 A—-1 -1
A—n A—n
A—1 -1 -1
-1
-1 -1 A—=1 -1
1 1

A0 0 -1
0 . S :
N =0-ml = ).
0 0o X -1
0 0 1

Donc
XU = X"fl(X —n),

puis on retrouve

Sp(U) = {0,n}.
2. % On essaye de faire intervenir la matrice U de la question d’avant :
A=0bU + (a —b)I,.
Puis, si on note D = diag(0,...,0,n), la question précédente montre qu'’il existe P € GL,(R) avec
P'UP =D.

Alors
P1AP = P 10U+ (a—b)I,)P

= bP'UP+ (a—b)P'I,P
= bD+ (a—0b)I,

= diag(a—b,...,a—b,nb—l—a—b)
Donc A est semblable & une matrice diagonale, donc A est diagonalisable.

Remarque. Si (a,b) € R?, on peut alors dire directement que A est symétrique réelle donc diagonalisable.

18
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% Calcul de puissance : Soit p € N*, AP = (bU +(a— b)In)p, comme [, commute avec U, par la formule du
binéme de Newton (appliquée deux fois : une fois pour la premiére égalité, une fois pour la derniére égalité),
on a (a l'aide de la question précédente) :

M@

AP = ( Z ) bU)* ((a — b)1,)" "

=
Il

0

= (a—bPI, + zp: ( Z > nF 1 (a — by RU

k=1

(nb+ (a—b))" = (a—b)P

= [(a—Db)PI, + U

Exercice 13. 1) A est diagonalisable, donc il existe P € GL,(K) avec D = P~'AP diagonale. Alors, pour
tout k € N,
DF = p~lAkp,

et donc
p p p
P7'BP = P agl, + a1A+ - + qpAP) = P71 <Z akAk> P= Z apP~ AR P = Z o DF
k=0 k=0 k=0

est diagonale (un produit de matrices diagonales ’est encore, et une combinaison linéaire de matrices diagonales
'est encore), donc B est diagonalisable, puisque semblable & une matrice diagonale.
Si on note A; le i-iéme coefficient de la diagonale de D (rappelons que les A; forment alors le spectre de A), alors

p
x; = Zak)\f =QN\)
k=0

est le i-iéme coefficient de la diagonale de P~ BP, et donc la i-iéme colonne de P est un vecteur propre de B pour
la valeur propre x;.

De plus, 'ensemble des z; forment les valeurs propres de P~'BP (car le spectre d'une matrice diagonale est
I’ensemble de ses coefficients diagonaux), donc de B (car B est semblable & P~'BP). Donc

Sp(B) = {Q(\;) pour ; sur la diagonale de D}.

Comme les éléments de la diagonale de D sont les éléments du spectre de A (répétés éventuellement plusieurs fois),
on a

‘Sp(B) = {Q(\) pour X € Sp(4)} ‘
2) % Soit A € Sp(A) tel que Q(A) = p, et X € E\(A). alors

AX = 2X.

Montrons alors par récurrence sur k € N, que
AbX = \FX.

Initialisation : pour k = 0,
AX =I,X=X

et \Y =1, donc A\’X = X, on a bien 'égalité voulue.
Hérédité : soit k € N, supposons que A¥X = \*X. Alors

ARFLXY = Ax AFX = A x (\FX) = M AX = AP X = ML X
d’ou hérédite.

Conclusion : pour tout £ € N, on a
AFX = 2P X
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Donc , ,
BX = ZakA’“X = ZakAkX = QNX = uX,
k=0 k=0
et donc X € E,(B). Donc
E\(A) C E,(B).

Cela est vrai pour tout A € Sp(A) tel que Q(\) = p, donc

> E\(A) C E,(B)

AESp(A):Q(N)=p

(car E,(B) est un espace vectoriel).
On sait ensuite que la somme de plusieurs espaces propres de A associés a des valeurs propres deux & deux différentes
est directe. Donc

S E\(A) C E,(B).

AESP(A):Q(N)=p

% Comme la somme est directe et qu’'on a l'inclusion remarquée juste avant, pour tout pu € Sp(B) on a

> dim (E5(A)) = dim P E\(A) | <dim (E,(B)),
AESP(A):Q(A)=p AESP(A):Q(N) =

soit :
dim (E,(B)) — > dim (E)\(A)) > 0.
AESP(A):Q(N)=p

Comme A est diagonalisable, on a
AESP(A)

Puis, Sp(B) = {Q()\) pour A\ € Sp(A)}, donc
n= Y dim(E\(A)= ) > dim (Ex(4)) < > dim (E,(B)) <n
AESp(A) RESP(B) AeSp(A):Q(N)=p HESP(B)

(et cette derniére inégalité est en fait une égalité, puisque B est diagonalisable).
Cela donne en particulier

> | dim (E.(B)) - > dim(Ex(4) | <n-n=0,

w€Sp(B) AESP(A):Q(N)=p

et comme c’est une somme de réels tous positifs, elle doit étre positive. Elle est donc nulle, et ¢’est donc une somme
nulle de réels positifs, donc tous ces réels sont nuls, ce qui donne

dim (E,(B)) = > dim (E)(A))
AESP(A):Q(N\)=p

pour tout p € Sp(B).
On a une inclusion et I'égalité des dimensions, on conclut donc :

Eu(B) = e B

AESP(A):Q(N)=p

pour tout p € Sp(B).
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A1 (0)
Exercice 14. On a P = ( & ‘ ‘ Ch ), donc P~1AP = donne
(0) An
A (0) A (0)
(0) A (0) A
puis par calcul matriciel par blocs,
(ACL| ... |AC, )= ( MCi|... [ MCh ),

et donc on a, pour tout i € [1,n],
AC; = N\, soit C; € E)\i(A).

Donc la famille (C;)ie[i,n]:r,=» est une famille de vecteurs de E)(A), libre car extraite de la famille des colonnes
de P, elle-méme libre puisque P est inversible. Donc

dim (E)(A)) > Card{i € [1,n] : A = A},

soit
dim (Ex(A)) — Card{i € [1,n] : \i = A} > 0.

Puis, par union disjointe, on a

> dim(Ex(A) = > Card{i€[1,n]: N =)}

AESP(A) AESP(A)

Card < U {ielt,n]:\= A})
)

AESP(A
= Card{i € [1,n] : \; € Sp(4)}
= n

(puisque chaque coefficient de la diagonale de P~1AP est dans le spectre de A).
Comme d’autre part, on sait

> dim(Ex(4)) <n

AESP(A)

puisque A est de taille n (cela provient de ce que des espaces propres de A associés & des valeurs propres deux a
deux différentes sont toujours en somme directe), on en déduit

> dim(Ex(A) = > Card{i€[l,n]: N =)}
AESP(A) AESp(A)
soit
> (dim (Br(4)) - Card{i € [1,n] : A = A}) =0
AESP(A)

>0

Or, une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque réel est nul, donc pour tout A € Sp(A),
dim (Ex(A)) — Card{i € [1,n] : \i=A} =0

soit

dim (E,\(A)) = Card{i S [[1,77,]] : )\i = )\} = Card ((Ci)ie[[l,n]]:Ai:)\) .

La famille libre (Cj)ie1,n]:r,=x d’¢léments de E)(A) a donc autant d’éléments que la dimension de Ej(A), c’est
donc bien une base de E)(A).

Exercice 15.
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1. Si M est une matrice de rang 1 alors 0 est valeur propre et
dim(Ep) =n—1
par le théoréme du rang (si n > 2), donc 0 est de multiplicité au moins égale a (n — 1).

Comme la somme des multiplicités des différentes valeurs propres fait n,

e soit 0 est de multiplicité n — 1 et il reste alors une valeur propre a (non nulle) de multiplicité 1,
e soit 0 est de multiplicité n, et il n’y a pas d’autre valeur propre.

Dans les deux cas, la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité fait tr(M), et donc dans le

premier cas on a
tr(M)=(n—-1)x0+1xa=a#0,

et pour le deuxiéme cas on a
tr(M) =nx0=0.

Donc :
e Sitr(M) # 0, alors 0 est de multiplicité

n—1=dim (Ep),
et tr(M) est une valeur propre de multiplicité 1, donc
dim (Eg(any) = 1,

et donc la somme des dimensions des espaces propres fait la taille de la matrice n, donc M est diago-
nalisable.

e Sitr(M) =0, alors M n’a qu'une seule valeur propre, 0, qui est de multiplicité
n # dim(Ep) =n — 1,

donc M n’est pas diagonalisable.
Donc M est diagonalisable si et seulement si tr(M) # 0.

2. e Soit M une matrice de rang 1. Notons (C1,...,Cy) les colonnes de M. Comme rg(M) = 1, il existe ig tel
que C}, soit non nul (car la matrice nulle n’est pas de rang 1). Puis,

1 = rg(M) = dim (Im(M)),

et Cj, € Im(M) avec Cj, non nul, permet de conclure que (Cj,) est une base de Im(M). Or, pour tout
i€[1,n],
C; € Im(M) = VeCt(CiO),

donc il existe \; avec

Ci = )\iCio'
Donc si on note
X=Cy et Y=\ ... A\,
on a bien :
M=XY".

Puis, X = Cj, est non nul par définition de ip, et ¥ est non nul car y;, = 1 (ou sinon, si Y = 0,1, alors
M =X x 02’1 = 0, ne serait pas de rang 1).
e Réciproquement, soit X et Y € M, 1(C) non nuls. Alors il existe (i, j) € [1,n]* avec X;1 # 0 et Y1 # 0.
Alors la formule du produit matriciel donne

(XY )iy =Xi1(Y )1y = XinVj1 #0

donc M = XY " est non nul, donc rg(M) > 1.
Puis, si on note C; la i-éme colonne de M, alors M = XY T donne C; = Y; 1 X, donc Im(M) C Vect(X).
Donc

rg(M) < dim (Vect(X)) < 1.
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Donc
rg(M) = 1.

e On a donc bien I’'équivalence voulue.
e Remarquons que

n

YIX =) XV,

i=1

or le coefficient sur la i-iéme ligne de C; est celui de Y; 1.X, soit Y 1X; 1, et donc

YTX = tr(M).

On a alors :

M=XY'X)Y" =X(tr(M))Y" =tr(M)XY " = tr(M)M.
Exercice 16. Comme A est de rang 2, 0 est valeur propre et
dim(Ey) =n —2

par le théoréme du rang (car n > 3), donc 0 est de multiplicité au moins n — 2.
Puis, A est trigonalisable dans M,,(C), donc il existe P € GL,,(C) avec

T =P AP

triangulaire, et sur la diagonale de T, il y a au moins n — 2 fois la valeur 0, puisque 0 est valeur propre de A, donc
de T', avec une multiplicité d’au moins n — 2.
Notons A et u les deux derniéres valeurs sur la diagonale de T'. Ce sont alors des valeurs propres de T', donc de A.
Donc

dim (Ey(A)) >1 et dim (E_»(A)) > 1

(mais on peut avoir A = p...).
Puis, comme deux matrices semblables ont méme trace,

tr(A) =tr(T)=(n—2)-04+ X+ p,

on a donc (puisqu’on suppose tr(A) =0) :
A= —pu.

% Si A # 0 alors 4 # 0 et on a A diagonalisable. En effet,
dim (Ep(A)) =n—2 et dim (E)(4)) >1 et dim (E_5(A)) > 1,

donc
dim (Eo(A)) + dim (Ex(A)) + dim (E_x(A4)) > n = taille de A

et 0, A, —\ sont deux & deux différents. Ceci suffit pour affirmer que A est diagonalisable.

0 * =%
% Si A =0 = g alors T a une diagonale nulle. Il existe donc P € GL,(C) tel que A= P | : .. , | PL
0 ... 0
D’ou
0 * )\
An=pP| : . . | Pt'=P0,Pt=0,,
0 ... 0

contradiction. Donc ce cas ne se réalise pas.

(voir 'exercice 26 du TD Algebre Linéaire ou l'exercice 23 du TD Complément d’algébre linéaire pour le calcul de
la puissance n-éme de cette matrice).

Autre rédaction pour 5/2 : si A =0 = p alors Sp(A) = {0}, donc

xa=X",

et le théoréme de Cayley-Hamilton donne alors
A" = On,s

contradiction. Donc ce cas ne se réalise pas.
Donc A est diagonalisable et Sp(A) posséde trois valeurs propres.
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Remarque. Si on préfére, on distingue suivant la valeur de ng, multiplicité de O :

e Sing = n — 2, alors soit il existe A # p deux valeurs propres non nulles de multiplicité 1 chacune, soit il
existe A # 0 valeur propre de multiplicité 2, car la somme des multiplicités des valeurs propres doit faire n,
or 0 étant de multiplicité n — 2, il ne reste que 2 ou 1 + 1 comme multiplicités possible. Mais si A\ est de
multiplicité 2, alors

0=tr(A)=(n—2) x0+2A

donne A = 0, impossible. Donc si ng = n—2, nécessairement A a deux autres valeurs propres de multiplicités 1,
donc la dimension de ’espace propre associé fait 1 aussi, et donc la somme des dimensions des espaces propres
fait n, donc A est diagonalisable.

e Sing=mn—1, comme la somme des multiplicités des valeurs propres doit faire n, il reste A # 0 valeur propre
de multiplicité 1, et alors
O0=tr(A)=(n—1)x0+1xA
donne A = 0, absurde. Donc ng # n — 1.

e Sing = n, alors 0 est la seule valeur propre de A. Donc x4 = X", et le théoréme de Cayley-Hamilton donne
alors A™ = 0, contradiction. Donc ng = n est impossible aussi.

Il ne reste donc que le cas diagonalisable.

Exercice 17.

4
1. e Pour montrer que U = | —4 | est vecteur propre, puisque U est non nul, il suffit de vérifier (par le calcul)
-5
que
4 4
AU = A | —4 | est proportionnel & U = | —4
-5 -5
Ici on trouve
4 4
AU=A|—-4)=3|-4]| =3U,
-5 -5

donc U est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 3.

Remarque. On sait que 3 est valeur propre de A, donc racine de x4, donc on sait que I'on va pouvoir
factoriser x4 par X — 3, et le quotient étant de degré 2, on saura le factoriser...

e Pour tout A € C,

A+6 -1 8
xA(A) = -8 -1 —8
-9 1 A—11

= (A+6)((A=1)(A—11) +8) + (88 = 8X — 72) + 8(—8 — 9+ 9\)

par rapport a Lj

= (A +6)(A2 — 12X + 19) — 8X + 16 + 8(—17 + 9\)

= A3 — 1202 + 19X + 622 — 72\ + 114 — 8\ + 16 + 72\ — 136
= A3 —6A2 4+ 11A -6

= A=1)(A=2)(A=13)

Donc
xXa=X-1)(X-2)(X-3) et Sp(A) ={1,2,3}.
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4
Remarque. Puisque ’on sait que U = | —4 | est vecteur propre de A, on peut utiliser ce fait pour simplifier
-5
le calcul de x4 (on aura une forme partiellement factorisée) : on fait 'opération C < 4Cy — 4Cy — 5C5 (qui
correspond au produit matriciel AU). Attention : comme on remplace Cy par 4C + ..., il faut diviser par 4,
sinon on modifie le déterminant. Cela donne :

4N —12 -1 8

—|—4A+12 A-1 -8

xa(X) =
C1+4C1—4C2—5C3 4 —B5\+15 1 A—11

Lo <—E2+L1

En développant suivant la deuxiéme ligne, on a alors

4 8
-5 A-11

4 0
-5 -1

1

1
_ - _ _ 2 =
XA()\) 4()\ 3)()\ ) ’ C+Cr—2C, 4

(/\—3)()\—2)’ ':()\—3)()\—2)0\—1).

‘A est diagonalisable dans M3(R) car A a trois valeurs propres réelles différentes et car A est de taille 3 ‘

De plus, les espaces propres sont tous de dimension 1 (puisque les racines sont toutes simples).
% La recherche des espaces propres qui suit est basé sur 'idée suivante : si on sait que

dim (E\(A)) =1

et que l'on trouve un vecteur X € F)(A) non nul, alors ¢’est une base de E)(A) (tout vecteur non nul d’une
droite vectorielle en est une base).

x
% Espace propre associé a 1 : Soit X = [ y | € M3 1(R) quelconque, alors
z
0 -7 1 =8 x 0
XeFE(AAeA-LI;)X=| 0 |< 8 0 8 y | =10
0 9 -1 10 z 0
1
Comme C7 — Cy — Cg = 0371 (donc (A — 13) -1 = 0371) et que dim (E1(A)) =1,0n a
-1
1
E,(A) = Vect -1
-1

(on a noté Cy, Ca, Cs les trois colonnes de la derniére matrice écrite).

x
% Espace propre associé a 2 : Soit X = [ y | € M3 1(R) quelconque, alors
z
0 -8 1 -8 x 0
XeEhA s A-2)X=| 0 | < 8§ -1 8 y |=120
0 9 -1 9 z 0
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1
Comme C7 — C3 =033 (donc (A—2I3) [ 0 | =031) et que dim (EQ(A)) =1,ona
-1
1
E5(A) = Vect 0
-1

(on a noté Cy, Cy, Cj les trois colonnes de la derniére matrice écrite).
* Espace propre associé a 3 : on sait dim (F3(A)) =1, U € E3(A) et U non nul. On a donc

4
E5(A) = Vect(U) = Vect, —4
-5
e Par conséquent, comme A est diagonalisable et Sp(A) = {1,2,3} et qu'on a trouvé une base de chaque
1 1 4
espace propre, alors la matrice P= | —1 0 —4 | est inversible et
-1 -1 =5
100
P'AP=10 2 0| =D
0 0 3

2. Résolvons Y2 = D.
Analyse : si Y est solution de Y2 = D alors D et Y commutent. En effet

YD=YY?=Y3=Y?Y = DY.

a b c
Or les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales (on pose Y = [d e f |, on écrit le
g h 1
systéme YD — DY = 03, on trouve directement b = c=d = f = g = h = 0, soit Y diagonale). Donc Y est
diagonale.
a 0 0
OnposedoncY = [0 b 0. Léquation Y2 = D devient alors :
0 0 ¢
a®> 0 0 100
0 b 0 =D=\|0 2 0},
0 0 00 3

cest A dire a =+1, b= +v2 et ¢ = +V/3.

€1 0 0
Synthése : soit (e1,ez,e3) € {-1,1}3et Y = [ 0 ev/2 0 Alors
0 0 e3V3
e 0 0 100
Y?=10 23 0 ])=(020|=D
0 0 363 00 3

car (£1)2 = 1. Donc Y est solution de Y2 = D.
Conclusion : donc I'ensemble des solutions de I'équation Y2 = D (d’inconnue Y € M3(R)) est

€1 0 0
S = 0 ev2 0 : (e1,e9,e3) € {—1,1}3
0 0 e3V3

et donc I'équation Y2 = D a 8 solutions.
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1 1 4
3. e L’étude faite a la question 1 a montré que la matrice P= [ —1 0 —4 | est inversible et
-1 -1 =5

P~ 'AP =D, soit A=PDpP !
Soit X € M3(R), notons alors Y = P~1X P, ce qui donne X = PYP~!. On a alors :
A=X? o pPpPl=pPYyPl'PYP! & PDP'=PY’P! & D=Y?

(en multipliant par P~1 & gauche et P & droite). Donc X est une racine carrée de A si et seulement si Y est
une racine carrée de D.
Donc I’étude faite a la question précédente, donne alors

€1 0 0
A=X? & 3(61,62,63)6{—1,1}3, Y=1]0 62\/§ 0
0 0 63\/§

€1 0 0
& J(ep,en,e3) € {-1,1}3, X=P|[0 ev2 0 |P!
0 0 e3V3
(car X = PYP7!).
Donc I'ensemble des solutions de I'équation X? = A (d’inconnue X € M3(R)) est
€1 0 0
S = {PYP—l, Yes’} ={P| 0 ev2 0 P71 (er,e0,e3) € {—1,1}°
0 0 e3V3
e Puis, 'application
¢: M € M3(R) — PMP™' € M3(R)
est injective (elle est méme bijective, de bijection réciproque

M € M3(R) — P7*MP € M3(R),

ce que l'on vérifie par calcul direct), donc

S =¢(S)
a le méme cardinal que &', donc est formé de 8 éléments.
Donc A a 8 racines carrées différentes.

4. De fagon générale, pour une matrice de taille n qui posséde n valeurs propres deux & deux différentes et non
nulles, on a 2™ solutions (dans C). En effet, seul 0 n’a qu'une seule racine carrée dans C, tous les autres en
ont deux, donc la méme démarche s’appliquera.

Si les valeurs propres de A sont toutes strictement positives, on aura méme les 2" solutions dans M, (R).

Exercice 18. 1) Pour tout A € C,

xa(A) = 1 A-5 2
1 -3 A
A—5H 2 3 -2 3 -2
parrap};)rtac’l )\_3)‘ -3 )\‘ ’—3 A ‘—'_‘)\—5 2 '

= A=3)(AA=5)+6) — (BA—6) + (6 — 10+ 2))
= A=3)A=3)(A—2) - (A—2)

= A=2) (A2 —6A+9—1)

= (A—22(A—4)

27



Fauriel - PC - Mathématiques TD5 - REDUCTION

donc
wa=(X—22(X-4) ot Sp(A)={2.4},
4 est valeur propre simple, donc
dim (E4(A4)) =1,
et 2 est valeur propre double, donc

1 < dim (Ey(A)) <2.

Remarque. Le calcul de x4(\) se simplifie si 'on remarque que la somme de chaque ligne de A fait 2 : on fait
alors 'opération Cy < C1 + Cy 4+ (3, et cela permet d’avoir une forme en partie factorisée.

A—2 3 —2

A = A—2 A—5 2
1 3 -2
= A=2)]1 A=5 2
1 -3 A
1 3 -2
= A=2)10 x—8 4
[P 0 —6 A+2
A—8 4
- (A=2) -6 A+2

= A=2)(A=8)(A+2)+24) = (A —2)(A\* —6A+8)

= A=2)A=4)(A—2)

Puis,
x4 est scindé dans R[X] : OK
A est diagonalisable dans M3(R) < ¢ dim (E4(A)) =1 OK (car Sp(A) = {2,4}).
dim (E2(A)) =2
Or,
1 -3 2
rg(A—-2I3)=rg| -1 3 -2 | =1,
-1 3 -2

donc par le théoréme du rang

donc A est diagonalisable dans M3(R).

Autre fagon de le justifier :

Ae Mg(R),
dim (E2(A)) + dim (E4(A)) =2+ 1 =3 = taille de A

(et 2 et 4 sont deux éléments différents de R), donc A est diagonalisable dans M3(R).

x
% Espace propre associé a 2 : Soit X = [ y | € M3;1(R) quelconque, alors
z
0 1 -3 2 x 0 T —3y+ 2z = 0
X € E»(A) & (A-25)X=|0|< (-1 3 =2 y| =10 —2+3y—2z = 0
0 -1 3 -2 z 0 —x+3y—2z = 0
z—3y+2z = 0
L <[:/> L 0 =0
Locla L 0 =0
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Donc
3y — 2z 3 -2 3 -2
Ey(A) = y () eREF =Sy (1| +2| 0|, (y,2) € R? 3 = Vect 11,10
z 0 1 0 1
3 -2
Notons U = | 1] et V.= 0 |, alors (U,V) est une famille génératrice de E2(A), formée de deux vecteurs, et
0 1
dim (E2(A)) = 2, donc (U, V) est une base de E3(A).
x
% Espace propre associé a 4 : Soit X = [ y | € M3;1(R) quelconque, alors
z
0 -1 -3 2 x 0 —x —3y+ 2% 0
XeB(4) &  (A-4R)x=|0|a|-1 1 2]y 0l { —z+y—22 0
0 -1 3 —4 0 —x+ 3y — 4z 0
—r—3y+2z = 0
x=—z
. <L:>L 4y — 4z :O<:>{ _ .
Lﬁ:Lé:Li 6y — 62 =0 Y
Donc
—Zz -1 —1
E (A) = z |,zeRy=q¢z| 1|, ze€R ) =Vect 1
z 1 1
—1
Notons W = | 1 |, alors (W) est une famille génératrice de E4(A), formée de un seul vecteur, et dim (E4(A)) =1,
1
donc (W) est une base de E4(A).
Puis, comme A est diagonalisable et qu’on a trouvé une base de chaque espace propre, on en déduit que| P = ( U ‘ \% ‘ w

est inversible et

2 00
D:=P'AP=(0 2 0
0 0 4
2) La relation précédente se réécrit
A=PDP
et donc pour tout n € N,
A" = pp"p!

(c’est du cours, mais il faut savoir le remontrer : cela se fait par une récurrence). Alors, pour tout n € N, comme D

est diagonale,

2" 0 0
A"=P[o0 20 o | P!
0 0 4
Puis, A est inversible car 0 ¢ Sp(A), et
1
2710 0 2
B=prP| 0 2! 0o |P'=P| 0
0 0 47!

0

29
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vérifie
oo Lo oo
2 2 0 0 2
AB=PDP'P| 0 - o |P'=P| 0 2 0 0 - 0 |Pl=PRP =1,
oo VTR
4 4
donc
B=A""1
Puis, pour tout entier n € N*, de la méme maniére qu’avant,
2710 0 \" 2-Hr 0 0 27" 0 0
Am=AhHr=P| 0 27 0 pt=p 0o  (@2hHr o plt=p( 0 2 o |PL
0 0 47! 0 0 (4= 0 0 47"

Donc la formule reste vraie pour n négatif.

Remarque. Plus simplement, en utilisant que, si P, Q et R sont inversibles, (PQR)™' = R~'Q~'P~!, on a, pour
tout n € N*,
A" = (An)—l —_ (PDnP—l)—l — (P—l)—l(Dn)—lp—l — P(Dn)_lp_l,

270 0 27" 0 0
et donc tout revient a vérifier que, pour D" = 0 2 0 |,ona (D" = 0 2™ 0 , ce qui est
0 0 47 0 0 4™

direct.

3) Soit M € M3(R), posons N = P~1MP, alors M = PNP~! et donc

MA=AM < PNP'PDP'=pPDP'PNP! & PNDP'=PDNP'! & ND=DN.

a b c
Or,siN=\|d e f],alors
g h j
2a 2b 4c 2a 2b 2c
ND=|2d 2 4f et DN =12d 2 2f]|,
29 2h 4j 4g 4h 4§
donc
ND=DN&c=f=g=h=0.
Donc
a b 0
AM = MA <& ilexiste (a,b,d,e,j) ERSavec M =P |d e 0] P!
0 0 g

(On peut ensuite faire le calcul matriciel...).

Remarque. On peut aller plus loin : Notons
M, = PE; P71, My = PE; P71, Mz = PEy P, My = PEyoP™' et enfin Ms = PE3 3P~

(ot (Eij)(ij)eq,3)2 est la base canonique de M3(R)), alors

P Pl =Px (aB11 +bE12+dEs) + eEap+ jEs3) x P71 = aMy + bMy + dMs + eMy + jM;

o e
S, O O

b
e
0

en développant le produit matriciel. Donc pour tout M € M3(R),
AM = MA & il existe (a,b,d,e,j) € R® avec M = aMy + bMs + dM3 + eMy + jMs.
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Par conséquent, le commutant de A est
Vect(Mjy, My, Ms, My, Ms).
Puis, pour tout (a,b,d, e, j) € R?, si aMy + bMs + dMs + eMy + jMs = 03, alors
03 = aMy + bMs + dMs + eMy + jMs = P x (aEy1 + bE1 2+ dEyy + eBas + jE33) x P71,

donc en multipliant par P a droite et P~! & gauche,

=ali1 +bE 12+ dEy +elao+ jE33 = Pl x 03 x P =03,

O R
S O O

b
e
0
donc

a=b=d=e=4j=0.

Donc la famille (My, My, Ms, My, Ms) est libre.
Donc la famille (M7, Ma, M3, My, M5) est une base du commutant de A, qui est donc un espace vectoriel de
dimension 5.

Exercice 19. 1) La matrice

convient. Remarquons (on en aura besoin a la fin de I'exercice) que, par récurrence sur n € N, on a X,, = A" X :
Initialisation : pour n =0, on a A% = I3, donc

A'Xy = I3Xo = Xo.
Hérédité : soit n € N, supposons X,, = A" Xy, alors
Xpp1 = AX, = Ax A"Xy = A" X,

d’ou 'hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, on a X,, = A" Xj.
2) % Pour tout A € C,

A -1 0

xaN) =[]0 X -1 = )\‘

= ‘—1:/\3—3)\2+3/\—1:(/\—1)3.
1 3 N_3 par rapport & C

Donc
xa=(X-17% et  Sp(4)={1},
1 est racine triple de A.

Remarque. On peut remarquer que la somme de chaque ligne de A fait 1, donc 'opération Cy < Cy + Cy + Cjs
pour le calcul de x4(A) permettra d’avoir une forme partiellement factorisée. Ici, ce n’est pas spécialement plus
rapide.

x
Soit X = [y | € M31(R), alors
z
—r+y=0
XeFE(AAe(A-L)X=0&—y+2=0 Sr=y=2z,
r—3y+2z=0
donc
x 1
E, = zl,zeRp=qax|1], zeR ) = Vect(U)
z 1
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avec U = | 1 ]|. Donc

dim(E;) =1 # 3

(multiplicité de 1 comme racine de x4), donc A n’est pas diagonalisable.
Autre fagon de le justifier :
A € M3(R), x4 n’a qu’une seule racine (complexe), 1. Donc la somme des dimensions des espaces propres fait

dim (E1(A)) =1 # 3 = taille de 4,

donc A n’est pas diagonalisable dans M3(R) ou dans M3(C).

Remarque. Je rappelle qu’on a fait un exercice en cours qui montre qu’une matrice A avec une seule valeur propre
complexe A est diagonalisable si et seulement si A = AI,...

Cependant,
X4 est scindé dans R[X], donc A est trigonalisable dans M3(R) ‘
1 10
% Montrons que A est semblablea T =13+ N=|0 1 1
0 01

On cherche donc (U, V,W) € (ngl(R))g tel que la matrice par blocs P = (U ‘ Vv ‘ W ) soit inversible et vérifie
P'AP =T.
Or, avec P sous cette forme,

P lAP=T < AP = PT et P est inversible

& (AU ‘ AV ‘ AW )= (U ‘ U+Vv ‘ V 4+ W ) (par calcul matriciel par blocs) et P est inversible

AU =U
= AV =U+V et P est inversible
AW =V + W

(A= 13)U = Ony y (m)
& ((A-L)WV=U et P est inversible
(A-L)W=V

(A— 13)3W = OM3,1(R)
& (U= (A-DL)*W et P est inversible
V=A-L3)W

On veut donc W € Ker((A — 13)3), et on posera
U=(A-DL?>*W, V=(A-I)W

On fera attention : comme on veut P = ( U ‘ % ‘ w ) inversible, il faut U # 031, donc W ¢ Ker(A — I3)2). il

restera a vérifier que P est bien inversible.

Puis,
1 -2 1
(A-I)?*=|[1 -2 1 et (A—13)° = 03,
1 -2 1
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1
on prend par exemple W = | 0 |, et on a donc :
0
-1 1
V=A-LW=10 et U=(A-L)*W=1
1 1
Alors la matrice
1 -1 1
P=11 0 0
1 1 0

vérifie AP = PT, et comme det(P) =1 # 0, P est bien inversible. Donc ce qui précéde permet d’affirmer

PlAP =T =

O O =

10
11
01

Autre facon de présenter la recherche de (U, V,W) :
Soit
fA : X e M371(R) — AX € M371(R)
I'endomorphisme de M3 1 (R) canoniquement associé a A, alors la matrice de f dans la base canonique de M3 1 (R)
est A, donc dire que 7' est semblable & A, c’est dire qu’il existe une base (U, V, W) de M3 ;(R) telle que

1 10
Mat(U7V7w) (fA) =T = 01 1
0 01

Or, par définition de ce qu’est la matrice de f4 dans une base, cela revient a trouver une base (U, V, W) de M3 1(R)
telle que

AU = faU) = LU+ 0.V +0.W =U (A= L)°W = (A~ I3)U = Oy, , ()
AV = fa(V)=1U+ 1LV +0W =U+V & U=(A—L)V =(A— L)W
AW = fAW) =0U + 1.V +1W =V + W V= (A— L)W

et on retrouve le méme systéme, et on conclut de méme (la matrice P = ( U ‘ Vv ‘ w ) est alors la matrice de
la famille (U, V, W) dans la base canonique, et donc P est inversible si et seulement si (U, V, W) est une base de
Ms1(R)).

% On calcule P~! (on en aura besoin dans la suite) :

0 1 0
Pl=(0 -1 1
1 -2 1
% Puis,
00 1
N2=1(0 0 0 et N3 =03
000

donc pour tout k£ € N avec k > 3,
NF = NF=3 x N3 = N3 x 03 = 03.

Comme I3 et N commutent, la formule du binéme de Newton s’applique, et donne pour tout n € N avec n > 3 :

n 9 n ( 1) 1 n n(nz—l)
_ _ N\ Atk n—k _ N\ ke n ko nn — 2
" = (I3+ N)" = E <k>N I3 = E (k)N + E (k) N —I3+nN—|-TN =10 1 n
k=0 k=0 k=3 =05 0 0 1
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(et cette derniére formule reste vraie pour n =1 et n = 2).
% Puis, on a P"'AP =T, donc A = PTP~! (en multipliant par P a gauche, par P~! & droite). Alors, on sait,
pour tout n € N,

A" =pPT"PL

Grace a la récurrence faite a la question 1 (qui n’était pas demandé, mais qui sert ici), on a, pour tout n € N,

1 -1 1\ /1 n 22D\ /0 1 0\ [u
X, =A"X,=PT"P 'Xo=|1 0 00 1 n 0 —1 1 uy
1 1 0/ \o o 1 1 -2 1) \u,

On effectue le produit matriciel, et on a, pour tout n € N :

(2 — 3n +n?)ug + (4n — 2n2)ug +n(n — 1)ug

X, = n(n — Dug + (2 — 2n?)ug + n(n + 1)ug )

2 n(n + Dug + (—4n — 2n*)uy + (n + 1)(n + 2)us
donc
1 -1 -2 -1
Up = 5((2 —3n +n?)ug + (4n — 2nH)uy + n(n — Dug) = W)Q(n)u() —n(n—2)u + n(n2)u2 i

Remarque. On peut éviter le produit matriciel : en effet, on a, pour tout n € N,

_1)

(I3 + N)" = Iy + nN + "('”QNQ,
donc
A" = P(I3+N)"p~!
-1
- P (Ig +nN + ”(”2)N2) p-1

1
— I;+nPNP!4 n(n2)PN2P—1

(n—1)

= Iy+nPNP 14+ " (PNP1)’

Or, A= P(I3 + N)P~' = I3+ PNP~!' donc PNP~™' = A — I3, et donc

n(n—1)

Anzlg—Fn(A—Ig)—l- (A—13)2.

De plus, pour obtenir u,, on a guste besoin de la premiére coordonnée de X,,, donc on a juste besoin de la premiére
ligne de A™ (donc de (A — I3)7)...

Exercice 20. On cherche donc (U,V,W) € (ngl(}R))S tel que la matrice par blocs P = (U ‘ Vv ‘ W) soit
inversible et vérifie

P 'AP =B.
Or, avec P sous cette forme,

PlAP=B < AP = PB et P est inversible

& ( AU ‘ AV ‘ AW ) = ( 0 ‘ 0 ‘ U ) (par calcul matriciel par blocs) et P est inversible

AU — Ongl(R)
< AV =0y, ,(®) et P est inversible
AW =U

AW = OMs 1 (R)
= AV =0my, (m) et P est inversible
LU =AW
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Or, un calcul direct donne A? = 03, alors la condition A?W = O, (r) st automatiquement vérifiée. Le probléme
est de choisir alors V' de sorte que U = AW soit libre avec V. Il faudra bien str prendre W ¢ Ker(A) (sinon
U = Oy, (r)-+-), €t en fait on va voir que ca suffit.

1 3
On pose alors W = |0 ],donc U = AW = | -2
0 5
x
Puis, si V = | y |, alors
z
3r—3y—32=0
AV =0my,r) € { 22+2y+22=0 Sz=y+z2,
o — oy — bz =0
0
donc V = | —1 | convient (et ce V est bien libre avec U). Il est bien important de comprendre que l’on a besoin
1

que d’une seule solution V', donc on choisit une solution « au hasard », mais il faut que le V' que l’on prenne soit
libre avec U, car ce seront des colonnes d’une matrice P inversible. Donc, si le « hasard » a mal fait les choses, et
que le V' pris est colinéaire a U, on recommence : on prend un autre V « au hasard »:..

Il reste & vérifier que la matrice

3 0 1
P=(U|V|W)=|-2 -1 0

5 1 0

ainsi formé soit inversible. Or,
-2 -1
det(P)—' 5 ‘—37&0,
donc c’est bon.
Donc, pour ce P, on a
P~ 'AP = B,

ce qui donne bien que A est semblable & B, dans M3(R) puisque P € GL3(R).
Exercice 21. Soit A € Sp(u) et z € Ey(u), donc
u(x) = Az.

Alors, comme ©wov =vou,
u(v(z)) = v(u(z)) =v(Az) = Mo(z),
donc

v(z) € Ex(u).

Donc FE)(u) est stable par v.

Supposons que u a r valeurs propres Ai, ..., A, deux a deux différentes (donc 1 < r < dim(F)). Soit Fy,
..., I les r sous-espaces propres associés. Notons By, ..., B, une base de chacun des sous-espaces propres. Alors
B = (By,...,B,) est une base de FE car u est diagonalisable.

Pour i € [1,r], soit x € B; C E;. Alors u(z) = \x et

car F; est stable par v, d’ou
Or,

D’ou
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pour chaque vecteur de la base B.
Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales, donc

UOV =1VOU,
autrement dit, u et v commutent.

Exercice 22. Y Si u est nilpotent alors il existe r € N* tel que v = 0. Soit A une valeur propre de u, x un
vecteur propre (donc non nul) associé a A. Alors

u(x) = Az.
Montrons par récurrence sur n € N que
u"(z) = \'z.
Initialisation : pour n =0, on a A’ = 1 et u° = Idg, donc
w(z) =1dg(z) =z = 1o = Nz
Mais, pour n = 0, tout ceci marche par convention. Si vous n’étes pas convaincu, on peut remarquer que, pour n = 1,

ul(x) = M2 est la méme égalité que u(z) = Az, et cette égalité est vraie par hypothése.
Hérédité : soit n € N, supposons u"(z) = A"x. Alors

u"t(z) = u(u™(z)) = u(A\"z) = N'u(z) = A" Az = Ny,

d’ou I’hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, on a u"(z) = \"x.
En particulier, pour n = r, comme u” = 0, alors X'z = 0. Et comme = # 0 (car c’est un vecteur propre),
alors A" = 0, soit A = 0. Ainsi
Sp(u) C {0}
Reste a voir I'inclusion réciproque.
Premiére méthode : u admet au moins une valeur propre car u est un endomorphisme d’un C-espace vectoriel
de dimension finie, donc on a exactement

Sp(u) = {0}.

Deuxiéme méthode : on a u" = 0 (I’endomorphisme nul), donc
0 = det(u") = det(u)",

et donc det(u) = 0, ce qui donne 0 valeur propre de u, soit {0} C Sp(u).
Par double inclusion, on a bien

Sp(u) = {0}.
% Supposons Sp(u) = {0}.
Méthode 1 : comme E est un C-espace vectoriel et que x,, est scindé dans C[X] (théoréme de D’Alembert-Gauss),
alors on a wu trigonalisable. Il existe donc une base B de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire, et les
coefficients diagonaux sont des valeurs propres de u, donc nuls par hypothése. Ainsi, A = Matpg(u) s’écrit sous la
forme :

0 *x ... =x
A :=Matpg(u) =

: .k

0O ... ... 0

Or, pour une telle matrice A de taille n (donc avec n = dim(E)), A™ = 0,, (voir l'exercice 26 du TD Algebre
Linéaire ou l'exercice 23 du TD Complément d’algébre linéaire pour le calcul de la puissance n-éme de cette
matrice). Donc u est nilpotent.

Méthode 2 (pour 5/2) : 0 est la seule racine de x,, et deg(x.) = n, et X, est unitaire, donc

Xu = X"
Le théoréme de Cayley-Hamilton donne alors

donc u est nilpotent.
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Exercice 23. Soit X € M,, 1(K) un vecteur propre de A associé a X. Alors X # 0,1 et

AX = \X.
Donc
A2X = ANX = MAX = \°X
et
AX = AA%X = AN2X = V2AX = \3X.
Donc

Ont = 0,X
= (A3 —242 - 5A+6L,)X = A3X — 242X — 5AX 46X

= AX —2X2X —5AX +6X = (A3 —2X2 =50 +6)X

Comme X # 0,1, on a alors
0=X—2X2 =50 +6=(\A—1)(A+2)(\ - 3).

Donc

Sp(4) € {1,-2,3}|

On ne peut rien dire de plus sans connaitre A!

Exercice 24. M est une matrice triangulaire par blocs, donc s se calcule facilement, et on a
xm(X) = X",

donc 0 est la seule valeur propre de M.
Si M est diagonalisable dans My, (K), alors il existe P € GLg,(K) avec P~'M P diagonale, et les coefficients
diagonaux sont des valeurs propres de M, donc sont nuls.
Donc
P 'MP = 09, et donc M = P03, P~ = 0y,

ce qui donne A = 0,,, contradiction.
Donc M n’est pas diagonalisable.

Exercice 25. Si A € Ma,4+1(R) alors xa € R[X] est de degré n + 1 et unitaire, donc s’écrit

_ 2n+1
XA = X 4+ ... .
deg<2n
Donc
Jim xa(z)=+4oo et lim xa(w) = —oo,

et comme x4 est un polynéme, il est continue sur R. Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, x4
admet (au moins) une racine réelle, donc A admet (au moins) une valeur propre réelle.

Exercice 26. Soit r € N* tel que N" = 0,, (r existe car IV est nilpotente).
I, et N commutent, donc par la formule du binéme de Newton : pour tout p € N avec p > r,

P r—1 n r—1
_ _ P\ p—katk _ D\ yp—kark _ D\ yp—knrk
AP = (AL + NP =) <k>v Nt =" <k>v N4> 0, =) <k>)\p N*.
k=0 k=0 k=r k=0
Or, a k € [0,r — 1] fixeé,
p )\p—k:p(p_l)(p_k—l_l))\p—kz ~ Zik/\p—k —5 0
k k! p—+oo k! p—r+00

par croissance comparée (car |[A| < 1).

Donc, par combinaison linéaire (ce qui est important, et ¢’est 1a que joue le role de 7, ¢’est que la somme a toujours
le méme nombre de termes, et plus précisément que c’est toujours une combinaison linéaire des mémes vecteurs,
seuls les coefficients dépendent de p), on en déduit bien

AP — 0.
p—+o00

37



Fauriel - PC - Mathématiques TD5 - REDUCTION

Exercice 27. Premiére méthode : on suppose n > 2, sinon la matrice considérée n’a pas de sens.
I

Soit X =] : | et A € C. Alors

Ln

To+ -+ T, = A1

l'l:)\xQ
AX =X &
T1 = ATp,
e Premier cas : si A # 0, alors
AX = \X = To =" "= Tn.
Si on note o = x2, alors
(n—1)a = Axy (n—l)T:)\xl n—1—-X)z; =0
x
AX:AX@ )\Oé:"El = )\OZ:.CCl = 04271
Xrog = ""==Tp =« To =+ " ==Tp =« To ==, =«

e Si A2 #£n — 1, alors 1 = 0, puis a = 0, puis X = 0,, 1, donc X ¢Sp(A).
e Si A2 =n — 1 (et dans ce cas, on a bien A # 0 si on suppose n > 2), alors

1

AX:)\X@Z'QZZ:UW,: X1,

donc v/n — 1 et —y/n — 1 sont valeurs propres de A (car il y a des solutions non nulles au systéme précédent), et

na
vn—1 —vn—1
1 1
E =7(A) = Vect : , E_ ;—(A) = Vect
1 1

e Deuxiéme cas : si A = 0, alors

T {m...m:o

r1 = 0
Donc 0 €Sp(A), et

0 0 0
1 1 1
—1 0 0

Ey(A) = Vect O, 1-1],....190
0 0
: : 0
0 0 -1

On a donc trouvé toutes les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
Remarquons qu’alors

dim (Ep(A)) =n -2, dim (E ;=) = dim (E_ ;=) = 1,

donc la somme des dimensions des espaces propres de A fait n qui est la taille de A, donc A est diagonalisable.
Deuxiéme méthode : on peut remarquer (on ne s’en servira pas dans la suite) que A est symétrique réelle, donc
diagonalisable dans M, (R).

Puis, rg(A) = 2, donc par le théoréme du rang, dim (Ker(A)) =n—2, donc

dim(Ep) =n — 2.
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Donc, A est semblable & une matrice triangulaire supérieure T' (dans M, (C), puisque toute matrice dans M,,(C)
est trigonalisable) qui a (au moins) n — 2 zéros sur la diagonale (en fait, on peut méme supposer T' diagonale,
puisque A est diagonalisable, mais on ne s’en servira pas) : il existe P € GL,(C) avec

* * ek
plap=7=|"

: . .ok

0 ... 0 «x

(et il y an — 2 % qui valent 0 sur la diagonale). En notant alors x et y les deux autres valeurs sur cette diagonale,
on a

tr(A)=tr(T)=(n—2)x0+x+y=z+y
(A et T étant semblables, on a bien tr(A) = tr(7")). Comme tr(A) = 0, cela donne

Y= —.

De plus, puisque T est triangulaire, la diagonale de T sera formée de n — 2 zéros (obtenus en élevant 0 au carré),
de 22 et de y?, donc on aura

tr(T?) = (n — 2) x 0+ 22 + y* = 222

(puisque y = —z).
Or, T = P~ AP, donc
T? =P 'APP ' AP =P 1A%P,
=I
et donc T? et A? sont semblables, ce qui donne
tr(T?) = tr(A?).

Or,

donc
222 = tr(T?) = tr(A?) = n — 1.

Donc les coefficients de la diagonale de T sont : 0 (qui apparait n — 2 fois), vn — 1 et —v/n — 1. On en déduit

et comme A est semblable a T,

Sp(A) ={0,vn—1,—vVn—1}|

Il ne reste plus alors qu’a résoudre AX = O, 1 (R), PUiS AX = +/n—1X, puis AX = —/n — 1X pour avoir les
T

espaces propres : si X = | 1 | € M,,1(R),

)

In

AX = 0Mn,1(R) &

r1 = 0
d’ou
0 0 0
1 1 1
-1 0 0
Ey(A) = Vect O, 1-1f,....,]0
0 0 :
: 0
0 0 -1
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Puis,
zo+ - +x, =vn— 1z
r1 = vn — 1y 1
AX =vn—-1X & & To = =y = x1,
v ; ’ "1
1 =+v/n— 1z,
donc
vn—1
1
Em(A):VeCt .
1
et enfin

xog+ - +xy=—vVn—1lr

1 =—vn— 1z 1
AX:_\/n—lX = . <> To =" =Tp = —

T, =—vn—lx,

X1,

i

n —

donc
=1
1
Em(A) = Vect .
1

Exercice 28. 1) Notons
T:MeM,R)— M.

T est un endomorphisme de M,,(R) (c’est du cours), et
[ =1ld\,®) + 7,

donc f est un endomorphisme de M, (R) par addition d’endomorphismes (vous pouvez sinon le montrer comme
d’habitude...).
2) Si M est une matrice symétrique,

f(M) =2M,

donc l'ensemble S, (R) des matrices symétriques est inclus dans Es(f).
Si M est une matrice antisymétrique,
f(M) = Oy, ry = 0+ M,

donc I'ensemble A, (R) des matrices antisymétriques est inclus dans Ep(f).
Comme

n? = dim (S,(R)) + dim (A,(R)) < dim (Ex(f)) + dim (Eo(f)) < Z dim (E\(f)) < dim (M,(R)) = n?,
AESp(f)

on en déduit que f est diagonalisable, que

Sp(f) = {07 2}a EZ(f) = Sn(R) et EO(f) = An(R)

Autre fagon :
Si I'on n’a pas l'idée de regarder les matrices symétriques ou antisymétriques, on prend A € R, et on étudie
I’équation

f(M) =AM,
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pour voir a quelles conditions on aura des solutions M # Oy, (g) (pour avoir A valeur propre). Or,
f(M)y=XM & M+M'=XM & M ' =\-1)M.
Remarquons que A = 1 est impossible, car sinon on a
f(M)=M 2N MT =0y, ) o M = Oy, (r),

et ce n’est pas ce que 'on veut.
Supposons donc A # 1, que A soit valeur propre et que M soit un vecteur propre associé, alorsona M = (A—1)M,
soit

1
et en passant a la transposition (et car ("M ") = M), ona M = ﬁM’ ce qui donne en reportant dans ’égalité
précédente,

1
——M=(\A—1)M.
M =01

Comme M est un vecteur propre de f, M # Oy, (r), donc

1

ﬁ:()\—l%

autrement dit (A — 1)% = 1, soit A2 — 2\ = 0, soit A = 0 ou A = 2. Donc on a montré

Sp(f) € {0,2}.
Puis,
f(M)y=0M & M'=-M & M € A, (R),

donc Ey(f) = An(R) (et comme c’est un espace non réduit a {Oyr, (g} si n > 2, on a bien 0 € Sp(f) pour n > 2).
Et
f(M)y=2M & M'=M & MeS,(R),

donc Es(f) = Sp(R) (et comme c’est un espace non réduit & {Oyr, )}, on a bien 2 € Sp(f)).
Enfin,
dim (M, (R)) = n* = dim (S,(R)) + dim (A4, (R)) = dim (E3(f)) + dim (Eo(f)),

donc f est bien diagonalisable.
Exercice 29. 1) On a
xa=X3—4X? 16X —4=(X-2)(X —1—0)(X —1+1).

Les valeurs propres sont donc
2] & [1=3]

Remarque. Pas d’astuce particuliére, ici, pour le calcul de x4(A). Il faut remarquer que 2 est une « racine
évidente », pour pouvoir factoriser par X — 2, puis continuer la factorisation du quotient qui est de degré 2...

2) Si A était diagonalisable dans M3(R), A aurait toutes ses valeurs propres réelles (autrement dit, y 4 serait scindé
dans R[X]), ce qui n’est pas le cas, donc A n’est pas diagonalisable dans M3(R).
Puis,

‘A est de taille 3, a trois valeurs propres deux a deux différentes dans C, donc A est diagonalisable dans M3(C) ‘

De plus, toutes les valeurs propres sont simples, donc les espaces propres sont tous de dimension 1.
3) Le théoréme de Cayley-Hamilton donne

03 = xA(A) = A% — 4A% + 6A — 43,
donc, pour tout n € N, en multipliant par A",

A3 4 A2 4 AT — 4A™ = 03,
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puis en prenant la trace, et par linéarité de la trace, on obtient, pour tout n € N,

‘tn+3 — 4ty + 641 —4t, =0 ‘

4) On a
1+i=1-il=+v2,  donc

‘1j:i

1+4\" :
et donc — 0, autrement dit,
2 n—-+oo
(1x4)"= o (2").

Donc
tn, ~ 2™

n—-+0o0o

Par conséquent, la série entiére E t,z" a méme rayon de convergence que la série entiére

neN
Z 2" = Z(Qx)",

neN n>0

or a x fixé, cette série est une série géométrique de raison 2z, donc qui converge si et seulement si |2z| < 1. Donc

la série entiére E 2"x™ a pour rayon de convergence
neN

1

5
Remarque. On peut aussi utiliser le critére de D’Alembert...

11
Notons alors, pour tout x € 29|

+oo
S(z) = Z tna".
n=0

DN | =

9

N | —

- . 1
Pour tout x € , on a alors (toutes les séries convergeant bien car |z| < 5) :

“+o0o
0 = ZO . xn+3
n=0

+o0
= Z (tn+3 — Aty +6tn41 — 4tn)1‘n+3

n=0

—+00 “+o00 “+00 —+00
= Z tpasx™ T — dx Z tnaox™ 2 + 622 Z tpprz™ T — 423 Z thx"
n=0 n=0

= (S(z) —to — tiz — tox?) — 4z (S(z) — to — t12) + 62%(S(z) — to) — 4235 (x)

Donc
(1 — 4z + 62% — 42°)S(2) = to + (1 — 4to)x + (t2 — 4ty + 6tg)x?,
et comme
—4 2 4
to=tr(I3) =3, ti=tr(A)=4 et ty=tr(AH) =tr | [ -4 0 2| | =4,
-8 2 8
on a

3-8z +6a?
1 —dx 4622 — 423 |
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Exercice 30. 1) Ecrivons :

0 01 1
RS RN D (O
0O ... 01 1
1 11 1 1 1

A est symétrique réelle, donc diagonalisable.
2) En notant, pour ¢ € [1,n], C; la i-éme colonne de A, on a Cy = Cy = - -+ = C},—1 (toutes les colonnes de A sauf
la derniére sont identiques), donc

Im(A) = Vect(C4,...,C,) = Vect(Cy, Cy).
Puis, comme n > 2, on a (C1, Cy,) libre. En effet, en notant (E;);c[1,n 1a base canonique de M;, 1(R), on a C1 = E,,

n
et Cp = Z E},. Donc, pour (a,b) € R2, si aC; + bC,, = Op,1 alors (et la, on utilise n > 2)
k=1

bEy + -+ bEn_1 + (a+b)Eyp = 0p,1,

et comme la famille (E;);c[ ) est libre,

atb=0 , soit a=b=0.
b=0
Donc
‘ (C1,Cy) est une base de Im(A) ‘, et rg(A) = 2|

3) On a rg(A) = 2, donc le théoréme du rang appliqué & A donne (puisque A a n colonnes) :
dim (Ker(A)) =n—rg(d)=n—-22>1

(si 'on suppose n > 3). Dans ce cas, Ker(A) # {0,,1}, et donc

0€Sp(4)], et |dim(Ep)=n-2|

Puis, si on note n(0) la multiplicité de 0 comme valeur propre de A, alors

|7(0) > dim(Ep) = n — 2|

De plus, comme on sait A diagonalisable, on a méme

|7(0) = dim(Ep) = n — 2|

z
4a) e Soit A € R*. Soit X = | 1 | € M, 1(R), alors (en utilisant sans le rappeler que A # 0, a& plusieurs endroits) :
Tn
ra:n = A1
Ty = A9

X eKer(A\, —A) « AX =)\X <

In = )\xn—l

(1t Ty T = Ay

L,

o «le“':xn—1:7
T4+ 1+ (1 =Nz, =0

L,

r1 = =Tpn—-1= —(—

& ! A
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Donc
Tn
A

X eKer(A, —A) c AX =)\ X &
(n=1)+ X=Xz, =0

e [l faut distinguer deux cas :
Premier cas : si (n — 1) + A — A2 # 0, alors

Tn
X € Ker(A, — A) & AX = AX < {xl:‘o":x"‘l TN sa==2, =068 X =04,
Ty =
donc on a montré Ker(Al,, — A) = {051}, donc
A ¢ Sp(A).
Deuxiéme cas :si (n — 1) + A — A2 = 0, alors
X €Ker(\, —A) & AX =AX © 21 = = 21 :%",
donc on a
T 1
Ker(A, — A) = :U , 1 € R = Vect(X)) en notant Xy = .
)\3311 A

Comme X # 0,1, on a alors Ker(Al,, — A) # {051}, donc

A € Sp(A) et ’E,\ = Vect (X)) ‘

Enfin, le polynéme (n — 1) + X — X? a pour discriminant A = 1+4(n —1) =4n—3 > 5> 0 (car n > 2), donc
les racines de ce polynémes sont
—14++v4n—-3 1—+4n—-3 -1—-v4n—-3 1++V4n -3

2 2 ot -2 - 2

e Donc, pour n > 3,

Sp(4) =

{0 1++4n -3 1—\/4n—3}
’ 2 ’ 2 ’

Pour n = 2,

sn(4) = {

4b) e Soit A € R* et X € Ker(\[,, — A), alors AX = AX, et comme A # 0,

1+vVdn—3 1—vdn =3  [J1+v5 1-V56
2 ’ 2 }_ 2 72

1 1
X = JAX = Ax ()\X) € Im(A).

Donc Ker(AI, — A) C Im(A). En particulier, pour A # 0,
Ker(Al, — A) = Ker(Al,, — A) N Im(A).
e Soit X € M, 1(R), la famille (Cy,C},) est une base de Im(A), alors
X € Ker(Ml, — A)NIm(A) < il existe (a,b) € R? avec X = aCy + bC,, et AX = AX
& il existe (a,b) € R? avec X = aCy + bC,, et A(aCy + bCy,) = A(aCy + bCy)

& il existe (a,b) € R? avec X = aC; + bC,, et aAC; + bAC,, = AaCy + \bC,,
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Puis,
n n n—1
AC, = AE, =C, et AC, =AY Ex=)Y AE =Y E,+Cp=(n-1)C+ Ch.
k=1 k=1 k=1
Donc

X € Ker(M,, — A)NIm(A) < il existe (a,b) € R? avec X = aC} + bC, et aCp + b((n —1)Cy + Cy) = AaC + AbC,

& il existe (a,b) € R? avec X = aCy +bCy, et (a+b—Ab)Cy, + ((n — 1)b— Xa)Cy =0,

Comme la famille (C1,C),) est libre (car n > 2), on a alors

b—Ab=0
X € Ker(Al, — A) NnIm(A) & il existe (a,b) € R? avec X = aC; + bC), et @t
(n—1)b—Xa=0
b—Ab=0
= il existe (a,b) € R? avec X = aC; + bC), et @t
Lo<Lo+AL (n=1)+A=A)b=0

Premier cas : si (n — 1) + A — A? # 0, alors

at+b—Xb=0

X € Ker(M,, — A)NIm(A4) < il existe (a,b) € R? avec X = aCy + bC,, et {

& il existe (a,b) € R? avec X = aCy +bCy, et a =b=0
&S X = 0n71
Donc Ker(A,, — A) NIm(A) = {051}, et comme X # 0, le début de la question permet d’affirmer que

A ¢ Sp(A).

1+v4n -3 1 —+4n -3
2 9y

Deuxiéme cas : si (n — 1) + A — A2 # 0, autrement dit si A € { 5

} (cf. étude faite en

4a), alors

at+b—Xb=0

X € Ker(M,, — A)NIm(A4) < il existe (a,b) € R? avec X = aCy + bC,, et {

& il existe (a,b) € R? avec X = aCy +bC,, et a = (A —1)b

< il existe b € R avec X = (A — 1)bCy + bC),

donc

Ker(Al, — A) NIm(A) = {(A = 1b)C} + bC,,, b€ R} = Vect((A — 1)C1 + Cy).
En particulier, comme (Cy, C,,) libre (car n > 2), on a (A — 1)C1 + Cy, # 0,1, donc Ker(A,, — A) # {051}, donc

A € Sp(4),

et le début de la question donne

E)\(A) = Ker(Al, — A) = Ker(Al,, — A) NIm(A) =| Vect((A = 1)Cy + Cy,) |

1+vV4n -3 1—+4n -3
2 ?

e On retrouve donc Sp(4) \ {0} = { 5

}, comme & la question 4a.

1+£+v4n -3

Remarque. On a bien — # 0 pour tout n € N avec n > 2.
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4c) Supposons n > 3 (pour que 0 soit valeur propre).
On sait que A est diagonalisable et que 0 est valeur propre de multiplicité n — 2, donc il existe P € GL,(R) avec

P1AP = diag(0,...,0,a, ),
(en notant « et [ les deux valeurs propres manquantes de A, éventuellement égales), ce qui donne
P lA%p = (PilAP)2 = diag(0,...,0,a, 3)* = diag(0, .. .,0, a2, 5?).
Puis, deux matrices semblables ont méme trace, donc
o+ B = tr(diag(0,...,0,a,8)) = tr(P~'AP) = tr(A) =1,

et

o + 6% = tr(diag(0, . ..,0, o?, ,6’2)) =tr(P71A%P) = tr(4A?) = Z(AQ)k,k.
k=1

Puis, la formule du produit matriciel donne, pour tout k € [1,n],

n
Ak =D ArjAjk.
=1
0 sij<n—1

| sij=n , donc

Premier cas : si k € [1,n — 1], alors pour tout j € [1,n], Ay ; = {

n—1

(A g = E A Ajp +Arn Apg = Ay = 1
— S~
=1 =1

Deuxiéme cas : si k = n, alors pour tout j € [1,n], Ay ; =An;=1et A;, = A;, =1, et donc

n n
(A2)n,n = ZATLJ Ajn = Z L=n.
Jj=1 =1 =1 Jj=1
Donc
n—1 n—1
o®+ 8% =tr(A%) =) (App+ (@)pn = 1+n=(n—-1)+n=2n—1
k=1 k=1
Donc on a

a+pB=1 6=1—« 6=1—«a 6=1—-«a
54 <~ ~
a?+p2=2n-1 2+ (1-a)?=2n-1 202 —2a+1=2n—1 0=n—-1+a-a?

1+vV4n -3 1—+4n -3
2 ’ 2

Donc (par I'étude faite en 4a), on a o € { } et 8 =1 — «a. Remarquons que

1

1+ VIn-3 1-in-3 o . 1—vAn—3  1++4n -3
2 - 2 B 2 - 2 ’

1++v4n —3 ot § = 1—+4n -3

matrice diagonale, dont les coefficients diagonaux sont 0, « et 3, ce qui donne bien

{0 1++4n -3 1—\/471—3}
’ 2 ’ 2 '

donc on peut supposer a = , et on a donc montré que A est semblable & une

Sp(A) =

4d) Soit n € N avec n > 4.
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Pour tout A € R,

A0 0 -1
0
P,(\) = det(A,, — A) = 0
0 A -1
-1 -1 A—l[n]
Développons suivant la premiére ligne :
A0 ..00 -1 O X 0 ... O
0 . . : : : . . . :
PaN) =X + (=)D 0

0 ... ... A 1 0O ... ... 0 X
-1 ... ... -1 )\—1[”_1} -1 ... ... ... —1[n_”

Pour le premier déterminant, on reconnait P,_1(A). Pour le deuxi¢me, développons suivant la premiére colonne :

A0 ... 0
PaN) = APui(N) + (—1)m (=) (=1t (1) |

: 0

0 0 Ay

= ABu1(A) 4 (~1)mH (1) (1) (1) An2

= AP,_1(\) — A2

Par conséquent, on a
P,=XP, ;- X"2%

A partir de la, deux idées possibles :
Premiére idée : on se rappelle que 0 est racine de multiplicité n — 2 de P,, et comme deg(P,) = n, il existe
(@n, bn,cn) € R avec

Py = X""2(a,X? 4+ b, X +cp)

et en changeant d’indice,
Poo1 = X" an_1 X% + bp1 X + cn).

En reportant, on a alors
X" 2(a, X2 40 X +cp) = X X X" 3 (a1 X2+ by 1 X +¢pq) — X2,

soit
anX2 +b,X +c, = an_1X2 + b, 1 X +cp_1— 1.

Par conséquent, pour tout n € N avec n > 4,
Ap = Ap_1 et b, = b1 et Cp =Cp_1— 1,
donc pour tout n € N avec n > 3,
an = as et b, = b3 et cp =c3—n+ 3.

Enfin, pour tout A € R, en développant suivant la premiére colonne,

A0 Al A -1 0 -1
PsA) =0 X —1|=2A —0+(-1) =N N2 =) A=A -2)
-1 A-1 A -1
-1 -1 Xx-—-1
ce qui donne az = 1, b3 = —1 et c3 = —2. Donc, pour tout n € N avec n > 3,

Po=X"?*(X*-X-n+1)|

On retrouve bien les mémes racines que celles vues en 4a.
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Remarque. On vérifie directement que la formule donnant P, reste valable pour n = 2.
Deuxiéme idée : pour tout A € R*, en divisant par A", pour tout n € N avec n > 4, on a

PN Paa(h) 1
A -l A2°

Pa(A)

Donc la suite <n> est arithmétique de raison — ce qui donne pour tout n € N avec n > 3,
n>3

A7 22’
Pu(d)  Ps(\) n-3
A )3 22

puis

Po(N) = A"3P3()\) — (n— 3)A" 2

L’égalité étant valable sur R*, et R* étant infini, on peut affirmer, pour tout n € N avec n > 3,
P,=X""Py — (n—3)X""2

Or, P3 = X(X? — X — 2), donc pour tout n € N avec n > 3,

P=X"X?-X-2)—(n-3)X"?=X"?(X*-X-n+1)|

On retrouve bien les mémes racines que celles vues en 4a.

Remarque. On vérifie directement que la formule donnant P, reste valable pour n = 2.

Exercice 31. 1) 1 est valeur propre de A, donc det(f, — A) = 0. Or, une matrice et sa transposée ont méme
déterminant, donc

0 =det(I, — A) = det (("I, — A)) = det(I, — A") =det(, — A").

Donc 1 est valeur propre de AT.
2) e La matrice A est diagonalisable dans M,(K), donc il existe P € GL,(K) avec

P 'AP=D

matrice diagonale. De plus, les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de A, et (puisque 1 est valeur
propre, il apparait sur la diagonale de D), quitte & permuter deux colonnes de P (ce qui ne change pas le fait d’étre
inversible, puisque le déterminant est juste changé en son opposé), on peut supposer

1 (0)
A2
(0) Ap
Comme A est diagonalisable, la multiplicité de 1 comme valeur propre de A vaut
n(1) = dim (E1(A4)) =1,

et comme D est semblable & A, on en déduit que 1 est valeur propre simple de D, donc qu’il apparait une seule
fois sur la diagonale de D, puisque D est diagonale. Donc, pour j € [2,p], A; # 1, et donc

Al <1
(par ’hypothése de 1’énoncé).
e Par conséquent, pour tout n € N,
1 (0) 1 (0)
Ag)™ 0
D" = (o) _ —
.. n—o0
(0) (Ap)" (0) 0
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car pour tout j € [2,p],
NI<L done ()" — 0

n—o0

(ainsi, toutes les suites coordonnées (dans la base canonique) de la suite de matrices (D"),ecn convergent, ce qui
assure la convergence de la suite de matrices (D"),en).

e Puis, le produit matriciel M, (K) x M, (K) — M,(K) est bilinéaire, défini sur M, (K)? qui est de dimension finie,
donc est continu. Donc

1 (0)
0
A" = ppnpt — Q=P . Pt
(0) 0
e Enfin,
1 (0) 1 (0)
0 0
Q> = P pPp p1
(0) 0 (0) 0
1 (0))
0
= P p1
(0) 0
1 (0)
0
= P p-1
(0) 0
= Q
Remarque. On peut aussi dire :
AT e

car la suite de matrices (A%"),cn est une suite extraite de la suite de matrices (A™),en. Mais pour tout n € N,
A% = A" x A
donc par continuité du produit matriciel,

AT — QxQ=Q"

n—oo
L’unicité de la limite conclut :
Q°=Q.
3) e Multiplier par une matrice inversible (& gauche ou & droite) ne change pas le rang, donc
1 (0) 1 (0) 1 (0)
0 0 0
g(Q) =rg | P . Pt =P . = rg . =[1]
(0) 0 (0) 0 (0) 0
e Par définition, on a
AX = X.
Montrons alors par récurrence sur n € N que
A"X = X.
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Initialisation : ’hypothése AX = X donne le cas n = 1 (car A’ = A). Remarquons que le cas n = 0 est vrai
aussi, par convention, car A = I, et donc
AX =X = X.

Hérédité : soit n € N, supposons A" X = X. Alors
AMIX = Ax A"X = Ax X = AX = X,

d’ou I’hérédité.
Conclusion : on a bien, pour tout n € N,
A"X = X.
e Puis, le produit matriciel M,(K) x M, 1(K) — M, 1(K) est bilinéaire, défini sur M,(K) x M, ;(K) qui est de
dimension finie, donc est continu. Donc

X =A"X — QX.

n—o0

Donc

X =X, et donc X € Im(Q).
e Enfin, X # 0,1 (car c’est un vecteur propre), X € Im(Q) et

dim (Im(Q)) = rg(Q) =1,

donc (X) est une base de Im(Q).
4) e Par définition, on a
Ay =,

donc en transposant :
YT =(TATyY)=y"(TAaT)=vTA

Montrons alors par récurrence sur n € N que
yiaAr=vyT"

Initialisation : I'hypothése YA = YT donne le cas n = 1 (car A' = A). Remarquons que le cas n = 0 est vrai
aussi, par convention, car A = I, et donc

YA =y, =v".
Hérédité : soit n € N, supposons YT A" =Y 7. Alors
YA =Y A" x A=Y xA=YTA=Y",
d’ou I’hérédité.
Conclusion : on a bien, pour tout n € N,
yian=y".

e Puis, le produit matriciel My ,(K) x M,(K) — M; ,(K) est bilinéaire, défini sur My ,(K) x M,(K) qui est de
dimension finie, donc est continu. Donc
yi=vy"4a" — vYTQ.

n—0o0
Donc
YyQ=v".
e Notons (1, ..., C} les colonnes de Q. Pour tout j € [1,p], on a

C; € Im(Q) = Vect(X),

donc il existe o; € K avec

Donc
Q:(OQX‘... ‘osz):Xx(ozl an),
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puis par produit matriciel par blocs,
Vi=Y"Q=Y"(aX|...|opX )=(eaY "X |... [qY X ).
Enfin, YT X est une matrice de M;(R), donc son unique coefficient est tr(Y " X), donc
Vi=(aV'X | |V X )= (atr(YTX) ... optr(YX))
(la derniére égalité n’utilise pas de matrices par blocs), et donc

1

_ T
(Xp) - tr(YTX) XY .

1
(a1 YT, puis Q=
tr

(YTX)
Remarque.

1. On peut présenter aussi ainsi : comme YT X € M;(K),
Yi=(aV'X | | VX )=(a1 ... a)xY ' X=tr(YTX). (a1 ... o)

1

— — _XY".
tr(YTX)

(car YT X est la matrice dont 'unique coefficient est tr(Y " X)), et donc Q =

2. Cela n’est pas surprenant, car () étant la matrice d'un projecteur, on a

tr(Q) =rg(Q) =1,

et comme

tr(XY ") = tr(Y' X),
si Q est multiple de XY T, la seule possibilité est que
1

= XY’
@ tr(YTX)
3. Enfin, on a bien YT X # 04, car sinon, on aurait
Yi=(aYTX|... |V TX ) =01,

donc Y = 0,1, ce qui est faux, car ¥ est un vecteur propre.

Autre démonstration de 1’exercice, plus basé sur du produit matriciel par blocs :
Pour avoir le 1 comme premier coefficient de la diagonale de D, on prend X comme premiére colonne de P

(comme X est non nul, et que
dim (Ey(A)) =1,

c’est une base de E1(A)).
Comme Y € E1(A") et Y non nul avec
dim (Ey(A")) =1,

on a (Y) base de F1(A").
Puis, en transposant 1’égalité

P7TAP = diag(1, A2, ..., \p),

on a

(P ) ATPT) T = PTAT(PT)
= PTAT(TPY
= ("P7lAP)
= ‘tdiag(1, A2, ..., \p)

= diag(1,A2,...,\p)
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Donc la premiére colonne de (PT)™! = (TP~1) est un vecteur propre de AT associé¢ a 1, donc il existe a € R tel
que la premiére colonne de (TPfl) est aY, soit la premiére ligne de P~! est aY .

aY "
L
Parconséquent,onaP:(X‘Cg‘...‘C’p)etP*: :
Ly
Puis,
1 (0) 1 (0) ay T
0 0 Ly
Q=0"r N Pl=(X|C|...|Cp) =aXY'.
(0) 0 (0) 0 L,

Enfin, comme Q2 = @, Q est la matrice d’un projecteur, donc rg(Q) = tr(Q). Et comme rg(Q) = 1, on a alors
1=1g(Q) =tr(Q) = atr(XY ") = atr(Y X 1),

et donc ) 1
— puis Q=
tr

—— A
(YXT)
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