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TD6 - INTEGRALES GENERALISEES

1 Intégrales généralisées

Exercice 1. Préciser la nature des intégrales suivantes :

o In(t) Lsinh(t) — sin(t)
1. /0 dt 6. /o ————=dt

1+ +2 t7/2

) /1 1 & - 400 esin(t) &
“Jo Vi1 —1t) . /1 t

L sinh(y/t) In(t)
0o V/t—sin(t)

1
|
+o0 2 _ ~+o0
4./ Mchf 9./ (t+2—\/t2+4t+1)dt
1 0

(1+1¢)?

3 oo dt
. /0 V/tan(t)dt 10. /0 m, pour z € C\R_

b

dt 8.

t

Exercice 2. Etudier suivant les valeurs de o > 0, I'existence de :

+oo o +00 4 o
/ | In(z)] de / t — sin(t) dt
0 0

241 te

Exercice 3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les réels a et b pour que l'intégrale suivante

existe :
—+o0 ta
/ L
o L1+t

Exercice 4. Existence et calcul de :

1. 1 /+Oo In(t) dt (poser u 1) 4. L /1 r dt ( t = sin(u))
L= = - . L= oser t = sin(u
0 1+ ¢ P t o V91—t P
+o0 1
2. J:/ In <1+> dt T ¢in(t) o 1
0 . t2 5 M = /1 mdt (zndzcatzon N m =
2, . 1 t
3. K= / sin(t) In ( sin(t))dt (poser u = cos(t Z
; () In (sin(t))dt (p (t)) 1 +t2)

Exercice 5.

1. Pour quelles valeurs de o € R, la fonction définie par f(z) = x%e'® est-elle intégrable sur R% ?

“+o0o
2. Montrer que pour —1 < a < 0, 'intégrale / f(x)dz est convergente.
0

sin(t)

+oo
Exercice 6. Montrer que I = / dt converge (on pourra intégrer par parties) mais pas absolument (on
0

pourra utiliser que |sin(t)| > sin®(t) puis une identité trigonométrique pour se ramener a une intégrale semblable

al...).
+o0
Exercice 7. Pour tout n € N, calculer : I, = / t"e~tdt.
0

+o0 1
Exercice 8. On définit la suite (I,,)p>1 de terme général I,, = / (27dx.
> ; -

+ 1)
1. Justifier 'existence de I,, pour n > 1. Calculer I;.



Fauriel - PC - Mathématiques TDG6 - INTEGRALES GENERALISEES

2. Trouver un lien entre I,,41 et I,.

3. En déduire la valeur de I,,.
1
Exercice 9. Etudier la suite (I,,) définie par I,, = / In"(¢t)dt (On pourra chercher une relation entre I, et I,).
0

Exercice 10. Soit f € C([0,1],R). On suppose que f est dérivable en 0, et que f(0) = 0.
1
f(t)

1. Montrer que 'intégrale 3
0 t2

dt est convergente.

f(t)

1
2. On suppose de plus que f'(0) # 0. Montrer que l'intégrale / tTdt est divergente.
0

Exercice 11. Déterminer a pour que U'intégrale suivante existe :

+00 a
/ <x+1—\/x2+2x+2——>dx
1 i

L In(t
Exercice 12. Convergence et calcul de / ®) dt. Indication : On intégre par parties en dérivant In, puis dans

o V1—t
lintégrale qui reste, on pose u = /1 — x.

Exercice 13. Soit n un entier supérieur ou égal a 2, E ’espace vectoriel des fonctions polynémes de degré inférieur

ou égal & n. Notons (Py, Py, ..., P,) sa base standard : pour k € [0,n], P est la fonction polynome t s t*.
0
1. (a) Démontrer que, pour k € [0,n], 'intégrale / Py(t)e'dt est convergente.
—0oQ

(b) En déduire que si f € F, l'application g : z € R — e‘“”/ f(t)eldt € R est bien définie.
On pose g = L(f). B

(c) Calculer L(Py), L(Py), L(Ps).

(d) Démontrer que, si k € [0,n — 1], L(Pgt+1) = Prr1 — (k+ 1)L(Py), et en déduire que

k J
1Py = (-1 3 D

L p,.
=0 7

2. (a) Vérifier que si f appartient a E alors L(f) appartient & E et en déduire que l'application L est un
endomorphisme de E. Donner la matrice M de I’endomorphisme L dans la base (Py, P, ..., P,).

(b) A T'aide de 1d, démontrer que M est inversible et préciser M 1.

too ot
Exercice 14. Soit f : x — / Tdt'
x

1. Déterminer le domaine de définition D de f.
2. Montrer que f est de classe C*° sur D.

3. Donner un équivalent de f aux bornes de D.

1 n]
Exercice 15 (CCP 2009 Officiel de la Taupe - exo 2). Existence de / mdx.

0 1—1'2

In(t) In(1 —¢)

Exercice 16 (CCP PC 2019 (RMS 130 exo 1353) - exo 2). Montrer que f : t — ;

10,1].

est intégrable sur

+o0 1
Exercice 17 (CCP PC 2019 (RMS 130 exo 1355) - exo 2). Montrer 'existence de I = / (ff(?)Qdm. Calculer
0 T

1.

1 .9 L. 2
Exercice 18 (CCP PC 2018 - BEOS 4575). Pour tout n € N, on pose u,, = /2 Sm(ﬂdx et v, = /2 de.
o tan(mx) 0 T
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cos(u)

+oo
1. Montrer par intégration par parties que / du converge.
U
™
2. Montrer que les intégrales u,, et v, convergent.
3. (a) Montrer que
v — 1 /"2” Sin2(t)dt R A cos(u) du.
T Jo t 2 Jo U
1
(b) Montrer que v, ~ n(n),
27
P . 1 1 1 o
4. On définit la fonction f par f:x € |0, = | —» ——— — —. Montrer que f est prolongeable par continuité
2 tan(wz) 7z
1
0,-1.
o 0]
5. Donner un équivalent de u,,.
b P(x)
Exercice 19 (CCP PC 2018 ODLT 193). Soit E = R5[X]. Pour P € E, on note I(P) = / ——dx.
1V 1-— l‘2

w NN =

. I(1) est-elle convergente ? Quelle est sa valeur ?

. Pour 0 < k <5, I(X¥) est-elle absolument convergente ? I(P) converge-t-elle ?

. Dans cette question, on admet qu'’il existe (a,b,c) € R3 tel que, pour tout P € F,

I(P)=aP (—f) +bP(0)+cP (?) .

(a) Calculer I(X) et en déduire une relation entre a, b et c.

(b) On donne I(X?) = g ; Donner les valeurs de a, b et c.

. Donner une relation entre I(X**1) et I(X*~1), puis montrer le résultat admis a la question précédente.
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Solutions

Exercice 1. 1) e La fonction

In(t)
1+1¢2

fit—

est continue sur |0, +o00[ donc intégrable sur tout segment inclus dans |0, +oo].

e On a

par croissance comparée (car v/t = t

e On a

par croissance comparée (car vt =t

e Rédaction 1 : la fonction

est continue (par morceaux) et intégrable sur |0, 1] (Riemann,

Vif(t) ~ Vtln(t) — 0

t—0t t—0t

1
2 avec 3> 0), donc

1
10=5.()
t%f(t) t—;:-oo ln\ﬁ? t—?oo 0

1
2 avec 3> 0), donc

1
0=, ()
1
ts —

Vit

1
5 < 1), la fonction

1
t— —
t2

3
est continue (par morceaux) et intégrable sur [1, +o0o[ (Riemann, — > 1).

Donc par critére de domination, la fonction f est intégrable sur ]0, 1] et sur [1,4+oo[, donc sur |0, +oo[, autrement
dit I'intégrale considérée converge absolument, donc converge.

Rédaction 2 : la fonction

est continue (par morceaux) et intégrable en 0 (Riemann,

1
G
1
2
L

t+—

o~

< 1), la fonction

t

I

3
2

t

est continue (par morceaux) et intégrable en +oo (Riemann, 5> 1).

Donc par critére de domination, la
I'intégrale considérée converge absol

Remarque. En 0, on peut aussi dire : f(t)
t

f aussi.

2) e La fonction

fonction f est intégrable en 0 et en 400, donc sur ]0,+oo[, autrement dit
ument, donc converge.

~. In(t) et In est intégrable sur |0, 1], donc par critére d’équivalence,
—0

1

f:th

est continue sur |0, 1[ donc intégrable sur tout segment inclus dans ]0, 1[.

e On a

1

- 1—t

ft)
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e La fonction .
it —
g 1—t
est continue sur [0, 1], la fonction
1

n’est pas intégrable en 0 (Riemann), donc la fonction g n’est pas intégrable en 1 (application d’un résultat du
cours). Comme la fonction g est positive sur [0, 1], on en déduit que l'intégrale de g diverge en 1.
Enfin, toujours car g est positive, on en déduit que 'intégrale de f diverge en 1 par critére d’équivalence. Donc

Pintégrale / 1 f(t)dt diverge aussi.
0
Remarque. Cette derniére intégrale converge en 0, mais cela n’a pas d’intérét.
3) e Pour tout ¢ € R, on a |sin(t)| < |¢|. Donc si t €]0, 1],
|sin(t)] < [t] < V71,
inégalité stricte qui reste vraie en 1 (c’est-a-dire |sin(1)| < v/1), donc la fonction

sinh(v/%) In(t)
V't — sin(t)
est définie et continue sur |0, 1] (composée, produit puis quotient de fonctions qui le sont, avec le dénominateur

qui ne s’annule pas sur ]0, 1]), donc intégrable sur tout segment inclus dans |0, 1].
e On a

fit—

sin(t) ~ t= o (Vt), donc Vit —sin(t) ~ WVt

t—0t t—0t+ t—0t

Puis, sinh(u) ~ u, et comme v/t — 0, par composition, on a I’équivalent
u—0t t—07+

sinh(Vt) ~ Wt

t—0+
Donc
t) ~ In(t).
£t~ ()
e Rédaction 1 : la fonction
gt In(t)

est intégrable sur |0, 1].
Donc par critére d’équivalence, la fonction f est intégrable sur |0, 1]. En particulier, 'intégrale considérée converge
absolument, donc converge.
Rédaction 2 : la fonction
g:t—1In(t)

est intégrable en 0.

Donc par critére d’équivalence, la fonction f est intégrable en 0, donc sur ]0, 1]. En particulier, I'intégrale considérée
converge absolument, donc converge.

4) e Pour tout t €]1,+oco[, on a t > 1 donc t? > ¢, puis

t2—t>0.
Et (1+t)2>4>0sité&](l,+oo[. Donc la fonction

In(t? —t)

fit— (14102

est continue sur |1, +oo[ par composition puis quotient de fonctions qui le sont (avec le dénominateur qui ne
s’annule pas), donc intégrable sur tout segment inclus dans |1, +o0.
*Ona 1 1 1 1

t t—

J = (1+1t)? 1+ 4
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(car In(t) — O et In(t —1) — —oo, donc In(t) est négligeable devant In(t — 1) en 17).
o t—1t t—1+
e Ona

In(t? —t) () +n(1-1) 21In(t)

— 0

3
t> f(t) tﬁ:oo \/{ o \/i tﬁr:oo \/i t——+o00

. 3 1 1
(par croissance comparée, car v/t = t2 avec 5 > 0), donc

1
f(t) =% <tg> .
e Rédaction 1 : la fonction

1
te

est intégrable sur [2, +o00] (Riemann, 2 > 1), la fonction
t—In(t—1)

est intégrable sur |1, 2] car la fonction In est intégrale sur |0, 1].

Donc par critére d’équivalence, la fonction f est intégrable sur |1,2], et par critére de domination, la fonction
f est intégrable sur [2,400[. Donc la fonction f est intégrable sur |1, 4o0[, donc l'intégrale considérée converge
absolument, donc converge.

Rédaction 2 : la fonction

t— —
est intégrable en 400 (Riemann, 2 > 1), la fonction
t—In(t—1)

est intégrable en 17 car la fonction In est intégrale en 0.
Donc par critére d’équivalence, la fonction f est intégrable en 17, et par critére de domination, la fonction f est
intégrable en +oo. Donc la fonction f est intégrable sur |1, +oo[, donc I'intégrale considérée converge absolument,
donc converge.
5) e La fonction

t — tan(t)

T
est continue et positive sur [O, 5 [, donc la fonction

fit— +/tan(t)

est continue (et positive) sur [0, 5 [ par composition avec la racine carrée, donc intégrable sur tout segment inclus

T
dans {O, 2 {
eSit=——~h
2 )
_sin (g — h) _ cos(h) 1
tan(t) = cos (2 —h)  sin(h) hoot B’
Donc

e La fonction

T
est intégrable en 5 car la fonction

1
'est en 07 (Riemann, 3 < 1).
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, autrement dit l'intégrale considérée converge absolument,

Fauriel - PC - Mathématiques

Donc par critére d’équivalence, f est intégrable en
t — tan(t)

donc converge.
Autre méthode : la fonction

. .. ™ .
est continue et positive sur [0, 5 [, donc la fonction
[t y/tan(t)

est continue (et positive) sur |0, — | par composition avec la racine carrée, donc intégrable sur tout segment inclus

T
d [0, T [
ans 5
Faisons le changement de variable u = tan(t). La fonction
t — tan(t)

™ T
est de classe C! et strictement croissante sur }0, 5 [, donc induit une bijection de }O, = [ sur

=]0, +o0],

] lim tan(¢), lim tan(t)
t—5"~

t—0+t
». Le théoréme de changement de variable donne alors

on peut donc bien faire ce changement de variable.
U
14 u?

De plus, on a « du = (1 + tanz(t))dt », soit « dt =
%

/ V/tan(t)dt
0

que l'intégrale
+oo
ﬂdu
14 u?

est de méme nature que l'intégrale
0
(et a méme valeur si convergence).
> v
u —
1+ u?

Rédaction 1 : Or, la fonction
est continue sur [0, +o00[, donc intégrable sur tout segment de [0, +oo[, en particulier sur [0, 1].
1

\/a = .

14 u2 u—too 43

De plus,

IS
wle| T

Comme g > 1, la fonction
U

est intégrable sur [1,4o00[ (Riemann), et donc par critére d’équivalence, la fonction
Vu

U ——
14 u?
Vu _
du converge absolument, et donc que l'intégrale

+o0o
est intégrable sur [1, +oo[. On en déduit que l'intégrale / T2
0 u
2
v/tan(t)dt converge absolument aussi.
Vu
'% —_—
“T + u?

0
Rédaction 2 : Or, la fonction

est continue sur [0, +o00[, donc intégrable sur tout segment de [0, +o0].
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De plus,
3 .
Comme 3 > 1, la fonction

est intégrable en 400 (Riemann), et donc par critére d’équivalence, la fonction

Ja

14 u?

Vu

1+ u?

U —

+oo
est intégrable en +00. On en déduit que l'intégrale / du converge absolument, et donc que 'intégrale
0

3
/ v/tan(t)dt converge absolument aussi.
0
6) e La fonction
sinh(¢) — sin(t)
$7/2
est continue sur |0, 1], donc intégrable sur tout segment inclus dans |0, 1].
e Un DL donne

fit—

143 5\ 143 5
t+ 5t + tgo(t )—t+ gl" + tgo(t ) 1
f(t> - 7 ~ :
t2 t—0 34/t

e Rédaction 1 : la fonction

est intégrable sur ]0, 1] (Riemann, % <1).

Donc par critére d’équivalence, la fonction f aussi. En particulier, 'intégrale considérée converge absolument, donc
converge.

Rédaction 2 : la fonction

1
est intégrable en 0 (Riemann, - < 1).

Donc par critére d’équivalence, la fonction f aussi. En particulier, 'intégrale considérée converge absolument, donc
converge.
7) e La fonction
sin(t)
t

est continue sur [1,4o00[ (par composition puis quotient, avec le dénominateur qui ne s’annule pas sur [1,4+00]),
donc intégrable sur tout segment inclus dans [1, +-o00].
e Pour tout ¢ € R, sin(t) > —1 donc par croissance de I’exponentielle,

(&

fit—

esin(t) > 1

- )

puis pour tout t € R* |

e
f(t) = ~ >0
e La fonction
o1
t— —
t
+oo ,—1
est continue positive sur [1,+oo[ et 'intégrale Tdt diverge (intégrale de Riemann).

1
Donc par critére de comparaison, l'intégrale considérée diverge.



Fauriel - PC - Mathématiques TDG6 - INTEGRALES GENERALISEES

8) e La fonction
1

N>

est continue sur [0, 1] car ¢ — 1 — t? est continue et strictement positive sur [0, 1] (on peut alors composer avec

fit—

t— t_%), donc intégrable sur tout segment inclus dans [0, 1].

e On a )

Y Wine
(car 1 —t2 = (1 —t)(1 +1)).

e La fonction 1

t—
g 1—1¢

est intégrable en 1~ car la fonction

|~

t—g(l—t)=—%=

N

-

t

1
est intégrable en 0" (Riemann, 3 < 1).

Donc par critére d’équivalence, la fonction f est intégrable en 17. En particulier, I'intégrale considérée converge
absolument, donc converge.

Remarque. Ici, on sait primitiver! La fonction arcsin est une primitive de la fonction

1
t— 7\/@
sur | — 1, 1], donc pour tout = €] — 1,1[, on a
/x ;dt = [arcsin(t)]; = arcsin(xz) — arcsin(1) = T
0o V1—t2 z—1 2
car on sait que la fonction arcsin, bien que seulement dérivable sur | — 1, 1], est continue sur [—1,1]. Donc on

1
retrouve que l'intégrale / ——— converge, et on a en plus
0

V1-1t2
/1 dt  w
0 1 —¢2 2

4t +1=(t+1)2+2t>0,

9) e Pour tout t € R,

donc on peut composer par la fonction racine carrée, puis par composition puis soustraction, la fonction

fit—t+2—Vt2+4t+1

est continue sur [0, +oco[, donc intégrable sur tout segment inclus dans [0, +ool.
e En utilisant la quantité conjuguée, pour tout t € R,

3 3 3
t+2—Vt2+4t+1= = ~
t+2+Vi2+4t+1 t<1+%+ /1+%+;2) t—+oo 2t
t

e La fonction

o 2
2t

+o00
est continue positive sur [1,4o00[ et 'intégrale / Q—tdt diverge (Riemann).
1

Donc par critére d’équivalence, 'intégrale
+o00o
/ <t+2— \/t2+4t+1> dt
1

6
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diverge, ce qui entraine que l'intégrale considérée diverge.
10) e Soit
1
(z+ )1+ V1)

la fonction f est continue sur [0, +oo[ car (z +t)(1 4+ v/t) ne s’annule que pour t = —z ¢ R, (car z ¢ R_). Donc
la fonction f est intégrable sur tout segment inclus dans [0, +o0c[, en particulier sur [0, 1].

fit—

e On a 1
f(t) t—;Jl—oo g
e Rédaction 1 : la fonction 1
t
t2

est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann, g > 1).
Donc par critére d’équivalence, la fonction f est intégrable sur [1, +o0l.
Rédaction 1 : la fonction

t—

~
m\w‘ —

3
est intégrable en +oo (Riemann, - > 1).
Donc par critére d’équivalence, la fonction f est intégrable en +oc.
e Donc la fonction f est intégrable sur [0, +oo[. Autrement dit, l'intégrale considérée converge absolument, donc
converge.

Exercice 2. %

e La fonction N
| In(z)|

2 +1

est continue sur |0, 4o0[ (la fonction t — t* est continue sur [0, +oo[ si > 0) par composition puis quotient
de fonctions continues, dont le dénominateur ne s’annule pas. Donc la fonction f est intégrable sur tout segment
inclus dans ]0, +o0].

e Ona

fix—

flz) ~ |n(@)*= o <¢1-’f)

1
car /x| In(x)|* — 0 par croissance comparée (car \/x = 27 avec 5> 0).
z—0

e On a
; [In(z)°

0
T—>+00 \/f T—+00

par croissance comparée. Donc

e Rédaction 1 : la fonction

1
P g—
x
_ . 1 :
est intégrale sur |0, 1] (Riemann, 3 < 1), la fonction

1
T +— -3

xr2

3
est intégrale sur [1, +oo[ (Riemann, 5> 1).
Donc par critére de domination, la fonction f est intégrable sur ]0,1] et sur [1, +oo[, donc sur |0, +oo[. Autrement
dit, 'intégrale considérée converge absolument, donc converge, pour tout a > 0.
Rédaction 2 : la fonction
T

Sl-
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1
est intégrale en 0 (Riemann, 3 < 1), la fonction

3
est intégrale en +o0o (Riemann, 5> 1).

Donc par critére de domination, la fonction f est intégrable en 0 et en 400, donc sur |0, +o00[. Autrement dit,
I'intégrale considérée converge absolument, donc converge, pour tout o > 0.

*

e La fonction
t — sin(t)
ta
est continue positive sur |0, +oo| (positive car |sin(¢)| < |¢t| pour tout réel ¢, donc sin(¢) < |sin(¢)| < ¢ pour tout
t € R, ), donc intégrable sur tout segment inclus dans ]0, 4o00].
e On a

g:t—

e La fonction
t+—

tafl

sur [1, +o0o[

t ti sitive s 1 t intégrabl
est continue positive sur [1,4+00], et intégrable { en 00

} si et seulement si &« —1 > 1 (Riemann), soit si et

sur [1, +o0]

seulement si a > 2. Donc la fonction g est intégrable { } si et seulement si a > 2 (et comme g > 0,

en +o0o
cela revient bien a dire que I'intégrale converge en 'infini si et seulement si o > 2).
*Ona 1,3 3
=1 t
g(t) = L—%() ~ 1
t t—0+ 6623
e La fonction .
t e
: e L sur |0, 1] . . : N
est continue positive sur ]0,1], et intégrable 0o si et seulement si &« — 3 < 1 (Riemann), soit si et

sur ]0, 1]
n 0

revient bien & dire que l'intégrale converge en 0 si et seulement si o < 4).

Conclusion : 'intégrale converge si et seulement si 2 < o < 4, et alors elle converge absolument.

seulement si o < 4. Donc la fonction g est intégrable { } si et seulement si o < 4 (et comme g > 0, cela

Exercice 3. La fonction 0

1+t

est continue sur ]0, +o0o[ comme quotient de deux fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas sur
R* (t* > 0 pour tout ¢t € R*), donc intégrable sur tout segment inclus dans ]0, +oo[. De plus, la fonction f est
positive sur R* , donc l'intégrale considérée converge si et seulement si la fonction f est intégrable sur |0, +ool.
Cas 1:5ib>0,

fit—

) o~ 2
f( ) t—0+t
. 1 . . L sur ]0, 1] . :
or la fonction t +— —a est positive continue sur ]0,1], et intégrable en 0 si et seulement si —a < 1
(Riemann).
Puis,

1
~ )]
t——+oo th—a

f(t)

. 1 » . . 1, 400
or la fonction ¢ — —5—. est positive continue sur [1,+00], et intégrable { sur [1, [
f—a en +0o0o

(Riemann). Donc (par critére d’équivalence), I'intégrale n’existe que si

} si et seulement sib—a > 1

b>1+a>0.
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+oo 1
Cas 2 :si b =0, 'intégrale est / itadt qui diverge toujours (Riemann).
0
Cas 3 :s1b <0,

1
f(t) t:>\é+ tbﬁ?
. 1 . . L sur |0, 1] . .
or la fonction t o est positive continue sur |0, 1], et intégrable en 0 si et seulement si b —a < 1
(Riemann).
Puis,
t) ~ ¢
f( ) t—too
. 1 " . : 1 . :
or la fonction ¢ +— —a est positive continue sur [1, +oo[, et intégrable { Su(l;n[ ;_—;OO[ } si et seulement si —a > 1

(Riemann). Donc (par critére d’équivalence), l'intégrale n’existe que si b < 1+ a < 0.
Conclusion : donc l'intégrale existe si et seulement sib>14+a>0oub<1+a<0.

Remarque. Si b < 0, on peut écrire b = —b' avec b’ > 0, et alors
ta ta taer’
1+tb:1+t%:1+tb/a

et donc le premier cas donne la convergence si et seulement si b > a+b +1 > 0, s0it b <b—a—1< 0, qui
redonne bien b < 1+ a < 0.

Exercice 4. 1) La fonction

In(t)

1+ ¢2

est continue sur ]0, +-o00[, donc intégrable sur tout segment inclus dans ]0, 4-o00].

On a

fit—

par croissances comparées.

De plus,

sur ]0, 1]
n 0

sur [1, +o0[
en +oo

1
e la fonction £ — — est intégrable {

Vit

1
e la fonction ¢ — — est intégrable {
t2

1
} (Riemann, 5 < 1),
} (Riemann, g > 1),

1 1
donc par critére de domination, la fonction f est intégrable { sur ]0, 1] } et { sur [1, +o0] }, donc sur ]0, 400/,
en 0 en 400

ce qui assure 1’absolue convergence de 'intégrale I, donc la convergence.

Faisons le changement de variable u = n la fonction

1
tes -
t
1 du
est une bijection C! strictement décroissante de ]0, +oo| sur |0, +-o00|, du = —t—th donc dt = ——, puis (comme
u

on sait que ’intégrale I converge) :

/om 1ln+(tt)2dt: /;lli(é))? <—i§> = —/Omzlf(;)(—du) _—

donc

2) La fonction
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est continue sur |0, +o00[ (par composition), donc intégrable sur tout segment inclus dans ]0, 4o0].

On a )
et g(t) =In(t* +1) —2In(t) ~ —2In(t),

g(t) t—;:—oo ﬁ t—07t
or
sur [1, 4o00[

. 1 o
e la fonction ¢ — — est intégrable
t en 400

} (Riemann, 2 > 1)

e et la fonction ¢ — In(t) est intégrable { Suz&% ! }’

1 1
donc par critére d’équivalence, la fonction g est intégrable { sur ]0, 1] } et { sur {1, +oof }, donc sur |0, 4-o00].
en (0 en 400

En particulier, 'intégrale J converge absolument, donc converge.
Les fonctions

1
u:t—t et v:tr—>ln<1+t2>

sont de classe C! sur |0, +-oc[, de dérivées respectives

2
it 1 et vt — .
t(1+12)
De plus,
t 1
u(t)v(t) e E T tﬁ—>+oo 0 et u(t)v(t) t;;)_k —2In(t)t t—>%0+ 0

(donc uv a bien une limite finie en 0" et en +00).
Donc, le théoréme d’intégration par parties s’applique : comme l'intégrale

400
J:/ o (t)o(t)dt
0
converge, on a l'intégrale
400
/ () (1)t
0

qui converge aussi, et

+o0 +oo
J = [u(t)o(t)]g™ — /0 u(t)v'(t)dt = 0 — 0 — /0 _1—ﬁt2dt — 2 [arctan(t)]7> =

3) La fonction
f:t > sin(t) In (sin(t))
est continue sur }O, T [ (car sur cet intervalle, sin > 0), donc intégrable sur tout segment inclus dans }0, g [

Pour tout t € }0, g [, on a

f(t) =sin(t) In (/1 — cos?(t)) = %sin(t) In(1- COSQ(t)),

car sin > 0 sur }O, g[ (donc sin(t) = /1 — cos?(t)).

Faisons le changement de variable u = cos(t).
La fonction
t — cos(t)

s
est une bijection C! strictement décroissante de }O, 5 [ sur ]0, 1], du = —sin(¢)dt, donc le théoréme de changement

de variable donne que l'intégrale K a la méme nature que l'intégrale

0 1
J g wan=g [ (m0 w4 w)a,

10
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et a méme valeur si convergence. Or,

/1 (In(l—w)+In(l+w)du = lim [-1—w)hh(l—u)+(1—-u)+(1+u)In(l+u)—(1+ u)]y
0

e—0~

- 1m1(—em@y+e+@—enm2+@-42+@):2m@)-2

e—0—

Comme la limite existe et est finie, I'intégrale précédente converge, donc I'intégrale K converge, et

|K =m(2) - 1],

4) La fonction
t3

V1—1t2

est continue sur [0, 1] (car pour ¢ € [0,1[, on a 0 <t < 1 donc 1 —t> > 0, donc on peut composer avec la fonction

t—

T x_%), donc intégrable sur tout segment inclus dans [0, 1].
Faisons le changement de variable ¢ = sin(u) : la fonction

u E]O,g[r—)sin(u)

est une bijection de classe C! strictement croissante de }0, g[ sur |0, 1[. Alors dt = cos(u)du = /1 — sin?(u)du

car sur cet intervalle, cos > 0. Donc
dt

V1—t2

Donc le théoréme de changement de variable donne que l'intégrale L a la méme nature que l'intégrale

du =

jus
l 2.3
L'= sin”(u)du,
0
et méme valeur si convergence. Or, cette nouvelle intégrale n’est pas impropre : la fonction
i3
u > sin”(u)

T
est continue sur le segment [0, 5] , donc est intégrable sur ce segment. Donc I'intégrale L' converge, donc I'intégrale

L converge aussi, et

s
2

L= /02 sin® (u)du = /02 sin(u)(l — COSZ(U))du = |—cos(u) + ;COS3(u)]O _ ;
5) La fonction
. tIn(t)
fite m

est continue sur [1, +oo[, donc intégrable sur tout segment inclus dans [1, +ool.

On a In(t) .
n
f(t> t—;:-oo t3 - t—>?|—oo (t2>

sur [1, +o0[

1
par croissance comparée, et la fonction ¢t — — est intégrable
t2 en +0o

} (Riemann, 2 > 1), donc par critére

sur [1, 00|

de domination, la fonction f est intégrable {
en +oo

} et I'intégrale M existe donc ('intégrale M converge

absolument, donc converge).
Intégrons par parties : les fonctions

t— ! t t — In(t)
u — 57 € (O n
2(1 +t2)

11
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sont de classe C! sur [1,4oc[, de dérivée

, t
u t—

de plus on a

u(t)v(t)

(1+12)?

—In(t)

~ —t —
t—too  2t2 t—+too

par croissance comparée (donc uv a bien une limite finie en +00). Comme on sait que l'intégrale

+o0o
M :/1 u' (t)v(t)dt

converge, le théoréme d’intégration par parties s’applique et donne que l'intégrale

+o0 , +o0 1
/1 u(t)v'(t)dt = /1 —mdt

converge, et de plus, on a ’égalité :

v o= | In(t) 17
2(1+#%) ],
—0-0
N L
) t 1412

1

3 [ln(t) - %m(l - t2)}

+oo 1
- / L
L2 )

)

“+o00

1

_ 2
— fim 2In(A) —In(1+ A%) In(2)
A—+o0 4 4
. A2 In(2) In(2)
- AETw4ln<1+A2>+ 14

Exercice 5. 1) La fonction f est continue sur |0, +oc[, donc intégrable sur tout segment inclus dans ]0, +oo[.

La fonction f est continue en 0 si a > 0.
Pour tout x € R*_,

|f(2)] = 2%,

“+o00
/ z%dz
0

et I'intégrale

est une intégrale de Riemann toujours divergente (quelque soit « :

fonction f n’est jamais intégrable sur |0, +oo.

en 0sia < —1,en 400 si @ > —1). Donc la

2) L’intégrale demandée n’est pas absolument convergente, mais on va regarder sa convergence.

e Pour a > —1, la fonction

z = | f(z)] = 2®

1
est intégrable en 0 (Riemann), donc pas de probléme en 0 : I'intégrale / f(z)dx converge.
0

e Puis, les fonctions
u:x— —ie'”

sont de classe C! sur [1,4oc[, de dérivées

. A
uwrx e’

et

et

12

vix— @

v ir e ar® L
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Puis, pour tout x € [1, 400/,

— 0

ju@)o(@)] = 2* —

si a < 0. Donc le théoréme d’intégration par parties s’applique, et donne que l'intégrale

/1 o o (z)v(z)ds = /1 = f(z)da

est de méme nature que l'intégrale

+o00 +o0 )
/ u(x)v' (z)dx = / —iae® 2 ldx
1 1

(et si convergence, on a une égalité qui les relient, mais on ne s’en sert pas ici).

Or, la fonction
gz —iax® e

est continue sur [1, +o00[, la fonction
g : x> ||zt

sur [1, +o00|

est intégrable {
en +o0o

} si w < 0 (Riemann), donc l'intégrale

/1+OO u(x)v' (z)dx

converge, donc l'intégrale
“+oo +00
/ o (z)v(z)dx :/ f(x)dz
1 1

converge.
Conclusion : l'intégrale

/1 o f(z)da

/01 f(x)dz

/0 o f(z)da

converge si a < 0, 'intégrale
converge si —1 < «, et donc l'intégrale

converge si —1 < a < 0.

Exercice 6. e La fonction )
sin(t)
t

est continue sur |0, +o0], et se prolonge par continuité en 0 (en posant f(0) = 1), donc est intégrable sur tout
intervalle du type |0, A] avec A > 0. En particulier, I'intégrale

1 .
/ sin(t) Y
0 t

u:t— —cos(t) et vite -

fit—

converge.
e Les fonctions

sont de classe C! sur [1, +oc[, de dérivée

u' it sin(t) et vt ——

13
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Pour tout ¢ € [1,+00[, on a

donc par le théoréme des gendarmes,

(donc uv a bien une limite finie en +00)
Donc le théoréme d’intégration par parties s’applique et donne que 'intégrale

+oo +oo
/1 o (Bo()dt = /1 F(t)dt

est de méme nature que l'intégrale

toeo , [T cos(t)
/1 u(t)v'(t)dx —/1 2 dt

(et si convergence, on a une égalité qui les relient, mais on ne s’en servira pas ici).

Puis, la fonction
cos(t)
$2

g:tel,+oof—~

est continue sur [1, +o00[, et la fonction cos étant borné sur R (donc au voisinage de +00), on a

gt)=,9 <;> :

sur [1, 00|
en +o0o

oo , [T cos(t)
/1 u(t)v'(t)dx —/1 2 dt

+oo +oo
/1 o (1Yo (t)dt = /1 F(t)dt

1 400
/ sin(t) gt ot / sin(t) gt
ot . /

convergent, donc par la relation de Chasles, I'intégrale
+0o0 o3
sin(t
/ sin(t) 4,
0 t

Remarque. En choisissant ¢ — 1 — cos(¢) comme primitive de sin, on peut méme faire I'intégration par parties

sur |0, +00[, et obtenir
I /+°° 1-— cos(t)dt‘
12
0

1
Or, la fonction ¢t — 2 est intégrable { }, donc par critére de domination, la fonction g aussi. Donc

I'intégrale

converge, et donc l'intégrale

converge.
Conclusion : les intégrales

converge.

e Comme, pour tout ¢t € R,
sin(t) € [-1,1],

on a, pour tout t €]0, +o00],

in(t in?(t
| sin(t)| > sin?(t), donc SH;( ) > smt( ) >

Or, la formule trigonométrique de duplication donne, pour tout ¢t € RY,

_1- cos(2t) done sin(t) S 1 — cos(2t) >0

<2
¢
sin”(?) 2 t |= 7 w -

14
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Puis, l'intégrale

0 cos(2t)
dt
L

converge (comme ci-dessus, en intégrant par parties...), mais I'intégrale

[
1 t

/+°° 1 — cos(2t)
1

2t

diverge. Donc l'intégrale

diverge (addition d’une intégrale convergente avec une intégrale divergente). L'inégalité des fonctions (positives)
et la divergence de cette intégrale donnent, grace au critére de comparaison, que l'intégrale

[ ni,
1

t

diverge, autrement dit que 'intégrale I ne converge pas absolument.

Exercice 7. e Pour tout n € N, la fonction
fittlet

est continue sur [0, +o00[, donc intégrable sur tout segment inclus dans [0, 4-o00].

On a .
f(t) - t—)g-oo (tz)

car t"*2e=t — 0 par croissance comparée (car n + 2 > 0). Or, la fonction

t—-+o0
1
te
. 1 . o . .
est intégrable { suzn[ _’i_j;ooo[ }, donc par critére de domination, la fonction f aussi.

Donc l'intégrale I,, converge (absolument) pour tout n € N.
e Soit n € N*. Intégrons par parties : les fonctions

w:t—t" et vitr —et

sont de classe C! sur [0, +-oc[, de dérivées respectives

u it nt™ L et t—et,

et
u(t)v(t) — 0

t—+o00

par croissance comparée (donc uv a bien une limite finie en +00), donc pour n € N*, comme on sait que I'intégrale
I,, converge, le théoréme d’intégration par parties donne :

+o0 too
I, = [—t”e_t]o —/ —nt" te7tdt = nl,_4
—— Jo

=0-0
Comme

+oo
Iy = / e tdt = [—e_t] (J)roo =1,
0

on en déduit par récurrence directe que
I, =n!

pour tout n € N.

15
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Exercice 8. 1) e Soit n € N*, la fonction
1

(z2 +1)"
est continue sur [0, +oo[ comme inverse d’'un polynéme qui ne s’annule pas sur [0, +oo[, donc intégrable sur tout
segment inclus dans [0, +00[, en particulier sur [0, 1].

frx—

e On a .
or n > 1 donc 2n > 2 > 1, donc la fonction
1
T +— 1‘%
1 1
est intégrable { sur |1, +o0f } (Riemann), et donc par critére d’équivalence, la fonction f est intégrable { sur [1, +oof }
en +00 en +oo

Donc la fonction f est intégrable sur [0, +00[, puis 'intégrale I,, existe (et méme converge absolument).
Enfin,

oo 7
L = /0 Tﬂdx = [arctan(z)]7> = 5t
2) Soit n € N*. On intégre par parties : les fonctions
. . 1
U:Tr—=T et VT W
sont de classe C! sur [0, +-oc[, de dérivée
, 1 . —2nx
U T et V1T W,
on a )
u(z)v(x) = a 0

(x24+1)n e—too 221 ¢ yo0

car 2n —1 > 1 > 0 (puisque n > 1). Enfin, 'intégrale

I, = /0 " @)@

converge, alors le théoréme d’intégration par parties s’applique et donne que 'intégrale

+o00 +oo —2nx
"(z)dx = ——ad
/0 ule)(z)dz /0 (2% + 1)n+1$ )

converge, et

—+o0 400 +oo .2
T 2nzx zc4+1-1
0 Z 0

z24+1)" |, +1) (2 + 1)ntt
—_———
=0-0
Donc
2n —1
In+1 = 9 I
n
pour tout n € N*,
3) On a alors en itérant, pour tout n € N,
2n—-1)2n—3)...1 @2n)! =«
In+1 = I = 55
2n(2n —2)...2 47(nl)? 2
(en multipliant /divisant par les pairs), donc
I (2n —2)! o 2n)!  n

T I((n— )2 | 4(n)22m—1"

16
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pour tout n € N*,
Montrons le par récurrence sur n € N* :
Initialisation : sin =1,

(2n)!  n 211 T_ g
m = m=— = .
fnmh)22m—1  4122—-1 2 °
Hérédité : soit n € N* = B n
: soit n supposons I, = ——— 7. Alors
» SUPP "4n(p)22n — 1
I 2n —1 2n—1 2n)! n 1 (2n)!
= = ™= = ™
e 2n " 2n 47(n!)?2n —1 24n(n!)?
alors que
(2(n+1))! n+1 2n+2)! n+1 (2n+2)(2n+1)(2n)! n+1 1 (2n)!
™= mw = T = — T
47+ ((n + 1)!)2 2(n+1)—1 47+ ((n 4 1)n!)2 2n+1 4(n+1)247(n1)2  2n+1 241 (n!)?
Il y a donc bien égalité :
2(n+1))! 1
In+1 — ( " )) nt .

D’ou I'hérédité.

2n)! n
Conclusion : on a bien, pour tout n € N*, I,, = (2n)

()220 — 1

Exercice 9. e Pour tout n € N, la fonction
f:t—1In"(t)

est continue sur |0, 1], donc intégrable sur tout segment inclus dans 0, 1].

Pour tout n € N, on a
1
0=2,()

Vil (t) = t2 In(t) — 0

t—0t+

car

. 1 .
par croissance comparée (car 3 > 0). Or, la fonction

1
ts —
Vit
sur ]0, 1]
en (
Donc l'intégrale I, est absolument convergente (donc convergente) pour tout entier n € N.
e Soit n € N; les fonctions

1
est intégrable { } (Riemann, 3 < 1), donc la fonction f aussi par critére de domination.

u:itest et vt In"T(E)

sont de classe C! sur ]0, 1], de dérivée

u it 1 et Vit (n+1) T

on a

par croissance comparée (donc uv a bien une limite finie en 07), donc par le théoréme d’intégration par parties,
comme on sait que l'intégrale

1
L1 = /0 o (t)v(t)dt

converge, on en déduit que l'intégrale

1 , B 1 ln”(t)
/Ou(t)v (t)dt—/o (n+ e D

17
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converge, et que :

Lnpi =t ln”H(t)](l) - /l(n + 1) In"(t)dt = —(n+ 1)1,
N——— 0

=0-0
Comme Iy = 1, on a par récurrence directe
I, = (-1)"n!
pour tout n € N.
Remarque. Le changement de variable u = —In(¢) donne, pour tout n € N,

+0o0
I, = (—1)”/ u"e “du = (—1)"n!
0
d’aprés I'un des exercices précédents.

Exercice 10. 1) e La fonction f est continue sur [0, 1], donc par quotient, la fonction

f(t)

g:t— —5
t2

est continue sur ]0, 1], donc intégrable sur tout segment inclus dans |0, 1].
e Puis, f(0) =0 et la fonction f est dérivable en 0, donc

f@) _ ft) = f(0)
t t—20 t—0

donc la fonction

tH@
t

est bornée au voisinage de 0 (puisqu’elle a une limite en 0), et donc

0=2()

e Or, la fonction

sur ]0, 1]

est intégrable { 00

} (Riemann, %

1
Donc, par critére de domination, la fonction g est intégrable { surioé ) } En particulier, I'intégrale
1
t
f (3) dat
0 12

est (absolument) convergente.
2) La fonction f est continue sur [0, 1], donc par quotient, la fonction
ft)
g: t— tT
est continue sur |0, 1], donc intégrable sur tout segment inclus dans 0, 1].
Comme f(0) =0 et f'(0) # 0, on peut dire
ft) ~ tf(0),

t—0t

et donc

or la fonction
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1 g
0
est continue de signe constant sur |0, 1], l'intégrale / f](f)dt diverge (Riemann, et car f’(0) # 0), donc par
0
critére d’équivalence, I'intégrale
1
t
0,
o t
est divergente.
Exercice 11. e Pour tout x € R, on a

420 4+2=(x+1)>+1>0,

donc par composition, la fonction
T Va2 +2x+2

est définie et continue sur R. Donc la fonction
framrtl-Valt2awt+2-2
T

est continue sur [1, +o00[, donc intégrable sur tout segment inclus dans [1, 40|
e En utilisant la quantité conjuguée : pour tout réel z € R (on veut & > 0 pour que pour que Va2 =z, et  # 0
pour pouvoir diviser par z),

-1 -1 1
r+1—Va2+2r+2= n anp el .
T 1 2 2
r+1+vaxs+2x+ 1+2+4/1+24+ %

On utilise alors le développement limité :
1
Vitu=14-u+ O (u?),
2 u—0

—,onau — 0etdonc
xT T—+00

2 2 1 1
I+=+5=1+-+ 0 [(—=5].
X X X r—+oco \ T

~1 1 —1 1
r+1-vVa2+2r4+2=— -
2

donc en posant u = — +
x

Par conséquent,

2 I\~ 9. i
2432+ 0 () 20143+ 0 ()
Or, on a le DL
1
=1— 2
1+u u+u9>0(u)7

€T T——+00 Tr—+0c0o

1 1
donc en posant u=—+ O <2), onau — 0etdonc
x

—1 1 1 1 1
z+l—Va?2+2x+2= <1——|— @) <2>):—+ @) <>

2

Par conséquent,

e Si —2a —1#0, alors

or la fonction
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—2a—1
gidm diverge (Riemann, et car —2a —1 # 0),
1 €T

donc, par critére d’équivalence, I'intégrale considérée diverge.

e Si —2a —1=0, alors
1
fa)=, 9 <x2> :

est de signe constant et continue sur [1, +oo[, 'intégrale

Or la fonction

= 1
T —
22
est intégrable sur [1, +oof }, donc par critére de domination, la fonction f est intégrable { sur [1, +00] }
en +0o0o en +oo

e Donc l'intégrale existe si et seulement si

1

a=——|

2
Exercice 12. e La fonction

In(t)

fit—

v1—-t
est continue sur |0, 1[ par composition et quotient de fonctions qui le sont (car 1 —¢ > 0 pour ¢t €]0,1]), donc
intégrable sur tout segment inclus dans ]0, 1].
e Ona
f@) ~ In(t),

t—0t

or la fonction t — In(¢) est intégrable sut ]07 2}

en 0
e On a P
t) ~ ——=—1—-t — 0,
7 (®) t—1— /1 —1t t—1-
donc la fonction f se prolonge par continuité en 1 (en posant f(1) = 0), donc la fonction f est intégrable
1
sur [, 1 [
2
en 1

Donc la fonction f est intégrable St ]0’ 2] et st [2’1[ , donc sur |0,1[. L’intégrale considérée
en 0 en 1

converge donc absolument, en particulier elle converge.

On intégre alors par parties : les fonctions

w:t— In(t) et vit— —2V1—t

sont C! sur 0, 1], de dérivée

de plus
lim w(t)v(t) =0
t—1—
existe et est finie, mais la fonction uv n’a pas de limite finie en 0. On ne peut donc pas appliquer le théoréme
d’intégration par parties sur |0, 1], mais on peut 'appliquer sur [e, 1], pour tout e €]0, 1].
Comme on sait que la fonction f est intégrable sur ]0, 1] (donc sur [e, 1[), on a alors :

Un(t) 1 ! Lo 1\/ !
vk [—2v1 —tIn(t)], —/e —2\/17—t¥dt =2v/1 —eln(e) + 2/e 1—- tzdt

Posons alors u = v/1 — t dans l'intégrale qui reste : la fonction

t—v1-1
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est une bijection de classe C! strictement décroissante de [e,1[ sur ]0,v/1 —e€], et « du = — dt », donc

1
21—t

« dt = —2udu ». Donc

L n(t) 0 1
= 2V/1—el 2 —u?
[ 7= R B

2du

— 2M1n(e)+4/0m (—1+2(11_u) +2(1iu)>du

= 2y1—-eln(e)—4yI—e—-2In(1—-v1—¢)+2mn(1+VI—e¢)

En utilisant la quantité conjuguée, on a

1n(1—\/ﬁ):1n< >:ln(e)—ln(l+m),

e
1++v1—e

par conséquent

/1 A — o(VT=e - 1)In(e) ~4VT =+ 4In (14 VI=¢) — ~4+ 4In(?)
] T—t < e—0+t

e—0T

car lim eln(e) = 0 (par croissance comparée). Donc

e—0t
/1 1 (t> dt = 4+41[l(2)
= - .
o V91—t

Exercice 13. 1a) Soit k € N.
e La fonction
f it P(t)et = thet

est continue sur R, donc intégrable sur tout segment inclus dans R.

e On a
t
fg) :tk+2€t —5 0
R t——00
t
par croissances comparées. Donc
1
t) = — -
f( ) t%ofoo <7f2>
e La fonction ]
g: t— ﬁ
. - -1 .
est intégrable { sur | — 00, 1] } car la fonction
en —oo
1
t—g(—t) = I}

est { sur [1, +o0] } (Riemann, 2 > 1).
en +oo

sur | — oo, —

Donc par critére de domination, la fonction f est intégrable { ol —oco

1 } Autrement dit, 'intégrale

/ ’ Py (t)etdt

— 00

est absolument convergente, donc convergente.
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1b) Si f € E, alors il existe (ao,...,a,) € R tel que

n
f=Y_ P
k=0
Donc l'intégrale

/_Ooo f(t)etdt:/_o f:akpk(t)etdt

o k=0

0
converge par linéarité de l'intégrale convergente (d’aprés la question précédente, chaque intégrale / Py (t)eldt
—00

est convergente).
Enfin, la fonction ¢ — f(t)e! est continue sur R, donc pour tout z € R, I'intégrale

/0 ’ f(t)etdt

converge (une fonction continue sur un segment, ici [0, x|, est intégrable sur ce segment). Par la relation de Chasles,
pour tout z € R, I'intégrale
€T
/ f(t)etdt
—0o0

est donc convergente, donc la fonction g est bien définie en z. C’est vrai pour tout x € R, donc g est définie sur R.
1c) On a

x
. - L1t — o~ [ -
L(Po).xl—>ex/ edt—ex[e]ioo—l,
—00
donc

L(Py) = Py).

Pour les intégrations par parties qui suivent, la justification est la méme que celle de la question suivante (qui
traite le cas général)...
Intégrons par parties :

T T

L(P):xw— e_x/ te'dt = e~ [tet]im — e_””/ eldt =z — 1,

—0o0 —0o0

donc

(L(P) =P - Ry

Intégrons par parties :

T x

L(P):zw— e‘r/ t2eldt = e7® [tQGt]ioo - em/ oteldt = 22 — 2(z — 1),

—00 —0o0

donc

|L(Py) = P, — 2P + 2Ry |

1d) e Soit = € R. Soit k € [0,n — 1]. Intégrons par parties. Les fonctions
u:ts e et vt thH

sont de classe C! sur R, donc sur ] — oo, x]. On a
/

u it el et vt (k4 )R

De plus,
u(t)v(t) — 0

t——o0

par croissance comparée (donc uv a bien une limite finie en —o0). Le théoréme d’intégration par parties s’applique
alors, et comme l'intégrale

LPe)e) = [ e

—00
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est une intégrale convergente, on sait que l'intégrale

/z u(t)v’(t)dt:/x (k + 1)thetdt

—0o0 —0o0
converge, et :

x x

L(Pyyq1):x ex/ thtleldt = e [tkﬂet} —ez/ (k+1)theldt = :ck+1—0—(k+1)ez/ thetdt = Py (x)—(

— 00 —0o0 —00 —00

T

Cela est vrai pour tout réel x € R, donc
L(Pyt1) = Piy1 — (K+ 1) L(Py).

e La formule proposée se déduit alors par récurrence sur k € N.
Initialisation : si k = 0,

2. (~1)
L(R) = Py = (=1)°01 3 ~—=P
2]

(car 0! =1 et (—1)° = 1), d’ot1 I'initialisation.
Hérédité : soit k € [0,n — 1], supposons la formule vrai au rang k, alors d’aprés le début de la question,

L(Py1) = Py — (k+1)L(FP)

k .
= Popr— (k+D)(-DFRD (=1p P;

= I
= (-1)
= P+ (DI R+ 1Y 2P
=0 I
k+1 -
(=1)
= (DM E+1D i P;
j=0
D’ou I'hérédité.
Conclusion : on a bien, pour tout k € [0,n],
(-1
L(Py) = (—1)FKE!Y i P;.

J=0

2a) e Montrons que L est linéaire : pour tout (f,g) € E?, pour tout € R, pour tout = € R,

L(f+9)(w) = @ / "+ o etat

—00

_ @ / (R + g(t)etat

= e * /w (f(t)e" + g(t)e')dt

—00

= e * /90 ft)etdt +e* /90 g(t)e'dt

—00

= L(f)(x) + L(g)(x)

par linéarité de I'intégrale convergente (chaque intégrale converge, vu a la question 1b).
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L’égalité étant vraie pour tout x € R, on en déduit bien

L(f +g) = L(f) + L(g).

Donc L est linéaire.
e La formule de la question précédente donne directement que pour tout k € [0,n], L(Py) € R[X] et que

deg (P(Ly)) = k.

et méme L(Pj) est unitaire (son coefficient dominant, c’est-a-dire le coefficient de Py, vaut 1). Alors, comme L
est linéaire, on en déduit bien que si f € E alors L(f), qui est combinaison linéaire de L(F), ..., L(P,) (car
(Po, ..., P,) base de E) qui sont tous dans R,,[X], est aussi dans R, [X].

Donc L va de E dans E.

e Donc L est un endomorphisme de FE.

e De la question précédente, on a

1 -1 (=1)"n!

M = Mat(p(),_“’pn) = B ’LT

c’est-a-dire |
s Je .o .
1)L s>
Mi,j = ( ) 7! )=
0 sij <t
(en supposant qu’'on numérote les lignes et colonnes de M a partir de 0).
M est donc une matrice triangulaire supérieure, tous les coefficients diagonaux valent 1.
2b) De 1d, on a par linéarité de L :
L(Pit1 + (k+1)Py) = Peia

(pour k € [0,n — 1]) et L(FPy) = Py, donc Py, ..., P, sont dans I'image de L, donc L est surjective (contient une
base de l'espace d’arrivée), donc L est bijective (car surjective, linéaire et les espaces de départ et d’arrivée ont
méme dimension finie). Puis, Py = L™ (Py) et

L™ Pyy1) = Pory + (K + 1P,

(pour k € [0,n — 1]). Donc

11 0
M=
n
0 1
(matrice de L=! dans la base (Py, ..., P,)).
Exercice 14. 1) e La fonction
—t
e
= —
g t
est continue sur |0, +oo], donc intégrable sur tout segment inclus dans ]0, +oo[, en particulier sur [z, 1] pour tout
z > 0.
e On a

gty =, 0 <t12> :

sur [1, +o0[

. 1 o
or la fonction ¢t — — est intégrable
en +o0o

5 } (Riemann, 2 > 1), donc la fonction g est intégrable
t
{ sur [1, 4o00[

par critére de domination.
en +o0o
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La fonction g est donc intégrable sur [z, 1] et sur [1, +oo[ pour tout x € R, donc sur [z, 4+o0o[ pour tout z € R7.
Donc I'expression f(x) existe pour tout x € R :

R} C D.
e On a
1) ~ -
g t—o+ t’
. 1 . " L
or la fonction ¢ — n est continue positive sur ]0, 1], 'intégrale
Lat
o ¢t

diverge (intégrale de Riemann), donc par critére d’équivalence, l'intégrale

1t
/ a
o t
+oo ,—t
e
/ Y
0 t

diverge aussi. Donc la fonction f n’est pas défini en 0.
e Si la fonction f était défini en x € R* | alors l'intégrale

+oo ,—t
/ Y
- t

serait convergente, et comme x < 0 < 400, on devrait avoir l'intégrale

400 —t
/ €
0 t

convergente aussi, ce qui n’est pas. Donc l'expression f(z) n’existe pas pour z € R*.
e Donc

diverge et donc l'intégrale

D=R"|

2) Pour tout = € R%, par la relation de Chasles, on peut écrire

1 _—t 400 —t T
ﬂ@:/eta+[ et&:—[g@&+ﬂm

La fonction ¢ est continue sur I’intervalle ]0, +oc0[, donc il existe une primitive G de g sur cet intervalle (théoréme
fondamental de I’analyse), alors pour tout € R on a

Donc, pour tout x € R,
flx) = =G(x) + G(1) + f(1),
et comme la fonction G est dérivable sur RY de dérivée g, on en déduit que la fonction f est dérivable sur R et
que
fl=-g
sur R%.. Or, la fonction g est de classe C*> sur RY, donc la fonction f” est de classe C*° sur R, donc la fonction f

aussi.
3) e Pour tout x € RY |

x e—t T _ e—t T x 1 _ e—t
ﬂ@:—[t&+ﬂmzz‘lt a+ﬂu—zimzﬁ‘lt dt + £(1) — In(x).
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Or, la fonction
1—et
t
est continue sur |0, +00[, se prolonge par continuité en 0 (en posant ¢(0) = 1), donc

¢:t—

T

lim
z—0t Jq t

eft 0
dt — dt € R
] /1 (1)dt €

(car I'intégrale converge, puisque faussement impropre en 0), par conséquent la fonction

1 _ ,—t
zH/‘lf dt+ £(1)
1

est négligeable devant In(z) en 0% (car tend vers une limite finie alors que In(z) — —00), donc
z—0

flx) ~ —In(x)|

z—07F
e Soit x € RY . Intégrons par parties : les fonctions
¢ 1
u:t— —e et vt n
sont de classe C! sur R%, de dérivées
/ —t / 1
w it e et Vit ——,
t2

de plus

u(t)v(t) N 0
(donc wv a bien une limite finie en 4+00), donc le théoréme d’intégration par parties s’applique, et donne (puisque
I'on sait que 'intégrale f(z) = /+<><> o' (t)v(t)dt est convergente) :

xT

et T too -t e~ T oo ot
= |- - T dt=-04 — — S _dt
@) [t} L 2 0+ L 2

xT

Or, par croissance de U'intégrale (car « les bornes sont dans le bon sens »), en utilisant que, pour t € [z, 4+00] on a

1 1
t2x>0,donc¥§—,donc
x

et et
<
2 = at’
puis
too ot 1 +oo -t f(:c)
< —dt < — —dt=—==
0 _/x t2 - x/x t x a:—)ql-oo(f(x))7
67:1:
d = — it
onc f(x) . —l—x_g_oo(f(x)), soi
e*fl’
f(z) odoo I

Remarque. On peut aussi majorer ainsi :

+oco —t +00 —x
e 1 e

0§/ 2dt§2/ e_tdt:—Q,
= t il T

donc . . .
e e e
0< & _ € __ -
Tz f()_:vQ x%&oo(x)’
donc .
o—
1@, o
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Exercice 15. Soit n € Z, alors la fonction

2" In(z)
R
Jiw 1— a2
est continue sur ]0, 1], donc intégrable sur tout segment inclus dans |0, 1].
Puis,
1"(z — 1) 1 1
f(@) o1 1—22  l+zast 2
1
donc la fonction f se prolonge par continuité en 1 (en posant f(1) = —5), donc la fonction f est intégrable en 1.
Sin>1,
f(z) —0
z—0

(par croissance comparée), et donc la fonction f se prolonge par continuité en 0 (en posant f(0) = 0), donc la
fonction f est intégrable en 0. Et dans ce cas, 'intégrale considérée converge.
Sin =0, alors

f(@) ~ In(z),

z—0

or la fonction In est intégrable en 0, donc par le critére d’équivalence, f aussi. Donc 'intégrale considérée converge.
Sin = —1, alors

SR

x—0 T

et la fonction
In(x)
_——

x

est continue et positive sur ]0,1] (et avec —f continue sur ]0,1] aprés son prolongement en 1), donc le critére
d’équivalence donne que l'intégrale
1
|ty
0

1
I:/ —de.
0 xr

/el _ln:(f) dr = [_;IHZ(@} 1 = %an(e) — oo,

e e—0t

/01 —f(x)dz

/0 1 f(z)da

@) _ o (f)).

X z—07F

est de méme nature que l'intégrale

Or, pour tout e €]0, 1],

donc l'intégrale I est divergente. Donc l'intégrale

diverge, donc l'intégrale

diverge aussi.
Sin < -1,

et la fonction f est de signe constant sur ]0, 1[, donc si I'intégrale de f convergeait en 0, ce serait le cas de
I'intégrale
1
|
/ n(z) dr,
0 X

ce qui est faux d’aprés le calcul précédent. Donc 'intégrale diverge.
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Exercice 16. La fonction ¢t — 1 — ¢ est continue et strictement positive sur |0, 1[. La fonction In est continue sur
R* , donc par composition, la fonction
t—In(l —1t)

est continue sur |0, 1[.
Par produit, la fonction
t — In(t)(In(1 —¢)

aussi. Puis, la fonction ¢ — t est continue et ne s’annule pas sur |0, 1], donc par quotient, la fonction f est continue
sur |0, 1[.

Sit—0,
In(1—1¢) ot —t, et donc f(t) Koot In(t).
) y sur |0, = s oo . .
Or la fonction In est intégrable 2 , donc par critére d’équivalence, la fonction f aussi.
en 0
Puis,

In(t) ~ t—1, donc fit) ~ (t—1)In(1—t)—0
t—1 t—1 t—1

(par croissance comparée), donc la fonction f se prolonge par continuité en 1 (en posant f(1) = 0). Donc la fonction

f est intégrable en 1.

Donc la fonction f est intégrable sur |0, 1].

Exercice 17. e La fonction

‘ x1n(x)

est continue sur R* par opérations usuelles.
On a
f(z) ~ zln(x) — 0

z—0 z—0

par croissance comparée, donc la fonction f se prolonge par continuité en 0 (en posant f(0) = 0), et donc la
fonction f est intégrable en 0.

On a 5
z° In(x In(x
xr——+00 X x r——+00
par croissance comparée, donc
1
f(z) = 1’—>0+oo (x2>
Or, la fonction
1
T —
22
est intégrable { suzn[ _’F—(;OO[ } (Riemann, 2 > 1), donc par critére de domination, la fonction f aussi.

Donc l'intégrale I converge absolument, donc converge.
e Pour le calcul de I :
Méthode 1 : par intégration par parties. Les fonctions

|_>1 1 1 x2
uLx - — = =
2 21422 2(1+22)

on a rajouté — a la « primitive naturelle », pour que la limite de uv en 0 soit finie) e
( t 5 1 t turell la limite d 0 soit finie) et
v:x— In(z)

sont de classe C! sur R% , de dérivées respectives

/ x , 1
u(m):m et v(x):;.
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De plus,
2
u(z)v(r) ~ —In(z) — 0
( ) ( ) z—0 ( ) z—0
par croissance comparée, donc la fonction uv a une limite finie en 0. On peut donc intégrer par parties sur |0, A]

pour tout A > 0.

Remarque. On ne peut pas appliquer le théoréme sur ]0, +o00[, car la fonction uv n’a pas de limite finie en +oo.

Et donc N A N
z? x? 1
de = |—0———<1 - ——d
/0 fz)dz [2(1 +a?2) n(x)h /0 2(1+a2)a "
I L W
o 2(1 + A?) 4 0
A? 1 )
N R RPN SNy S
o 2(1+ A2) 2 4 A?
1 1 1 1
= i an-ogh (1 * A2> AT
In(A) : .
(car A In(A) W AT A—>—+>oo 0 par croissance comparée). Donc

1=0|
Remarque. Cette méthode donne aussi la convergence de I, puisque la limite trouvée est finie.

1
Méthode 2 : appliquons le changement de variable u = —. La fonction
x

1
T =
X

est de classe C! et strictement décroissante sur ]0, +-00[, donc induit une bijection de ]0, +oo] sur ]0, +oo[. De plus,

1
«dz = ——du ». Comme on sait que l'intégrale I converge, le théoréme de changement de variable s’applique et
u

I_/O M(J)du_/m‘“n(wdu——f.
oo (L4 5)° \ @2 o (1P

[1=0}

Remarque. Pour cette méthode, il était indispensable de montrer avant que l'intégrale I convergeait.

donne

Donc

Exercice 18.

1. e Soit A € RY.

Les fonctions )
uT e — et v: x> cos(r)
x

sont de classe C* sur le segment [, A], de dérivées

1
u' ~ 3 et vz —sin(z).

On peut donc intégrer par parties (théoréme de PCSI), et on a :

/WA cos(z) , _ [_Sin(l’)r - /WA sin(;?)dac _ ) /ﬂA s,

x r | x A 22

29



Fauriel - PC - Mathématiques TDG6 - INTEGRALES GENERALISEES

e Or, pour tout = € [m, +00],

sin(x 1
X T z—+00
donc in(A)
sin
lim =0
A—+o00 A
par le théoréme des gendarmes. Puis, la fonction
sin(x)
g:x (2
x
est continue sur [r, +o00[, pour tout = € [r, +00],
sin(x) o1
22 | T 22’
. 1 .y sur [, +o0| o , )
et la fonction z — — est intégrable , donc par critére de comparaison, la fonction g est
T en +o0o
intégrable { sur [, +oof }
en +0o0o
Donc 'intégrale
+00
sin(x
/ (2 >dx
- x

converge, et

lim
A—+oo - xT

A . A . 400 2
lim cos(a:)dm — lim _sin(4) sm(x)dx _o0— sin(z) de,
Asdoo J. T A—+o0 A . @2 ” x?

existe et est finie, donc I'intégrale
400
cos(u
/ cos(1) 4,,
x u

. @ Pour n = 0, il est évident que les intégrales ug et vg convergent (et valent 0), comme intégrale de la fonction
nulle.
e Soit n € N*. La fonction

2 2

A +00 o
sin(x) de :/ Sm(x)dx.

e Par suite,

converge.

i 2
sin“(nmz
fnix ( )
X
est continue sur }0, 2] et
£ 02 2
sin“(nmz nwT
( ) ~ ( ) =nlrz — 0
T z—0 T z—0

1
(limite finie), donc la fonction f,, est intégrable en 0, donc sur }O, 2] . Donc l'intégrale

2 3 sin?(n7x)
U :/ fn(x)dz :/ ———=dx
0 0

T™r

converge (absolument).
e Soit n € N*. La fonction

B iz sin?(nmx)
tan(mx)
. 1
est continue sur 0,5 et
.9 2
sin
(nmz) N (nmx) i 0

tan(mx) z—0 7z z—0
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(limite finie), donc la fonction h,, est intégrable en 0, et

sin?(nmr)

=0

lim ———=
z—1 tan(mz)

1
(limite finie), donc la fonction h,, est intégrable en 3

1
Donc la fonction h,, est intégrable sur }O, 3 [ Donc l'intégrale

2 3 sin?(nmx)
U, :/ b (z)dx :/ SR da
0 0

tan(mx)

converge.

t
3. (a) Soit n € N*. Considérons le changement de variable affine ¢t = nmx, soit x = —. La fonction

T — nmx

nm

1 n 1
est C! strictement croissant, donc induit une bijection de }O, 3 sur }0, % [, et « dx = —dt », de plus
nmw

I'intégrale v,, converge, donc le théoréme de changement de variable donne

1 .9 nm ., 9 nm ., 9
o — /2 sin®(nmz) do — / 2 sin (t)idt _ 1/ 2 sin“(t) it
0 0 0

T

1 — cos(2t
Comme de plus, pour tout ¢ € R, sin?(t) = 2(), on a aussi

Up = —

Qo 2t :go

en posant cette fois le changement de variable affine u = 2t.

g T
n

1 [ 1—cos(2t) 1 (™ 1— cos(u)
Stid St it S
0

t

du
U

Remarque. Pour n = 0, les égalités restent vraies de maniére directe.

(b) Par suite, pour tout n € N*,

1 (™1 — cos(u)

= — d
T o 0 U “
_ 1 ™1 — cos(u) du + 1 ("1 —cos(u) du
2m Jo U 2r Jr U

1 nm 1 nmw _

=1+ — —du — — / Mdu (par linéarité de l'intégrale)
2 J. u 2 . U
1 _ nw

o n(nm) —In(r) 1/ cos(u) du

27 27 S, U

w4 In(n) 1 /m —cos(u) du

27 2 ). U
In(n)

Or, lim

n—+oo 27

= 400 et, comme l'intégrale

20 cos(u)
d
[
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converge, on a

nmw +oo .
lim — / —oos(u) g, - 1 —oosW) 4, ¢ g,

n—+oco 27 U T o x U
donc
v, — In(n) bug— 1 " —cos(u) du  ~ ln(n).
27 27 o U n—+oo 27
N—— -
—+0o0 limite finie
4. On a ) i 5
lim f(z) = lim <7 ——) =——.
o1 o1 tan(rmx) 7wz T
———
—0
Puis, un DL en 0 donne :
1 r 1 1
tan(rz) Tz e TP, (z3) T
3 z—0
1 1
- 252 -
L0,
1 (7m2z? 9
a 71'1‘( 3 +x(—)>0(x )>
T
= —+ o (x)—0
3 z—0 z—0

FO0)=0 et f@):—Q.

5. Pour tout n € N, par linéarité de 'intégrale,

=

Up — Vp = / sin?(nmz) f(x)dz.
0

Or, pour tout x € ]O, % [,
| sin®(nm2) f(z)| < | f(2)],

| 1@

1 1
converge (car la fonction |f| est continue sur }O, 5 [ et prolongeable par continuité en 0 et en 5), donc (car

et 'intégrale

=

« les bornes sont dans le bon sens »), par inégalité triangulaire généralisée, puis croissance de l'intégrale,

1

- ;
g/o Isin (mx)f(x)dxg/o 1 (2)]da,

[tn = vn| =

/0 ? in (e (@) de

donc la suite numérique (un — Upn)nen est bornée.
Comme

lim v, = 400,
n—-+o0o

et la suite numérique (un — Un)nen est bornée, on a

Up, — Uy = VHO%O(vn),

donc

In(n)
Up ~ Uy o~ )
n——400 n—+oo 27
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Exercice 19. 1) On a

1

/1 V1—a? dr

Or, la fonction
frz— 1

est continue sur ] — 1,1[ (car 1 — 22 > 0 pour tout x €] — 1, 1], et que 'on compose des fonctions usuelles), admet
arcsin comme primitive, et arcsin a une limite finie en 1~ et —17 (car arcsin est en fait continue sur [—1,1]), donc
I'intégrale I(1) converge.
De plus, comme f > 0, on en déduit que la fonction f est intégrable sur | — 1, 1].
Enfin, on a alors

I(1) = lim arcsin(x) — lim arcsin(z) = T_
T—1— rz——1t 2

(-3) =&

2) Soit k € N. Alors la fonction
k

x k
feiz el =11~ =z"f(x
=11l = = af (@)
est continue sur | — 1, 1] par produit de fonctions continues, et la fonction x ~— z* a une limite finie si 2 — 1~ ou

x — —17, donc

B0 = 0 (J@) e A= O (/@)
sur | —1,1]

Comme la fonction f est intégrable { en —1 ot on 1

}, le critére de domination (appliqué en 1 et en —1) donne que

. . -1,1 .
la fonction fi est intégrable { erslui]l ot (;n[ 1 }, donc que I'intégrale I(X*) converge absolument, donc converge.
Puis, soit P € R[X], alors il existe n € N et il existe (ag, ..., a,) € R"*! avec

pP= Zn: ap X,
k=0

Or, pour tout k € N, 'intégrale

= [ e

converge. Donc par linéarité de I'intégrale convergente, I'intégrale

/Z“’“ /ﬁ

k=0

converge (et on a aussi

/ mdx—Za RI(XP),

mais on ne va pas s’en servir ici).
3a) La fonction

V1 —x?
est dérivable sur | — 1, 1], et admet pour dérivée la fonction
x
Vv
(cette dérivée est de la forme « u/u® » & constante prés, c’est ainsi que j’ai trouvé sa primitive). Donc

:/ L= [-vima] =[O

T —

On en déduit

02](X)za<—é§>+c<\é§> soit
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3b) Avec le résultat admis, on a alors

Donc

Enfin, on am=1(1) =a+ b+ ¢, donc

4) e Soit k € N*, alors
1
x
I(XF = / aR—
(X A
Intégrons par parties : les fonctions
u:x e —y1— a2 et vz 2l

sont de classe C! sur | — 1, 1], la fonction uv a une limite finie (nulle) en 1 et en —1, et I'intégrale I(X**+1) converge,
donc on peut appliquer le théoréme d’intégration par parties, et on a :

1 1 1 1— 2
1k = [—\/1 - x%ﬂ - / V1= 22k ldz =0 -0+ k:/ \/%xk_ldx — kI(k—1) — kI(k +1).
- -1 -1 — T

Donc

I(k+1) = k_k‘_ll(k: "

e Comme I(X) =0, on en déduit
3y _ 2 5y _ 47y
IX) = SI(X)=0 et I(X")=-I(X%) =0,

On en déduit aussi

I(X% = Z1(X?).

J(P) = g <P (—‘f) +P(0) + P (?))

I(x*) = J(X*)

e Notons

pour P € E, alors on a

pour k € [0,2] d’apreés les calculs fait a la question précédente.

Puis,
3 3 3 3
J(Xg)zg (—?) +03+<‘g§> :% —(‘f) +(\é§> =0=1I(X%)
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Enfin,

ol 3

3
= - X
4

1
w3
] o
X
VRS /|\
SR b
N———
no
_l_
=~ w
X
<
+
|
X
VN
| S
N——
no

3 3

= “JX%H==:

4 (X%) 4

Pour finir, les applications I et J (définies sur E) sont linéaires (est-ce évident pour tout le monde ?), coincident
sur la base (1, X, X2, X3, X%, X5) de E, donc sont égales.

I(X?) = 1(X%)
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