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CORRECTION DM 3 - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Exercice 1 - CCINP PC 2021 (Extrait de ’exercice 2)

1
xll}l_il_loof( z)=0 et Vze€l0,+oof, flz+1)+ f(z) = 3 (1)
Partie I - Existence et unicité de la solution du probléme (1).
Existence de la solution

1. Méthode 1 : Pour x € R}, fix¢, la série de terme général ¢y (x) est une série alternée. En effet :

(=D*

® k2

est de signe alterné;

. (ﬁ)k est décroissante (car la fonction t — 5 L Test);

1
((IZ + k)2 k—+o00

e ct

Donc d’apreés le théoréme spécial des séries alternées, Z;ﬁ‘é vr(z) converge a x fixé.

Et donc |}, ¢ converge simplement sur 0, +o0[.

Méthode 2 : On a pour tout x € R’} et pour tout n € N :

e —
)| = —=.
7k (x4 k)2
Or : m M k% Comme tout est positif, par critére d’équivalence, la série ), ., m a la méme
—+o0 ~

nature que la série de Riemann -, k% qui est convergente (2 > 1).

Donc la série ) ., ¢r(x) converge absolument donc converge.

Et donc |, ¢ converge simplement sur 0, +00[.

2. Soit z €0, +o0]. On a :

(-1)*
:U—i-l-i-k: — (2 + k)2

_ < (_1>k+1 N (—l)k )
e\ (@t 14k)? (a4 k)?
a somme existe puisque les séries convergent
1 iste pui les séri
_ T (71)k+1 N (71)0 _ i
kstoo (x+14+k)2  (z+0)2 |22
(série télescopique convergente)

ple+1)+r) =

M\ZM

3. De la méme maniére que dans la question 1, on constate qu’a x fixé, Zk>0 k() est une série alternée.
D’aprés le théoréme spécial des séries alternées, on a |Ry(z)| < |pn+1(x)| oit Ry(x) = ZZ:O%H vr(x) est le
reste de la série alternée. Donc :

+oo
1
v/ Vn e N <
z €]0, 00, Vn €N, k§1¢k<x> (z+n+1)

4. On a déja montré que pour tout z €]0, +oo[ : p(x + 1) + p(z) = .
Il reste donc & montrer que lim ¢(z) = 0.
T—+00
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Pour tout x €]0, +00|, et pour n € N fix¢, on a :

n +oo 1
px) = ) eulz)| = er(@)| < ——— 3
2 & S
En particulier, pour n =0, on a : |¢(x) — po(x)| < (le)Q.

Or |p(x) = po(@)| = [¢(2)| = |po(2)|. Donc :

x)| < x +—.
N R
>0 :%—N) ———
x xr—+00
—+00

Et ainsi, par encadrement :

pla) 20

Unicité de la solution

5. Soit f une solution du probléme. Procédons par récurrence sur n € N.
Il y aici deux « pour tout » : un pour x et un pour n. Soyons donc précis dans notre rédaction. Posons pour
tout n € N la proposition :

n
(H,) : «Vz €]0,400[, f(z)=(=1)""flx+n+1)+ kz (:E_—i—lij)Q ».
=0
Ainsi, pour chaque n, on montrera un « pour tout z ».
e Initialisation : pour n = 0, on a pour tout z € R} :
n+1 g (_1)k 1
(-1) f(x+n+1)+k§0(:c+k)2 =—fle+1)+ .

Or comme f est solution du probléme, on a f(xz + 1) + f(z) = m% (pour tout z). Et ainsi :

2 (-

1)+ £ ——— = f(x).
(=D £( +0+1>+I€ZO(‘,H]€)2 f(z)

La propriété est bien initialisée.
e Hérédité : Soit n € N. On suppose H,, vraie c’est-a-dire :
~ (=1

v €]0, 400, f(z) = (=1)" M flx+n+1)+ CEwOER

k=0
Montrons que H,41 est vraie.

On sait que f est solution du probléme. Donc pour tout z €]0,+oc0[, on a f(z + 1) + f(z) = m% En
particulier, pour x = x + n + 1, on obtient :
1

Pl * .
Ainsi pour x € RY :

n —lk
@) = )+ Y

1
(x+n+1)2

n _1\k
—f(a:+(n+1)+1)>+ (95:36)2
k=0
(—1)*
(x + k)2

=

Sl

(_1)n+1

= (=)D x+ (n
= (=)D f(p 4 ( +1)+1)+(x+n+1)2

+

b
o

= (D)™ e+ (n4+1)4+1) + nf =D
i @R

La propriété est donc héréditaire.
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Ainsi, par principe de récurrence, on a :

n 1 k
Vn €N, Vz €]0,+o0], f(z)=(—1)""fz+n+1)+ L
— (x + k)?
6. Soit f une solution du probléme. On a donc :
n+1 - (_1)k
Vo €]0,+oo], VneN, f(x)=(-1)""fle+n+1)+ )y ——.
prt (x + k)2

Et on a aussi : lim; 4o f(z) = 0. Donc : limy,, 1o f(x +n+ 1) =0 (z fixé).
Donc a x fixé, on a :

noo Nk
R G ITESIEDY e

0

n—-+oo

o)

Donc en passant & la limite, on obtient :

f(z) = ¢().
On vient de prouver que sous réserve d’existence, 'unique solution du probléme est p. Et comme on a déja
prouvé 'existence, on en déduit que ‘ ¢ est 'unique solution du probléme. ‘

Partie II - Etude de la solution du probléme (1).
7. Soit € > 0. On a pour tout k € N et pour tout = € [¢, +00] :

(—1)k 1 1
()| = 3| = 5 S P
(x+ k) (x + k) (e+ k)
Donc ||¢glleo < ﬁ par définition de la borne supérieure. Or ﬁ e 1?12 Comme tout est positif,
par critére d’équivalence, la série Z,@O ﬁ a la méme nature que la série de Riemann Z@l 1%2 qui est

convergente.
Par critére de comparaison, la série & termes positifs Y ||¢r|lco converge.

Donc ’ > ¢ converge normalement sur [e, +o0o[ et donc uniformément. ‘

8. Soit € € R%. Comme ) ¢;, converge uniformément sur [e, +00[ et que pour tout k € N, ¢, est continue sur
€, +00], D k>0 Pk est continue sur [e, +-00].

Et comme le résultat est valide pour tout € > 0, | > ;- ¢k est continue sur ]0, +oo[.

De plus, comme ¢ est solution du probléme, on a pour tout z € Ry : o(z + 1) + ¢(z) = 5.
On a donc pour tout z € RY :
2o(x)=1-22x @z+1)

~—_——
———(1)eR
z—0t
par continuité de ¢ en 1. Donc 2%¢(z) — 1 et ainsi :
z—0
1
PT) N
9. Soit € > 0. On a pour tout z € [¢,+00] :
2(—1)k+1 1 1
|ok(2)] = 5| = 5 < 3
(x+ k) (x+ k) (e+k)
Ainsi, par définition de la borne supérieure ||¢}|[cc < ﬁ Allons, un peu plus vite : on sait que ) ;- ﬁ
converge (en comparant & une série de Riemann). Puis par comparaison de séries & termes positifs, Y ||} |loo

converge.

Donc | > ;- ¥}, converge normalement sur [e, +0o[ et donc uniformément sur cet intervalle.

Ainsi on a :
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e pour tout k € N, ¢, est C sur [e, +00[;
e la série ) k>0 Pk converge simplement vers ¢ ;

e la série ), ), converge uniformément.
Donc ¢ est C! sur [e, +o0] et :
/ /
Vo € [e, +oo], ¢'(z) = Z@k(x) = Z ICETSER
k=0 k=0

Et comme cela est valable pour tout € > 0, on peut généraliser sur R* .

Ainsi | ¢ est C! sur ]0, +ool | et :

gy = S 2D
Vz €]0,4o00[, ¢'(x) —kzo (x+k)*

_1\k+1
10. On peut rapidement vérifier que pour x fixé, Z;ﬁ% QEler)k)g est une série alternée.

+oo  2(=1)kt1 < 2
k=n+1 (z+k)3 | = (z+n+1)3

Donc . En particulier, pour n = 0, on obtient :

f 2(_1)k+1 _ 9
(x+k)3 | (x+1)3
k=1
Ainsi pour tout x €]0,4o00[, on a :
I k+1
2 2(-1) 2 2
/
— =4 -S4+ <0
pla)=—— z::

Donc | ¢ est décroissante sur R* .

11. Pour tout # € R, on a ¢(x) + ¢(z + 1) = 5. Or ¢(x) = ¢(x + 1). Donc : | 2p(z) > —;.

C’est vrai en particulier pour > 1. Puis de méme, on a pour x > 1 :

1
~1 4=
oo —1)+pla—1+1) =
Or oz —1) > p(x). Bt done : | 2p(x) < ——
rp(z—1) = ¢(z). onc : x) <
¢ ¢ ¢ 1)
On en déduit I'encadrement : )
x
1< 222 <
() @17
——
T — 400 1
Ainsi 22%¢(r) —— 1 par encadrement et donc :
T—+00
1
) S 32
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