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TD9 - POLYNOMES ANNULATEURS

0 1 1
Exercice 1. On considére la matrice A= [ =1 0 1| de M3(R) et la matrice B = A% + 21I5.
-1 -1 0
1. Montrer que B? = B + 21I5.
2. Montrer que si A est valeur propre de A, alors A\?> + 2 est valeur propre de B. En déduire que A n’est pas
diagonalisable dans M3(R).
3. Déterminer le reste R, de la division euclidienne de X™ par X2 — X — 2.
4. En déduire I’expression de B" en fonction des matrices I et B.
. 20 5 3
Exercice 2. On pose D = <O 6> et A= (1 3>.
1. (a) Trouver les matrices qui commutent avec D.
(b) On cherche & résoudre Y2 +Y = D (E') dans Ma(R). Montrer que si M est solution de (E’) alors M
et D commutent. En déduire les solutions de (E’).
) Résoudre X2 + X = A dans My(R).
(a) Montrer que P(X) = (X — 2)(X — 6) est un polynéme annulateur de A.
(b) On pose R[A] = {P(A)| P € R[X]}. Calculer dim (R[A]).
) Soit (E) I'équation X2 + X = A. Prouver sans utiliser la question 1 que si X est solution de (E), le
spectre de X est inclus dans {—3,—2,1,2} et montrer que X est diagonalisable.

—
o
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Exercice 3. Soit A € M,,(K). Montrer que, si A est inversible, alors il existe P € K[X] tel que A~! = P(A).

Exercice 4. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, u et v deux endomorphismes de E qui com-
mutent. On suppose que u posséde n valeurs propres distinctes : A1, ..., Ay, et on note B = (eq,...,e,) une base
de vecteurs propres associés & ces valeurs propres.

1. Montrer que, pour tout ¢ € [1,n], il existe p; € K tel que v(e;) = uie;.
2. Démontrer qu'il existe un unique polynoéme P € K, _1[X] tel que, pour tout i € [1,n], P(\;) = pi.
3. En déduire que v = P(u). Réciproque ?
Exercice 5. Soit A € M,,(R) vérifiant :
A® — 34— 4I, = 0,.
Montrer que det(A) > 0.

Exercice 6. Soit n un entier tel que n > 2. Soit A € M, (C) telle que A" = I, et (I, A,..., A""1) est libre.
Montrer que tr(A4) = 0.

Exercice 7 (CCP PC 2005 ODLT). Soit A € M,,(R) vérifiant A3 + A% 4+ A = 0,,. Montrer que tr(A) € Z.

Exercice 8. Soit A et B dans M, (K). Montrer que si A et B sont semblables, alors pour tout polynéme P €
K[X], P(A) et P(B) le sont aussi.

Exercice 9. Soit A € M,,(K) et P € K[X]. Montrer que si A est diagonalisable, alors P(A) l'est aussi. Que dire
de la réciproque ?
Exercice 10. Soit A € M,,(C) et P € C[X] non constant. Montrer que

Sp(P(A)) = {P(\), A€ Sp(A)}.

Indication : on pourra penser a trigonaliser.

n n

Exercice 11. Soit A € M,(C), notons x4 = [] (X — A;). Montrer que, pour tout P € C[X], xpay = [] (X —
i=1 i=1

P()\i)). Indication : on pourra penser & trigonaliser.

Exercice 12. Soit P € C[X] non constant et A € M,,(C). Soit A une valeur propre de P(A). Montrer qu’il existe

une valeur propre p de A telle que P(p) = .



Fauriel - PC - Mathématiques TD9 - POLYNOMES ANNULATEURS

Exercice 13 (CCP PC 2009 ODLT). Soit A € M, (R), telle que A3 = A? et tr(A) = n.
1. Donner le spectre de A.
2. Donner son polynéme caractéristique.

3. Prouver que A = I,.
Exercice 14. Soit A € M5(R) telle que A3 = A2 — 2A. Montrer que A n’est pas inversible.

Exercice 15. Soit A € M, (K). On suppose que P = X3 4+ X? — 2X est un polynéme annulateur de A et que —2
n’est pas valeur propre de A. Montrer que A est la matrice d’un projecteur.

Exercice 16. Soit A € M, (K) diagonalisable et P € K[X]. Montrer que P(A) = 0, si et seulement si, pour
tout A € Sp(A), P(A) =0.

Exercice 17.

1. Soient M et N € M,,(C). Montrer que M N est inversible si et seulement si M et N sont inversibles.
2. Soient A et B € M, (C). Montrer que

xa(B) € GLn(C) < Sp(4)NSp(B) = 0.

Exercice 18. Soit A € M,,(C). Montrer que si @ est un polyndme scindé a racines simples qui annule A, alors Q'(A)
est inversible.

Exercice 19. Soit P € C[X] et A € M,,(C). Montrer que P(A) est inversible si et seulement si, aucune racine
de P n’est valeur propre de A.

Exercice 20. Soit P un polynéme annulateur d’'une matrice nilpotente N. Montrer que P(0) = 0.

Exercice 21. Soit N € M, (K). On dit que la matrice N est nilpotente s’il existe p € N* avec NP = 0,,.
1. Montrer que N est nilpotente si et seulement si yy = X™.
2. En déduire que

(a) N est nilpotente si et seulement si N™ = 0,,.

(b) N est nilpotente si et seulement si IV est semblable & une matrice triangulaire stricte.
3. On suppose la matrice N nilpotente.

(a) Montrer que la matrice I, + N est inversible.
(b) Déterminer (I, + N)~t. Indication : on pourra penser au DSE de (1 +z)7!...

A O

Exercice 22. Soit A et B deux matrices carrées a coefficients complexes, M = (0 B

). Montrer que M est

diagonalisable si et seulement si A et B le sont.

Exercice 23. Soit A € M,,(R) et ¢4 : M € M,(R) — AM € M, (R).
1. Montrer que, pour tout P € R[X], P(¢4) est I'application M € M, (R) — P(A)M.

2. En déduire que A est diagonalisable si et seulement si ¢4 'est.

Exercice 24 (CCP PC 2005 ODLT). Soit A € M, (C).
1. On suppose A% —2A4 + I, = 0,.
(a) Donner Sp(A).
(b) Calculer AP en fonction de A et I, pour p € Z.

2. Donner un exemple de matrice A non diagonalisable vérifiant A2 — 24 + I,, = 0,,.

Exercice 25 (Mines-Ponts PSI 2009). Soit M € M,,(C).
1. Exprimer le polynéme caractéristique de la matrice 2M en fonction de celui de M.

2. On suppose que M et 2M sont semblables. Montrer que M est nilpotente.

Exercice 26 (CCP PC 2009 ODLT). Soit f un endomorphisme de R? vérifiant f2 = f* et admettant 1 et —1
comme valeurs propres. f est-il diagonalisable ?
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Exercice 27 (CCP PC 2009 ODLT). 11
1. Déterminer les valeurs propres complexesde A= -2 1 1
2. Est-elle diagonalisable dans M3(R) 7 M3(C) ? -2 13
3. On pose t, = tr(A™). Exprimer t,43 en fonction de t,y2, tp41 €t ty.
4. Rayon de convergence de la série entiére Z t,x" et somme sur l'intervalle ouvert de convergence.

n>0

Exercice 28 (CCP PC 2010 ODLT). Soit A € M,,(C) avec n > 2.

1. Montrer que si A est diagonalisable, A? I’est aussi.

2. En s’intéressant a la matrice qui a un unique 1 dans le coin supérieur droit et des 0 partout ailleurs, montrer
que la réciproque est fausse.

3. Condition de diagonalisabilité utilisant le polynéme annulateur ?
4. Si A est inversible et A% diagonalisable, montrer que A est diagonalisable.

5. On suppose A non inversible. Montrer que si A2 et A sont diagonalisables, alors Ker(A) = Ker(A?).

Exercice 29 (CCP PC 2013 ODLT). Soient A et B deux matrices carrées (a coefficients dans C) qui commutent
A B
et M = (O A>'
1. Montrer que, pour tout entier k € N, A*B = BA* et calculer MF.

P(A) BP'(A)
o)

3. Montrer que si @ est un polyndme scindé a racines simples qui annule A, Q'(A) est inversible.

2. Montrer que, pour tout polynéme P, P(M) = (

4. Montrer que si M est diagonalisable, A 1’est aussi et B est nulle.
5. Montrer la réciproque.
Exercice 30 (CCP PC 2005 ODLT). Que peut-on dire de A € M,(R) telle que A* — A% — A2 + I, = 0,
et A>—3A+2I,=0,7
Exercice 31 (CCP PC 2007 ODLT). Soit A € M,,(R) et M = A2%. On suppose M2 + M + I,, = 0,,.
1. M est-elle inversible 7
2. Montrer que les valeurs propres de M sont j et j2.
3. M est-elle diagonalisable dans M,,(C) ? M, (R) ?
4. Montrer que n est pair et calculer tr(M) et det(M).
5. A est-elle diagonalisable dans M,,(C) ? M,,(R) ?
6 n

. Montrer que si § est impair, tr(A) est un entier relatif impair.



Fauriel - PC - Mathématiques TD9 - POLYNOMES ANNULATEURS

Solutions

Exercice 1. 1) Plusieurs fagons pour montrer I’égalité demandée.
0o -1 1 2 -1 1

Premiére facon : on calcule B= | -1 0 —1], puisoncalcule BZ=| -1 2 —1], et on constate bien
1 -1 0 1 -1 2

B? = B+ 2I5.
Deuxiéme facon : on calcule y4 = X2 + 3X, puis
B? — B —2I3 = (A% + 2I3)% — (A% 4+ 2I3) — 2I3 = A* 4 3A% = A x xa(A).
Or, le théoréme de Cayley-Hamilton donne x 4(A) = 03, donc
B? — B —2I3 = A x 03 = 03,

ce qui donne bien 1’égalité voulue.
2) Soit P = X2 + 2 € R[X], alors B = P(A), donc pour tout A € C, si A est valeur propre de A, alors P()) est
valeur propre de P(A) (cours), soit A? + 2 est valeur propre de B.
Mais
X2_X-2=(X+1)(X-2)

est un polynéme annulateur de B qui admet —1 et 2 comme racines, donc

Sp(B) C {-1,2}.

Comme A\? +2 = —1 n’a pas de solution dans R, on conclut : si A € R est valeur propre de A, alors A2 4+ 2 = 2,
soit A = 0.
Donc

0 est la seule valeur propre réelle possible de A.

Mais si A est diagonalisable dans M3(R), il existerait alors R une matrice inversible avec R~'AR qui serait une
matrice diagonale, avec chaque coefficient diagonal qui serait une valeur propre réelle de A, donc nulle, donc on
aurait

R YAR =05, soit A=Rx03x R =03,

ce qui est faux.
Donc A n’est pas diagonalisable dans M3(R).
3) Soit n € N. Calculons le reste de la division euclidienne de X™ par

X2-X-2=(X-2)(X+1).
La division euclidienne donne : il existe un unique couple (Q,, R;,) avec Q,, € R[X], R,, € R[X] avec
deg(R,) < deg (X* — X —2) =2

tel que
X"=(X*-X-2)xQn+R,.

Comme deg(R,,) < 2, il existe (a,b) € R? avec
R,=aX +b,  etdoncona X"=(X?-X -2 xQn+aX +0b.
En évaluant cette égalité en —1, on a alors
(=1)"=0xQn(-1)+ax(-1)+b=—a+0d.
En évaluant cette égalité en 2, on a alors

2"=0xQn(2)+ax2+b=2a+b.
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Donc on a
2a +b=2"
b—a=(-1)"
ce qui donne
2" —(=1)" on L 9. (1)
a = é) puis b= +3()
Donc
2" — (=)™ 2" 4 2(—1)"
R, = X
3 + 3
4) Soit n € N. La division euclidienne de B" par X2 — X — 2 s’écrit alors
2n — (=)™ 2+ 2(—1)"
X"=(X*-X-2)Qn+ ; i +3( ~
et en évaluant en B, on a alors
2n — (=)™ 2" +2(—-1)" 2 — (=1)" 2+ 2(—-1)"
B" = (B%> - B —2I3) x Q.(B) + :g )B—i- +3( )13: ?() )B—i— +3( )Ig.
—— —

=03

Exercice 2.

1. (a) Soit M = <‘CL b

d) € My(R). Alors

2a 6b 2a 2b
MD:(zc 6d> et DM:(GC 6d>'

Donc

Donc les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales.
(b) % Si M € Ma(R) est solution de (E’) alors

MD = M(M?*+ M) = M3+ M?*=(M?+ M)M = DM.

% Raisonnons par analyse et synthese.

Analyse : si M € Ma(R) est solution de (E’) alors M commute avec D (car D est un polyndme en M),
donc M est diagonale.

Cherchons donc les matrices diagonales solution de (E'). Si M = <8 2), alors

a’+a 0 )

2 —
M+M_< 0 d+d

2 2.,
2 _ a‘+a 0 (20 a®+a=2
M+M_D@< 0 d2+d>_<0 6 ) " \2+d=6

a 0
u=(53)
avec a € {—2,1} (les racines de X2 + X — 2) et 8 € {—3,2} (les racines de X2 + X — 6).
Synthése : réciproquement, si
a 0
u=(3 5)

avec o € {—2,1} et B € {—3,2}, alors (puisque —2 et 1 sont les racines de X2 + X —2 et —3 et 2 les
racines de X2 + X — 6),

2
s o (a+a 0 \_[(20)
M+M_< 0 d2+d>_<06 =D,

M?+ M = D.

donc

Donc M est de la forme

donc M est solution de



Fauriel - PC - Mathématiques TD9 - POLYNOMES ANNULATEURS

()

Diagonalisons A :
xa=(X-5)(X-3)-3=X?-8X+12=(X —6)(X —2).

Les valeurs propres de A sont donc 2 et 6. Comme x4 est scindé a racines simples, A est diagonalisable
dans Mz (R) et les espaces propres sont de dimension 1.

% On a
Engect(< _11 ))

Comme F5 est de dimension 1, le vecteur trouvé en est une base.

% On a
E6:Vect<< _31 ))

Comme FEjg est de dimension 1, le vecteur trouvé en est une base.
% De plus, on sait A diagonalisable, et on a trouvé une base de chaque espace propre, alors la matrice

1 3
p= (44
~1 -3

est inversible (avec P! = 1 < 11 >)7 et on a

iy (20
P AP(O 6).

D’autre part, soit X € Ma(R) quelconque, notons
Y = PXP 1, alors X =pPYpP 1

En reportant dans I’équation, on a alors

X2+X:A<:>PY2P_1+PYP_1:A:P<g 2>P_1<:>Y2+Y:<(2) g>:D (E").

Ainsi X est solution de (E) si et seulement si Y est solution de (E’). Donc X est solution de (F) si et

seulement si X est de la forme
o « 0 -1
X=P < 0 3 > P

avec o € {—2,1} et § € {-3,2}.
En faisant le calcul, on a bien
P(A) = 0,.
C’est aussi une conséquence directe de Cayley-Hamilton, puisque P = x 4.

e Montrons que R[A] est un sous-espace vectoriel de Ma(R) :

¢ On a R[A] C My(R) par définition.

© On a 0z € R[A] (02 est le polynome nul évalué en A, par exemple, mais on a aussi Oz = x4(A4)...).
o Soit (M, N) € R[A]?, alors il existe (P, Q) € R[X]? avec

M = P(A) et N =Q(A),
et donc pour tout A € R,
AM + N = AP(A) + Q(A) = (AP + Q)(A) € R[4]

car AP+ Q € R[X].
¢ Donc R[A] est bien un sous-espace vectoriel de Ma(R).

e Montrons que (I2, A) est une base de R[A].
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o Soit (a, B) € R?, si aly + BA = 09, alors

a+58=0
a+58 38 \_ [0 0 . 36=0
(6 a+36>_<0 0)’ sort b—0 :

a+38=0

donc aw = § = 0. Donc la famille (I3, A) est libre.
o De plus, I = P(A) si P =1 (le polynome constant égal a 1), et A = P(A) si P = X, donc

I, € R[A] et A e R[A].
o Enfin, soit M € R[A]. 1l existe alors Q € R[X] avec
M =Q(A).
Effectuons la division euclidienne de @ par x4 : il existe deux polynémes S et R avec
e deg(R) <1 (car deg(xa) = 2), donc il existe (a,b) € R? avec
R=aX+b,
o ct

Q=xaXxXS+R.

En évaluant en A, on a donc :

M = Q(A) = S(A) x xa(A) +R(A) = R(A) = aA + b3 € Vect(I3, A).
=

Donc

R[A] C Vect(I3, A).
¢ L’inclusion réciproque provient de ce que Iz et A sont dans R[A]. Donc on a bien
R[A] = Vect (I3, A),

autrement dit, (I2, A) est une famille génératrice de R[A].

o Comme de plus on a vu que la famille (I3, A) est une famille libre, on peut conclure que c’est une
base de R[A], de cardinal 2, donc

dim (R[A]) = 2|

(c) Si X est solution de
X2+ X = A,

le polynéme
QY)=(Y?+Y —2)(Y?’+Y —6)

annule X, car

QX)) = (X24+ X —2D)(X?+ X — 613) = (A — 215)(A — 613) = ya(A) = 0s.
Or

Y24Y -2)=(Y +2)(Y -1) et Y24Y —6= (Y +3)(Y —2),

donc le polynéme
QY) =Y -1 +2)(Y +3)(Y -2)

est scindé & racines simples. Donc la matrice X est diagonalisable et ses valeurs propres sont des racines
de Q, autrement dit,
Sp(X) C {-3,—-2,1,2}.
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Remarque. Pour décrire le polyndéme @, on a introduit la lettre Y au lieu de la lettre X classiquement
utilisée, car dans cette question, X désigne déja autre chose.

Exercice 3. On sait x4 € K,[X], donc il existe (ay,-..,a,) € K" avec

n
Xa =Y aX"
k=0

(avec a, = 1 car on sait y4 est unitaire). Alors le théoréme de Cayley-Hamilton donne x 4(A) = 0, soit

n n
0, = E CLkAk = aol, + E akAk,
k=0 k=1
ou encore

aol = — ZakAk =Ax (Z —akAk_1>
k=1 k=1

(Pexpression de droite existe bien, car pour tout k € [1,n], k —1 € N).
Comme la matrice A est inversible, 0 n’est pas valeur propre de A, donc 0 n’est pas racine de x4, donc ag # 0.

Donc
Ak ,k—1
I,=A ——=A ,

k=1
et donc en multipliant par A~! & gauche, on a

n
A—l — Z 7%1414—1
=1 0

n
a
Donc P = E — 2B Xk=1 convient (c’est bien un polynéme car pour tout k € [1,n], k—1 € N).
ao
k=1

Exercice 4. 1) Soit i € [1,n], alors e; € Ker(u — A\;Id) par définition. Or, v commute avec u par hypothése, et v
commute avec Id (sans hypothése), donc v commute avec u — \;1d :

vo(u—Nld)=vou—-Avold=wuov—Nldov = (u— \Id) ow.
Remarque. On peut aussi dire : u— A\;Id est un polynéme en u, v commute avec u, donc v commute avec u — A;1d.

Par conséquent, v laisse stable le sous-espace vectoriel Ker(u — \;Id) (cours), donc
v(e;) € Ker(u — A\Id).

Or, u est un endomorphisme de E avec n = dim(E), et u a n valeurs propres deux a deux distinctes, donc chaque
espace propre est de dimension 1.
Comme

o ¢; € Ker(u — N1d) = Ej, (u),

e et que ¢; # 0 (car B est libre, donc ne contient pas le vecteur nul)

e et que dim (E), (u)) = 1,

on peut en conclure que (e;) est une base de E), (u) = Ker(u — A\;1d).
Comme v(e;) € Ker(u — A\;Id), on en déduit qu’il existe p; € K avec

v(e;) = pie;.

2) Les \; pour i € [1,n] sont deux & deux différents, donc les polynomes interpolateurs de Lagrange (L;)ic[i,n]
associés, définis pour tout i € [1,n] par
X =)

Li=
Xi— A

JE[L,n]
J#
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forment une base de K,,_1[X], et les coordonnées d’'un polynéme P quelconque dans cette base est

(P(A1), ..., P(\)).

Dong, il existe un unique polynéme P € K,,_;[X] tel que, pour tout i € [1,n], P(\;) = u; (les coordonnées dans
une base caractérisent le vecteur), a savoir

n

i=1

3) e Notons w = P(u). Alors, pour tout i € [1,n], comme u(e;) = A\;e;, on a
w(e;) = P(u)(e;) = P(\)e; = pie; = v(e;).
Comme B = (ey,...,e,) est une base de E, on a alors
w="v sur une base de E.
Comme v et w sont linéaires, on en déduit bien que
w=wv.

e Réciproquement, si P € K,,_1[X], alors P(u) est un endomorphisme de £ qui commute avec u (cours).
e On a donc montré que le commutant de u était {P(u), P € K,—1[X]}.

Remarque. Ce résultat n’est vrai que pour un endomorphisme u qui a autant de valeurs propres deux & deux
distinctes que la dimension de I’espace de départ.

Exercice 5. P = X3 —3X — 4 est un polynéme annulateur de A. Donc toute valeur propre (réelle ou complexe)
de A est racine de P (cours).
Notons

fizeR—2®—3z—4€eR.

Alors la fonction f est dérivable sur R et, pour tout réel x € R,
fl(z) =32% =3 =3(x—1)(z + 1),

d’otl le tableau de variation :

T —00 —1 1 +00
f(x) + 0 - 0 +
f@) | o A =2 N\ -6 S~ *

On en déduit que,
e pour tout x €] — 00, 1],
flx) <-2<0,

e ct la fonction f étant continue et strictement croissante sur Uintervalle [1,+oo[, la fonction f induit une
bijection de [1, +o00[ sur
“+o0o

Comme 0 € [—6, +0o0o[, on en déduit qu’il existe un unique « € [1, +o0o[ avec
fla)=0.
Donc P a une unique racine réelle a, et « > 1 > 0. Comme deg(P) = 3, deux cas sont possibles :

e soit P = (X — a)?,

e soit P = (X —a)Q avec Q € R[X] unitaire et n’ayant pas de racine réelle, donc s’écrivant Q = (X —3)(X — )
pour un certain g € C\ R.
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e Dans le premier cas, on en déduit que A n’a qu’une seule valeur propre complexe, «, qui est donc de multiplicité n,
et donc
det(A) =a" > 0.

e Dans le deuxiéme cas, si A a  comme valeur propre, alors /3 est racine de y 4. Or, x4 est un polynéme réel
car A € M,(R), donc 3 est aussi racine de x4, avec méme multiplicité comme racine de y 4 que 3. Idem si c’est 3
qui est racine de P.

En notant alors p la multiplicité de oz comme racine de x4 (qui peut étre éventuellement nulle) et ¢ celle de S

(donc de 3 aussi), on a alors, puisque Spc(A) C {a, 8, B}, que

det(A4) = a?BIB" = aP|5% > 0

(puisque a > 0 et | 3] > 0 puisque 3 # 0).
Dans tous les cas, on a bien

det(A) > 0.
Exercice 6. A" = I,,, donc le polyndéme
X" -1
est un polynéme annulateur de A. Or,
n—1
Xm—1=J[x-uwh),
k=0

en notant w = €' n (cf. cours sur les racines de l'unité et sur la factorisation de polynémes). Donc

Sp(A) C {wk, ke 0,n— 1]]}
Supposons alors qu'’il existe j € [0,n — 1] tel que w’ ne soit pas valeur propre de A, alors la matrice A — w/I,, est
inversible. Or, de la factorisation de X™ — 1, on a

n—1
On=A"-I,=[[A-u'L)=(A-wL)x ][] (A-u*L)
k=0 keo,n—1]
k#j

(rappelons que les polyndmes en A commutent entre eur). En multipliant alors & gauche par (A — w/)™!, on en
déduit
On=(A-w) ' x0=(A-wL) ' x (A=) x ] A-*L)= ][] A-uw'L).

ke[o,n—1] kel0,n—1]
k#j k#j

Donc le polynome

e= [ x-uh
ke[0,n—1]
k#j

est un polynéme annulateur de A. De plus, il est de degré n — 1 (car produit de n — 1 polynémes de degré 1,
les X — w"), donc il existe (a,...,a,_1) € C" avec

n—1
Q = Z aka.
k=0
Enfin, on a alors
n—1
0n = Q(A) = Z akAka
k=0
et comme Iénoncé donne que la famille (I,,, 4, ..., A"~1) est libre, on en déduit aj, = 0 pour k € [0,n — 1], soit Q

est le polynéme nul, contradiction (le polynéme nul n’est pas de degré n — 1 pour n € N*).
Donc, pour tout j € [0,n — 1], on a w/ € Sp(A). Par double inclusion, on a alors

Sp(A) = {w", k€ [0,n—1]}.

7
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De plus, les complexes w’/ pour j € [0,n — 1] sont deux & deux distincts (cours de PCSI ?), donc A a n valeurs
propres deux a deux différentes. Comme A est de taille n, on en déduit que A est diagonalisable (ce qui n’est pas
surprenant, puisque X™ — 1 est un polynéme scindé a racines simples qui annule A) et que les espaces propres
de A sont tous de dimension 1. Donc chaque valeur propre de A est de multiplicité 1. Par conséquent,

(en reconnaissant la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de raison w avec w # 1 car n > 2).
Exercice 7. Le polynoéme
P=X’4+X 4+ X=X(X’+X+1)=X(X —j)(X —7)
est un polynoéme annulateur de A. Donc toute valeur propre (réelle ou complexe) de A est racine de P (cours), soit
Spc(4) € {0,4,5}-

Si A a j comme valeur propre, alors j est racine de x 4. Or, x4 est un polynéme réel car A € M, (R), donc j est
aussi racine de y 4, avec méme multiplicité comme racine de x4 que j. Idem si c’est j qui est racine de P.

En notant alors p la multiplicité de 0 comme racine de x 4 (qui peut étre éventuellement nulle) et g celle de j (donc
de j aussi), on a alors, puisque Spc(A4) C {0,7,7}, que

tr(A) =px 0+4qj+qj = q-2Re(j) = —¢

F

).

(car j = —3 +i
Donc

tr(A) € Z
(et méme tr(A) € Z7).

Exercice 8. A et B sont semblables, donc il existe une matrice @ € GL,(K) telle que
Q'AQ = B.
Alors (cours, mais sinon c¢’est une récurrence directe), pour tout k € N,
Q'4*Q = B*.

Soit P € K[X], il existe p € N et (aq,...,a,) € KPT! tel que

P
P= Z ap X"
k=0
Alors
P P p
Q'P(AQ =Q ! x <Z akA’f> xQ=> a,Q 'A"Q=> a;B* = P(B).
k=0 k=0 k=0

Donc les matrices P(A) et P(B) sont semblables.

Exercice 9. e A est diagonalisable, donc il existe Q € GL,(K) et D une matrice diagonale avec Q= 1AQ = D, et
les coefficients de D sont des valeurs propres de A.
Alors, pour tout k € N,

QflAkQ — Dk

P
(c’est du cours, mais on peut le montrer rapidement par récurrence). Puis, pour P € K[X], si on écrit P = Z aka,

k=0
alors

p p p
Q'P(AQ=Q! (Z akAk> Q=> a,Q 'A"Q=> a,D"=P(D).
k=0 k=0 k=0

8
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A1

Notons D = , alors

P
j{:akAﬁ
Af k=0 P(\)

p p

Zijzzakl)k::jz:ak . = . —
k=0 k=0 p

EE:GkAZ

k=0

Donc P(A) est semblable & P(D) qui est une matrice diagonale, donc est une matrice diagonalisable.
e Supposons n > 2. Soit A = E ,, (la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui sur la premiére ligne
et derniére colonne), alors

A% =0,

(car n > 2), donc A? est diagonalisable.

Mais A n’est pas diagonalisable. En effet, A est triangulaire, avec que des 0 sur la diagonale, donc Sp(A4) = {0}.
Si on avait A diagonalisable, il existerait P une matrice inversible et D une matrice diagonale avec P~'AP = D,
et les coefficients diagonaux de D seraient des valeurs propres de A, donc seraient nuls. Donc on aurait

D=0, pus A=PDP'=Px0,xP =0,

ce qui est faux.
Donc la réciproque est fausse pour P = X?2.

Remarque. Pour certains P, si K = R, la réciproque est vraie (cf. DM? ot on le voit pour P = X*, avec k
impair).

Exercice 10. Premiére méthode : o Soit A € Sp(A), alors il existe Y € M, 1(C) avec AY =AY et Y # 0, 1.

P
Par récurrence, pour tout k € N, A¥Y = \Y (d’ailleurs, c’est du cours). Donc, si P = Z ap X", alors
k=0

P P
=> @A"Y =) ap )Y = POV)Y.
k=0 k=0
Comme Y # 0,1, on en déduit que
P(X) € Sp(P(A)).
D’ott I'inclusion
{P(X), e Sp(4)} C Sp(P(4)).

e Réciproquement, soit 1 € Sp(A), grace au théoréme de D’Alembert-Gauss, il existe (ai,...,a,) € CP (en
notant p = deg(P)) avec

H’:h

(car P non constant, donc deg(P) > 1 > deg(u), donc deg( ) = det(P) = p). Si, pour tout k € [1,p], ay ¢
Sp(A), alors la matrice A — ayI,, est inversible, et donc par produit,

p
H — axly)

est inversible (comme produit de matrices inversibles). Mais u € Sp (P(A)), donc la matrice
'P(A)__N]ﬁ
n’est pas inversible, contradiction. Donc il existe k € [1,n] avec ay € Sp(A), et par définition

P(ag) —p =0, soit pw= P(ay).
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D’out 'inclusion
Sp(P(A)) C {P(X), X € Sp(A)}.
e Par double inclusion, on a bien 'égalité

Sp(P(A)) = {P()), X € Sp(4)}.

Deuxiéme méthode : il existe Q € GL,(C) avec T = Q' AQ triangulaire, et les coefficients diagonaux sont les
valeurs propres de A.

P
Par récurrence sur k € N, on a T% = Q=1 A*Q. Donc, si P = g ap X", alors
k=0

P(T)=> a,Q ' A*Q=Q7" (ZakA’f> Q=Q 'P(A)Q.

k=0 k=0

Donc P(A) est semblable & P(T'), donc ces deux matrices ont méme valeurs propres.

Al x ... %
Or,siT = 0 ' o , alors pour tout entier k € N,
. .- ..- *
0 0 X\
M *
- | °
SO
0 0 M
puis par somme,
p
Zak)\’f * *
k=0 P(A1) *
p o :
PO =Yar=| T =]
k=0 : * : *
P 0 0 P(A
0 0 apk ()
k=0

Donc
Sp(P(A)) = Sp(P(T)) = {P(/\l), ... ,P()\n)} ol Sp(A) ={A1,..., \n},

ce qui est bien le résultat annoncé.

Exercice 11. e y4 est scindé dans C[X] (théoréme de D’Alembert-Gauss), donc A est trigonalisable : il existe Q €
GL,,(C) et T une matrice triangulaire avec

Q'AQ =T.
En particulier, A et T sont semblables, donc
XA = XT-
Alors, pour tout k € N,
Q—lAkQ — Tk

P
(c’est du cours, mais on peut le montrer rapidement par récurrence). Puis, pour P € C[X], si on écrit P = Z ap X®.

k=0
alors

p p p
Q'P(AQ=Q" (ZakAk) Q=> aQ 'AFQ=> a,T" = P(T).
k=0 k=0 k=0

10
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Donc P(A) et P(T) sont semblables, donc
XP(A) = XP(T)-

)\1 * ce *
e Notons 7' = R , alors
' *
An
n
XA = H (X - Al)a
i=1
et pour tout k € N,
DL *
T =
*
A
(les coefficients x dépendent de k...).
P
Alors, toujours en écrivant P = Z arX® on a
k=0
P
k
Mo kzo P(\1) * *
p p .. . : .. . .
P(T):Zaka:Zak . . . — . . . —
k=0 k=0 e * e * *
ME P P(A
k=0

et comme P(T) est une matrice triangulaire, on en déduit

n

XP(A) = XP(T) = H (X = P(\)).

i=1

Exercice 12. Notons () = P — ), alors comme P est non constant, () est aussi non constant. Donc le théoréme de
D’Alembert-Gauss donne (si on note p = deg(Q)) qu'il existe (A1,...,\,) € CP (les racines de @), comptées avec
multiplicité) et a € C* (le coefficient dominant de Q) avec

Q=a(X—-X)...(X=Xp).

Si, pour tout i € [1,p], \; n’est pas valeur propre de A, donc si la matrice A — \;I,, est inversible, alors par produit
de matrices inversibles et par produit avec un scalaire non nul, la matrice

P(A) = AL, = Q(A) = a(A — ML) ... (A— M)

est inversible, donc A n’est pas valeur propre de P(A).
En contraposant, si A est une valeur propre de A, il existe i € [1,p] tel que la racine \; de @ soit valeur propre
de A. Il existe donc p € C avec u € Sp(A) et

0=Q(un)=Pu)—A,  soit  Plu)=2A
(1 = \; convient).

Exercice 13. 1) A% = A2, donc
P=X3-X?=X%*X-1)

est un polynoéme annulateur de A. Donc les valeurs propres de A sont des racines de P, donc

Sp(A) c {0, 1}.

11
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Notons p la multiplicité de 0 comme racine de x4 (p = 0 si 0 n’est pas racine de x4), et g celle de 1 (idem). Alors
on a

p+q=deg(xa) =n,

car 0 et 1 sont les seules racines possibles de x 4.
De plus, toujours car Sp(A4) C {0,1}, on a

tr(A)=px0+¢gx1=gq.
Comme on suppose tr(A) = n, on a alors
q=n, et donc p=0.

Donc 0 n’est pas valeur propre de A (car sa multiplicité p est nulle), et 1 est valeur propre de multiplicité n. Donc

2) De plus, comme 1 est la seule racine de x4, qui est un polynéme unitaire de degré n, on en déduit

‘XAZ(X—U”‘-

3) Enfin, 0 n’est pas valeur propre de A, donc la matrice A est inversible. Donc, en multipliant 'égalité A3 = A2
par (A~1)2, on obtient
A=1,|

Exercice 14. Si A est inversible, alors
A? = A - 215,

soit P(A) = 05 avec
P=X*-X+2.

Mais P n’a pas de racines réelles, donc A n’a pas de valeurs propres réelles.
Mais A est de taille 5, donc x4 est de degré 5, impair. Donc

limyq = —o0 et lim x4 = +o00.
—00 +o00

Comme x4 est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires donne que x4 s’annule sur R, donc que A a une
valeur propre réelle. Contradiction.
Donc A n’est pas inversible.

Exercice 15. Le polynoéme
P=(X+2)X(X-1)

est un polynéme annulateur de A, donc
(A+42I,)A(A—1I,) = 0p,.
Comme —2 n’est pas valeur propre de A, la matrice
A—(-2)I, = A+2I,
est inversible. En multipliant & gauche par (A + 2I,)~! I'égalité précédente, on a alors
A(A—1,) = 0y, soit A2 —A=0,, soit A% = A.

Donc A est la matrice d’un projecteur.

12
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Exercice 16. e Supposons P(A) = 0,, autrement dit P est un polynéme annulateur de A. Alors pour tout A €
Sp(A), P(\) =0 (c’est du cours).
e Supposons, pour tout A € Sp(A), P(\) = 0.
A est diagonalisable, donc il existe Q € GL,(K) et D une matrice diagonale avec Q~'AQ = D, et les coefficients
de D sont des valeurs propres de A.
Alors, pour tout k € N,
QflAkQ — Dk

p
(c’est du cours, mais on peut le montrer rapidement par récurrence). Puis, pour P € K[X], si on écrit P = Z apX®,
k=0

alors » » »
Q'P(AQ=Q" (Z akA’“> Q=) aQ 'A"Q=> D" =P(D).
k=0 k=0 k=0

A1

Notons D = , alors
An
>
akAl
P p M k=0 P(Ar)
P(D) =) axD* = ax = =
k=0 k=0 Ak 4 P\,
n 3 (An)

k=0
Puis, comme pour i € [1,n], on a A; € Sp(A), par hypothése on a P()\;) =0, et donc

0
D)= . |=o0.

Enfin,
P(A)=QP(D)Q ' =Q x0, x Q' =0,

e Par double implication, on a bien 1’équivalence demandée.

Exercice 17. 1) On a
MN € GLo(C) < det(MN) # 0 < det(M)xdet(N) # 0 & (det(M) £0 et det(N) # 0) = (M € GL,(C) et N € GI

2) Soient Aq, ..., A, les valeurs propres de A, répétées autant de fois que leur multiplicité, de sorte que

n

xa =[x =)

i=1

On a donc
n

xa(B) = H(B —\ly).

D’aprés la premiére question (et une récurrence immédiate), x4(B) est inversible si et seulement, pour tout i €
{1,...,n}, B — A\, est inversible, c’est-a-dire si et seulement si, pour tout ¢ € {1,...,n},

Ai & Sp(B).

Ceci revient bien & dire que

Sp(A) NSp(B) =0
(puisque Sp(A) = {A1,..., A\n}).

13
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Exercice 18. Notons « le coefficient dominant de Q.
Ce n’est pas dit dans I’énoncé, mais on suppose ) non nul (donc a # 0). Alors @ est un polynéme non constant.
Soit p = deg(Q), alors

p>1 et deg(Q) =p—1,

et le coefficient dominant de @’ est pa.. Par le théoréme de D’Alembert-Gauss, il existe alors (A1,...,Ap—1) € cr—1
avec

Ql = pa(X — )\1) PN (X — )\pfl).

Puis, pour tout ¢ € [1,p — 1], si la matrice A — A;I,, n’est pas inversible, alors \; est une valeur propre de A, donc
une racine de @ puisque @ est un polynome annulateur de A. Mais ); est aussi racine de @Q’, et donc \; serait
racine au moins double de @), ce qui contredit ’énoncé. Donc la matrice A — \;I,, est inversible.

Alors, par produit de matrices inversibles et d’un complexe non nul, la matrice

Q'(A) = pa(A = ML) x -+ x (A= A1)
est inversible.
Exercice 19. e Soit A\ € Sp(A) et supposons A racine de P. Il existe alors () € C[X] avec
P=(X-XQ, puis P(A) = (A—)\L,)Q(A).
Comme A € Sp(A), la matrice A — A\I,, n’est pas inversible, et donc
det(A — \I,) = 0.

Alors
det (P(A)) = det(A — AI,) det (Q(A)) = 0 x det (Q(A)) =0,

et donc la matrice P(A) n’est pas inversible.

En contraposant, on a alors montré : si P(A) est inversible, alors aucune racine de P n’est valeur propre de A.

e Supposons P non constant.

Supposons qu’aucune racine de P n’est valeur propre de A. Par le théoréme de D’Alembert-Gauss, si on note « le
coefficient dominant de P (non nul car P est non nul) et p = deg(P), alors il existe (A1,...,\,) € CP tel que

P = Oéf[(X — )\z)

=1

Soit 7 € [1,p], alors A; est racine de P, et donc par hypothése n’est pas valeur propre de A, donc la matrice A—\; I,
est inversible. Alors, par produit de matrices inversibles et d’un complexe non nul, la matrice

P(A) = aﬁ(A - /\zIn)

est inversible.
Si P est constant non nul égal & «, alors
P(A) = al,

est bien inversible.

Si P est nul, alors il ne vérifie pas que « aucune racine de P n’est valeur propre de A ». En effet, comme on
considére les valeurs propres de A dans C, il en existe, et cette valeur est racine du polynéme nul...

Par disjonction des cas, on a bien montré : si aucune racine de P n’est valeur propre de A, alors P(A) est inversible.

Exercice 20. Supposons P non constant (le seul polynéme constant annulateur d’une matrice est le polynéme
nul, qui vérifie bien 1’égalité voulue), et notons p = deg(P) € N*.
Il existe alors (ao,...,a,) € KPT! tel que

P=ay+---+a,X".

Supposons ag = P(0) # 0. Alors

1
0, = P(N) se réécrit N x —(ayl, + -+ ap,NP™1) = I,
—ao

14
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donc la matrice N est inversible (d’inverse _Lao(aljn + -+ a,NP1)), et donc par produit, pour tout k € N*| N*

aussi. Mais il existe k € N* tel que N*¥ = 0,, car N est nilpotente, contradiction. Donc
P(0) =0.

Exercice 21. 1) e Si N est nilpotente, il existe p € N* tel que X? soit un polynéme annulateur de N. Donc les
valeurs propres de N sont des racines de XP, donc

Spc(N) c {0}

Par conséquent, xny n’a qu'une seule racine complexe possible : 0. Comme deg(xx) = n et xn est unitaire, et que
le théoréme de D’Alembert-Gauss donne yy scindé dans C[X], on en déduit

XN = X",
e Sixyny = X", le théoréme de Cayley-Hamilton donne alors
N™ =0,,

et comme n € N*, on en déduit bien que la matrice IV est nilpotente.
e Par double implication, on a bien montré I’équivalence voulue.
2a) e Si la matrice N est nilpotente, alors la question précédente donne

XN = Xn7

et le théoréme de Cayley-Hamilton donne alors
N"™ =0,.

e La réciproque est directe.
2b) e Si N est nilpotente, alors la question précédente donne

XN = Xn7

donc xn est scindé dans K[X]. Donc N est trigonalisable dans M, (K), et est donc semblable & une matrice
triangulaire T'. Les coefficients de T sont alors des racines de

xr =xn =X",
donc sont nuls. Donc T est une matrice triangulaire stricte.
e Si N est semblable a une matrice triangulaire stricte 7', alors

XN = XT,

et comme T est triangulaire,
n

xr = [J(X = ter),

k=1

et comme T est triangulaire stricte, ¢ = 0 pour tout & € [1,n]. Donc
n
XN = XT = HX:Xn
k=1

Donc N est nilpotente par la question 1.
3a) Par la question 2b, comme N est nilpotente, on sait que N est semblable a une matrice triangulaire stricte 7.
Il existe donc une matrice inversible P avec

PINP=T =

15
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Par conséquent,

1 x *
L4 N=I,+PTP ' =Px (I, +T)x P =pP| e,
T
et donc
1 % *
det(I,, + N) = det(P) det 5 det (P1) = det(P) x 1™ x det(P)~" =1 #£0.
T

Donc la matrice I,, + N est inversible.
3b) Faisons l’analogie avec les réels : pour x €] — 1, 1], on sait

(1+2x)” Zaj

On ne peut pas remplacer x par N car la somme est infinie. Mais, si on imagine qu’on peut le faire, que se
passe-t-il 2 Comme N est nilpotente, on a N¥ = 0,, pour tout k € N avec k > n, et donc on aurait

(In+N)~ ZN’f

On va montrer que c’est correct.
Posons donc

n—1
M = ZN’“.
k=0

Alors

n—1 n—1 n—1 n—1 n
_ k __ k k+1 k k __ 0 _ —
(In+N)><M_(In+N)Z:N =) N->'N p;—FlkZON -) Nf=N°—-N"=I,-N"=1I,

car N est nilpotente, donc N = 0.
Donc

(In+ N)~ ZN’“.

Exercice 22. Calcul préliminaire : par récurrence directe sur k € N, pour tout £ € N on a

Ak 0
k _
o (M 0)

Soit P € K[X], il existe p € N et (ay,...,a,) € CPT! tel que

p
P=>) aXx".
k=0
Alors
p
k
apA 0
P(M):zp:aM—Zp:a AF 0 = kzzo = P(4) 0
F o B P P(B)
k=0 k=0 0 ZakBk
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e Si M est diagonalisable, il existe un polynéme scindé a racines simples () annulateur de M, soit

Q(M) = 0.

Donc, par le calcul préliminaire, on a

QA)=0 et Q(B)=0,

donc il existe un polyndme scindé a racines simples () annulateur de A, donc A est diagonalisable, et de méme
pour B.

e Si A et B sont diagonalisables, il existe P et () polynémes scindés a racines simples avec P(A) = 0 et Q(B) = 0.
Notons {A1,...,A,} 'ensemble des racines de P et @) réunies (et comme c’est un ensemble, si une racine est
commune & P et @, on ne la met qu'une seule fois) !. Ainsi si on note

R=

)

(X —XN),

p
=1

on a

PIR e QIR

(car P et ) sont a racines simples, et chaque racine de P et ) sont racines de R), donc il existe T} et Ty € C[X]
avec

R=T1 xP et R=1T, X(Q,

puis
R(A)=T1(A) x P(A) =T1(A) x 0 =0, R(B) =T»(B) x Q(B) =T(B) x 0=0.

Donc R est un polynoéme annulateur de A et B, donc de M (par le calcul préliminaire), et est scindé & racines
simples par construction. Donc la matrice M est diagonalisable.
e Par double implication, on a bien montré I’équivalence souhaitée.

Exercice 23. 1) e Notons, pour k € N,
P, = X"

Montrons par récurrence sur k € N que
Py(¢a)(M) = A*M

pour tout M € M, (R).
Initialisation : pour k =0, Py = X° =1, donc

Po(pa) = Idwm,, (w)

vérifie, pour tout M € M, (R),
Po(pa) (M) =M = I,M = A°M.

Héréditeé : soit k € N, supposons que, pour tout M € M, (R), on ait
Pi(9.4)(M) = A*M.
Comme P11 = P X Pp, on a alors pour tout M € M, (R),
Pis1(64)(M) = Pr(@4) 0 Pi(64)(M) = Pi(6.4) (P1(64)(M)) = A" x (Pi(¢4)(M)) = A" x (AM) = AM1M,

d’ot I'hérediteé.
Conclusion : pour tout k& € N, pour tout M € M,,(R), on a

Pi(¢pa)(M) = AFM.

e Soit ensuite P € R[X]. Alors il existe d € N et (ag,...,aq) € R tel que

d d
})::zizak)(k:: EE:akI%.
k=0 k=0

1. Rappelons qu’un ensemble est, par définition, formé que d’éléments deux & deux différents.
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Par conséquent, pour tout M € M, (R),

d d
P(¢a)(M) = <Z akPk:(¢A)> ZakPk da)( ZakAkM (Z akAk> M = P(A)M.
k=0

k=0

2) e Supposons A diagonalisable, alors il existe P € R[X] scindé a racines simples tel que

Donc, pour tout M € M, (R),
P(¢pa)M = P(A)M =0, x M = 0,,.

Donc
P(pa) =0

(Pendomorphisme nul de M, (R)). Donc P est un polyndéme annulateur de ¢4, P est scindé a racines simples,
donc ¢ 4 est diagonalisable.

e Réciproquement, supposons ¢4 diagonalisable, alors il existe P polyndéme annulateur de ¢4 avec P scindé a
racines simples, donc pour tout M € M, (R), on a

On = P(¢4)(M) = P(A)M.

En prenant M = I,,, on a alors
P(A) =0,.

Donc P est un polynéme annulateur de A, P est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable.
e Par double implication, on a bien I’équivalence voulue.

Exercice 24. 1a) Le polynome
X2 -2X +1=(X—1)>

est un polynéme annulateur de A, n’a que 1 comme racine, donc
Sp(A) C {1}.

Comme A a au moins une racine complexe (car x4 étant de degré n avec n > 1, le théoréme de D’Alembert-Gauss
assure que x4 a au moins une racine complexe), on en déduit

1b) Soit p € N. Calculons le reste de la division euclidienne de X? par (X — 1)2. La division euclidienne donne :
il existe un unique couple (@, R) avec @ € R[X], R € R[X] avec

deg(R) < deg ((X —1)?) =2

tel que
XP=(X-12xQ+R.

Comme deg(R) < 2, il existe (a,b) € R? avec
R=aX +0b, et donc on a XP=(X-12xQ+aX +b.
En évaluant cette égalité en 1, on a alors
1=1"P=0xQ(1)+ax1l+b=a+b.

Pour exploiter le fait que (X — 1)? admet 1 comme racine double, dérivons I’égalité polynomiale précédente :
pour p € N*,

pXP 1 =2(X - 1)Q + (X —1)*Q +q,
et évalué en 1 on obtient

p=0xQ(1)+0xQ'(1)+a

I
8
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Donc
a=p et bzl_pv

ce qui donne
XP=(X -1)2Q+pX +1—np.

En évaluant en A, cela donne

AP = (A= 1,)*Q(A) + pA+ (1= p)I, = |pA+ (1 = p)I..

car (A —1,)? = 0,.
Remarque. On peut vérifier directement que cette formule reste valable pour p = 0.

Autre méthode : posons N = A — I,,, alors N? = 0,, (donc N* = 0, pour tout k € N avec k > 2), puis les
matrices N et I,, commutent, donc la formule du binéme de Newton donne : pour tout p € N,

p p
AP = (I, + NP =>" (i)N’“ =I,+pN+)_ (Z)On—InerN.
k=0 k=2

Remarque. En toute rigueur, cette formule n’est valable que pour p > 2. On vérifie directement qu’elle reste vraie
pour p=0et p=1.

Enfin, comme N = A — I, on a alors

AP = I, +p(A= L) =[pA+ (1 - p)I |

2) On suppose n > 2 (sinon c’est faux, car pour n = 1, toute matrice de M,,(C) est diagonale, donc diagonalisable).
On prend A = I,, + Ey ,,. Alors
A? 24+ 1, =(A—1,)* = (E10)? =0,

(la derniére égalité n’est vraie que pour n > 2).
Il reste a voir que A n’est pas diagonalisable. Or, A est triangulaire, n’a que des 1 sur la diagonale, donc

Sp(4) = {1}.

Si A était diagonalisable, il existerait P € GL,(C) telle que P~' AP serait diagonale, et les coefficients diagonaux
de P~'AP seraient des valeurs propres de A, donc vaudraient 1.
On aurait donc

PlAP=1,, soit A=PI,P ' =1,

ce qui est faux (car £y, # 0y).
Donc la matrice A n’est pas diagonalisable.
Cette matrice A convient donc.

Exercice 25. 1) Pour tout A € C,

A A
Xom (A) = det(A,, — 2M) = det(21,,) det <2In — M) =2"xm <2>

2) Comme M et 2M sont semblables, elles ont mémes valeurs propres. Donc, pour tout A € C, si xas(A) = 0, alors

A
0=xom(A) =2"xms <2> .
Donc si A € Sp(M), alors % aussi. Puis, par récurrence directe, pour tout k£ € N,
A

Mais si A # 0, cela fait une infinité de valeurs propres deux a deux différentes, ce qui est impossible (M a au plus n
valeurs propres).
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Donc
Sp(M) c {0}.

Et comme M a au moins une valeur propre complexe, on a

Sp(M) = {0}
Donc
xm = X",
et le théoréme de Cayley-Hamilton conclut :
M™ = 0,.

Donc la matrice M est nilpotente.

Exercice 26. Faisons une disjonction de cas :

e Si 0 est valeur propre de f, alors f a trois valeurs propres différentes, et dim(R3) = 3, donc I'endomorphisme f
est diagonalisable.

e Si 0 n’est pas valeur propre de f, alors f est injectif, donc bijectif (car endomorphisme de R? et que R? est
de dimension finie), et donc en composant I'égalité f2 = f* par (f~1)2, on obtient

ld=f2o(f7)?=flo(f71)?=r~

Donc 'endomorphisme f est une symétrie, donc est diagonalisable.

Dans tous les cas, I’endomorphisme f est diagonalisable.

Exercice 27. 1) Apreés calculs,
xA=X>—4X?4+6X — 4.

Les valeurs propres sont alors
2, 1+1 et 1—1.

2) Si A était diagonalisable dans M3(R), A aurait toutes ses valeurs propres réelles, ce qui n’est pas le cas, donc A
n’est pas diagonalisable dans M3(R).

Puis, A est de taille 3, a trois valeurs propres deux a deux différentes dans C, donc A est diagonalisable dans M3(C).
3) Le théoréme de Cayley-Hamilton donne

A — 4A% + 6A — 413 = 03,
donc pour n € N, en multipliant par A",
A3 gAML AT — 4A™ = 03,
puis en prenant la trace, et par linéarité de la trace, on trouve
tnas — Atpio + 6tpi1 — 4ty = 0.

4) e A est diagonalisable dans M3(C) et a trois valeurs propres simples, 2, 1+ et 1 —4. Donc il existe P € GL3(C)
inversible avec

2 0 0
D:=P'AP=(0 1+i 0 |,
0 0 1-—g
et par récurrence directe, pour tout n € N,
an 0 0
0 (144)" 0 =D"=pPlA"P.

0 0 (I—1a)"
Or, deux matrices semblables ont méme trace, donc pour tout n € N,

tn = tr(A™) = tr(D") = 2" + (1 — )" + (1 +4)".
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Or

et donc

1+i=1-il=+v2,  donc ‘

14+4\"
( Z) 50,  soit  t, ~ 2

2 n—-+o00 n—-+o0o

e Par conséquent, la série entiére

Z thx"

a méme rayon de convergence que la série entiére

> o2mat = (22)"

neN neN

qui est une série géométrique de raison 2z, qui converge donc si et seulement si |2x| < 1, et qui a donc pour rayon

e Notons alors

pour tout x € ]—%, %[ On a (toutes les séries convergeant bien pour x € ]—%, % D :

Donc

et comme

on a

—+00

0 = Z (tn+3 - 4tn+2 + 6tn+1 - 4tn)wn+3
n=0

—+00 “+o00 —+00 —+00
= E tpasz™ T — dx E tnyox™ 2 4 622 E tppx™ T — 423 E thx"
n=0 n=0 n=0 n=0

= (S(z) —to — t1z — tea?) — 4z (S(z) — to — t12) + 622 (S(z) — to) — 4235 (x)

(1 — 4z + 62% — 42°)S(2) = to + (1 — 4to)x + (t2 — 4ty + 6tg)x?,

to = tr(l3) =3, t1 =tr(A) =4 et ty = tr(A%) = tr

* ot

* O ¥

0 *
I
o

3-8z +6a?
1 — 4z 4 622 — 423 |

S(x)

Exercice 28. 1) Si A est diagonalisable dans M,,(C), il existe P € GL,(C) et D € M,,(C) diagonale avec

Donc

P~ 'AP = D.

P71A?P = (P7'AP)(P7'AP) = D?,

et D? reste une matrice diagonale. Donc A2 est diagonalisable dans M, (C), puisque semblable & une matrice

diagonale.

2) La matrice proposée est E , (matrice de la base canonique). On a

Ef, =0,

(car n > 2), donc E%n est diagonalisable (et méme diagonale).
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Mais F1 , est triangulaire, n’a que des 0 sur la diagonale, donc
Sp(E1,) = {0}.
Puis, si E1,, est diagonalisable, il existe une matrice P inversible et une matrice D diagonale avec
Ey,=PDP L
De plus, les coefficients diagonaux de D sont des valeurs propres de E} ,, donc nuls, donc D = 0,,. Donc
Ei, =P x0,xP =0,

ce qui est faux!

Donc E%n est diagonalisable alors que E,, le n’est pas. Donc la réciproque est fausse.

3) Une matrice est diagonalisable si et seulement si elle a un polynéme annulateur scindé a racines simples.

4) e Supposons A% diagonalisable dans M,,(C), il existe donc un polynéme P scindé dans C[X] (que l'on peut
supposer unitaire) i racines simples annulateur de A2. 1l existe donc p € N* et (A1,...,),) € CP deux & deux
distincts tel que

p
P= H X -\
k=1
soit annulateur de A2, autrement dit

p
H — \eln) = O,

e Sil'un des Ay est nul, par exemple si A, = 0 (quitte & renuméroter), alors on a

k‘
,_.

[T4% = ML) =0,

On peut donc supposer les oy tous non nuls.
e Alors on peut les écrire sous forme polaire : pour tout k € [1,p],

A = pre’r

avec pr, € R% et 0 € R, et si on note
0

A =/ Pkei )

SIS

on a

.':]@

p
— A = (X — ap)(X + ag), soit On:H(A2—)\kI
k=

— OékI A + akfn).

—_

k:l

Alors le polynéme

—Oék X—i—ak)

i ::]vz

est scindé dans C[X] (ce n’est pas une grosse surprise, puisque tout polynéme non constant est scindé dans C[X]...)
et annulateur de A. De plus, pour tout &k € [1,p],

—qp = o, = ap =0 = )\k:aizo,
ce qui est faux. Et, pour (k,¢) € [1,p]?,

Tar = Fay = A = (:tak)2 = (:i:ozg)Z =Ny = k=1{¢,
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et dans ce cas, on a vu —aj = «y est impossible. Donc les racines de () sont simples.
Donc la matrice A est diagonalisable dans M,,(C).
5) e Si A est diagonalisable dans M, (C), il existe P € GL,(C) et D € M,,(C) diagonale avec

P lAP = D.

Donc

P 1A’P = (P7'AP)(P'AP) = D2
Puis, comme P et P~! sont inversibles, multiplier par P ou P~! ne change pas le rang. Donc
rg(A) = rg(P_lAP) =rg(D), et rg(A?) = rg(P~1A%P) = rg(D?).

Enfin, comme D est diagonale, le rang de D vaut le nombre de coefficient non nuls sur la diagonale. De méme,
comme D? est diagonale, le rang de D? vaut le nombre de coefficient non nuls sur la diagonale. Or, ce nombre est
le méme (car pour i € [1,n], (D?);; = (D;;)?, donc (D?);; =0 < D;; = 0), donc

rg(D) = rg(D?).
Donc
rg(A) = rg(4%),
puis par le théoréme du rang (appliqué a A puis a A2),
dim (Ker(A)) =n —rg(A) =n — rg(A?) = dim (Ker(AZ)).
e Enfin, pour X € Ker(A), on a AX = 0,,, donc
A2X = Ax AX = A x 0,1 =01,

donc X € Ker(A?%). On a donc l'inclusion
Ker(A) C Ker(4?).

e On a donc une inclusion et ’égalité des dimensions, ce qui permet de conclure :
Ker(A) = Ker(A?).

Exercice 29. 1) e Montrons A*B = BAF par récurrence sur k € N.
Initialisation : pour k = 0, A = I,,, et I,, commute bien avec B.
Héreédité : soit k € N, supposons A*B = BA*. Alors

AMIB = A x (A*B) = Ax (BAF) = (AB) x A*.
Or, I’énoncé donne que A et B commutent, donc que AB = BA. Donc
AMIB = (AB) x A¥ = (BA) x AF = BAFHL,
D’ou I’hérédité.
Conclusion : pour tout k£ € N, on a bien
AFB = BAF.

e Montrons par récurrence sur k € N* que

AF EBAF
k _
M (0 I )

Initialisation : pour k =1,
A B Al Al
1 _ 1 =
M-l-(o A) et (O A1 )

car A% = I. On a bien I'égalité voulue.

A BAY
0 A

(0 %)
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k k—1
Héreédité : soit k € N*, supposons M* = </(1) kak > Alors

MR — s — <Ak kBAk1> y <A B) _ (Ak x A+0 A¥x B+ kBAM! x A) _ (Akﬂ BAF 4 kBAk>

0 Ak 0 A 0+0 0+ A% x A 0 Akl
en utilisant I’égalité du début de la question. Puis, en regroupant, on a bien

k1 Akl Ak L EBAF AR+l (k4 1)BAF
M = 0 Ak+1 = 0 Ak+1 )
d’ou I’hérédite.
Conclusion : pour tout k € N*,

0 AF

Ak — <Ak kBAk1>

0
Remarque. Et pour k =0, M = I (la matrice identité), donc M? = (% £0>~

n
2) Soit P € C[X] un polynome, il existe donc n € N et (ag, . ..,a,) € C"*! tel que P = Zaka. Alors

k=0
. - A% 0 - Ak gBAF1
P(M):ZakMk:aoMo—i—ZakMk:ag(O AO)+Zak(0 Ak )
k=0 k=1 k=1
En effectuant les combinaisons linéaires, on a alors
a A’ + Y "apA* 0+ apkBAF! > Ak B apkAR! /
P(M) — k=1 k=1 — | k=0 k=1 — P(A) BP (A)
0.\ k - k 0 P(A)
0 apA® + Z apA 0 Z apA
k=1 k=0

3) @ est un polynome non constant, donc @’ n’est pas nul.
Ecrivons

P
Q =« H(X - \)
k=1

(c’est possible par le théoréme de D’Alembert-Gauss, car on travaille dans C) avec a # 0.

Comme @ est a racines simples, et que pour i € [1,p], A; est racine de @', on a \; qui n’est pas racine de Q. Or, @
est un polynéme annulateur de A, donc Sp(A) est inclus dans les racines de (). Donc, pour i € [1,p], A\; n’est pas
valeur propre de A, soit la matrice A — X\;Id est inversible.

Alors

p
Q'A) =a](A-\Id)
k=1

est inversible comme produit de matrices inversibles et d’un complexe non nul.
4) Si M est diagonalisable, il existe un polynéme scindé a racines simples () annulateur de M, donc par la question
2, on a aussi

QA) =0 et BQ'(A) = 0.
La question 3 donne que @'(A) est inversible, donc BQ'(A) = 0 donne
B=0xQ'(A) =0

Enfin, @) est un polynéme scindé a racines simples annulateur de A, donc A est diagonalisable.

5) Supposons B = 0 et A diagonalisable. Alors il existe un polynome scindé a racines simples @) annulateur de A,
donc par la question 2, on a aussi P(M) = 0, donc @ est un polynome scindé a racines simples annulateur de M,
donc M est diagonalisable.
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Exercice 30. Les polyndémes
P=X'—-X3_X%4+1 et RQ=X-1)(X-2

sont des polyndémes annulateurs de A, donc Sp(A) est inclus dans 'ensemble des racines de P et dans I’ensemble
des racines de (), donc dans l'intersection de ces deux ensembles.
Or, les racines de @ sont 1 et 2, et 1 est racine de P mais pas 2 (car P(2) =5 # 0), donc

Sp(4) c {1}.
Alors 2 n’est pas valeur propre de A, donc A — 21, est inversible. Mais
On = Q(A) = (A = I)(A - 2I),
donc en multipliant par (A —21,,)"%, on a
A—T,=(A-IL)(A—20,)(A—-2L,)"' =Q(A) x (A—2I,)"' =0, x (A—2I,)"' =0,,

et donc
A1)

Réciproquement, I, vérifie bien les deux égalités de I’énoncé.
Exercice 31. 1) On a
M x (=M —1,,) = I,

donc la matrice M est inversible et
Mt=—-M-1I,.

2) Le polynéme X2 + X + 1 est un polynéme annulateur de M, admet j et 52 = j comme racines, donc

Spc(M) C {j,4%}.

De plus, toute matrice complexe a au moins une valeur propre complexe (car son polyndme caractéristique a au
moins une racine complexe, par le théoréme de D’Alembert-Gauss), donc

Jj € Sp(M) ou e Sp(M).

Si j € Sp(M), alors j est racine de yps. Mais M est a coefficients réels, donc xjs € R[X]. Donc j racine de xas
donne j = j2 racine de .

Si j2 € Sp(M), alors j2 est racine de yas. Mais M est & coefficients réels, donc xas € R[X]. Donc j2 racine de ys
donne 52 = j racine de .

Dans tous les cas, j et j2 sont racines de xs, donc dans Spe(M). Donce, par double inclusion,

Spc(M) = {j, 5}
3) Le polynome
X2+ X +1=(X-5)X -5

est un polynome annulateur de M, scindé a racines simples (car j # j2) dans C, donc M est diagonalisable
dans M, (C).

M n’a pas de valeur propre réelle, donc M n’est pas diagonalisable dans M, (R).

4) e j et j2 sont les valeurs propres de M, donc les racines de xj;. Comme x /s est & coefficients réels, j2 = j est
racine de s de méme multiplicité que j. Si on note p cette multiplicité, on a donc

p+p=deg(xm) = n,

donc n est pair.
e De plus, on a

tr(M) = pj +pj° = et det(M)=jP(;2)P = (3P =

(car 1+j+j2=0cet j3=1).
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5) Ona M?2+ M+ 1, =0, et M = A% donc
At 4+ A%+ 1, =0,.
Donc le polynéme
XE4 X241 = (X7 = )(X7 = %) = (X2 = ) (X = j)(X +)
est un polynome annulateur de A. Il est scindé dans C[X] (comme tout polynéme non constant, par le théoréme
de D’Alembert-Gauss), et est & racines simples (le discriminant de X2 — j n’est pas nul, donc ses deux racines sont

simples, et ses racines ne sont ni j ni —j), donc A est diagonalisable dans M, (C).
Si A était diagonalisable dans M, (R), il existerait P € GL,(R) et D € M, (R) diagonale avec

P'AP =D.
Alors on aurait
PIMP =P 'A?P = (P 'AP)? = D?
avec D? diagonale (comme carré d’une matrice diagonale) et a coefficients réels (car D l'est), donc M serait
semblable a une matrice diagonale dans M,,(R), donc serait diagonalisable dans M,,(R), ce qui est faux. Donc

‘A n’est pas diagonalisable dans M, (R) ‘

6) Le polynome
o (X% = (X = )X +)

. P 2m A . . s s . .
est un polynome annulateur de A. Comme j = €'3 | ce polynome admet j, —j, e's et —e's comme racines, soit

1, V3 1 V3 1 V3 1 V3
—- 1, — =1, P e et - — .
2 2 2 2 2 2 2 2
Donc
1 3 1 31 31 3
Sp(ayc d Lo V3 L V31 V31 V3l
2 2 2 272 272 2

De plus, comme

1 V3 _ 1. V3
R A A
2 2 2 2
et que A est a coefficients réels (donc x4 € R[X]), alors
1 1
T AL
2 2 2 2

ont méme multiplicité » comme racine de x4 (avec éventuellement r = 0 si ces nombres ne sont pas racines).
De méme, comme

1 V3 1 V38

= = =
2 2 2 2

et que A est a coefficients réels (donc x4 € R[X]), alors

1 V3

+1 et 3
Za 42
2 2

.
22
2 2

ont méme multiplicité s comme racine de x4 (avec éventuellement r = 0 si ces nombres ne sont pas racines).
Comme ces 4 nombres sont les seules racines possibles de x4, on a alors

. n
r+r+s+s=deg(xa) =n, soit T+S:§.

De plus, comme x4 est scindé sur C[X], et que les 4 nombres précédents sont les seules racines possibles de x4
dans C, on a alors

1, V3 1 V3 1, V3 1 V3
r<—2+22>+r<—2—12)—1—3(2—1-@2)4-5(2—@2) = tr(A),

s—r =tr(A).

soit
Donc
n
tr(A) = 5 2r

et comme 27 est un entier pair, on en déduit que tr(A) a méme parité que 5
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