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1.2 Limite a paramétre continue
CHAPITRE 11 - INTEGRALES A PARAMETRES Proposition

Soient A et I deux intervalles de R. Soit a € A ou éventuellement au bord de A.
Soient f: Ax I —-Ketl:I— K.

Si
1 Limites et continuité o pour tout ¢ € I fixé, f(z,t) o)
r—a
1.1 Rappel sur le théoréme de convergence dominée e pour tout z € A fixé, les fonctions ¢ — f(z,t) et t — £(t) sont continues par
morceaux sur [ ;
ihcoycme e il existe une fonction ¢ intégrable sur [ telle que :
Soit (fy) une suite de fonctions continues par morceaux sur un méme intervalle [ 4
et soit f une fonction continue par morceaux sur I. V(z,t) € Ax I, |f(z,t)] < o(t)
Sl . (hypothése de domination indépendamment de x)
. ( fn).converge snnllalemerllt vers [ ; alors -
e il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que : o et aiiGepalalle g F i
VneN, Ve I, ()] < (1) o J; fle0)dt — [ 0(D)dt.
(hypothése de domination indépendamment de n)
alors : Démonstration : Ne pas rentrer dans le détails. Expliquer l'utilisation de la ca-
e f et les f, sont intégrables sur I et ractérisation séquentielle. O
o [, fn — I; 1. Exemple : Calculer : . s
. e e
lim —dt.

z—+o0 [ 1+et
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1.3 Continuité

Proposition

Soient A et I deux intervalles de R. Soit a € A ou éventuellement au bord de A.
Soit f: Ax T —K
Si:
e pour tout ¢ € I, la fonction « — f(x,t) est continue sur A.
e pour tout z € A fixé, la fonction ¢ — f(x,t) est continue par morceaux sur
I
e il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que :
V(z,t) € Ax I, [f(z,t)] < o(t)
(hypothése de domination indépendamment de x)

alors la fonction  — [, f(x,t)dt est définie et continue sur A.

Exemple : Soit f: R — C continue et intégrable sur R. Montrer que sa transformée de
Fourier f : z — f(z) = [, f(t)e"™ dt est définie et continue sur R.

Remarque : comme toujours avec la continuité, on peut travailler sur tout segment de
1.
Exemple : Montrer que :

+o0o : 3

2 —itx (£

:L‘n—}/ = el(3+mt)dt
1

est continue sur R en travaillant sur les segments de la forme [—a, a].

2 Dérivabilité
2.1 Dérivée d’ordre 1
Proposition

Soient A et I deux intervalles de R. Soit a € A ou éventuellement au bord de A.
Soit f: Ax I — K.
Sic:

pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est C! sur A.

pour tout x € A fixé, la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable sur I;

pour tout x € A fixé, la fonction ¢ — %(m, t) est continue par morceaux sur
I

il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que :

V(z,t) € Ax I, ’gi(x,t)‘ < ()

(hypothése de domination indépendamment de x)
alors la fonction g :  +— [, f(x,t)dt est définie et C' sur A et vérifie :
_[9f

—(z, t)dt.

g((E)— [al'

(24 1)a?
Onposef:x»—>f1C .

Exemple H 0 Wdt

1. Calculer f/(z) en fonction de g : x — fox e~%"du et de ses dérivées. En déduire que
f + g2 est constante.
2. Calculer la constante sus-mentionnée.

3. En prenons la limite x — 400, en déduire la valeur de f0+°° e~ du.
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2.2 Généralisation a un ordre quelconque
Proposition

Soient A et I deux intervalles de R. Soit a € A ou éventuellement au bord de A.
Soit f: Ax I — K.
Si:
e pour tout ¢ € I, la fonction z +— f(x,t) est C* sur A.
“f

't

e pour tout z € A fixé, les fonctions t — g (z,t) sont intégrable sur I pour

i€ [0,k—1];

k
e pour tout z € A fixé, la fonction t — %(z, t) est continue par morceaux sur
I;

e il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que :

(hypothése de domination indépendamment de x)

alors la fonction g : z — [} f(z,t)dt est définie et C* sur A et vérifie :

_ (94

B I 81’i

Vi e [1,k], ¢ () (z,t)dt.

Exemple : Montrer que f : x fol sin(tx)dt est CT* sur R.



