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CORRECTION DS 4 - SERIES ENTIERES, POLYNOMES ANNULATEURS

[ Exercice 1 - CCINP ITC 2023 (extrait de la partie 3)

Analyse de la base de données de caractéres

1.

1

SELECT id FROM FONTES WHERE nom = "Zurich"
AND style = "romain" AND taille >= 10 AND taille <= 16;

SELECT fichier FROM CARACTERES JOIN SYMBOLES
ON CARACTERES.id_symbole = SYMBOLES.id
WHERE label = "A";

SELECT label, COUNT(x) FROM CARACTERES JOIN SYMBOLES JOIN FONTES

ON id_symbole = SYMBOLES.id AND id_fonte = FONTES.id

WHERE nom = "Zurich" AND style = "romain" AND taille >= 10 AND taille <= 16
GROUP BY 1label;

[ Exercice 2 - CCINP PC 2019 (exercice 2) - Etude d’une équation différentielle

Partie I - Solution particuliére de I’équation homogéne

1.

f est définie par une série entiére, donc sur son intervalle ouvert de convergence, f est C* et donc C?. De
plus, pour tout x €] —r,7[, on a :

+o0 +oo
= Z naz" et f’(z) = Zn(n — Dapz™ 2
n=1 n=2

et les développements de [’ et f” ont méme rayon de convergence que celui de f (c’est-a-dire r).

2. Soit z €] —r,r[. On a :

2®(1— ) f"(2) — (1 + 2) f'(z) + f(z)

“+00 “+00 “+00
= 2*(1—2) Z n(n — Dapz™ % — (1 + z) Z naz" '+ Z anx"”
n=2 n=0
+o00 +o0 400 400
= Z n(n — 1)apz" — Z n(n — 1)a,z"" Z napx" Z na,z" 1 + Z anpx™
n=2 n=2 n=0
“+00 400 o0 o0
= Zn(n — Dapz" — Z(n —1)(n—2)ap_12" Znan - Z (n—1ap_12" + Zanazn
n=2 n=3 n=2 n=0
+oo
= Z(n(n —1Dap — (n—1)(n—2)an_1 — nay, — (n — Day_1 + a,)x”
n=3
+ apz + a1z — lagzt + asz® — (2 - 1)a2_1w2 — 2a91” + 2(2 - 1)a2m2
“+00
= > ([n(n—1)—n+1a, - [(n—1)(n—2)+ (n— ] an_1) 2" + ao + (a2 — a1)2”
n=3

1 sur 12



Fauriel - PC - Mathématiques CORRECTION DS 4 - SERIES ENTIERES, POLYNOMES ANNULATEURS

Or :
nn—1)—n+1=n*>-2n4+1=(n—1)>

et :
n—Dn-2)+n-1)=mn-1n-2+1)=(n—1)>2

De plus, pour n =2, on a : (n —1)2 = (2 — 1)2 = 1. Donc, en posant | b, = (n — 1)?,|on a :

21— 2) (@) — 2l +2)f (@) + F@) = ap+ > bulan — ap_1)a"

f est solution de (H) sur | —r,r|
& Ve —rr 2’1 -2)f"(z) —2(l+2)f () + f(z) = 0
+oo
& Veel—rr[, ag+ Z bp(an —ap—1)z" =0
n=2
ayg =

{ Wn > 2, by(an — an1) 0 (par unicité des coefficients de la série entiére)
= 4y Un(Un — Up-—1 =

ag = 0
0

< { VYR >2, ap —an_q1 = (car by, # 0 pour tout n > 2)

ayg = 0
<~
Vn2>=1, apy1 = an

4. D’apreés le résultat précédent, si f est solution de (H) sur | — r,r[ alors :

ayg = 0
Vn>=1, apyr1 = an

Posons A = aj, on a alors par récurrence : Vn € N*| a,, = A. Ainsi pour tout z €] —r, 7| :
+oo +oo +oo
flz) = Zanaj” = ao—i—Zanx” = O—i—)\Zx”.
n=0 n=1 n=1

Or :g 2" est une série entiére de rayon de convergence 1. Donc le rayon de convergence est au moins 1
(en fait exactement 1 si A # 0). Donc m

De plus :
Vo €] = L[, f(@) = As - -
5. Soit g:] —1,1[=> R, . — 1{—2 g est C* sur | — 1, 1] par opérations sur les fonctions usuelles. De plus pour
xel—1,1]:
A A\x A 2\
/ — — t " =

@) =T T A - Ao 9@ =g

Donc pour tout z €] —1,1] :
2\ A A\x
2 " / _ 2
(1 —z)g'(z) —z(l+z)g'(z) +g(x) = = (1—x)m—95(1+$)(1_$)2 t1 2

222 —z(1+2) + z(1 — ) 202 —z — 2% + ¥ — 2?
= A =A =0.
=) =)

Donc ’g est solution de (H) sur | — 1,1]. ‘
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De plus, comme les coefficients de (H) sont bien définis et continus sur | — 1, 1] (et ne s’annule pas pour le
coefficient de y”), le probléme suivant :

2?1 —a)y —z(l+z)y +y = 0
y(0) = 0
y'(0) = A

est un probléme de Cauchy qui admet une unique solution.

g est une solution de ce probléme. f définie par ag = 0 et a,, = A pour n > 1, en est également une (d’apres
la question 2, puisque le rayon de convergence de f est supérieur a 1). Donc pour tout z €] — 1, 1] :

+oo
gla) = f() = 3 N

Donc | g est développable en série entiére. ‘

Partie II - Solutions de (F) sur ]0,1[ ou ]1,4o0|

6. Sur I, x ne s’annule pas. Donc comme produit de fonctions C?.

De plus, on a :

1 1
/ - _ - 1 /
/(o) =~ e+ (5 -1) @)
et :
2 2 1
" . / "
0) = Zule) - S+ (2 -1) o)
Remarque : Pourquoi pose-t-on ce z particulier 7 Remarquez que z(z) = z,@ Le dénominateur est le
1—x

résultat trouvé a la partie précédente. En fait, on est en train de poser :

y(z) = z(x)

X

1—=x

ot le X\ a été remplacé par z(z). C’est une variante de la variation de la constante!

.Ona:

z est solution de (E7) sur [
Vo el, 22" (z) + 2/ (x) = 22

Vel <53y(a;) _ %y’(fc) 4 (x _ 1) (@) + <—$2y($) 4 <x _ 1> y’(:z)) gy

Ve el, (1—x)y"(x +(—+—1 Y (z) +

¢

¢

)
Ve eI, 22(1 —2)y"(z) + (—2 — 2°)y/ () + y(x) = 223 (car = # 0)
Ve e, 22(1 —z)y"(z) —z(1 +2)y/(z) +y
)

toe ¢ O

. z est solution de (FEj) si et seulement si 2’ est solution de (E2) : xf’ 4+ f = 2x. Pour z # 0, cela revient a
i+ % = 2 qui est une équation différentielle linéaire du premier ordre.

Une primitive de 2 — L est In (aussi bien sur ]0,1[ que sur |1,+oc[) et donc les solutions de I'équation
homogene (Hs) : f' + % = 0 sont les fonctions de la forme = — Aexp(—In(z)).

Trouvons désormais une solution particuliére de (F5). La formule de 1’énoncé nous pousse a chercher une
solution de la forme = — ax.

Soit a € R. Posons fy(z) = ax. 2y est clairement dérivable et fy(x) = a. On a :

fo(z)

fo solution de (F2) & Vz € R, fi(z)+
x

=2&VzeR, a+ta=2a=1.
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Donc fp :  — x est une solution de (F3). Donc les solutions de (F5) sont les fonctions de la forme :

A
T -+
x

ou A € R.
Puisque 2’ est solution de (Es), il existe A € R tel que :

Ve eI, z/(x):i—i—a:.
x

9. Ainsi si y est solution de (E), alors z est solution de (Ej) et donc Vz € I, 2/(z) = % + . Dans ce cas, on en
déduit qu’il existe p € R tel que :

2
Ve el, z(x) :/\ln(m)—i—%—i—u.

Puis pour tout x € I, on a :

Ve eI, y(z) = — Aln()+x—2+
TEL VW T T, Yy TH

avec A\, i € R.

Malheureusement, vu comment le sujet est rédigé, il nous faut également faire la réciproque. On peut minimi-
ser le travail de la fagon suivante. Si y est de la forme précédente, alors z est de la forme z(z) = An(x)+ %2 +u
puis 2/(z) = 2 + z.

Or on a montré que toutes les fonctions de cette forme sont solutions de (Es). Or si 2’ est solution de (Es)

alors z est solution de (E7). Et donc, d’aprés la question 7, |y est solution de (E). ‘

Remarque : en fait, il y a équivalence & chaque étape, mais le sujet nous a demandé des implications, ce
qui oblige a faire le sens réciproque. L’alternative est de simplement réinjecter la formule obtenue dans (F).

Partie III - Solutions de (E) sur |0, +o0|

10. C’est un probléme de recollement.

Commencgons par le sens direct. Soit y une solution de (E) sur |0, +oo[. Alors y est solution de (E) sur ]0,1]
et sur |1, +oo[. Donc il existe (A1, 2, A2, p2) € R?* tel que :

x z?
Ve 0.1, () = o (M) + 5 4
et :
x z?
Vr €)1, +o0], y(z) = . ()\2 In(z) + 5 + MQ) .

On cherche des solutions au moins continues '. Donc étudions ce qu’il se passe pour ces deux expressions au
voisinage de 1.

On a 1% ~ ﬁ Donc pour avoir une chance de définir y en ayant la continuité en 1, il faudra
Tr—r

22
<)\1 In(z) + 5 + ,ul) -0

(et pareil pour 'autre formule). Cela n’arrive que si :

1

H1 = T

Ainsi nécessairement p; = o = —%.

1. En fait, le minimum exigible est d’avoir y dérivable sur |0, +oo[. On peut techniquement se passer de deux fois dérivable en 1,
car le coefficient devant y”(x) s’annule en 1. Le caractére C' quant a lui n’est pas clair a ce stade.
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On aimerait que f soit dérivable. Or d’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, si ¢ est définie sur ]0, 1],
admet une limite en 1 et sa dérivée admet une limite finie en 1, alors le prolongement par continuité de £ est
en fait C! et la dérivée en 1 est la limite de la dérivée. Dés lors que f’ a une limite, on a méme que f est
dérivable en 1 si et seulement si cette limite est finie.

Dans notre cas, cela signifie que si 4 admet une limite en 1, alors y est en fait dérivable (et méme C!) si et
seulement si la limite est finie et 3/(1) est cette limite.

Maintenant que la formule de y est un peu nettoyée, utilisons un DL au voisinage de 1 :

y(@) = 1j(:igc—_s)(Alln(1+(a:_1)>+(*”’3—1><22+<w—1)))
_ 4= o= LY L @ DRt (e 1)
T @) (Al (( 1) 5 +H17(( 1) )>+ ) )

= v (-5 o o) e T

z—1—

r—1—

- —(1+)\1)+<—(1+)\1)+)\121>(x—1)+ o (z—1)

_ _(1+A1)—<3*‘2A1><m—1>+ o (z—1).

r—1—

3+A1 _ 34X
5 = .

et de méme sur |1, +oo[. Pour avoir f dérivable, il faut donc 5

On en déduit enfin :

Si y est solution de E alors y(x) = {

avec A € R.
Réciproquement, si y est définie par :

oo ) (@) + 55 sie#
y()_{l—ugm) 2> siz=1

alors y est solution de (F) sur |0, 1] et sur ]1,4o00[. De plus, Avec les mémes calculs que précédemment, on
trouve pour = # 1 :

y(z) = —(14 ) — (3;» (e-1)+ o (z—1),

Ainsi y est bien continue en 1. De plus, puisque y admet un DL en 1, y est dérivable en 1 et sa dérivée en 1

vaut :
3+ A

Enfin, I’équation (E) en 1 donne :
A -1)y"(1) - 11+ Dy'(1) +y(1) =2 x 1°

c’est-a-dire :

ce qui est vrai! Donc y satisfait (E) également en 1.

Donc |y est bien solution de (E) sur |0, +oo[. ‘

Exercice 3 - CCINP PC 2023 (exercice 1) - Endomorphisme cyclique

Partie I - Etude d’un premier exemple
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1. f est clairement linéaire et de R? dans R? donc un endomorphisme.
On a :
fv) = f(1,0) = (4,1).
La famille (v, f(v)) = ((1,0),(4,1)) est donc échelonnée et donc libre. Comme son cardinal est égal a la
dimension de R2, c’est une base de R2.

Donc ’ f est effectivement cyclique. ‘

2. Dans la base canonique de R?, la matrice de f est donnée par :

v=(3 7).

Soit A€ R. On a:

A€Sp(M) < det(\l, — M) =0
A—4 2
< ‘1 )\1':0
& A—4HA-1)+2=0
& M -B5A+6=0
& A-2)A-3)=0
& Ae {23}

Done | Sp(f) = {2,3}.|
Soit (z,y) € R%. On a :

f(xy) =2(z,y)
& (4o —2y,z+y) = (22, 2y)

e — 2y = 2z

r+y = 2y

2x—2y =0
S A
~ T =

= (:v,y) € Vect((1,1)).

Donc ‘Eg( f) = Vect((1,1)). ‘ Comme (1,1) est non nul, ce vecteur forme une famille libre et donc une base

de Eg(f)
De méme, on trouve ‘ Es(f) = Vect((2,1)) ‘ et donc ((2,1)) est une base de E3(f).
)

3. Donc oui, il existe w € R? non nul tel que (w, f(w)) ne soit pas une base de R?. Par exemple w = (1,1).
Puisque f(w) est proportionnel & w, la famille (w, f(w)) est liée dans ce cas.
Partie IT - Etude d’un deuxiéme exemple
4. On a g% = g + 2Idgs si et seulement si M vérifie la méme relation M? = M + 213. Calculons :

2

0 -1 1 0 -1 1 0 -1 1
M2 = -1 0 —-1| =[-1 0 -1 -1 0 -1
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0

2 -1 1 0 -1 1 2.0 0

= |-1 2 —-1]l=(-1 0 =1]+(0 2 0

1 -1 2 1 -1 0 00 2

- [ 7%]

M est symétrique réelle donc diagonalisable. ‘

Comme X2 — X —2 est un polynéme annulateur de M (et de g). Or ce polynéome a une valeur propre évidente
qui est —1. Donc X2 — X —2 = (X +1)(X —2).
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D'ott | Sp(M)  {~1,2}.|
Comme M est diagonalisable, M admet au moins une valeur propre. De plus, si M avait une unique valeur
propre A, comme M est diagonalisable, M serait semblable & Al3. On aurait donc avec P inversible :

M = POL)P ' = PP ! = ).

Or M n’est pas une matrice scalaire, donc M admet au moins deux valeurs propres.

D’oit, par considération sur les cardinaux, ‘Sp(M )={-1,2}. ‘

6. Soit w € R3. Montrons que la famille (w, g(w), g?(w)) n’est pas une base.
On a d’aprés ce qui précéde :
g*(w) = g(w) + 2w.

Donc la famille (w, g(w), g?(w)) est liée et donc n’est pas une base.

Ainsi, ‘ g n’est pas cyclique. ‘

Partie III - Etude d’un troisiéme exemple

7. Commengons par remarquer que A est linéaire. Soient P, Q € R,[X] et A€ R, on a :

AP+AQ) = (P+AQ)(X +1)— (P +AQ)(X)
= P(X+1)+AQ(X +1) — P(X) — AQ(X)
— P(X+1) = P(X) + MQ(X +1) — Q(X))
= A(P)+MA(Q).

Donc A est effectivement une application linéaire.

Par définition A est une application de R,,[X] dans R[X]. Il reste & prouver que pour tout P € R, [X], on a
A(P) € R,[X].

Comme (X + 1)F = Z?:o <I;> Xih=i = Zf:o (f) X% on a deg((X + 1)*) = k. Ainsi si P est de degré
kE <n, P(X 4 1) est une somme de polynéme de degré au plus k. Et donc deg(P(X + 1)) < n.

Puis par somme :

deg(A(P)) < max(deg(P(X +1)),deg(P)) < n.

Ainsi on a bien A(R,[X]) C R,[X] et ‘A est bien un endomorphisme de R, [X]. ‘
8. Soit k € [1,n]. On a :

Sik=0,onalAX))=A(1)=1-1=0.

9. Soit P € R,[X] non constant. On peut donc écrire :

d
P= Z ap X"
k=0

ou d=degP >1 (et donc a4 # 0). Par linéarité, on obtient :

A(P) = kzdzoakA(Xk) Zd:ak (g <’;> Xi> = Zd:kiak <’;> Xt

k=1 i=0 k=1 i=0

C’est une somme triangulaire avec 0 < i < k < d. On peut la réordonner ainsi :
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Le coefficient de X% 1 est :
d k d
E ak<d_1):ad<d_1>:dad7&0.

Donc ’ deg(A(P)) =d—1=deg(P) — 1. ‘

10. Soit P = X™. D’aprés ce qui précéde, on a par descente finie : deg(A*(P)) = n — k pour tout k € [0, n].
La famille (X", A(X™), A2(X™),...,A"(X™)) est échelonnée et donc libre.

Comme la dimension de R, [X] est n + 1 et est égal au cardinal de la famille, cette famille est une base.

Ainsi ‘ A est cyclique. ‘

Partie IV - Cas d’un endomorphisme diagonalisable

11. Procédons par récurrence sur p € N*,
e Initialisation : pour p =1, on a :
h(v) = h(ajvr + -+ ayvy)
arh(vy) + -+ + anh(vy)

= aA\v1 + -+ anAn U

Donc la propriété est bien initialisée.
e Hérédité : Soit p € N*. On suppose que h*(v) = a1 \v1 + - - - + apAhvy,. On calcule :

W (v) = h(h?(v))

h(aaNjvr + - 4+ ap Aoy

a ATh(v1) + -+ + ap AL h(vn)
= al)\zfA101 + -+ Oén)\ﬁ)\n’un

1
= al)\llﬂ_ (e R Oén)\ﬁJrlvn.

Donc la propriété est héréditaire.

On a bien | pour tout p € N* : AP (v) = a1 Njv1 + - -+ + ap Ay,

12. Le déterminant de la famille est simplement le déterminant de la matrice de la famille dans la base indiquée.

On a :
al oA - al)\?_l
a9 052)\2 tee 042)\3_1
Matg(F) =
Op Op Ay v ocn)\ﬁfl
Donc :
det g(F) = det(Matg(F))
a1 051)\1 cee Ozl)\?_l
e oMy - ag)\g_l
oy QpAp e an)\ﬁ_l
D VIR Vs
1T Ay -- )\;L—l
= Q1---Qp|, . . .
D VD Vo

par multilinéarité de det. Puis on reconnait un déterminant de Vandermonde. Ainsi :

detp(F)=ar-—an [ (N —N)

1<i<j<n
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13. Remarquons que la famille F est une base si et seulement sa matrice est inversible c¢’est-a-dire si et seulement
si son déterminant est non nul.
Ainsi, si h est cyclique, il existe un vecteur v qui engendre une base F de déterminant non nul. En particulier
le déterminant de Vandermonde est non nul [[;<; <, (Aj — A).

Donc ’toutes les valeurs propres de h sont distinctes. ‘

Réciproquement, si toutes les valeurs propres de h sont distinctes, posons v = v; +- - - + vy, (c’est-a-dire a1 =
...=ay =1). On a alors :

detp(F)= J[ (n—x)#0.

1<i<j<n

Donc F est une base de E. Ainsi (v, h(v),...,h" 1(v)) est une base et donc ‘ h est cyclique.

[ Exercice 4 - Mines-Ponts Maths 2 PC 2017 (extrait - partie 1) - Méthode de Laplace

Exponentielle tronquée

1. On peut réécrire :

Ro(z)= > ”IZ“’!) .

k=n+1

Donc R, (x) est le reste de la série exponentielle évaluée en (nx). La série exponentielle converge pour tout

paramétre réel, donc son reste aussi et donc | R, (x) existe.

En outre, on a :

no ko k too ko k +too Lk +oo k

o) + Fale) = 32 " 3 T =3 e = 3 U < [exploa) |

k=0 ’ k=n+1 ) k=0 k=0

2. La fonction t + e™ est C* sur R et donc en particulier C**1. On notant f : t — ™, on a pour tout z > 0 :

n .ka x T — t n n
fla) =3 M0+ [ I e
= k! !
Pour tout k € N, on a f(*)(t) = n¥e™. Ainsi :
ok T (x _ t)n
f(.fC) = Z 7‘77]{ -+ / 7'nn+lentdt
=0 k! 0 n:
nn+1 T
= To(x)+ o / (x —t)"e™dt
- Jo

Faisons maintenant le changement de variable u = x — ¢ dans l'intégrale. C’est une intégrale sur un segment,
il n’y a donc pas de questions de convergence. En outre, c¢’est un changement de variable affine de coefficient
directeur non nul, le changement est donc licite.

Ainsi :

nn—i—l

0 nn—i—l T
/ u"e™ W (1) du = Ty () + ™ —— / (ue™™)"du.
T 0

n!

3. Comme y > 0, a, ne s’annule jamais. De plus :

a1 (n+1)mHEyntt y nt (n1\"
an (n+1)! pntlyn '

(”Ilyﬂ = exp <(n—|—1)ln <1+71L>>
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et :
1 1
(n+1)ln<1+) ~ (D)=~ 1—

n n—-+o00 n n—-+o00

ou l'équivalent est valide car % — 0.

— el Ainsi:
n—-+o00

Comme la fonction exp est continue en 1, on en déduit : (
n

. An+1
lim
n—+oo  ap

Ainsi, si y < 1, on a ye < 1 et méme |ye| < 1 par positivité de y. Ainsi d’aprés le critére de d’Alembert pour
les séries numériques, la série Z:i% a, converge (et méme absolument). En particulier, elle ne diverge pas
grossiérement, c’est-a-dire :

lim a, =0.
n——+oo

4. Etudions la fonction g : u — ue™. g est C* sur R. De plus, pour tout u € R, on a : ¢’'(u) = e™% —ue ™ =
(1 —u)e ™. Donc le signe de ¢'(u) est donné par la signe de 1 — u.

U 0 1 ~+00
g'(u) + 0 -
o1
9(u) 0 / \ 0

Puisque g est méme strictement croissante sur [0, 1[, on a pour tout u € [0, z] (avec x € [0, 1]) :

0<g(u) <glz) <e
~~

=M

On en déduit que pour tout u € [0, z], g(u)"™ € [0, M"[. Ainsi par croissance de 'intégrale :
xX
0< / (ue™™)"du < zM".
0

Et donc :
n+1

x
n
0<e™ / (ue™™)"du < ™ ——axM".
0 n:

On en déduit :
o Ry(x) _ nnt!

enT n!

Or %M” est la formule de a,, avec y = M (et on a bien 0 < M < e~ !). Donc :

aM"™.

nn+1
n

M 0.
n—-+00
nntl n
A (—§
n n—-+o00

Comme x est fixé, on a bien

R
n(2) ——— 0, c’est-a-dire :

Par encadrement, on a
e n—+oo

’Rn(;v) = o(e"™). ‘

Et comme T, (z) + R, (z) = €"*, on a :
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5. Commencons par remarquer que : hy, : t — t"e~! est définie et continue sur R,. Donc h est intégrable sur
tout segment de R;..

1l reste a vérifier si h, est intégrable en 40c0. On a pour t € R, :

ha(t) = thet = e /2 M2 = o (e7U/?).
~—— t—+o00
t—4oco

Or t — e /2 est intégrable en 400 (car 1/2 > 0). Donc par critére de négligeabilité, h,, est également
intégrable en +oc.

+o0
Donc l'intégrale / t"e tdt est bien définie et converge.
0

+o0o
Montrons maintenant par récurrence que / t"e~tdt = nl.
0

e Initialisation : Pourn=0et A€ R, on a:

A —t —t1A —A
/ e dt:[—e ]Ozl—e — 1.

Dot | [7 t%e~tdt = 1 = 0.
e Hérédité : Soit n € N. On suppose que f0+°o t"e~tdt = n!. Montrons que f0+oo t"tle=tdt = (n + 1)

t"+1

Posons pour ¢t € Ry, u(t) = L7 et v(t) = e™". u et v ainsi définies sont C! sur Ry. De plus :

tn+1

et 0
n—+1 t—+oo

u(t)u(t) =

par croissance comparée. Pour l'autre borne, les fonctions sont définies (on a u(0)v(0) = 0).

Donc, on peut faire une intégration par parties.

+oo —+o00 tn—i—l
/ t" e ! dt et / 1 (—e H)dt
O () =u(t) * —— T

=u(t)

ont méme nature. En I'occurence, on a déja vu que ces intégrales convergent.

Les intégrales :

Ainsi, on a I'égalité :

+00
+o0 g+l +oo yn+l
[t = | Tl T G
n n
0 =u/(t) =v(t) fz(t—)/:v(t) 0 \,(t-)/ =—uv(t)
=Uu 0 =u

— 0-0+

1 Foo
/ t"Hetar.
n -+ 1 0

Donc avec I’hypothése de récurrence, on obtient :

+o00 +00
/ t"letdt = (n+ 1) / t"e7tdt = (n+ D)n! = (n+ 1)
0 0

Donc la propriété est héréditaire.

Ainsi, on a bien pour tout n € N :

+oo
/ t"e~tdt = nl.
0
6. Pour tout x > 0, on a :

n k. .k n+1 T n+1 x
To(x) = Z DT oo R, (z) =" — enz /0 (ue™)"du = ™" (1 _n /0 (ue_“)”du> :

k!

11 sur 12



Fauriel - PC - Mathématiques CORRECTION DS 4 - SERIES ENTIERES, POLYNOMES ANNULATEURS

+oo
Vu ce qu’on a et vu le résultat attendu par le sujet, cela nous pousse a calculer / (ue™)"du.
0

+oo
On peut réécrire : / ue”""du. Faisons le changement de variable ¢ = nu. En tant que changement

0
de variable affine (avec n # 0 puisque n > 1 dans cette question), ce changement est bien C!, bijectif et
strictement monotone (croisssante en l'occurence). Ainsi les intégrales :

too Too /N L1
/ uw"e "du et / <> e t—dt
0 0 n n

ont méme nature et en cas de convergence, elles sont égales. Or, la seconde intégrale peut se réécrire :

+o0 n +o0o

t 1 1
/ <> e_tdtzl/ the~tdt
0 n n nntt Jg

+oo
qui est I'intégrale convergente étudiée dans la question précédente. Ainsi : / u"e ™du = m—— Et donc :
0 n
nn+1 +o00
— (ue™)"du = 1.
n' 0

En réinjectant dans notre premiére expression, on trouve :

To(z) = |1 (ue™)"du | =e (ue™™)"du — (ue™)"du
0 0

n! n! n! Jo

nn—f—l +oo
= | [ (ue)du.
n!
X

7. Vue la question précédente, le but de cette question est de montrer que, a x fixé, on a :

nn+1 +oo
(ue™™)"du —— 0.
n! /), n—+o00

Commencons par remarquer, comme le suggére 1’énoncé, que pour v > = > 1, on a ue ™™ < ze % par
b ) )
décroissance sur la fonction g étudiée a la question 4 sur |1, +oo[ et donc pour tout u >z > 1 :

0< (ue )" < (:re_z)"_lue_“.
Ainsi, par croissance de 'intégrale (et sous réserve de convergence) :
+oo +oo +oo
0< / (ue™™)"du < / (e )" lue du < (xex)"l/ ue” “du.
x x x

“+oo

Or comme ue™ " est toujours positif, on a fox ue “du = 0 et donc f:oo ue"du < [y T ue " du.

Et comme f0+°° ue”“du = 1! = 1, cela prouve au passage la convergence. Et on a :
—+00
0< / (ue™)"du < (xe’x)"’l.
X
Puis d’aprés 'étude de g, pour > 1, on a 0 < ze™® < M avec e~ ! et donc :

+o0
0 < / (ue™")"du < M™ L.
x

On a donc :
nn—‘rl +o00 nn+1 .
0 — (we™)"du < ——M"" " .
n! J, n!
—_———
nn+1 n
:M( n! M )
) +1 . .y

On a montré que ”2, M™ 0 dans la question 3. Ainsi, par encadrement :

n—+00

n! n—-+o0

nn+1 —+o00
/ (ue™™)"du ——— 0.
x

Ainsi, on a bien :
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