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TD10 - ESPACES PROBABILISES

Exercice 1. L’urne U, au contenu évolutif, contient au départ 1 boule blanche et n — 1 boules noires (n > 2). On
effectue des tirages successifs de la fagon suivante :

e si au k-iéme tirage on tire la boule blanche, on s’arréte, on a gagné;

e si au k-iéme tirage on tire une boule noire, alors on remet la boule noire dans 'urne, on ajoute une boule
noire en plus dans 'urne U et on procéde au (k + 1)-iéme tirage.

On note By, [resp. Ni| les événements « on a effectué (k — 1) tirages sans obtenir la boule blanche, et le k-iéme
tirage apporte la boule blanche [resp. une boule noire| ». Calculer les probabilités des événements (apreés les avoir
« renommeés ») :

Be 5 Ne 5 UBw 5 BeUNe 5 UM 5 UBw 5 (N
h<k h>1 h>1 h>1

Exercice 2. Soit n € N* un entier naturel non nul. On effectue n lancers indépendants d’une piéce pour laquelle
la probabilité d’obtenir Face est p, avec p € |0, 1[. On pose ¢ = 1 — p. Quelle est la probabilité qu’au cours de ces n
lancers Face ne soit jamais suivi de Pile ?

Exercice 3. Une urne contient n — 1 boules blanches et 1 boule noire. On tire les n boules de 'urne de fagon
successive sans remise. Calculer la probabilité py que la boule noire soit tirée au k-iéme tirage.

Exercice 4. Soit n € N*, on considére une urne contenant n boules numérotées de 1 & n.
)

1. On tire successivement deux boules dans I'urne. Quelle est la probabilité pour que la deuxiéme boule tirée
ait un numéro supérieur ou égal a celui de la premiére boule

(a) lorsque le tirage est avec remise;
(b) lorsque le tirage est sans remise.

Indication : on pourra introduire pour 1 < k < n, l’événement A : « la deuxiéeme boule tirée porte le
numéro k » et utiliser la famille d’événements (Ag)1<k<n-

2. On tire successivement p boules dans 'urne.

(a) Quelle est la probabilité pour que la p-iéme boule tirée ait un numéro supérieur ou égal aux numéros
des (p — 1)-premiéres boules tirées lorsque le tirage est sans remise ? Indication : on pourra introduire
pour 1 < k < n, l'événement Ay : « la p-iéme boule tirée porte le numéro k » et utiliser la famille
d’événements (Ag)i1<k<n-

n
(b) Montrer par récurrence sur n que pour tout (n,p) d’entiers tels que 0 < p < n, > (f)j) = (';) En
k=p

déduire une expression simple de la probabilité cherchée.

Exercice 5. Une urne contient N boules numérotées de 1 & N. On retire en une fois de cette urne une poignée
aléatoire de p boules (1 < p < N).

1. Soit k € [p, N]. Calculer la probabilité de I’événement By, : « le plus grand numéro de la poignée est k ».

N
2. En déduire la formule : > (];j) = (]1\)[)
k=p

Exercice 6. n joueurs (avec n > 2) vont successivement tenter une expérience ou la probabilité d’insucces est p
(avec 0 < p < 1). Si le premier joueur perd, la partie s’arréte. S’il gagne, le deuxiéme joueur tente sa chance. S’il
perd, la partie s’arréte. S’il gagne, le troisiéme joueur tente sa chance... Si le n-iéme joueur tente sa chance et perd,
la partie s’arréte, et s’il gagne le premier joueur tente sa chance pour la deuxiéme fois etc... La partie s’arréte dés
qu’un joueur perd.

1. Soit k € [1,n]. Quelle est la probabilité pour que le k-iéme joueur perde lors de sa i-éme tentative ?

2. Quelle est la probabilité pour que le k-iéme joueur perde la partie?
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Exercice 7. Deux joueurs A et B s’affrontent a un jeu de dé (supposé parfaitement équilibré). A commence la
partie et lance le dé. S’il obtient 1 ou 2, A est déclaré vainqueur et la partie s’arréte. Sinon, B prend la main et
jette le dé : s’il obtient 3, 4 ou 5, il a gagné et la partie s’arréte. Sinon, A prend la main et on recommence dans
les mémes conditions...

1. Soit n un entier naturel non nul. Calculer les probabilités des événements : Ag,—1 : « A gagne au (2n—1)-iéme
lancer » et By, : « B gagne au 2n-iéme lancer ».

2. Quelles sont les probabilités des événements G 4 : « A gagne », Gg : « B gagne » et H : « la partie ne s’arréte
pas ».

Exercice 8. Une urne contient initialement une boule blanche et une noire. On effectue des tirages successifs d’une
boule dans 'urne selon le protocole suivant : si la boule blanche est tirée, le jeu s’arréte, et si une boule noire est
tirée, la boule tirée est remise dans 'urne et ’on rajoute dans 'urne, avant le tirage suivant, autant de boule noire
que 'urne contenait de boules & ’étape précédente. Soit A, I’événement « le n-iéme tirage améne pour la premiére
fois la boule blanche ».

1. Montrer que P(A,) = 5 H (1- )
k=1
2. Déterminer la nature de la série ) In (1 — 2%), en déduire hm P(A,).
k‘Zl n—400

o0
3. A-t-on > P(A,) =17 Interpréter ce résultat.

n=1
Exercice 9. Soit A, B, C trois événements de (2,4, P), avec P(B) > 0, P(C) > 0 et BN C = (). Exprimer
Ppuc(A) alaide de P(B), P(C), Pg(A), et Po(A).

Exercice 10. Une maladie rare touche un individu sur 100 000. On dispose d’'un test de dépistage qui est positif
pour 95% des personnes malades et pour 0.5% des individus sains. Un individu est testé positif. Quelle est alors la
probabilité qu’il soit effectivement malade ? Ce test vous parait-il fiable 7 Et si le test est négatif, que doit-on en
penser ?

Exercice 11. Soit (E,),en un systéme complet d’événements, B un événement avec Pg, (B) < % pour tout n € N.
Montrer P(B) < 1.

Exercice 12. On considére n + 1 urnes Uy, U1, ..., U,. Pour 0 < k < n, I'urne U contient k boules blanches
et n — k boules noires. On choisit une urne au hasard, puis on tire successivement deux boules de cette urne.
1. Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches, si le tirage se fait avec remise ?

2. Méme question si le tirage se fait sans remise.

Exercice 13. Une cellule se déplace entre trois points distincts A, B et C. A chaque étape, elle quitte sa position
et gagne indifféremment (c’est a dire avec la méme probabilité, ) I'un des deux autres points. On note a,, b, et ¢,
les probabilités qu’elle se trouve en A, B et C' a 'issue de la n-iéme étape. On suppose la cellule en A initialement.

1. Donner les valeurs de ag, by et cg.

2. Exprimer a1, byt1, cht1 en fonction de ay, by, et c,.

3. En déduire les expressions de a,,, b, et ¢, en fonction de n.
Exercice 14. On a une urne U qui contient une boule blanche et une boule noire, et une urne V' qui contient une
boule noire et deux boules blanches. On tire successivement une boule avec remise dans I'une des deux urnes en

respectant le protocole suivant : on commence par tirer dans U, si on tire une boule blanche on effectue le tirage
suivant dans la méme urne, sinon on change d’urne.

1. Calculer la probabilité de tirer dans I'urne U au n-iéme tirage.
2. Calculer la probabilité de tirer une boule blanche au n-iéme tirage.

Exercice 15. Soit deux événements A et B tels que P(A) = 0,6 et P(B) = 0,4. Calculer P(A U B) dans les cas
suivants :

1. A et B sont incompatibles;

2. la réalisation de B entraine celle de A ;
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3. A et B sont indépendants (pour P);
4. A et B sont indépendants (pour P).

Exercice 16. Soit p € |0, 1[ un réel. Une personne effectue une suite de lancers d’une piéce de monnaie (on considére
qu’elle ne s’arréte pas apres avoir gagné ou perdu). Elle a une probabilité p d’obtenir Pile et une probabilité ¢ = 1—p
d’obtenir Face.

e la personne gagne la premiére fois qu’elle obtient deux Pile de plus que de Face, & condition de ne pas avoir
perdu avant ;

e la personne perd la premiére fois qu’elle obtient deux Face de plus que de Pile, a condition de ne pas avoir
gagné avant .

1. Soit n € N*. Calculer la probabilité de I’événement O,, : « en 2n coups, la personne n’a ni gagné, ni perdu,
et & l'issu du 2n-iéme lancers, elle a obtenu autant de Pile que de Face ».

2. Soit n € N*. Déduire de la question précédente la probabilité que la partie dure strictement plus de 2n coups.
3. Soit n € N*. Calculer la probabilité que la personne gagne au 2n-iéme lancer.

4. Calculer la probabilité que la personne gagne.

Exercice 17. On effectue des tirages successifs sans remise dans une urne U. L’urne U contient une boule blanche,
trois boules noires et r boules rouges. Si on a tiré la boule blanche, on a gagné. Si on a tiré une boule noire, on
a perdu. Et si on a tiré une boule rouge, on retire une autre boule (la partie se termine donc en moins de r + 4
coups, car il n’y a pas remise).

1. Si p, désigne la probabilité de gagner lorsque I'urne contient r boules rouges, calculer pg et p;.

2. Démontrer ’égalité : pour r € N*, p, = ﬁ + +ZzPr—1. En déduire la valeur de p, en fonction de 7.

Exercice 18. Un joueur lance une piéce qui donne « pile » avec la probabilité p, et « face » avec la probabilité g =
1 — p. Le joueur veut réaliser I’événement suivant : « obtenir 2 fois pile & la suite », et on note p,, la probabilité
de I'événement F,, : « le deuxiéme pile de la premiére série de deux piles consécutifs a été obtenu lors du n-iéme
lancer ». On note B, ’événement « on a obtenu au moins une fois 2 piles a la suite au cours des n premiers
lancers ».

1. (a

b

Déterminer les probabilité p1, p2, p3, p4.

Calculer P(B;) pour ¢ € {1,2,3,4}. Démontrer que la suite (B,,) est une suite croissante d’événements.

b

a

En déduire que p,io — pni3 = qp°pp sin > 1.
3.

(a)
(b)
n
2. (a) Démontrer, pour n > 2, que P(B,) = Y_ pi et, pour n > 1, que pp43 = P(Ep43) = (1 — }P’(Bn))qu.
k=2
(b)
(a) Montrer que 'ensemble U des suites numériques (uy,)nen+ qui vérifient la relation de récurrence :

pour tout n € N*, 1,43 — Up o + qp*u, =0

est muni d’une structure d’espace vectoriel.

(b) Démontrer que la suite () appartient a U si et seulement si > — 72 = p3 — p? ou r = 0. Démontrer
que cette équation posséde trois racines réelles.

. En

~|w

o
@D
-+

o

(¢) On choisit d’étudier le cas p = % : démontrer que les racines de cette équation sont r =
déduire pour cette valeur de p une base de U.

Y

11 1\ " 4 4 _1
i5 i5

(d) On donne {3 6 —2 =|-% —% & |. Déterminer p, en fonction de n.
9 36 4 >~

Exercice 19 (CCP RMS 2016 - exo 2). On considére deux urnes. La premiére contient 4 boules noires et 2
blanches, la deuxiéme 2 noires et 4 blanches. On choisit une urne au hasard, on tire successivement 3 boules sans
remise. Donner la probabilité de tirer une troisiéme boule noire sachant que 'on a déja tiré 2 boules noires avant.
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Solutions

Exercice 1. % Pour k € Navec k > 2, B, = N1 N---NNi_1 N By, et par la formule des probabilités composées :

P(Br) = P(N1)Pn,(N2)...Pniaenn,_ (Ne—1)PrNyAeni,._ (Br)

_ n—1 n
- n XnJrl

n—1+k—2 1 n—1

n+k—2 X =

o T T it k—2)(n+ k- 1)

Ce qui est important ici, c¢’est de bien comprendre les probabilités conditionnelles & calculer : Py, q..an; (Nit1)
est la probabilité « sachant Ny N --- N N; », donc « sachant que l'on a tiré aux ¢ premiers tirages que des boules
noires, et donc qu’il y a un tirage numéro ¢ + 1 », d’avoir une boule noire au tirage numéro ¢ + 1. Comme
on sait Ny N --- N N;, au moment du tirage ¢ + 1, 'urne contient n + ¢ boules, dont 1 seule blanche, et donc
Pnyn-nn; (Nig1) = =L

% Pour k € Navec k > 2, N, = Ny N--- N Ng_1 N Ng, et par la formule des probabilités composées :

n—1 n n—1+k—2 n+k-2 n—1
X X oee X X = )
n n+1 n+k—2 n+k—1 n+k—1

P(Ng) = P(N1)Pn, (N2) ... PNy, (Ng) =

% Pour k € N avec k > 2,

U Bn =«on tire une boule blanche (donc le jeu se termine) au plus tard au k-iéme tirage »,
he[1,k]

et comme les By, sont deux a deux incompatibles (si on tire une boucle blanche, le jeu se termine, donc on ne peut
pas tirer une autre boule blanche), on a

k

b n—1
P B =D B(Bi) = Zn+h 2)(n+h—1)

he[1,k] h=1 =1

Mais cette expression n’est pas satisfaisante, car la somme ne se calcule pas facilement (en fait si, si on décompose

en élément simple, et qu’on reconnait une somme télescopique...). Mais, on peut remarquer |J Bj = N, car le jeu
h<k
ne se termine pas avant le k-iéme tirage si et seulement si aux k premiers tirages, on a eu une boule noire. Donc

n—1 k
P U B,| =1- = .
heDA] n+k—1 n+k—1

% Pour k € N avec k > 2,

B UN, = «on tire une boule blanche ou une boule noire au tirage numéro k »

= «il y a un tirage numéro k »

= Np-1
et donc
Bj, U N}, =« on a tiré la boule blanche au plus tard au k — 1-iéme tirage »= |J  Bp,.
hell,k—1]
Donc

Autre fagon :
P(By UNg) =1 —P(ByUN;) =1 — (P(Ng) + P(Bg) — P(By N Ny,)) = 1 — P(Ny,) — P(By)
car By, N Ny = ), donc P(Bj, N Ni) = 0. En reportant alors les valeurs :

n—1 n—1 n+k—-—2+1 n—1

BB N == " ek Ve g kD ko2

1
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% La suite d’événements ( U Nh> est croissante pour l'inclusion, doncP< U Nh> = lim P< U Nh>.
keN*

he[l,k] heN* k—+oo he[1,k]
Or, |J Np = Nj pour tout k (car pour tout h € N avec h > 2, Nj, C Ny, puisqu’il y a eu un tirage numéro h,
he[1,k]
n—1
et donc le jeu ne s’est pas terminé au tirage numéro 1). Donc P < U Nh> =P(N) = :
heN* n

Remarque. En fait, on a méme |J N, = N;.
hel1,k]

% Les événements (Bp)pen+ sont deux a deux incompatibles et forment une famille dénombrable, donc par o-

additivité de IP,
> n—l
P B P(By) = .
(Un)-Sron -5 e
heN* h=1 h:l

n—1 _ n=1  n-1
(n+h—2)(n+h—1) = n+h—2 n+h—17

On décompose alors en éléments simples : on a une série télescopique, et donc

P(U Bh>:1— im (1]

k— n kE—1
heN* toon +

On peut aussi dire que la suite d’événements ( U Bh> est croissante pour 'inclusion, donc
he[1,k] E>1

. . n—1
P(U3h>—k£§1®op U m) =i (1550 =0

he[1,k]
% On a

(1 Np =«on ne tire que des boules noires ».
heN*

La suite d’événements (Nh) est décroissante pour l'inclusion, donc

heN*

. n—1
P(ﬂ Nh> :kETOOP(Nk) lim ———— =[0]

k— n kE—1
heN* toom

Une autre possibilité est de remarquer que

Nm-Un

heN* keN*

Exercice 2. Notons F ’événement considéré. Notons F; I’événement « on obtient Face au lancer i » et P; 1’éveé-
nement « on obtient Pile au lancer i » (pour 7 € [1,n]). On peut se lancer dans une description compléte de

I’événement E :
n+1

E=J®in - nPiinENFin--NE,)

(ot par convention le terme i = 1 donne F; N--- N Fy,, et le terme i = n 4+ 1 donne Py N---NP,).

Présentons-le autrement : notons, pour i € [1,n], A; ’événement « le premier Face est obtenu au lancer i », et B
I’événement « il n’y a pas eu de Face lors des n premiers lancers ». On considére le systéme complet d’événement
(Ai,...,Apn, B) (c’est bien un systéme complet d’événement car ils sont deux a deux incompatibles : A; N A; = 0)
si i # j, car le premier Face ne peut apparaitre a deux lancers différents, et A; N B = () provient de i < n. Pulis,
la réunion fait € car soit on a Face au cours des n premiers lancers, et donc le premier Face est arrivé au plus tard
au n-iéme lancer, soit on n’a pas eu Face au cours des n premiers lancers). Alors la formule des probabilités totales
donne :

Z P(A )+ P(B)Pg(E).
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Puis, pour i € [1,n], 4, =Py N---NP;_; N F;, donc (par indépendance des lancers)
P(A)=¢"'p, B=Pin---NPk,
donc P(B) = ¢". Enfin, Pg(F) =1, et
Pa,(E)=P(FizanN---NEF,)

(car si le premier Face est arrivé au lancer i, jusqu’au lancer ¢ on n’a pas eu de Pile suivant Face, et le lancer i + 1
doit nécessairement étre un Face, puis le ¢ 4+ 2 aussi... jusqu’au n-iéme), donc Py, (E) = p"~*

lancers.

par indépendance des

Remarque. Il serait plus juste d’écrire la formule des probabilités totales sous la forme

n
=> P(AiNE)+P(BNE),
i=1
et de dire A;NE = A; N ( 1NN Fn) pour i € [1,n], B C E, et comme A; ne concerne que les tirages numéro

1ai, et (Fz+1 n---N Fn) que les tirages i+ 1 & n, par indépendance des lancers, A; et (Fi+1 N---N Fn) sont
indépendants, ce qui donne

Z P(A;)P(Fiz1 N -+ N F,) +P(B).
On a alors
n_ ] nt+1 "1 7 n—i—l*— (g> n__.n n+l _ n+l
E)y=¢"+> ¢ ' =q"+ 7 Z(q> — g+ 2 pq —q4p—L |2 7|
: ¢ “\p q L p—q P—q

Exercice 3. Par la formule des probabilités composées : soit, pour i € [1,n],
B; : «on tire une boule blanche au i-éme tirage »,

alors I’événement « la boule noire est tirée au k-iéme tirage » (pour k € [1,n]) s’écrit! By N BaN---N By_1 N By,
et donc

pr=P(BiNBaN---NBr_1NBx) = PpBynB,_i(Br) X PBinBynBy_o(Bi-1) X -+ x Pp, (Ba) x P(By)
_ 1 n—k+1 n—2 n—1 __ 1
= R N nk2 X X nT X Th T,

En effet, lors du tirage numéro i, on a n— (i — 1) boules dans 'urne (puisqu’on en a déja tiré i — 1), et si on n’a tiré
avant que des boules blanches, lors du tirage numéro i il y a n — i boules blanches et 1 noire, d’ott (par exemple)
PBIQ...QBFI (Bz) = nT—lz_—&l-l

Exercice 4. 1) (Ap)ieqi,n] est un systéme complet d’événements, car Ay N A; = ) si j # k (une boule n’a qu'un

n
seul numéro) et |J A = Q (car la deuxiéme boule tirée a un numéro compris entre 1 et n). Notons E I’événement
k=1

n
qui nous intéresse. Alors la formule des probabilités totales donne P(E) = > P(E N Ag).
k=1
1a) Or, pour k € [1,n],

E N A = « Le premier tirage améne une boule de numéro < k » NAg,

=By

donc P(E N Ag) = P(By)Pp, (Ag). Si le tirage est avec remise, les tirages sont indépendants, donc comme By,
concerne le premier tirage, et Ay le second, on a P, (Ay) = P(A4;) = L, et P(By) = £ (le numéro du tirage dans
une urne suit une loi uniforme), et donc

"k n+1
P(E):Zﬁ: ol
k=1

1. Avec la convention que, pour k =1, By N By N---N By_1 N B = Bi. Les formules qui suivent restent valable pour k = 1 avec
cette convention.
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1b) Si le tirage est sans remise, pour k € [2,n],

E N A = « Le premier tirage améne une boule de numéro < k » NAg

=By

(car si on tire la boule numéro k au deuxiéme tirage, on n’a pas pu la tirer au premier), puis P(E N Ag) =
P(Bk)PBk (Ak) Et ENA; = @, donc P(E N Al) = 0.
Or, pour k € [2,n], Pp, (Ay) = 15, et P(By) = E-1, et donc

n—1"

2a) (Ak)ke[i,n] est un systéme complet d’événements (idem qu’avant), et si E' est I’événement qui nous intéresse,

la formule des probabilités totales donne P(E) = >~ P(E N Ag). Or, pour k € [1,n],
k=1

(ENAg) = Ap N «les p— 1 premiers tirages ont amenés que des boules avec un numéro au plus k£ — 1 »

=By

(car il n’y a pas remise, donc pour avoir la boule k au tirage numéro p, on ne l’a pas eu avant). On modélise
un tirage de p — 1 boules sans remise dans une urne contenant les boules 1 & n par une application injective de
[1,p — 1] dans [1,n], I'ensemble des telles applications étant alors muni de la probabilité uniforme. Alors, avoir
que des numéros au plus k — 1 revient a ne considérer que les applications injectives de [1,p — 1] dans [1,k — 1].

Donc
P(By) = nombre de cas favorables (kK —1)(k—2)...(k—p+1)
* ™ Tombre de cas possibles  n(n—1)(n—2)...(n—p+2)

(on rappelle que le nombre d’applications injectives de [1,r] dans [1,s] est s(s —1)...(s —r + 1), sans condition
sur 7 ou s).
On peut remarquer que si p — 1 > k, alors P(By) = 0 (car il est impossible de tirer sans remise plus de fois qu’on
a de boules autorisées!). Puis Pp, (A;) = %p-‘y—l (car sachant By, au moment du p-iéme tirage, ily an — (p — 1)
boules dans I'urne, et toutes sont supérieures ou égales a k, et une seule vaut k).
Donc .

n—1)n-2)...(n—p+1)

k=p

Remarque. Une autre fagon de calculer cette probabilité : (Ay) ke[1,n] est un systeme complet d’événements
(idem qu’avant), et si E est I’événement qui nous intéresse, la formule des probabilités totales donne P(E) =

S P(A)Pa, (E). Or,
k=1

P4, (E) =P4, («les p— 1 premiers tirages ont amenés que des boules avec un numéro au plus k — 1 »)

(car il n’y a pas remise, donc pour avoir la boule k au tirage numéro p, on ne l’a pas eu avant). On modélise
un tirage de p — 1 boules sans remise dans une urne contenant les boules 1 & n par une application injective de
[1,p — 1] dans [1,n], I'ensemble des telles applications étant alors muni de la probabilité uniforme. Mais ici,
la boule numéro k est interdite (car on regarde la probabilité P,,, donc elle est apparue au tirage
numéro p et pas avant), donc on regarde les applications injectives de [1,p — 1] dans un ensemble de
cardinal n — 1 (& savoir [1,n] \ {k}). Alors, avoir que des numéros au plus k — 1 revient a ne considérer que les
applications injectives de [1,p — 1] dans [1,k — 1]. Donc
nombre de cas favorables (k—1)(k—2)...(k—p+1)

P4, (E) = =
A (B) nombre de cas possibles (n—1)(n—2)...(n—p+1)

(on rappelle que le nombre d’applications injectives de [1,r] dans [1,s] est s(s —1)...(s —r+1)).

On peut remarquer que si p—1 > k, alors P4, (E) = 0 (car il est impossible de tirer sans remise plus de fois qu’on
a de boules autorisées!). Puis, P(A;) = 1 si k < n (il faut qu’il y ait encore des boules dans 1'urne, mais aucune
n’a plus de chance d’étre piochée qu’une autre; si on n’est pas convaincu par ce raisonnement, on peut utiliser
les applications injectives de [1,p] dans [1,n] : les cas favorables sont celles qui envoient p sur k, il y en a donc
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(n—1)(n—2)...(n—p+1), on divise par le nombre de cas possibles, n(n — 1)...(n —p+ 1), et on retrouve le

méme résultat). Donc
n

Il k-D(k—2)...(k—p+1)
P(E) Z(n_l)(n—2)...(n—p+1)'

k=p
2b) Pour faire le lien avec ce qui précéde, et si on admet un instant la formule de I’énoncé :

1 G) G 1
P(E)=— L — B ||
w2 () T al D e
La formule de I’énoncé se montre par récurrence sur n a p fixé :

Initialisation : si n = p,
n (k: _ 1) (p — 1) 1 <n>
Z p—1 p—1 p)’

k=p

d’ou 'initialisation. .
Hérédité : Soit n € N avec n > p, supposons » (l;j) = (”) Alors

L0260 w0 ()= ()

par la formule de Pascal, d’ou ’hérédité.

k—l)

n
Conclusion : a p > 0 fixé, on a bien que pour tout n € N avec n > p, > (;;71

k=p

()-

Exercice 5. 1) Pour k € [1, N], notons Ay 'événement « le plus grand numéro de la poignée est au plus k ».
Alors pour k € [1, NJ,
A = BrUAR_

(avec la convention Ay = (), pour que 1'égalité reste vraie si k = 1), et By et Ax_1 sont incompatibles, donc
P(By) = P(Ag) — P(Ax—1).
Or, pour k € [1, N], Ay est Pévénement
« on retire en une fois de I'urne une poignée aléatoire de p boules parmi les boules numérotées de 1 & k »,

et comme on met la probabilité uniforme sur les poignées (aucune n’est plus probable qu'une autre), alors pour k €
[1, NT,

()

()

et donc pour k € [p, NJ,

(d’apreés la formule de Pascal).

Remarque.

1. Normalement, il faut vérifier que si k = 1 (ce qui n’arrive que pour p = 1), la formule reste vraie (car le calcul
de P(Ap) se fait par une autre formule que celle des P(Ag) pour £ > 1). Or,sip=k =1, ona B; = A; et

1 1-1
P(B;) =P(A;) = L) +, et on a bien (1;1) = + : la formule reste vraie.

(1) ()

2. On peut aussi dire directement (pour p > 2) : une poignée de p boules qui a k& comme plus grand élément est

formé de la boule k et d’une poignée de p — 1 boule numérotées de 1 & k — 1, il y en a donc (';j) Comme il
(:-1)

.
(3)

v a (]Z ) poignées possibles, et que 1’on suppose 1’équiprobabilité sur les poignées, on retrouve P(By) =
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2) Comme (BleMN]] est un systéme complet d’événements (le plus grand numéro ne peut pas prendre deuz

valeurs distinctes, donc les By, sont deux & deux incompatibles, et |J By = 2, puisque la poignée a p boules
kelp,N]
numérotés distinctement entre 1 et N, donc le plus grand numéro est au moins p, et au plus N), on a

N
1= P(By),
k=p

ce qui donne en remplacant la formule voulue.

Exercice 6. Soit k € [1,n].
1) Le joueur k rate sa i-iéme tentative si et seulement si tout le monde a gagné i — 1 tentatives, et les k— 1 premiers
ont gagné encore une fois de plus, et le k-iéme perd. Ce n’est pas précisé, mais on va supposer que les essais des
joueurs sont indépendants les uns des autres (et je rappelle que le « et » se traduit par des intersections...). La
p(i—l)n+k—1

probabilité cherchée est donc q|

2) Si, pour ¢ € N*, on note E; ’'événement « le k-iéme joueur perd lors de sa i-éme tentative », et E « le k-iéme

o

joueur perd », alors E' = |J E;. Or, les E; sont des événements deux & deux incompatibles (car dés qu’on perd, le
i=1

jeu se termine, on ne peut pas perdre & deux moments différents), et donc par o-additivité de PP,

P(E) = Z]}D(Ei) — Zp(i—l)mrk—lq — g Z(pn)i—l _|ap
=1 i=1 i=1

(car la série converge, puisque série géométrique de raison p € |—1,1]).

Exercice 7. 1) Comme le jeu s’arréte dés qu’'un joueur gagne, pour qu’il y ait un (2n — 1)-iéme lancer, il faut et
il suffit que lors des (2n — 2) premiers lancers, ni A ni B ne gagne. Donc, pour tout n € N avec n > 2,

Agp1=A1NByN---NAy_3NBay_oN Agpy

(ce qu’on peut dire en disant Ag,—1 C Ag;—1 pour i <n —1 et Ag,_1 C Bo; pour i <n — 1).
Par la formule des probabilités composées, on a alors

P(A2p—1) = P(/Tl) X PI(E) X X P,ngjm...mm(fl%—:i) X P,ngm...mm(BQn—z) X megjm...mm(fbn—
1 1
= dxdreexdxdxd= x|y

En effet, le lancer de dé numéro i n’influe sur les suivants que pour savoir si le jeu s’est arrété au lancer i ou

non. Or, si on sait A1 N By N --- N Ag;_3, alors le lancer 27 — 2 a lieu, et lors de ce lancer, le résultat est une

variable uniforme qui prend comme valeurs 1 a 6, et comme trois de ces valeurs donnent un échec pour B, on a

77 o B . § A . . 3 == . - ) s .

PAmBzﬂ-~~ﬂA2i_3 (Bgl_g) = 5. De méme, si on sait A; N Bz N N Bg;_9, alors le lancer 2i — 1 a lieu, et lors de

ce lancer, le résultat est une variable uniforme qui prend comme valeurs 1 & 6, et comme quatre de ces valeurs
4 __ . —4 - . —2

donnent un échec pour A, on a P BB (Agl_l) =5 ¢t P g B (Agz_l) =3

Remarque. Cette formule reste vraie pour n = 1, puisque P(A;) = % = 3%

De méme, pour tout n € N avec n > 2, on a By, = Ay N BaN---N Bap_o N Agy_1 N Boy,, et

- _ I 4 3\"ta3 [1
P(Bgn) = P(Al) XPE(BQ) X 'XPAilﬁBizﬁmﬁBizﬂ--ﬂm(AQn*l) X]P)AilﬁBigﬂu-ﬂm(an) = (6 X 6> 66 = 37 .

Remarque. Cette formule reste vraie pour n = 1, puisque By = A1 N By, donc P(By) = P(A; N By) =
P(A1)P4(B2) = 52 = 3r.

(o]

2) G4 = |J A2n—1 (union dénombrable), et comme les Ag,—1 sont deux & deux incompatibles (car, d’aprés la
n=1

définition du jeu, on ne peut gagner qu’a un seul lancer), par o-additivité de P, on a :

= | 1 1
P(GA>=;P(AM>=;W:1_§_1: 5

6
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[o¢]

De méme, Gp = |J Bay (union dénombrable), et comme les Ba,, sont deux a deux incompatibles, par o-additivité
n=1

de P, on a :

1 1 1
ZPB”‘: 311 173
n=1 3

Or, H=GAUGpg, et comme G4 et Gp sont incompatibles (méme raison), on a
P(H) =1-P(GAUGE) =1—-P(G4) —P(Gp) =[0]

On interpréte ceci en disant que le jeu se termine au bout d’un nombre fini de lancers avec probabilité 1 (c’est-a-dire
presque sirement).

Exercice 8. 1) Pouri € N* notons N; ’événement « au tirage ¢ on obtient une boule noire ». Alors pour tout n € N

avec n > 2,
A, =NiN---NN,_1NA,

(en effet, si c’est au n-iéme tirage que l'on a la premiére boule blanche, c’est que les n — 1 tirages précédents n’ont
ramené que des boules noires). La formule des probabilités composées donne alors :

n—1

P(A,) = P(N1) (H PNlﬂn-ﬂNkl(Nk)> Pni-nN, 1 (An)

k=2

(ou, si n =2, le produit est vide, donc vaut 1 par convention)

P(N))=5=1-— 2—1, puis pour k > 2, le fait de savoir N;N---N Ni_1 assure que le k-iéme tirage a lieu (car on n’a
pas encore eu de boule blanche), de plus I'urne a doublé de taille k — 1 fois (donc le nombre de boules dans 1'urne
est une suite géométrique de raison 2), et comme elle contenait 2 boules pour le premier tirage, pour le k-iéme

tirage elle va en contenir 2* (dont 2% — 1 noires et 1 blanche). Donc

2k 1 1

1
2k =1- 27](: et PN10~~~ﬂNn71 (An) = 27

]P)Nlﬁ“'ﬁNkfl (Nk) =

D’ou lexpression (en vérifiant a part le cas particulier n = 2).

Remarque. La formule reste vraie pour n = 1, avec la convention qu’un produit vide vaut 1, car alors

1-1
1 1 1
k=1

(1 1 1 1
—In _—— ~ — —_—— = —
2k ) k400 2k 2k

car 2% — 0 (et In(1+wu) ~ wu). Or

2) On a

, 2k > 0 pour tout entier k£ € N et la série numérique z 5% €st une série
k—+o0 u—0 keN

géométrique de raison % avec % € |-1,1[, donc convergente. Par le critére d’équivalence des séries a termes positifs,

on en déduit que la série numérique y , —In (1 - 2%) converge, et donc la série numérique ) In (1 — 2%) converge
k>1 k>1
aussi.
n—1
Puis, si on note u, = [] (1 — 2%) (pour tout n € N avec n > 2), alors u,, > 0 pour tout entier n > 2 (car on fait
k=1

le produit de nombres > 0), donc In(uy,) existe, et

est la somme partielle (d'indice n — 1) de la série précédemment étudiée, qui converge, donc la suite (ln(un))n>2
- >

est convergente (vers un réel £ = > In (1 - —)) Comme 'exponentielle est continue sur R, (u,) converge aussi
k=1

(vers un réel > 0 puisque c’est ). Or, P(4,) = donc

271)

lim P(A,) =0].

n—-+o00
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Remarque.
1. Plus rapide : il est direct que 0 < 1 — 2% < 1 pour tout k € [1,n — 1], donc par multiplication d’inégalités
positives, il vient

0<B(4,) < 5

pour tout n € N avec n > 2, et donc le théoréme des gendarmes donne directement

lim P(A,)=0.

n—-+o0o

La méthode précédente (certes plus compliqué) a I'avantage d’aider pour la question suivante.

2. On a méme encore plus rapide : les événements A, pour n € N* sont deux & deux incompatibles (on ne
peut pas avoir « la premiére fois » a deux tirages différents), donc par o-additivité de P, la série numérique

>~ PP(A,,) converge, donc son terme général tend vers 0.
neN*

o0
3) Notons B I’événement « la boule blanche est obtenue & 'un des tirages », alors B = |J Ay, les A, sont deux a
n=1

o

deux incompatibles, donc par o-additivité de PP, la série numérique > P(A,) converge et P(B) = > P(4,). On
neN* n=1

veut donc savoir si P(B) = 1, ou ce qui revient au méme, si P (B) = 0. Or, B est ’événement « on obtient une

5 A
n=1

boule noire & chaque tirage », autrement dit

Par continuité décroissante de P, on sait alors :

P(B) = lim P(Nin---NN,)

n—-+o0o

(car la suite (N1 N---N Nn)n e+ €st décroissante pour I'inclusion, et l'intersection de tous ses éléments fait B).
Or, comme & la premiére question, on a pour tout n € N*,

“ 1
P(N1ﬂ~-mNn):H<1—2k> = Upt1.

De plus, on a vu que la suite (u,) converge vers un réel L > 0, donc P(E) = L > 0, autrement dit

i P(A,) < 1.
n=1

Remarque.
o0 o
1. P(A,) > 0 pour tout entier n € N*, donc Y P(A,) > P(4;) = 3, donc Y. P(4,) €]0,1].
n=1 n=1
2. Si on veut juste répondre & la question, on a plus rapide : pour tout n € N avec n > 2, on a
O<u, <1
(comme produit de nombres strictement positifs et strictement plus petit que 1), donc
1
0< P(An)‘< 55
pour n > 2, et 0 < P(A4;) < %, ce qui donne en sommant :

o:io<
n=1

[e.9]

ZOO 1
1

n= n=1
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(o] o0
3. En fait, la méthode exposée ici est plus précise : on a montré que > P(A4,) =1—ef, avec £ = > In (1 - i).

27’L
. . . . . . . n:1 n:1
Mais en fait, on avait pas besoin de faire aussi compliqué : pour tout n € N avec n > 2,

n—1

1 1
P(An): <1_1+2n> H <1_2k> = Un — Up+1
k=1

et donc la série numérique > P(A,) = 3 (up — un41) est télescopique...
n>2 n>2

Interprétons ceci : B est I’événement « le jeu se termine en un nombre fini d’étapes », et comme il n’est pas de
probabilité 1, on sait que la probabilité que le jeu se termine est strictement plus petite que 1. Dis autrement, la
probabilité que le jeu ne se termine jamais est strictement positive.

Exercice 9. Remarquons que B C BU (', donc
0<P(B)<PBUCQC),
donc la probabilité conditionnelle considérée existe bien. Puis :

S _ P(An(BUCQ)) P((AnB)U(ANC)) PANB)+PANC)
Buc(4) = P(BUC) P(BUC) B P(BUC)

car AN B et AN C sont incompatibles, puisque BN C = (.
De méme, puisque BNC =), on a

P(BUC) =P(B)+ P(C).

Donc, par la formule des probabilités composées, on obtient

Ppuc(A) =

Exercice 10. Notons T I’événement « le test est positif », M ’événement « I'individu est malade ». L’énoncé nous

donne :
1 95 5

P(M) = = = (T = 2
(M) 100000 100 m(T) 1000
On veut Pp(M). On va utiliser la formule de Bayes :

CP(TAM)  P(M)Py(T)
Pr(M) = =y = B

et on calcule ensuite P(T") a 'aide de la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’éve-
nement (M7 M) :

P(T) = P(M)Pp(T) + P(M)Pyp(T) = P(M)Pp(T) + (1 — P(M))Py(T).

Par conséquent,

P(M)Pp(T) 190
Pr(M) = = R~ -0.19‘7
(M) P(M)Pp(T) + (1 —P(M))Py(T) 100189 -
Ce test n’est pas du tout fiable pour déterminer si un individu est malade!!!

Par contre, si le test est négatif, et que I'on cherche la probabilité que 'individu soit effectivement sain, on veut
(de méme) :

e P(M)P+;(T) B (1-P(M))(1—Py(T)) 19899801 I:[
Fr(M) = P(M)P(T) + (1Aj P(M))P(T) P(M)(1—Py(T)) + (1 — ]P)(?\?)) (1-Py(T)) 19899811 ~ 99,9999

Donc ce test est trés utile pour faire une premiére présélection (tous ceux qui ont un test négatif peuvent étre
considérés comme sains).
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Exercice 11. La formule des probabilités totales donne
o0
P(B) =) Pg,(B)P(En)
n=0

pour tout n € N, et P(E,) > 0 pour tout

W=

(avec l'assurance de la convergence de cette série). Puis, Pg, (B) <
entier n € N. Donc, pour tout n € N,

Py, (B)P(E,) < %]P’(En).

Enfin, en sommant, car les séries numériques ci-dessous convergent, on a
P(B) = Pg (B)P(E,) < -P(E,) == P(E,) =—-x1
(B) = 3P, (B)P(E,) < 3 3R(E) = 3 3 B(E) = X1

puisque (E,)nen un systéme complet d’événements, ce qui assure que la série Y P(FE,) converge, de somme 1.
neN

Exercice 12. Pour k € [0,n], notons Uy I’événement « on choisit 'urne numéro k ». « On choisit une urne au

hasard » se traduit par
1

n+1

pour tout k € [0,n] (car on a n+ 1 urnes, et que 'on met la probabilité uniforme sur I'ensemble des urnes).
Notons, pour i € N*| B; ’événement « obtenir une boule blanche au i-iéme tirage ». Alors I’événement qui nous
intéresse est By N Bs. Si on lui applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
(Uk) ke[o.n] (c’est bien un systéme complet d’événements, car on choisit une seule urne (ce qui assure 'incompati-

P(Ux) =

bilité deux a deux), et forcément une qui a un numéro entre 0 et n (donc la réunion est ’événement certain)) :

n n

1

P(B; N By) =Y P(Ux)Py, (B1NBy) = — > Py, (BiNBy)
k=0 k=0

1) Si le tirage dans l'urne (une fois l'urne fizée) se fait avec remise, alors pour tout k € [0,n], By et By sont

indépendants pour la probabilité Py, , et donc

1 <k _k nn+D)@2n+1) |[2n+1
Py, (B)Py, (By) = —— Y — x — = _
n+1§_: e (B1)Pu, (B2) n+1 4 nn 6n2(n+1) 6n

]P)(Bl N Bg) =

2) Si le tirage dans 'urne se fait sans remise : pour k = 0, Py, (B1 N B2) = 0 (on ne peut pas tirer sans remise
deux boules blanches dans une urne qui n’en contient pas (dis autrement, Uy, N By N B2 = () pour k = 0)...), puis
on utilise la formule des probabilités composées (car U, N By est de probabilité non nulle pour k € [1,n]) :

NIE

P(B1NBy) = %-I—l PUk(Bl)PUkﬂBl(BQ)
k=1

1 k=1 _ n(n+1)2n+l) n(n+1) _

n+1 n—1 = 6(n—1)n(n+1) 2(n—D)n(n+1) — | g

Exercice 13. Notons, pour n € N, A, 'événement « la cellule se trouve en A a l'issue de la n-iéme étape »
(respectivement By, C,).

1) ‘ao =1, bg=cy = 0‘ car Ag = Q, By = Cy = ) d’aprés ’énoncé.

2) Soit n € N. Appliquons la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (A, By, Cy,)
(ils sont deux a deux disjoints, car la cellule n’occupe qu’un seul point & un instant donné, et c’est forcément A,
BouC, donc A, UB,UC, =Q) :

=
1=
SRS

1 1
an+1 =Pa, (Ans1) X P(A,) + Pp, (Ant1) X P(By) + Pe, (Apt+1) X P(Cr) =0 X ayp, + B X by, + B X Cp,

1 1
bp+1 =Pa, (Bny1) X P(A,) + Pp, (Bpt1) X P(By) 4+ P, (Bp+1) X P(Cp) = 5 X ap + 0 X by, + 5 X Cp,

1 1
Cnt+1 = I[DAn (Cn+1) X P(An) + ]P)Bn(cn—ﬁ—l) X P(Bn) + Pcn (Cn+1) X P(Cn) = 5 X Gy + 5 X b, +0 X ¢,

10
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Remarque. En toute rigueur, il ne faut appliquer la formule des probabilités totales écrite ci-dessus que pour n > 2,
car sinon les probabilités conditionnelles ne sont pas définies (P(By) = P(Cy) = P(A;) = 0), mais on vérifie
directement que les relations trouvées conviennent encore pour n =0 et n = 1.

Et pour pousser encore plus loin la rigueur, il faudrait faire ceci en méme temps qu'une récurrence sur n donnant
(A, By, Cy) chacun de probabilité non nulle!

3) Rappelons que, pour n € N, a,, + b, + ¢, = 1 (car (A, By, Cy) est un systéme complet d’événements), ce qui
donne, pour tout n € N,

1 1 1 1
An+1 = i(bn +Cn) = 5(1 — an) = —§an + 5
(et de méme, b, 1 = —%bn + % et chp1 = —%cn + %) Ce sont donc des suites arithmético-géométriques, cherchons
le point fixe :
1 n 1 P 1
a= 2a 3 a= 3

Alors, pour tout n € N,

1 L1 Lo 1 1
Opy1 — s =—=p+-—|—za+-)=—|an— =
ntl ™3 2T 9 27 "2 2\ 3 )

donc la suite numérique (an — %)n N (et aussi (bn — %)n N et (cn — %)n eN) est une suite géométrique de raison

(Y

(et de méme b, — % = (—%)n (bo — g) et ¢, — % = (—§)n (co — %)), donc en reportant les valeurs de ag, by et cg,

on trouve
_1+2 1n\" ¢ b _1 1 1\"
=3T3\ 73 ¢ n=c=373 7y |

—%, donc pour tout n € N,

Autre fagon : de la question 2, on a, pour tout n € N, a,4+1 = b"%, mais aussi pour n € N* (en remplagant n
ar n — 1, ce qui est possible car n — 1 > 0), b, = =1Fn1 of ¢ = bnz1tdn=1 qone en re ortant, on trouve
p q P 5 pont p
p—1+Cn—1  bp—1+apn—1 bp—1+ Cn—1
2an+1: n 5 n n 5 n :an—1+%:an—l+an‘
Donc, pour tout n € N*,
1 1
Gp+1 — §an - ian—l =0,

donc (ap)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants, et son équation caractéristique

est r? — %7’ — %, de racines réelles 1 et —%, donc il existe (A, ) € R? tel que, pour tout n € N,

1\"

On a par symétrie que les suites numeériques (b, )nen €t (¢n)nen sont aussi des suites linéaires récurrentes d’ordre 2

a coefficients constants ayant encore 12 — %r — % comme équation caractéristique. Il suffit ensuite de reporter avec

les valeurs de ag, a1, bg, b1, cg, c1 pour trouver les constantes, et obtenir le méme résultat que précédemment.

101
O 5 5 (479
Autre fagon : on considére la matrice A = % 0 % , alors en notant, pour n € N, X,, = b, |, on a,
1 1 0
2 2 n

pour tout n € N, X,,11 = AX,,, donc par récurrence, pour tout n € N,
1
X, =A"Xg=A"| 0
0

Donc il faut calculer A™, et pour cela, on diagonalise A (c’est possible car elle est symétrique réelle)...

11
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Exercice 14. 1) Notons, pour n € N*, U,, I’événement « on tire au n-iéme tirage dans 'urne U » et p, = P(Uy).
Les événements U, et U, forment un systéme complet d’événements, donc par la formule des probabilités totales :
pour tout n € N*|

Pn+1 = P(UnJrl) = PUn(UnJrl)P(Un) + PUin(UnJrl)P(Uin) = % X Pn + %(1 - pn) = %pn + %

avec p1 = 1 car I'événement U; est certain par hypothése. La suite numérique (pn)nen+ est donc une suite
arithmético-géométrique, on cherche un point fixe :

L2
p=gptgep=g,

puis la suite numérique (p, — p)nen+ est géométrique de raison % puisque, pour tout n € N*,

1 1 11 1
Posr =P =gt 3= (gPt3 = —(pn — D),

donc pour tout n € N*,

—*1(—) soit *g—i—l 1—2*24—1§
pTL p_6n_1 pl p7 pn—5 6n_1 5 - 5 6n_15'

2) Notons, pour tout n € N*| B,, ’événement « on tire une boule blanche au n-iéme coup ». Alors, par la formule
des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (U, Uy,), on a :

1 1
10 671

— 3
P(B,) = Py, (B.)P(U,) + Pm(Bn)P(Un) = % X Pn + % X (1—=pp) = _%pn + % = B

Exercice 15. 1) A et B sont incompatibles donne
P(AUB) =P(A)+P(B) = 1.
2) La réalisation de B entraine celle de A se traduit par B C A, et donc
P(AuUB) =P(A) =0,6.

Remarque. La réalisation de B entraine celle de A se traduit aussi par Pg(A) = 1, mais c¢’est moins pratique ici.
Ceci dit, on peut tout de méme ['utiliser ainsi :

P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB) =P(A) + P(B) —P(B)Pg(A) =P(A) + P(B) — P(B) = P(A).
3) A et B sont indépendants (pour P) donne P(AN B) = P(A)P(B) = 0, 24. Puis,
P(AUB) =P(A)+P(B)—-P(ANB) =0,76.

4) A et B sont indépendants (pour P), donc

P(ANB) = P(A)P(B) = (1 - P(A)) (1 - P(B)).
Mais les régles sur les ensembles (la loi de Morgan en I'occurrence) donnent AN B = AU B. Donc

P(AUB)=1-P(AUB) =1- (1-P(A))(1-P(B)) =0,76.

Remarque. Ce n’est pas surprenant, puisque A et B indépendants donnent A et B indépendants.

Exercice 16. Pour k € N*, notons F}, ’événement « obtenir Face au k-iéme lancer », et P, I’événement « obtenir
Pile au k-iéme lancer ».

1) Soit n € N avec n > 2. Utilisons la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements qui
décrit I'issue lors des tirages 2n — 1 et 2n, (an,l N Fon, Fop_1 NPoy, Py 1 N Fp, Poyp_1 N Pgn) :

P(Oy) = P(Fap—1 N Fan, N Oy) + P(Fap—1 NP2 N Oy) 4 P(Pan—1 N F2, N Op) + P(Pgp—1 NP2n N Oy)

12
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Or,
P(Fop1 N Fo, NOy) =0

car Fy,_1 N Fy, N O,, = (), puisque si a I'issu du 2n-iéme lancer on a eu autant de Piles que de Faces, et qu'aux
lancers 2n — 1 et 2n on a eu Face, c’est qu’avant on a eu au moins deux Piles de plus que de Face (ce qui contredit
le fait que la personne n’a ni perdu, ni gagné). De méme,

P(P3—1 NP2, NOy) = 0.

Puis,
Fop 1N ]P)Qn N On =Fop 1N IP)2n N On—l-

En effet, 5, 1 NPy, NO,_1 C Oy, puisque, si jusqu’au lancer 2n — 2 on a eu autant de Pile que de Face, faire Face
puis Pile ne change pas cela, et si de plus aprés le lancer Os,_2 on a autant de Pile que de Face, alors cela reste
vrai en faisant Face puis Pile, et le joueur ne pourra gagner ou perdre lors du lancer 2n — 1 et 2n. D’ou 'inclusion

(Fon—1 NP2 NOp—1) C (Fan—1 NP2 N Oy).

L’inclusion réciproque provient de ce que si O,, est réalisé, alors au lancer 2n — 2 le joueur n’a ni gagné, ni perdu,
et si de plus il fait ensuite Pile et Face et qu’il se retrouve avec autant de Pile que de Face, cela était déja vrai a
la fin du lancer numéro 2n — 2.
Or, par indépendance des lancers, Fy,_1, P2, et O,,—1 sont indépendants (car ce sont des événements qui concernent
des lancers différents), et donc

IP)(}71271—1 N Pop N On) = P(FQn—l)P(PQn)P(On—l) = qu(On—l)-

De méme,

P(]PQn—l N Fop N On) = qu(On—l)-
Par conséquent, pour tout n € N avec n > 2,
P(Oy) = 2pgP(Op—1)

La suite numérique (]P’(On)) est donc une suite géométrique de raison 2pq,

neN*
P(O1) = P((]P)l NF)U(FN PQ)) = 2pq,

donc pour tout n € N*,

[P(On) = (2p0)" |

2) Soit n € N*. Notons p,, le nombre de Piles obtenus lors des 2n premiers lancers, f, celui de Faces. Alors on a

Pn+ fn = 2n.
Sipp < fn, alors
Pn S fn -1

(car p, et f, sont entiers), donc 2n < 2f, — 1, donc f, > n+ % et donc
fn >n—+1

(car f,, est entier). De méme, 2p, < 2n — 1, donc p, < n — %, donc
Pn<n—1

Dans ce cas, I’écart entre le nombre de Piles et de Faces est au moins 2, et le jeu s’est terminé au plus tard au
lancer numéro 2n. De méme si p, > fy.

Donc I'événement « la partie dure strictement plus de 2n coups » est I’événement O,,.

3) Notons, pour tout n € N*, G,, ’événement « la personne gagne au 2n-iéme lancer ». Remarquons que le jeu ne
peut se gagner ou se perdre sur un lancer impair 2p + 1, car le jeu ayant duré plus que 2p lancers, on a réalis¢ O,
d’aprés la question précédente, et donc a la fin du 2p-iéme lancer, on avait autant de Piles que de Faces. Donc,
juste avec le lancer 2p + 1, on ne peut pas avoir un écart de 2 (ou plus) entre le nombre de Piles et de Faces.
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Remarquons que, pour tout n € N avec n > 2,
Gn C Onfl,
car si la personne gagne au 2n-iéme lancer, c’est qu’aprés le 2n — 2-iéme lancer, on avait ni perdu, ni gagné. Donc
Gp = Op—1 NGy

Utilisons alors la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements qui décrit I'issue lors des
tirages 2n — 1 et 2n, (anfl N Fon, Fop—1 NPoy, Poy 1 N Fop, Py 1 N Pgn) :

P(Gn) = P(On_l N Gn)

= P(FanlmFQnﬁOnflmGn)+P(F2n71m]P)2annflﬂGn)+P(P2nflﬂFanOn71mGn)

=0 =0 =0

+P(]P)2n—1 N PQn N On—l mGn)

CGn

Donc
P(Gn) — P(]P)2n71 N ]P2n N Onfl)y

et comme les événements P, 1, Pa, et Q,—1 sont indépendants pour P (car ils concernent des lancers différents),
on a

P(Gy) = P (Pou-1) P (P20) P(On-1) =|p”(2p0)" "
pour tout n € N avec n > 2.
Remarque. Cette formule reste valable pour n = 1, puisque G = P; NPy, et donc P(G1) = p* = p?(2pq)' 1.

4) On a vu que l'individu ne pouvait gagner qu’a la suite d’un lancer pair, donc I’événement G=« 'individu gagne »

est -
G=|JGn
n=1

(union dénombrable). Comme les événements G, sont deux & deux incompatibles (on ne gagne qu’une fois), par
o-additivité de P, on a :

2

P(G) = > B(Ga) = > p*(2pg)" ' = |
n=1 n=1

1 —2pq
Remarque. De méme, on a que la probabilité que I’individu perde est 1_‘17;1)(1’ et donc que la probabilité que le jeu
s’arréte au bout d’un temps fini est de ]fi;gz =1 (car p+q=1,donc 1 —2pg = (p+q)? —2pq = p?+ ¢?).

Exercice 17. Notons, pour k£ € N*, R; I’événement « obtenir une boule rouge au k-iéme tirage », Ny pour la
boule noire, B pour la boule blanche.

1) On a

1
bo = P(Bl) = 1

(car, au premier tirage, soit on a une boule blanche, et c’est gagné, soit une boule noire, et c’est perdu). Puis,
si 7 = 1, comme il n’y a pas remise, au plus tard en deux tirages on a soit la boule blanche, soit la boule noire. Et,
le jeu est gagné est alors I’événement (R; N Bg) U By.

Les événements (Ry N Bz) et By sont incompatibles (au premier tirage, on ne peut pas avoir deux couleurs diffé-
rentes), donc

p1 = P((R1N By) UBy) =P(R; N By) +P(By).

_|1
=|71

Puis, la formule des probabilités composées donne alors

p1 = P(R1)Pg, (B2) +P(B1) = - x — +

A~ =
| =

1
5

14
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2) Supposons que 'on parte d’une urne avec r boules rouges (r € N), et notons G, I'événement « le joueur finit
par gagner ». On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (N1, Bi, Ry)
(c’en est bien un, car on ne tire qu'une boule a la fois, donc ces événements sont deux a deux incompatibles, et au
premier tirage on tire nécessairement une boule noire, rouge ou blanche, donc Ny U B; U Ry = () est I’événement
certain), alors : pour r € N*,

r 1
T‘:]P) r :]P)N r P ]P) r ]PB ]P) r = —Dr— -
P (G) ( 1m®G)+ (Ry) r, (Gy)  +P(B1)Pp (Gy) O+T+4p 1+r+4
= :P(Gr'fl):p'r'fl =1

En effet, si 'on sait qu’au premier tirage on a eu une boule rouge, on continue de jouer, et on peut considérer
qu’on repart du début, avec par contre plus que 7 — 1 boules rouges au lieu de r (pour la suite du jeu, ce n’est
pas important de savoir qu’au premier tirage on a eu rouge. La seule chose importante, est de savoir combien de
boules rouges on avait au départ). Donc Pg, (G,) = P(Gyr_1).

On a alors par récurrence directe

1

pr:Z

pour tout r € N.

Exercice 18. Notons, pour k € N*, P, I’événement « obtenir pile au k-iéme lancer », et F}, pour face.

la) (il faut au moins deux lancers pour avoir deux piles!),

D2 :P(Pl ﬂPQ) :

(les lancers d’une piéce sont indépendants),

ps = P(Fi NPy NP3) = | gp?|,

et enfin

P4 = P((Pl NF, NPy ﬂ]P)4) U (F1 N Fr N Ps DP4>) :pqp2 —|—q2p2 = (p—l—q)qp2 = qu

(car 'union est disjointe, et les lancers de piéce indépendants).

1b) B(By) = p1 = [0}, |P(B2) = p2),

P(Bs) = P((P1 NP) U (F1 NPy NP3)) = p? + qp? =| (1 + q)p?

(car I'union est disjointe, et les lancers de piéce indépendants).

Remarque. On a aussi B3 = (P; N Py) U (P, N P3), mais présenté ainsi, 'union n’est pas entre événements
incompatibles, donc on ne peut pas calculer la probabilité! D’oul la nécessité de spécifier Fj...

Enfin,

P(By) = P((P1 NPy) U (F1 NPy NP3) U (FL NPy N P3)) = p? + 2qp* = | (1 + 2¢)p*

(car encore car les unions sont disjointes, et les lancers de piéce indépendants).
Il est direct que, pour tout n € N*,
B, C Bpt1,

donc par croissance de la probabilité,
P(Bn) < P(Bn+1)a

donc la suite numérique (]P’(Bn))n ey €st croissante.
Remarque. C’est peut-étre plus convaincant d’écrire : pour tout n € N*,

Bn+1 =B, UE, 41, donc B, C Bp11.
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2a) % Soit n € N*. Appliquons la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événement (En+1, En+1) :
P(Bpt1) = P(Ent1 N Bry1) + P(Eny1 N Bpgr)

Or, Fp4+1 C Bpy1, donc
P(En+1 0 Bpy1) = P(Ent1) = posa,

et
EnJrl N BnJrl =B,

(en effet, B,, C Bjp41 est direct, B, C E, ;1 est vrai (car si on a eu deux piles consécutifs lors des n premiers lancers,
la premiére série de pile ne peut se terminer au lancer n+ 1 puisqu’elle a eu lieu avant), donc B,, C (mﬁBnH) ;
Iinclusion réciproque provient de ce que s’il y a eu deux piles consécutifs lors des n + 1 premiers lancers, et que la
premiére série de deux tels piles ne s’est pas terminée au lancer n 4+ 1, c’est qu’elle s’est terminé au plus tard au
lancer n, et donc B, est réalisé).

Donc

P(Bn+1) =P(Bn) + pnt1

pour tout entier n € N*. Comme P(B;) = 0, par somme télescopique, on a, pour tout n € N avec n > 2,
n—1 n
P(Bn) = P(Bn) — P(B1) = (P(B+1) — P(By)) = ZPk—H = Zpk-
k=1 k=2

n
Remarque. On peut aussi justifier 'égalité B,, = |J Ej, puis utiliser le fait que les Ey pour k € [1,n] sont deux
k=1
a deux incompatibles (& cause du qualificatif « la premiére fois »), et conclure par o-additivité de P.

% Montrons, pour tout n € N*, que

En+3 - Fn N Fn+1 N ]Pn+2 N ]P)TH»S-
L’inclusion

Epis C (Bn N Fop1 NPrga NPrys)

est directe : si la premiére série de deux piles consécutifs s’est terminée au lancer n + 3, c’est qu’au cours des n
premiers lancers on n’a pas eu de telles séries (donc B,, est réalisé), et les lancers P42 et P13 se sont réalisés
(c’est la série des deux piles consécutifs se terminant au lancer n + 3), et nécessairement le lancer n + 1 a amené
face (donc F),41), car sinon, on aurait eu P41 NP, 42, et donc la premiére série de deux piles consécutifs se serait
terminée au plus tard au lancer n + 2 et pas au lancer n + 3.

Montrons I'inclusion réciproque : si B, est réalisé, et que 'on a face au tirage n + 1, alors jusqu’au tirage n + 1
on n’aura pas eu deux piles consécutifs. Donc si on tire deux piles ensuite, ce sera la premiére série de deux piles
consécutifs, et elle se terminera au lancer n + 3. Donc

(Fn NFpy1 NPrya N Pn+3) C Epts.

Pour conclure, il suffit de remarquer que les événements (Bn, Foi1,Phyo, Pn+3) sont indépendants, car ce sont des
événements qui concernent des lancers différents, donc

P(Ep+3) = P(Bp)P(Fi1)P(Ppi2) P(Pp3) = (1 - P(Bn))qu‘
Remarque. Pour que cela ait du sens, il faut n > 1 (pour que B,, existe).

2b) Soit n € N avec n > 2, alors

Ptz — Pt = (1 = P(Bn_1))ap® — (1 = P(By))ap® = (P(Bn) — P(Bn-1))ap® = pnap®

(car P(B,) — P(B,—1) = p, pour n > 3 d’aprés la question 2a, et si n = 2, P(By) = py et P(By) = 0, donc cela
reste vrai).
Pour n=1":

Il
o

ps—pa=qp’ —qp®=0 et P

donc la formule reste vraie.
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3a) e U est inclus dans RY".
e La suite nulle (u,, = 0 pour tout entier n € N*) vérifie

Untg — Unt2 + qp°U, =0 — 0+ ¢qp® x 0 =10

pour tout entier n € N*, donc appartient a U.
e Soit u et v € U, A € R, notons w = Au + v. Alors, pour tout entier n € N*,

Wp, = AUy, + Un.
Donc pour tout entier n € N*,

wn+3_wn+2+qp2wn = /\un+3+vn+3_(Aun+2+vn+2)+qp2(>‘un+vn) = )\<un+3 — Up42 + qp2un)+vn+3 — Upa2 + quvn =

=0carucl =0carveld

Donc w € U.
Conclusion : I/ est un sous-espace vectoriel de RN

Remarque. Remarquons que 'application
fruel— (uy,ug,uz) € R3

est une application linéaire (évident) et injective : en effet, si u € Ker(f), alors u; = us = uz = 0, et par récurrence
triple, on a u,, = 0 pour tout entier n € N* (si u,, = U1 = Upi2 = 0, alors, puisque u € U, Up 13 = Up o —qp>uy =
0 — gp? x 0 =0). Donc U est de dimension finie et

dim (/) < dim (R®) = 3.

On a méme f surjective (et donc dim (&) = dim (R*) = 3), cela se montre aussi en construisant pour (a,b,c) € R?
quelconque un antécédent par f par récurrence. Pour diverses raisons, je n’aime pas cette démonstration, et de
toute fagon on peut s’en passer, comme le montre la question 3c.

3b) Soit r € R,

(rpens €U < Vn € N, pnt3 —pnt2 4 gp2pn —
& VneN, r(rd—r?+qp?) =0
& Porlig?=0 ou r=0

s rPort=—p’=—-1-pp*=p*-p° ou r=0

Puis,
T3—T2=p3—p2 PN TS_p3_(r2_p2):0

& (r=p)*+rp+p’) —(r—p)r+p) =0

& (r=p@*—=QA-p)r+p’—p)=0
3 2

donc les réels r tels que 72 — 12 = p> — p? sont les réels

1—p++/14+2p—3p? 1—-p—+/14+2p—3p?
2 ’ 2

b,

(car 1+ 2p — 3p% > 0 pour p € [0, 1] comme le montre une étude de fonction).

Remarque. Pour p = 1 ou p = 0, on a que deux racines & ce polynéme : 0 et 1. Mais le cas p = 1 n’est pas
intéressant ! (ni p = 0 d’ailleurs). Par contre, pour p = %, on a aussi que deux racines : % (qui est double) et —%.

Dans tous les autres cas, on a trois racines deux & deux distinctes.
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3c) On reporte p = % dans I'expression trouvée pour les racines, on a bien les valeurs annoncées.
P , . " _/3\n 6\ [ —2\n 1 1 . L.

ar conséquent, si on pose, pour tout n € N*, u,, = (7) , Up = (7) et w, = (7) , alors les suites numeériques
(tn )nens, (Un)nen+ et (wn)nen+ sont trois suites de U. Elles sont libres : en effet, pour (a,b,c) € R3, si

G(Un)neN* + b(vn)nEN* + C(wn)nEN* = (O)nGN*

alors pour tout entier n € N*,
auy, + bv, + cw, =0,

donc pour n =1, n = 2 et n = 3 on a en particulier le systéme

3a+6b—2c __
== =0

9a+36b+4c __ 0
49 -

27a+216b—8c __ 0
\ 73 -

qui se résout et donne a =b =c=0.

Comme U est de dimension au plus 3 (grace a la remarque de la question 3a), et a une famille libre de trois vecteurs,
c’est que U est de dimension trois, et ((un)neN*, (Un)nenx, (wn)neN*) est une base de U.

3d) La matrice proposée est bien inversible, puisque son déterminant est un déterminant de Vandermonde, et vaut

(6 —3)(—2—-3)(—2—6) #0.
Comme (py,)nen+ € U, et que ((un)neN*, (Un)nen+, (wn)neN*) est une base de U, il existe (a/,b',c’) € R3 tel que

(pn)neN* = a/(un)nEN* + b/(vn)neN* + Cl(wn)neN*a

donc pour tout n € N*,

Pn = %(a’?)” + 6" + ' (—2)").

C’est plus simple si on pose a = 3a’, b = 6b' et ¢ = —2¢/, alors on veut, pour tout n € N*,

Pn = %(ai%”*l + 56" 4 c(—2)"71).

(a,b,c) est donc en particulier solution de

1 1 1 a 0
-2 bl=19
9 36 4 c 36
(systéme trouvé pour n =1, n =2 et n =3 car p; =0, py = 7% et p3 = i;—?), donc
-1 4 4 1
a 1 1 1 0 51 151 F 0

ce qui donne (aprés calculs), pour tout n € N*,

_gi n—1_ /1 _o\yn—1
p”_87n(6 (—=2) )

Exercice 19. Notons, pour tout k£ € N*, Ni I’événement « on tire une boule noire au tirage numéro k », alors on
veut Py, nn, (N3).

Notons E I’événement « on choisit la premiére urne ».

Premiére fagon : (E, E) est un systéme complet d’événements, et la formule des probabilités totales, appliquée
pour la probabilité Py, ~n,, donne alors

Pnyav, (V3) = Pryan, (B)PEAN AN, (N3) + Py, (E)PEmNmNQ(NS)
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Puis, Pran,nn, (N3) = % = % et PEmNmNg(N3) = 0, ensuite la formule de Bayes donne

P (E) _ IP)E(Nl N N2)P(E)
NiNN» Pp(Ny N No)P(E) + Px(N; N No)P(E)

Puis, la formule des probabilités composées donne

4 3 _
PE(Nl N NQ) = ]P)E(Nl)]P)Ele (NQ) = 6 X g et PE(NI N NQ)]P)(E) = ]P)E(NI)PEHN1 (NQ) =

[ I )

ce qui donne Py,nn, (F) = % = g. Donc la probabilité cherchée vaut

3
=t
Deuxiéme facon : on cherche
]P’(Nl NNy N Ng)

P () = T A )

La formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements (E, E), donne (pour la probabilité P) :

P(NlmNzﬂNg) = }P’(E)]P’E(NlﬁNgﬂNg)+IP’(E)]P’E(N1HNQHN3) et }P’(NlﬂNg) = IP’(E)IP’E(NlﬂNg)HP’(E)]P’E(Nlﬁ

La formule des probabilités composées donne

4 3
Pr(N1 N N2) =Pr(N1)Pean, (N2) = 6 X5
2 1
PE(Nl M NQ) = ]P)E(Nl)]P)EﬂNl (NQ) = 6 X g,
4 3 2
Pr(N1 N NaN N3) =Pr(N1)Pean, (N2)Pean,nn, (N3) = 6 %571
et ) 1
PE(NI N Ny N Ng)]P)(E) = PE(NI)PEle (NZ)]P)ElemNQ (ES) = 8 X 5 % 0.
Cela donne

4x3x3+0 6

3
Phinn (Ns) = Ax3+4+2x1 14 |7
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