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TD11 - INTEGRALES A PARAMETRES

+oo d
Exercice 1. Montrer que la fonction F': y — / 5 x - est continue sur R.
oo (T4+22)(1 +ixy)

s
Exercice 2. On pose F(a) = / sin (asin(z))da.
0
1 s
Démontrer que F est de classe C! sur R. En déduire lim — [ sin (asin(z))ds.

a—0 q 0
Montrer que F' est DSE en 0 sur R.

+oo
Exercice 3. Soit f(x) = / et cos(zt)dt. On cherche a calculer f.
0

1. Premiére facon :
(a) Montrer que f est définie et paire sur R.
(b) Montrer que f est continue sur R.
(c) Prouver que f est de classe C! sur R et exprimer f’(z) a 1’aide d’une intégrale impropre.
(d) Chercher une relation simple entre f et f’ (i.e., une équation différentielle vérifiée par f). En déduire

+oo
la valeur de f(z) (On rappelle que / e dt = \/27?)
0

2. Deuxiéme fagon : Obtenir le DSE de f en 0, et retrouver I'expression de f(z) de la question précédente (on

+oo
pourra calculer la valeur de I,, = / 2re=t ¢ 3 Vaide d’une intégration par parties).
0

et
r+1i

. Montrer que F est définie et continue sur |0, +o0[.

dt.

+o00
Exercice 4. Pour x > 0 on pose F(x) = /
0

1

2. Montrer que F' est de classe C* sur |0, +00].
3. Donner un équivalent de F' en +oo.
4

. Donner un équivalent de F' en 0. On pourra poser u = x + t.

o0 1 — cos(t)

Exercice 5. On note ¢(x) = / e ' dt pour tout x ou I'intégrale converge.

0 t?
) 2
1. Etudier la fonction ¢ — 5~ 1 + cos(t). En déduire qu'il existe un nombre réel 5 tel que, pour tout nombre
1 — cos(t
réel t strictement positif, on ait 'inégalité : 0 < tQ() < 6.

Montrer que ¢ est définie pour = > 0.

Montrer que ¢ est décroissante et déterminer lim ¢(z).
T—+00

Montrer que ¢ est continue sur R.

AT o

Montrer que ¢ est de classe C? sur R%.
o0 1 — cos(t 100 ¢in(t
6. Calculer ¢”, en déduire ¢ puis / tz()dt puis / H;( ) dt.
0 0
e—ta:

1+t
Donner le domaine de définition de f.

dt.

“+o0o
Exercice 6. Soit f:z — /
0

Montrer que f est continue sur RY .
Montrer que f est de classe C*° sur R7.

Calculer lim f(z). Trouver un équivalent de f en +oo.
T—+00 too —t
Trouver une EDL d’ordre 1 vérifiée par f, et en déduire que f(z) = e* / Tdt pour tout > 0.
xX

AN e
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400
Exercice 7. On pose I'(z) = / t*le7tdt.
0

1. Montrer que I' est définie sur RY .
2. Montrer que I' est de classe C°*° sur R, puis que I' est convexe.

3. Montrer que I'(z + 1) = zI'(z) pour tout z > 0. En déduire la valeur de I'(n) pour n € N* et un équivalent
de T en OF.

4. Montrer qu’il existe a €]1,2[ tel que I''(a) = 0, puis donner le tableau de variations de T'.

Exercice 8.

j +o0 T
1. Etudier le domaine de définition de f(z) = / T tdt.
1
. Etudier la continuité et la monotonie de f sur ]0, +ool.
1

. Montrer que pour tout z €]0,+o0], f(z) + f(z + 1) = —.
x

2
3
4. Donner un équivalent de f(z) en 07 et en +oo.
5. Calculer f(1).

+00 (12
sin“(xt
Exercice 9. Pour tout « € R, on pose F(z) = / t?())dt.
1
1. Montrer que la fonction F': x +— F(x) est bien définie sur R.
2. Montrer que F est de classe C! sur R et déterminer sa dérivée.
3. Montrer que F est solution de 'équation différentielle zy’ — 2y = —sin?(x).

4. Est-ce que F' est développable en série entiére ?

Exercice 10 (CCP 2014 Officiel de la Taupe).

2t
1. Montrer que, pour tout ¢t € [0, g}, — <sin(t) <t
T

T . t
2. Montrer que F'(z) = /2 &()e_xtdt est définie sur R.

0 t

T

1—
. Montrer que |F(z)| < me s pour x # 0, et en déduire la limite de F' en +o0.
x

3
4. Montrer que F est de classe C! sur R, et exprimer I’ sans intégrale.
5. F est-elle développable en série entiére ?

6. Trouver la limite de F' en —oo0.
—+o00

Exercice 11. Pour n € N, on pose J,, = e sin®"(z)d.
0
1. Montrer que J, existe. Que vaut Jy?

2. Montrer que la suite (Jp,)nen est monotone. En déduire que cette suite est convergente. Que vaut lif}rl In?
n——+00

3. Déterminer une relation de récurrence entre J, et J,_1, et en déduire une expression de J,, en fonction de n.

Exercice 12. Calculer les limites suivantes :

—+o00 n (1+l)n T
T
1. 1 ——d . oL €
>t o 14 ant2 x 3. nglfoo ; TR
+%° nsin (£ " t\"
2. lim de 4. lim 1—— e%dt

Exercice 13. Soit f € C([O, —I—oo[) bornée, et f(0) # 0. Pour tout n > 1, on pose :

+oo p—nt
Qn —/0 f)dt.

. . . T Nis
Calculer lim a,, puis en trouver un équivalent (On admettra que / e du=-">).
n—-+oo 0 2

+oo e’
Exercice 14. Trouver la limite et un équivalent de I,, = / ——dx.
0

n? + 2
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Solutions

Exercice 1. On pose :

s (x,y) ERXR— - eC
fiy) 1+ 22)(1 + izy)
« Le paramétre est y, la variable d’intégration sera x ».
e Pour tout z € R, la fonction
yeER— f(x,y) eC

est continue sur R.
e Pour tout y € R, la fonction
r€e€Rw— f(z,y) € C

est continue (par morceaux) sur R.
e Pour tout (z,y) e Rx R, on a :

e 1 : : <
€T = = = .
T A )M tary)| - QA+ )L +izy] L+ 22)(1+a%2) = 1+22

Or, la fonction

p:xeER— eR

1+ 22

est intégrable sur R (car continue positive sur R, et admet une primitive (& savoir arctan) qui a une limite finie en
+00 et en —00), on a donc domination.
e Donc d’aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétres, la fonction F' est définie et continue sur R.

Exercice 2. % Montrons que F est de classe C! sur R.
e On pose
f:(a,z) € R x [0,7] > sin (asin(z)) € R.

« Le paramétre est a, la variable d’intégration sera x ».

e Pour tout x € [0, 7], la fonction
ac€Rw— f(a,z) €R

est de classe C! sur R (par composition de fonctions de classe C!) et on a : pour tout a € R, pour tout x € [0, 7],

%(CM z) =sin(z) cos (asin(z)).

da

e Pour tout a € R, la fonction
z € [0,7] = f(a,z) €R

est intégrable sur [0, 7] (car continue (par morceaux) sur le segment formé par les bornes d’intégration : [0, 7]).
e Pour tout a € R, la fonction
of
xe |0, — —(a,z) €R
0.7 = 9 a,0)

est continue (par morceaux) sur [0, 7.
e Pour tout (a,x) € R x [0,7], on a :

0
L

= ‘Sin(]}) cos (a sin(x))) <1,

or la fonction
1

est intégrable sur [0, 7] (car continue sur le segment [0,7]). On a donc domination.
e Donc d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, la fonction F est de classe C! sur R, et pour
tout z € R,

F'(z) = /07r sin(z) cos (asin(z))dz.
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De plus, on a F(0) = 0. Donc on a (en reconnaissant la limite du taux d’accroissement de la fonction F' en 0) :

lim Fla) = lim Fla) = F(0) = F'(0) = /07r sin(x)dz = .

a—0 a a—0 a—0

% Montrons que F' est DSE en 0.
e On sait, pour tout u € R,

(DSE de sin). Donc, pour tout a € R,

7r+OO n
F(a):/o sin (a sin(z) dx—/ Z 2n+1) a® sin?"H () dx

(on applique le DSE de sin pour u = asin(x), qui est bien un réel). Il faut ensuite justifier l'interversion série et
intégrale :
e Posons, pour tout n € N,
(D)™ ont1 . ont1
cx € [0, » ———a*" M sin®"t(2) e R.
farae o o) ®
Alors, pour tout n € N, la fonction f,, est intégrable sur [0, 7] (car continue sur le segment [0, 7]).

e La série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, 7], de somme la fonction
neN

€ [0, 7] + sin (asin(z)) € R,

qui est une fonction continue (par morceaux) sur [0, 7).
e Pour tout n € N, par croissance de I'intégrale (car « les bornes sont dans le bon sens » ), en utilisant que |sin | < 1,

T T 2n+1 2n+1
/ da S/ |al dp — Tal
0 0 (

(_1)n 2n+1 2n+1( )
M+ 1)! 2n+ 1)

(2n + 1)!

et la série numérique
|2n+1

la
Z (2n +1)!

neN

est une série convergente (série du DSE de sinh (|a]), et le DSE de sinh est valable sur R).
e Donc le théoréme d’intégration terme a terme s’applique et donne, pour tout a € R,

+oo n n 0
E 2n+1 2n+1 2 : ( 1) 2n+1 o 2n+1
/ 2n +1)! —|— 1)! (z)dz = (2n +1)! @n+1)” /0 sin™ (z)dw,

ne dépend pas de a

qui est bien I'expression d’une série entiére (en la variable a). Comme c’est valable pour tout réel a € R, son rayon
de convergence est infini.

2n+1 (.’B)

™
Remarque. Pour tout n € N, l'intégrale / sin dz est une intégrale de Wallis et se calcule classiquement...

0

Exercice 3. 1a) e Existence de f :
Soit x € R.
o L’application

—t2

t— e " cos(zt)

est continue sur R, donc intégrable sur tout segment de R, en particulier sur [0, 1].
¢ Puis, on a : pour tout t € R,

0< 26t cos(xt)‘ < 2e7® 5 0
t—+4o0
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(par croissance comparée), donc le théoréme des gendarmes donne

t2e cos(zt) — 0, autrement dit et cos(zt) = o <12> .
t—+00 t—+oo \ ¢
Or, la fonction
=
sur [1, +o0[

est intégrable { } (Riemann, 2 > 1). Donc d’apreés le critére de domination, la fonction

en +o0o

try et cos(xt)

en +o0o
¢ Les deux affirmations ensembles donnent que la fonction

est aussi intégrable { sur {1, +oof }

t

trs et cos(xt)

est intégrable sur [0, +o0c[, donc que l'intégrale définissant f(z) converge absolument, donc converge. Donc f(x)
existe.

o C’est vrai pour tout € R, donc la fonction f est bien définie sur R.

e La parité est directe : elle provient de celle de la fonction cos.

1b) Montrons que la fonction f est continue sur R. On pose :

g:(x,t) ERXx Ry — et cos(zt) € R.

« Le paramétre est x, la variable d’intégration sera t ».
e Pour tout £ € R, la fonction
r€R—g(x,t) eR
est continue sur R (c’est un cosinus & constante prés).
e Pour tout x € R, la fonction
teRy —g(z,t) €R
est continue (par morceaux) sur R..
e Pour tout (z,t) € R xRy, on a:
—t2 —t2
lg(x,t)] = ‘e cos(:vt)‘ <e .

Or, la fonction ,
teR e €R

1
est intégrable sur Ry (car continue sur Ry et négligeable devant 2 en +o00, par croissance comparée). On a

donc domination.

Donc d’aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétres, la fonction f est continue sur R.
1c) e Montrons que la fonction f est de classe C! sur R.

e Pour tout £ € R, la fonction
r€R—g(x,t) eR

est de classe C! sur R (c’est un cosinus a constante prés) et on a : pour tout ¢t € R, pour tout = € R,

gg(az,t) = —te "’ sin(zt).
x

e Pour tout z € R, la fonction
teRy — g(z,t) €R

est intégrable sur R4 (conséquence de la question précédente).
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e Pour tout z € R, la fonction

est continue (par morceaux) sur R..

e Pour tout (z,¢) e R x R4, ona:

ag 42 . 42
— = <
} (x, t) ‘ ‘te Sln(l’t) te s

or la fonction ,
teR, > te €R

est intégrable sur R (car continue positive sur Ry, et admettant la fonction

1 2
t— —e
2
comme primitive, avec
. _ 42
lim —e!
t—+oo 2

qui existe et est finie (nulle)). On a donc domination.

Donc d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, la fonction f est de classe C! sur R, et pour
tout zr € Ron a

fl(x) = /0+<><> —te sin(zt)dt.

1d) e Soit z € R. Les fonctions

u : t — sin(xt) et vt %e_tQ
sont de classe C! sur R, de dérivées respectives
u' :t > xcos(wt) et v it —te P
De plus, pour tout t € Ry,
0 < [u(t)o(t)| = ‘sin(xt)%e_t2 < %e_t2 0,

donc par le théoréme des gendarmes, . li+m u(t)v(t) existe et est finie (et vaut 0). Alors le théoréme d’intégration
—+00

par parties s’applique, et comme on sait que l'intégrale

+oo
| = re

converge, on en déduit que l'intégrale

+o0o | 5
/ o (t)o(t)dt = / —xcos(zt)e " dt
0 0o 2

converge, et on a

9] +oo () 00
fl(z) = /O T up(t)at = [sin(xt);eﬂo - /0 : %xcos(xt)e*fzdtz -3 /0 " cos(at)e Pdt = ~5f(@).
—0-0

Donc la fonction f est solution sur R de I’équation différentielle

r_ T
y = 2?4-
e Comme la fonction
22
T ——
4
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est une primitive sur R de la fonction continue

on sait alors qu’il existe A € R tel que

o2

firxeR— Xe 7.

Pour trouver A testons en x = 0. On a donc

Ainsi

fizreR—|—e 1|

2) Soit = € R. On sait, pour tout u € R,

+oo _1)n .
cos(u) = 7;) ((273! u?

(DSE de cos, valable sur R tout entier, donc on peut I'appliquer en n’importe quel réel). Donc, on a

+oo O L\p 5
fla) = /O 2)((273! 2?2 e dt

(en évaluant le DSE de cos pour u = xt, qui est bien un réel). Si on a le droit d’intervertir série et intégrale, alors

+00 +oo
_ (_1)n 2n oo 2n —t2 - (_1)n 2n
flx) = nZ:;) @n)l x /0 e dt = nZ:;) @n)l I,x*",

ce qui donnera que la fonction f est DSE sur R.
Travaillons toujours a = € R fixé. Pour tout n € N, posons

(_1)n 2n,2n _—t?
fniteRy = ——z""t"e " €R.
(2n)!
1
e Pour tout n € N, la fonction f,, est intégrable sur R (car continue sur Ry et négligeable devant o) en +oo (par

croissance comparée)).

e La série de fonctions Z fn converge simplement sur R et sa somme est la fonction
neN

teRy —»e ¥ cos(xt) € R,

donc est continue (par morceaux) sur R .
e De plus, pour tout entier n € N,

Tl = Ly
| e = G,

Or, pour tout entier n € N, on a I,, > 0 par stricte positivité de 'intégrale (car la fonction
ts t2re

est continue positive intégrable sur [0, +00[, et n’est pas la fonction nulle, et « les bornes sont dans le bon sens »).
De plus, pour tout n € N* et pour tout t € Ry,

—¢2 _ _42

Posons

1
w:t— —ie_t2 et vt 2L

alors les fonctions u et v sont de classe C! sur R, de dérivée

Ut te et vt (2n — )22
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o u(t)v(t) — 0

t——+00

(par croissance comparée), donc le théoréme d’intégration par parties s’applique. Comme on sait que l'intégrale

+o00
/ o (t)v(t)dt = I,
0

converge (car la fonction f,, est intégrable sur R ), on en déduit que 'intégrale

+o0 +oo 1 5
/ u(t)v' (t)dt = / ——e P (2n — 1) 2dt
0 0 2

converge, et

In = _*€_t2t2n_1 o _7€_t2 (27’2 . 1)t2n_2dt _ n In_l
2 0 0 2 92
Donc, pour z € R*,
ﬁl@n_[n - on—1 1’2 B xQ 0l
ﬁx%_gln—l B 2 2n(2n-—1) " 4n no—oo ’

donc par le critére de D’Alembert, pour x € R*, la série numérique

+oo
> [

neN
converge absolument, donc converge (et ce résultat reste évidemment vrai si x = 0, puisque dans ce cas, on a

+o0o
/ | frn(t)|dt = 0 pour tout n € N*¥).
0

e Donc on peut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme, et on obtient alors pour tout = € R,

+oo n
fla)y=>" ((;73!1”:5%

n=0

Enfin, de la relation
_2n—1

2

In

In—l

valable pour tout n € N*, et de

on obtient par récurrence sur n € N,
(2n)!
In = nl22n+l VT
pour tout entier n € N. En effet :
Initialisation : pour n =0,
(2-0)!
0122:0+1

ﬁzﬁ:fo

(car 0! =1).
Hérédité : soit n € N, supposons

2n)!
Alors
P G VI P U W) B [ et VI 0 LIS Gt ) LIS

2 n 2 nl22n+1 922 (n + 1) nl22n+1 (n 4 1)!22(n+1)+1

d’ou ’hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, on a
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On en déduit, pour tout = € R, :

X /7 (=) TN [ —22\" 1 T _a2
f(x)zgguzé»%() :ge 1

22nn) 4 n!
en utilisant le DSE de exp (valable sur R tout entier).

Exercice 4. 1) Notons

e
c(x,t) e R X Ry — €
g ( ) ) + + z+t
« Le paramétre est x, la variable d’intégration sera t ».
e Pour x € R*, la fonction
—t
e
teRy — gz, t) = eR
+ = g(z,1) T+t

est continue sur R, comme quotient de fonctions continues, et car x4t ne s’annule pas pour ¢t € R, donc continue
par morceaux.

e Pour tout ¢t € Ry, la fonction
—t

eR

xGRir—)g(:p,t):z_i_t

est continue sur |0, 400 (comme inverse d’un polynéme en z, qui ne s’annule pas sur |0, +00]).
e Pour [a,b] C]0,4o00[, pour tout = € [a,b], on a

O0<a<xz<h,

et donc, pour tout ¢ € Ry,
et
T+t

(inégalité qui a du sens, car a > 0). Or, la fonction

et et et
= < < —
r+t a+t T a

‘g('%t)} -

e—t
teR,— —cR
a

est intégrable sur R, (fonction de référence), et ne dépend pas de x. On a donc domination.
e Donc le théoréme de continuité des intégrales a paramétres s’applique : la fonction F' est définie et continue sur
10, 4-o0[.

2) e Pour z € R* | la fonction
—t
eR

teRy — ,t) =
+ g(z,t) T+t

est intégrable sur R4 (par critére de comparaison, grace a la domination de la question précédente).

e Pour tout ¢t € Ry, la fonction
—t

T+t
est de classe C* sur |0, +o00[ (comme inverse d'un polynéme en z, qui ne s’annule pas sur |0, 4o00[), et pour tout
entier n € N*, pour tout ¢t € Ry et pour tout = € R |

x = g(x,t) =

ang e—t
_ = (— L7 7Y [ ——
gan &t = (=1) "yt

(par récurrence immeédiate sur n € N*).
e Pour tout entier n € N*, pour tout x € R, la fonction

n —t

teRy %(m) (-1)"nl——— € R

(x + t)ntl

est continue (par morceaux) sur [0, 4o00].
e Pour [a,b] C]0,+4o00[, pour tout = € [a,b] (donc 0 < a < x <b), pour tout ¢ € Ry, pour tout entier n € N*,

—g(a: t)| = (—1)”n‘67_t <n! ¢’ <n! <’
dan ™’ (o)t T (e t)nt T antl

7
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(inégalité qui a du sens, car a > 0). Or, la fonction

—t

(&
te Ry —nl eR

an—l—l

est intégrable sur R (fonction de référence), et ne dépend pas de z. On a donc domination.

e Donc le théoréme de dérivation des intégrales & parameétres s’applique : la fonction F' est de classe C*° sur tout
segment de |0, +o00], donc par « caractére local » de la propriété « étre de classe C* », sur |0, +oo[. De plus, pour
tout « € R’ | pour tout entier n € N*

(n) +o0 et
" = —1)"nl———dt.
@ =
3) Pour tout z € R% | par linéarité de I'intégrale convergente,
1 1 +oo +oo t —t
S F(z) = / etdt — F(z) = / =t
T x Jo 0 x(fE + t)

or pour tout ¢ € Ry, on a

< 1 < 1
~a(z+t) T 2

donc par croissance de 'intégrale convergente (car « les bornes sont dans le bon sens »), on a

1 +oo tet 1
og—F(m)S/ St =,
x 0 T T

1
donc (en multipliant par x I'inégalité précédente), puisque — —+> 0, le théoréme des gendarmes donne
T r—+oo

l—2F(@) — 0, soit ~—F(a)= o <1>

z—+00 T T—+o00 \ T
et donc
1
F(z) ~ —|
Tz—+o00 I

Autre méthode, plus classique : pour tout x € R* |

1 +o0o -t
Flz) =~ / £t
T Jo 1 + -

On utilise le théoréme de convergence dominée a parameétre continu.

Notons .
g:(a:,t)GRixR_i_HLtER.
144

e +oo est une borne de RY.
e Pour tout z € R’ , la fonction
teRy —g(z,t) eR

est continue (par morceaux) sur R..
e Pour tout t € Ry,
t) — e’
gl@,t) —> e

et la fonction
teR—eteR

est continue (par morceaux) sur R..
e Pour tout £ € R, pour tout = € R |
lg(z,t)| < e,

et la fonction
teRi—eteR



Fauriel - PC - Mathématiques TD11 - INTEGRALES A PARAMETRES

est intégrable sur Ry (fonction de référence). On a donc domination.
e Le théoréme de convergence dominée & paramétre continu s’applique alors :

00 +o00
zF(x) = / g(z,t)dt — / e tdt = [—eft];roo =1.
0 0

T—>+00
Donc
1
F(z) ~ —|
T—+00 T
4) Pour x € R, fixé, posons v = x + t. La fonction
t—ax+t

est de classe C! et strictement croissante sur [0, +-00[, donc induit une bijection de [0, +oo| sur [z, +oo[. On peut
donc faire ce changement de variable, et on a « du = d¢ ». Comme on sait que I'intégrale définissant F'(x) converge,
le théoréme de changement de variable donne 1’égalité suivante (avec assurance que l'intégrale de droite converge) :

+o0o —(u—x) +oo —u
F(x) = / £ du= em/ ¢ du.

Premiére méthode : pour x € R* , par la relation de Chasles,

1 ,—u +oo ,—u
F(z) = ex/ £ du+ ex/ ¢ du.
z U 1

u

e ¥ 1 Leu |
Puis, — ~ —, donc on compare —du a —du = —In(x) :
U u—0 1 . U s U

1 _—u 1 1—e ¥ 1 1 —e ¥
—ln(x)—/ edu:/ ST du—s = ° dueR

car cette derniére intégrale converge (car la fonction

1—e™®
u€l0,1]] —» —— €R
u
. L . L 1—e™™
est continue sur |0, 1] et est intégrable en 0, puisqu’elle se prolonge par continuité en 0, car
U
1—1).
u—0
Comme —In(z) — 400, on en déduit que
z—07F
1 _—u 1 _—u
e e
—In(z) —/ —du= o (In(z)), donc / —du ~ —lIn(z),
z U z—07t z U z—0t
puis
1 e U
e’ [ —du ~ —In(x)
. U z—0
T o~ 1),
(car e it )
Comme

on en déduit que

Deuxiéme méthode : soit = € R . Les fonctions

u:t— In(t) et vitse !
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sont de classe C! sur [z, +0o[, de dérivées respectives

1
u’:h—); et v’:t'—>—e*t,
et
limuv =0
400

par croissance comparée (donc la limite existe et est finie), donc le théoréme d’intégration par parties s’applique.
Comme on sait que I'intégrale

+oo
/ A (Do(t)dt = Fz)e—®

/x T w( (H)dt = /O e tar

converge, on a que l'intégrale

converge, et
+oo eft too +oo +00
F(x)e ™™ = / Tdt =[e"In(t)]. "~ - / —In(t)e tdt = —In(x)e " + / In(t)e tdt

Or, la fonction
teRL —»In(t)e " eR
est

e continue sur R,

1
e intégrable en 400 (car négligeable devant 7 par exemple, puisque

In(t)e™t In(t) 3
n(l)e :n()—t — 0x0=0
= t el to+oco

~+

par croissance comparée),

e intégrable en 0 car e=* — 1, donc e " = O (1), et donc
t—0 t—0

In(t)e ™" = O (In(t))

t—0

(et la fonction In est intégrable sur J0, 1] ),
en 0

donc la fonction
t > In(t)e?

est intégrable sur R* , donc
+oo
lim In(t)etdt

z—0t J o

existe dans R, donc

“+o0o
/ In(t)e tdt = O (1).

x—0

Or, —In(z)e™ — 400, donc
z—0t+ .

too o
F(x)e ™ :/ —dt ~ —In(x)e™?,

t z—0

puis

F(z) ~ —In(x)|

z—0

Exercice 5. 1) On pose
2
w:tERJr»—)E—l—Fcos(t).
La fonction v est dérivable sur R, , et pour tout t € Ry, on a :

Y (t) =t —sin(t) > 0.

10
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Remarque. Si cette inégalité n’est pas claire, comme la fonction ¢ est deux fois dérivable, on calcule, pour tout
te R+ .
Y"(t) =1 —cos(t) >0,

ce qui donne que la fonction 1’ est croissante sur R, et comme ¢'(0) = 0, on en déduit bien ¢’ > 0 sur l'intervalle
Ry.

Donc la fonction 1 est croissante sur I'intervalle R;. Donc, pour tout ¢t € Ry, on a :
¥(t) = ¥(0) = 0.

Ainsi pour tout ¢t € R4, on a

t2
— > 1 —cos(t).
> 1 cos()
Bien str, l'inégalité 1 — cos(t) > 0 pour tout réel ¢t € R, est bien connue. Donc pour tout ¢ € R | on a :
1—cos(t) 1
0< —= < —.
- 12 -2
Donc
1
=5
convient.
2) Soit « € R. La fonction
1 — cos(t
f:t€]0,+o0[— tz()em eR
est continue (par morceaux) sur R .
e Siz > 0. Pour tout t € R, on a :
0< Los(t)e*m < 56*“
$+2
et la fonction
t— fe @

est intégrable (car x > 0) sur Ry (fonction de référence). Donc, par critére de comparaison, la fonction f est inté-
grable sur R , et donc 'expression ¢(z) est bien définie (puisque l'intégrale définissant ¢(z) converge absolument,
donc converge).

e Si z = 0. On doit donc étudier la convergence de 'intégrale

/+°° 1 — cos(t) dt
0

t2

L’application f est continue (par morceaux) sur ]0, 4o0].
Etude en 0 : On a )
t
1—cos(t) ~ — donc ft) —

t—0 2’ t—0

}
2 )
1
donc la fonction f est prolongeable par continuité en 0 (en posant f(0) = 5) Donc la fonction f est intégrable

{ suzioél] }

Etude en 400 : pour tout t € R% , par inégalité triangulaire,

‘1—008(1&)’ < 1+ |cos(t)] <2

t2 - 12 2

et la fonction )

te

. L sur [1, +o0[ : s :
est une fonction de intégrable o1l 400 (Riemann, car 2 > 1). Donc, le critére de comparaison donne que
. . 1
la fonction f est intégrable { sur {1, +oo] }
en +oo

11
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Donc la fonction f est intégrable sur R* , et donc I'expression ¢(0) existe (puisque l'intégrale définissant ¢(0)
converge absolument, donc converge).
3) e Soit (21, 72) € R? avec 0 < 21 < 2. Pour tout ¢t € R* | on a

e—twl > e—t{rg
(par stricte croissance de exp). Donc pour tout ¢ € R* , on a

1 — cos(t)
2

1 — cos(t)
12

e—tl‘1 2 e—t1'2

1 — cos(t)
$2
intégrales convergent), on a

(car > 0). Ainsi en intégrant (par croissance de l'intégrale, « les bornes étant dans le bon sens », et les

P(z1) > ¢(x2).

Donc la fonction ¢ est décroissante.

Remarque. On peut aussi appliquer le théoréme de dérivation des intégrales a parameétres sur R* (justifié a la

question 5) pour obtenir
T 1 — cos(t
¢ (z) = —:v/ 7( )e*t‘”dt,
0 t
et la positivité de I'intégrale convergente donne directement ¢’ < 0 sur 'intervalle R* , donc la fonction ¢ est

décroissante sur R . Reste le probléme en 0... Grace a la question suivante, on saura que la fonction ¢ est continue
en 0, or une fonction décroissante sur R* et continue en 0 est décroissante sur R ...

e Comme la fonction ¢ est décroissante sur R4, elle admet une limite en 400 (finie ou —o0).
Pour tout x € R* , I'inégalité de la question 1 donne, pour tout ¢ € R* |

1 — cos(t)

0<—3

e—tw < Be—m‘

Par croissance de l'intégrale (car « les bornes sont dans le bon sens », et les intégrales convergent), on a alors

too 1 _ 00
0< / ﬂe_mdt =¢(z) < ﬂ/ e dt = 5 — 0.
0 0

t2 xr r—+o0

Donc, le théoréme des gendarmes donne :

lim ¢(x)=0]|

T—-+00

Autre méthode : on applique le théoréme de convergence dominée a paramétre continu.
Soit
1 — cos(t)

2 e e R.

fi(x,t) € [1,400[xRL —

e +00 est une borne de [1, +o0].
e Pour tout x € [1, +oo], la fonction
teRY — f(x,t) eR

est continue (par morceaux) sur R .
e Pour tout t € R% |
flz,t) — 0

T—>+00

et la fonction t € R +— 0 € R est continue (donc continue par morceaux) sur R .
e Pour tout x € [1,4+o00[, pour tout ¢t € R* , on a

F(@,0)] < Be™ < Be

(car x > 1), et la fonction
t— Bet

est intégrable sur R% (c’est une fonction de référence), on a donc domination.

12
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e Donc le théoreme de convergence dominée a parametre continu s’applique, et donne que la fonction ¢ € R
0 € R est intégrable sur R* , et

o(x) = /0+00 flz,t)dt — /0+00 0dt = 0.

On a donc

lim ¢(x) =0

T——+00

Remarque. On peut directement considérer la fonction

1 — cos(t)

2 e e R

fr(z,t) eRy X RY

mais la domination est un peu plus moins évidente (on le fait a la question suivante).

4) Soit
1 — cos(t)

2 e e R.

fi(x,t) e Ry xRY —
« Le paramétre est x, la variable d’intégration sera t ».
e Pour tout t € R4, la fonction
z€Ry — f(z,t) €R

est continue sur Ry (c’est une exponentielle multipliée par une constante).
e Pour tout z € R, la fonction
teRY — f(z,t) eR

est continue (par morceaux) sur R .
e Pour tout (z,t) € Ry x R%, on a:

1 — cos(t) 1 — cos(t)
0] = [P e < 124
et la fonction ) 0
— cos
teR} — — € R

est intégrable sur RY (vu a la question 2). On a donc domination.
e Donc le théoréme de continuité des intégrales & paramétres s’applique, et donne que la fonction ¢ est continue
sur Ry.

5) Soit
1 — cos(t
fi(z,t) e R xR — t2()e—m €eR.
« Le paramétre est x, la variable d’intégration sera t ».
e Pour tout ¢ € R | la fonction
reRL — f(z,t) eR
est de classe C? sur R% et on a : pour tout t € R%, pour tout z € R,
of 1 —cos(t) _, 0 f
—(z,t) = ———— e~ * et —(z,t) = (1 —cos(t))e .
83:( ) t 3352( )= ( (1)
e Pour tout z € R, la fonction
teRL — f(x,t) eR
est intégrable sur R (vu a la question 2).
e Pour tout x € R , les fonctions
of 0% f
teR — —(z,t) eR et teR —» —=(z,t)eR
-+ ax ( ) + axg ( )

13
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sont continues (par morceaux) sur R .
e Soit (e, M) € R? avec 0 < e < M. Pour tout (z,t) € [e, M] x R%, on a :

of

-

1 cos(t), et o |Th 0] = |0 cost)e ] < (1 ostl)e

t

1 — cos(t)
- t

—tx

0z2 -

or la fonction
teR: —» 2R

est intégrable sur R% car e > 0 (fonction de référence) et la fonction
teRL — Bte™ € R

1
est intégrable sur R* (car continue sur R* , prolongeable par continuité en 0, et négligeable devant o) en 400 par

croissance comparée, car e > 0). On a donc domination.

e Le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres s’applique donc : la fonction ¢ est de classe C? sur tout
segment [e, M] de R, donc par « caractére local » de la propriété « étre de classe C? », sur R* . De plus, pour tout
z €R%,ona

¢ (z) = /OJrOO 1_Ctos(t)et‘”dt et ¢ (z) = /O+OO (1 — cos(t))e "*dt.

6) e Pour tout z € R* |

¢ (x) = /+00 (1 —cos(t))e "dt = /+0<> e dt — Re /+00 =2t ) = s Re ! o=
0 0 0 x T —i r 1422

Remarque. Ceci suppose de savoir que (pour € RY ) 'intégrale

+oo
/ e(z—x)tdt
0

converge, ce qui est le cas puisqu’elle converge absolument, puisque, pour x € R* | pour t € R, on a

‘e(z—x)t‘ _ e—zt,

et que la fonction
xt

te R+ — e
est intégrable sur Ry d’aprés le cours, car = > 0.

e Donc, en primitivant sur I'intervalle R , il existe K € R tel que, pour tout z € R} on a

W@ﬁﬂﬂ@f%mﬂ+x%+K.

Remarque. On a

lim ¢’ =
e/ =0
(on peut le montrer soit par le théoréme de convergence dominée, soit en majorant grace a l'inégalité 0 <
1 — cos(t e 1
7()6*“ < Bte ™. puisque te %At = — —» 0), donc K = 0, mais on va le retrouver a partir
t 0 22 a0
de la limite de ¢ en +oo.
Puis, en intégrant par parties,
x , ) T2
In(1 + ¢*)dt = zln(l+ 2 —2/ —=dt
/ ( ) W=+ ) ) = 2 ( ) 1+ 2
vi(t) =1 v(t) =t
T 41-1
= zln(l+2%) -2 [ ————dt
( ) / 1+ ¢2

= zIn(1+ 22) — 2z + 2arctan(z)

14
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Donc il existe (K, C) € R? avec, pour tout z € R*
1
¢(z) =xln(z) —z — ixln(l + 2%) 4+ z — arctan(z) + Kz + C.
e Puis, lim¢ =0, or
+oo

lim <£L’1I1(J)) —z— %xln(l—i—x?) —|—x+C> =C

r—r-+00

1
(car In(1 + 2?) = 2In(z) + In <1 + a:2> ...), donc

4o si K >0
IETm¢(x) =q-00 siK<O0.
C si K=0

Donc -

K=0 et C=—,
2
soit, pour tout x € R,

¢(z) = zIn(z) — %xln(l + 2%) — arctan(x) + g !

e Et donc, puisque la fonction ¢ est continue en 0,

+o00 1— ¢ )
/0 ;OS()dt =¢(0) = lim, P(x) = lim, (:p In(z) - gehn(l+ z%) — arctan(z) + g) — g _
e Enfin, intégrons par parties. Les fonctions

1
u:t—1—cos(t) et v:t+—>—;

sont de classe C! sur R, de dérivées respectives

1
u' it s sin(t) et v’:tr—>t—2.
De plus,
2 1 ¢
t ~ —— —_— = - —>
u()()Ho 2X< t) 2H00
(donc uwv a une limite finie en 0) et
1 t 2
(i) < 1Ol 2,
t t t—+oo

donc par le théoréme des gendarmes,
li t)o(t) =0
(0000
(donc uv a une limite finie en +00). Donc le théoréme d’intégration par parties s’applique. Comme on sait que
I’intégrale

+0o0
/0 u(t)ye'(t)dt = £'(0)

converge, on en déduit que l'intégrale

converge, et on a

g = f(0) = /0+Oo u(t)v'(t)dt = {—(1 - cos(t))i] - - /O+Oo —Sir;(t)dt = /O+Oo Sint(t)dt.

Donc

/+°O sin(t) gt =
0
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Exercice 6. 1) Pour x € R, la fonction

—tx

g:tE[O,—Foo[H6 eR

1+t

est continue (par morceaux) sur R, donc intégrable sur tout segment de R, en particulier sur [0, 1].

e Si x > 0, faisons I’étude en +oo :
—tx
e
2 ~ te*t.’lﬁ 0
1+t to+too t—+o0

(par croissance comparée, car > 0), donc

Or, la fonction

1

te o

sur [1, +oof
en 400
sur [1, +oof }

en +oo

est intégrable {

intégrable {

} (Riemann, 2 > 1). Donc le critére de domination donne que la fonction g est

Donc la fonction g est intégrable sur Ry pour € R?.. Donc I'intégrale définissant f(x) converge absolument, donc

*
converge, pour x € R’ . Donc

Ri C Df.
e Si z =0 alors
(t) B 1 1
I =T S 1
et la fonction 1
s —
t

est une fonction continue et positive sur [1, 4o00[, 'intégrale

[
1 t

diverge (Riemann). Donc le critére d’équivalence donne que l'intégrale

1 1+t
diverge. A plus forte raison, l'intégrale définissant f(0) diverge, donc f(0) n’est pas défini.

Remarque. On peut aussi bien str dire : pour tout A € [1, 400,

1+1¢ A—+o0

oo qt
| i

/A BT In(1+8)] =In(1+A4) —In(2) — oo,
1

donc l'intégrale

diverge.

e Si z < 0 alors pour tout t € Ry,

et la fonction
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est une fonction dont U'intégrale diverge en +oo (cf. quelques lignes au dessus). D’apreés le critére de comparaison,
I'intégrale définissant f(x) diverge, donc f(x) n’est pas défini, si < 0.
e Ainsi

Df =R"|

2) On pose

—tx

R
Tt ©

g:(x,t)GRixR.,_r—)f

« Le paramétre est x, la variable d’intégration sera t ».
e Pour tout ¢t € Ry, la fonction
r e RY — g(x,t) eR
est continue sur R (c’est une exponentielle multipliée par une constante).

e Pour tout z € R’ , la fonction
teRy —g(z,t) €R
est continue (par morceaux) sur R..

e Soit (e, M) € R? avec 0 < e < M. Pour tout (z,t) € [e, M] x R;, on a :

e—ta:

1+¢

— —_ Y

l9(z, )| =

or la fonction
teRy e el

est intégrable sur Ry car e > 0 (fonction de référence). On a donc domination.
e Donc le théoréme de continuité des intégrales a paramétres s’applique, et donne que la fonction ¢ est continue
sur tout intervalle [e, M] de R, donc par « caractére local » de la continuité, sur R,
3) On pose :
—tx

g: (3 t) ERL xRy » — €R.

1+t

« Le paramétre est x, la variable d’intégration sera t ».
e Pour tout t € R4, la fonction
reRL — g(x,t) eR

est de classe C*° sur RY et, pour tout & € N*, pour tout z € R* , pour tout ¢t € R,

ak tx
St t) = (=)

E€
1+t

(cette formule s’obtient par récurrence sur k € N*, de maniére directe).
e Pour tout z € R, la fonction
t—g(z,t) eR

est intégrable sur R (vu a la question 1).
e Pour tout k € N*, pour tout z € R* , la fonction

kg

est continue (par morceaux) sur R..
e Soit (e, M) € R? avec 0 < e < M. Pour tout k € N*, pour tout (x,t) € [e, M] x Ry, on a :

| = |0t

<tke—et
1+t~ ’

or la fonction
te Ry > the™

1
est intégrable sur Ry (car continue sur R, et négligeable devant o) en +oo par croissance comparée, car e > 0).

On a donc domination.

17
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e Donc le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres s’applique, la fonction f est alors de classe C*° sur
tout segment [e, M] de R* , donc par « caractére local » de la propriété « étre de classe C*> », sur R*.. Et de plus,
pour tout entier £ € N, pour tout z € RY |

+o0o e~
@ = [0t

tx

dt.

4) % Recherche de la limite.
Idée 1 : pour tout € RY, pour tout ¢ € Ry, on a
—tz

Oge < et
1+t

Donc, par inégalité triangulaire généralisée puis croissance de I'intégrale convergente (car « les bornes sont dans le
bon sens »), on a :

400 1
0§|f(:c)|§/ e At =~ — 0.
0 T x—-+00
Donc, le théoréme des gendarmes conclut :
o T =)

Idée 2 : on applique le théoréme de convergence dominée & paramétre continu. Soit

ef:mt

€ R.
1+t

g: (z,t) € [1,400[xR4

e 00 est une borne de [1, +oo].
e Pour tout z € [1,4+o00[, la fonction
teRy — g(z,t) €R

est continue (par morceaux) sur R..
e Pour tout ¢t € Ry,

0 sit>0
g(z,t) — . :
z—+o0 |1 sit=0

et la fonction
sit>0

0
EZtER_FP—)
1 sit=0

est continue par morceaux sur R .
e Pour tout = € [1,4+o0[, pour tout ¢t € R, on a

‘g(:c,t)} < et < e’
(car z > 1), or la fonction
teRy—eteR

est intégrable sur Ry (fonction de référence). On a donc domination.
e Donc le théoréme de convergence dominée & paramétre continu s’applique : la fonction £ est intégrable sur R,

et
“+oo +oo
f@:A m@mt—>é ((t)dt =[0].

T—r—+00

% Equivalent en +o0 : soit z € R% . On effectue le changement de variable v = tz : la fonction

t—tx

est de classe C! et strictement croissante (car > 0) sur R, , induit une bijection de R, sur R, donc on peut
faire ce changement de variable. On a « du = xdt », et on sait que U'intégrale définissant f(x) converge, donc le
théoréme de changement de variable donne ’égalité suivante (avec I'assurance que l'intégrale de droite converge) :

too o,—u (g 1 [t g~u
f(x):/ ‘ uu:/ ‘ —du.
0 1+5$ xT 0 1+E

18
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Etudions la limite de zf(z) quand x tend vers +oo.
Soit
—u

R.
14z €

g:(xz,u) € [1,+o0o[xRy +—

e +00 est une borne de [1, +o0].
e Pour tout x € [1, +oo], la fonction
u€Ry — g(z,u) €R

est continue (par morceaux) sur R..
e Pour tout u € R,
— —u
oleu) — ",
et la fonction

ueRL—e ™ eR

est continue (par morceaux) sur R..
e Pour tout u € Ry, pour tout = € [1,400],

u

|9(z,u)] < e,

or la fonction
ueER, —»e™eR

est intégrable sur Ry (fonction de référence). On a donc domination.
e Le théoréme de convergence dominée & paramétre continu s’applique alors :

xf@ﬂ—:é+mg@awdu-—+.A+melﬂu—‘Pfﬂ§m——L

r——+00

Donc

@)~ o

r——+00 I

Remarque. Une fois qu’on a l'idée de la limite, on peut se passer du théoréme de convergence dominé : par
linéarité de l'intégrale convergente,

et donc, par inégalité triangulaire généralisée, puis croissance de l'intégrale convergente (car « les bornes sont dans
le bon sens »),

1 +o0
lxf(x) —1] < / ue “du — 0,
T Jo

T—r+00

et le théoréme des gendarmes conclut :
@) o b
5) e Pour tout x € R* , on a
“+oo “+oo +00
! —t —xt / —t—1+1 —xt / —xt 1
= —_— dt = _ dt = — dt =—— .

rw= [ e it et @) =+ 1@

Donc la fonction f est solution de 'EDL d’ordre 1 :

1

y —y=——|
xr

Les solutions de I’équation homogéne sont les fonctions de la forme
rzeR) — Ke* € R
pour K € R, et par la méthode de la variation de la constante, on cherche une solution particuliére y sous la forme
y:ax— K(zx)e"

avec K une fonction dérivable sur RY .
En reportant, on obtient

19
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y est solution sur R*. & pour tout z € R% |, K'(z)e®” = —

1
x )
donc (par le théoréme fondamental de ’analyse, puisque la fonction

et
t— —
t

est continue sur 'intervalle R% , et que 1 € RY), la fonction
x e—t
K:zeRl—— —dt
1t

convient.

1
Donc, les solutions de I’équation différentielle y’ —y = —— sur R*_ sont les fonctions de la forme
x

xe—t
xeRib—)Cex—e”/ 7dt
1

pour C € R.
e Il reste & déterminer la valeur de C pour avoir f. Or,

limf=0 et lim e * =0,
+oo T—>+00

donc pour la valeur de C' qui donne f,

x —t
C—/ ert:f(x)e’x — 0,
1

T—r+00

donc x —t oo —t
C = lim € = / ¢ at
1 t

T—+oo Jq t
(intégrale qui converge bien, puisque la limite précédente existe, mais on peut le prouver sinon par critére de

—t

e 1

domination, car = =0 <t2> ). Et donc, la relation de Chasles donne bien alors la formule voulue.
—+00

Exercice 7.

1. Soit x € R,

e La fonction
fiteR " et = elr=DIn(®)-t c R
est continue (par morceaux) sur |0, 4o00o|.
®cn +00 ¢
lim (" e = lim t*Het =0
t—+o00 t—+o00

(par croissances comparées), donc

1
f(t) o t—>(—)i-oo <t2> ’

et comme la fonction )

t— 2

.y sur [1, o0 . 1 . : o
est intégrable en o0 (Riemann, 2 > 1), on en déduit que la fonction f aussi par critére de
domination.
e en 0, on a un équivalent :
1
f( ) e 10 tl—a’
or la fonction )
e
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est positive, donc le critére d’équivalence donne que l'intégrale

/Olf(t)dt

donc converge si et seulement si 1 — z < 1, c’est-a-dire si et seulement si z > 0 (Riemann). Et dans ce cas,
comme la fonction f est positive, on a f intégrable sur |0, 1].

est de méme nature que l'intégrale

e Donc, pour z € R% | la fonction f est intégrable sur |0, +oc[, donc l'intégrale définissant I'(z) converge
absolument, donc converge. Donc l'expression I'(z) existe pour x € R..

Et pour z € R_, l'intégrale définissant I'(x) diverge (car déja sur |0, 1], elle diverge...).
2. On pose
g:(z,t) €RE X RE =t tet e R

« Le paramétre est x, la variable d’intégration sera t ».
e &z € R} fixé, la fonction
te Rl —g(z,t) eR

est intégrable sur R (cf question précédente).
e At e RY fixé, la fonction

r e RY = g(x,t) = el DMt ¢ R
est de classe C*° sur R, et pour tout € R* , pour tout ¢t € R* , pour tout £ € N*, on a
8k
57
e A x € RY fixé, pour tout k € N*, la fonction

e = InF ()t

* akg k rz—1_—t

est continue (par morceaux) sur RY .
e Pour tout k£ € N*| pour tout [a,b] C R*, pour tout = € [a,b], on a a < z < b, puis

ok
W( Let)

- ‘m’f(t)t”*le*t < | I*(6)|o(t)

avec

a—le=t g
o) {t t €0, 1]

th=le=t site]l, +oof
En effet, si t €]0, 1], alors In(t) < 0, donc
aln(t) > zIn(t) > bin(t),

ce qui donne

(1) = 1971t = (@ DIt > (@I _ g1t 5 (G-It 5
et sit € [1,400[, on aln(t) > 0, donc

aln(t) < xlIn(t) < bln(t),
ce qui donne

0< e(afl)ln(t)*t < e(xfl)ln(t)ft _ tmfleft < e(bfl) In(t)—t _ 75()716715 — ¢(t)

e Soit £ € N*. La fonction
t e [ In* ()] (t)

est intégrable sur |0, +oo] :
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e clle est continue par morceaux sur |0, +oo[, par produit. En effet, la fonction In est continue sur 0, +oof,
la fonction ¢ est continue sur 0, 1] et |1, +o0[ par opérations usuelles, et
lim ¢(t) = lim t* te ! =L,
t—1— t—1—

existe et est finie,

lim ¢(t) = lim t* et = ¢!
t—1+ ¢( ) t—1+ ’

existe et est finie, ce qui donne ¢ continue par morceaux sur |0,+oo[ (en fait, comme lim ¢(t) =
t—1—

lim+ o(t) = ¢(1), la fonction ¢ est méme continue sur |0, +00]).
t—1

(1) I
W (Dlo) ~ -2, ()

—0 tlfa tl_z

e de plus

par croissance comparée, et la fonction

1
-3

t€)0,1] — eR

sur ]0, 1]

est intégrable { en 0

} car a > 0 donc 1 — % < 1 (Riemann),
e et 1

k — N
o0 =, o ()

par croissance comparée (en effet, pour tout t €]1,+o0],

[ (Ol6) _ (" ()] s

i — 0
= t S—— t—+00
t —— — 0

— 0 t—+oo

t—+o0

en appliquant deux fois les croissances comparées), avec la fonction
1
e

sur [1, +o00|

intégrable {
en +o0o

} (Riemann, 2 > 1).

On a donc domination.

e Donc le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres s’applique : la fonction I' est de classe C* sur
tout segment de R’ , donc par « caractere local » de la propriété « étre de classe C* », sur R, et en plus,
pour tout £ € N* pour tout x € R* |

“+oo
) (z) = / In* ()" te~tdt.
0
e En particulier, pour tout x € R,
+o00
I (z) = / In?(t)t*te~tdt > 0,
0

par positivité de l'intégrale, car la fonction ¢ — ln2(t)tz_le_t est positive et d’intégrale convergente sur
10, 4+00[, avec « les bornes dans le bon sens ».

Donc la fonction I' est convexe sur R .
3. e Soit x € R%.. On effectue une intégration par parties. Les fonctions

ut— Tt et vitrs —et

sont de classe C! sur R%, de dérivées

ot ottt et v it et
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De plus,

u(t)v(t) " 0

(car > 0), et
u(t)v(t) — 0

t—+o00

par croissance comparée. Donc uv a une limite finie en 0 et +00. Donc le théoréme d’intégration par parties
s’applique. Comme on sait que l'intégrale

“+oo
/ w(t)v' (t)dt = T'(x + 1)
0

converge (car = + 1 > 0), alors on a que l'intégrale

+o0o +oo
/ u! (t)v(t)dt = / —zt®le~tdt
0 0

converge (mais on le savait déja, car c’est —zI'(z) avec = > 0...), et on a I'égalité :

+o00 +oo
Nz+1) = / o (o (t)dt = [u(t)v(t)]§ —/ —zt®Le7tdt = 2T (z).
0 \TOCO_/ 0

e Montrons alors par récurrence sur n € N* que pour tout entier n € N*, on a I'(n) = (n — 1)L

Initialisation : pour n =1,

+oo
r(1) = At =[] T == lim e X41=1=0'=(1-1)
= [ et = [ = = Y (1=

d’ou l'initialisation.
Heérédité : soit n € N*, supposons I'(n) = (n — 1)!. Alors, puisque n > 0, le début de la question donne

I'(n+1) =nl(n) H.:R.nx(n—l)!:n!: (n+1)=1)!,

d’ot I’hérédité.

Conclusion : pour tout n € N*, on a

T(n) = (n—1)!}

e La fonction I' est de classe C*° sur R , donc continue en 1. Donc

1
a2l'(z) =T(z+1) — I'(1) =1, autrement dit Mx) ~ —|

z—0+ z—0t T

4. o La fonction I" est de classe C*> sur R, donc continue sur [1,2] et dérivable sur ]1,2[. De plus,
M) =0=1 e T(2)=1=1,

donc
(1) =T(2).
Le théoréeme de Rolle s’applique alors, et donne qu’il existe a €]1,2[ avec I'(a) = 0.

e On sait que la fonction I est de classe C? et convexe sur R, donc la fonction I" est croissante sur ]0, +ool.
Comme I'(a) = 0, on a alors le tableau de signe :

T 0

a +0o0
M) ||| — 0 +

Puis, la fonction I' est alors croissante sur [a, 00|, donc a une limite (finie ou +o00) en 400, puis par
composition de limites,
Emf = lim I'(n)= lim (n—1)! =+4o0.

o] n—-+o00 n—-+o0o
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Enfin,

1
Nz) ~ — — +oo.
z—0t T x—0t

D’ou le tableau de variations :

T 0 a 400
Mz)| || - 0 +
F(:E) +oo \ /{ +oo

La seule chose que ’on peut rajouter, c’est

I'(a) >0
par stricte positivité de l'intégrale (car la fonction ¢ + t%~te~! est continue positive non nulle sur |0, +oo],
avec « les bornes dans le bon sens »).
Exercice 8.

1. Pour z € R, on pose
—X

g:tel,4+oo[—~ 1 eR
e La fonction g est continue (par morceaux) sur [1,4o0].
e Etude en 400 : On a .
90, Yoo it
et la fonction .
ter

est positive, donc par le critére d’équivalence, I'intégrale

/1 "

oo dt
1 tx—f—l ’

donc converge si et seulement si  + 1 > 1 (Riemann), ¢’est-a-dire z > 0.

est de méme nature que l'intégrale

Donc

Df =R"|

e Remarquons alors que la fonction g est intégrable sur [1, +o0o[ pour € R, puisque positive et d’intégrale
convergente sur [1,4o00].

2. % Continuité de f : on pose

—x

e R.
1+¢

g:(z,t) € Ry x [1,+oo[—

« Le paramétre est x, la variable d’intégration sera t ».
e Pour tout ¢ € [1,4o0], la fonction
reRL — g(x,t) eR

est continue sur R* .
e Pour tout x € R* | la fonction
t €[1,4o00[— g(x,t) € R

est continue (par morceaux) sur [1, 400].
e Soit (e, M) € R? avec 0 < e < M. Pour tout (x,t) € [e, M] x [1,+00[, on a :

| ( t)| t=" < t—° <t_e 1
Z, = ~ S — =
g T+t =T+t t  tite
Or, la fonction
1
tel,4oo[—~ e €R
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est intégrable sur [1,+o00[ (Riemann, car 1 +e > 1 puisque e > 0). On a donc domination.

e Alors le théoréme de continuité des intégrales a paramétres s’applique, et donne que la fonction ¢ est
continue sur tout segment de R* , donc par « caractére local » de la continuité, sur R .

% Monotonie de f : soit (z1,z2) € (R )? avec z1 > x5. Alors, pour tout ¢ € [1, +oc[, comme In(t) > 0, on a

x11n(t) > zoIn(t), puis 7 = eI < pme2In() _ 4w
et donc
A T2
1+t =1+t

C’est vrai pour tout t € [1,+o0o[, donc par croissance de l'intégrale convergente (car « les bornes sont dans

le bon sens »), on a :
“+o00 21 “+o00 T2
= dt < dt =
fa) /1 1+t —/1 T30 = Jle2)

Ainsi la fonction f est décroissante sur RY .

Remarque. En utilisant la stricte positivité de 'intégrale, on peut méme montrer que la fonction f est
strictement décroissante sur R* .

3. Soit x € R, par linéarité de 'intégrale,

+oo =% 4+ t*iﬂfl +oo tfwfl(l + t) +oo 1 400 1
+ +1) = —dt = / —=dt = / 7 dt = [—} = —.
f@+ e+ = [ e 1 .

4. Equivalent en 0 : par continuité de la fonction f en 1, on a

lim f(zx+1)= f(1).

z—0t

Or d’aprés la relation précédente, on a :
zf(x)=1—xzf(x+1).

Ainsi en passant a la limite, on a
lim zf(zx) =1.

z—0t

Donc

Equivalent en +oo : comme la fonction f est décroissante sur R* | pour tout € R* (ainsi 2+ 1 € R* aussi),
on a :

f(z) = f(z+1),
ce qui donne (en ajoutant f(z) ou f(z + 1) a I'inégalité) :
2f(x) = f(z) + f(z+1) > 2f(x + 1).

Dong, la relation de la question précédente donne, pour tout x € R :

Pour x €]1, +o0[, on peut appliquer ce qui précéde a x — 1 au lieu de  (car z — 1 € R% ), et on a alors

1
r—1

2f(x) < <2f(x—1).

Ainsi, pour tout x €]1, 400,
1

2(x —1)°

Le théoréme des gendarmes (aprés avoir multiplié par x) permet de conclure :

%gf(w)g

f@) ~ o

T—>+00 % i
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5. Calcul de

+o0 1
J) :/1 t(t+1)dt'

Soit M >0, on a :

/1 Wdf—/l t—/l Hl—1n<M>—1n<M+1>+1n<2>——1n(1+M>+1n<2>.

En faisant tendre M vers 400, on a :

+oo 1 ] M 1
(car f(1) :/1 mdt = Mli>n+loo/1 it 1)dt).

Exercice 9. 1) Soit « € R, alors la fonction

(2
sin”(xt)
tel,4o0[— 53 € R
est continue sur [1, +o00[. Puis, pour tout ¢ € [1, +00],
2
sin (xt)’ o1
R
or la fonction )
t— ]
_y sur [1, +oof . . . .
est intégrable en 400 (Riemann, 3 > 1), donc par critére de comparaison, la fonction
sin?(xt)
3
. sur [1, +oof . , .
est intégrable on 460 , autrement dit F'(z) est la valeur d’une intégrale absolument convergente, donc

convergente.
C’est vrai pour tout = € R, donc la fonction F' est bien définie sur R.

Remarque. De plus, comme on a une domination indépendante de z, et que, pour tout ¢ € [1, +o0], la fonction

sin?(xt)

X 3

est continue sur R, le théoréme de continuité des intégrales & paramétres donne que la fonction F' est continue sur
R.

2) Notons
sin?(xt)

g:(x,t) € R x[1,4o00[— 3 e R.

« Le paramétre est x, la variable d’intégration sera t ».
e Pour tout z € R, la fonction
sin?(wt)

3 eR

t € [1,+oo[—

est intégrable sur [1, +oo[ (déja vu)
e Soit t € [1,+0o0] fixé, alors la fonction

est de classe C! sur R et pour tout z € R,

[ _ 2sin(at) cos(xt)
Oz (z,8) = t2 '
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e Pour tout z € R, la fonction

g 2sin(xt) cos(xt)
el — —(z,t) =
1, +ool> a1 )
est continue sur [1, +oo].
e Pour tout x € R, pour tout ¢ € [1, +o0],
@(x,t) _ 2sin(xt) cos(xt) < 2
ox t2 t2
et la fonction 5
te

est continue et intégrable sur [1, +oo[ (Riemann, 2 > 1).
e Donc le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres s’applique : la fonction F est de classe C! sur R, et

en plus, pour tout z € R, on a
© 2sin(xt) cos(xt

3) Soit « € R. Intégrons par parties : les fonctions

1 .. 92
uit —— et v 1t sin”(xt)
22

sont de classe C! sur [1,4+oc[, de dérivées respectives

1
A e et v' 1t 22 cos(xt) sin(xt).

De plus, pour tout t € [1,400],
1

<— —
‘_ 2t2 t—+oo

Y

|u(t)v(t)

donc wv a une limite finie (nulle) en 4+00. Donc le théoréme d’intégration par parties s’applique. Comme on sait
que l'intégrale

+oo
A L (Do(t)dt = F(z)

converge, on a alors que l'intégrale

o ! = o _i X COS(T Sln X
A mm@w_A 2 cos(at) sin(xt)dt

22

converge, et

F(x) = /0+00 o (t)v(t)dt = [—212 sin (a:t)} 1+°0 - /O+OO —%23: cos(xt) sin(zt)dt

- 0+

sin?(x) T cos(wt) sin(zt) sin?(z) =«
dt = ~F'
p 7 /0 2 3 Tl

soit
zF'(z) — 2F () = —sin®(z).

Donc la fonction F' est bien solution sur R de I’équation différentielle proposée.

1-— 2
4) Pour tout = € R, sin?(z) = C;S(@, donc
1 1 22n 2n 1 too 92n .2n
/ _ = _+ _ - _1\n
xF'(x) — 2F(x) = 5135 cos(2z) = + Z =5 . 1( 1) @)

(en utilisant le DSE de cos, valable en tout réel).
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Cherchons alors les fonctions DSE solutions de cette équation différentielle. Soit Z anx" une série entiére de rayon

neN
R > 0, et notons

y:z €] — R, R[— Zanx".

Alors on sait que la fonction y est de classe C* sur | — R, R[, et sur cet intervalle, on peut dériver terme a terme.
On a donc, pour tout x €] — R, R,

+oo +oo
Y (z) = Z na,z" soit xy (z) = Z nanz".
n=1 n=1
Donc : pour tout = €] — R, R|,

+o0 +o0 +oo
xy' (z) — 2y = Z napx™ — 2 Z ant”" = —2aq + Z(n — 2)apz".
n=1 n=0

n=1
Donc

y est solution de ’équation différentielle sur | — R, R| < pour tout x €] — R, R],

o0 oo 2p .2
1 2P 2P

_ E _ n_,E:f p
2a0+n 1(n 2)anx = 2p 1( 1) (2 )! .

Ainsi (comme | — R, R[ est un intervalle non trivial, puisque R > 0, contenant 0), par unicité des coefficients, on a
(en distinguant les indices n pairs et impairs) :

y est solution de l'équation différentielle sur | — R, R[ <

—2&0 =0
Vp>0, 2p+1—2)agy+1 =0 (pour n =2p+1)
1 22p
Vp > 1, (2p — 2)ag = 5(—1)”(2]3)! (pour n = 2p)
Mais pour p = 1, la derniére ligne de ce systéme s’écrit 0 = —1, ce qui est impossible.

Donc I'équation différentielle n’a pas de solution DSE en 0. Donc la fonction F' n’est pas développable en série
entiere en 0.

Exercice 10. 1) Premiére méthode :
. . m . . .
e La fonction sin est concave sur [0, 5} (car sin” = —sin < 0 sur cet intervalle), donc au dessus de ses cordes.

Comme sin(0) = 0 et sin (g) =1, la corde qui passe par les points

0,0) et (g 1)

a pour équation

et donc pour tout t € [O, g],

2t
— < sin(t).
- < sin(t)

e La fonction sin est de classe C! sur R et sin’ = cos, donc |sin’| < 1. L’inégalité des accroissements finis donne
alors, pour tout ¢t € R,
| sin(t)| = | sin(t) — sin(0)| < 1- [t — 0] = |¢].

Deuxiéme méthode : par étude de fonctions.
e Soit
fit—t—sin(t),
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alors la fonction f est dérivable sur R, et pour tout ¢ € R,
f'(t) =1—cos(t) >0,

donc la fonction f est croissante (et méme strictement) sur U'intervalle R, et comme f(0) = 0,

ft) =0
pour tout t € Ry, ce qui donne

sin(t) <t
pour tout t € R,
e Soit

. 2t
g:tsin(t) — —,
T

alors la fonction ¢ est deux fois dérivable sur R, et pour tout ¢ € }0, g},
/ 2 1/ .
g'(t) = cos(t) — —, g'(t) = —sin(t) < 0.
s

Donc la fonction ¢’ est strictement décroissante sur lintervalle [0, 5], et comme ¢’ est aussi continue sur cet

intervalle, avec

2 2
JO)=1-=>0 et g’<5):—7<0,
T 2 s

avec

|

[ E—

7
il existe (par le théoréme de la bijection monotone) un unique o € [0, 5

g > 0sur [0,af et ¢ <Osur]a,

b 3

Donc la fonction g est croissante sur [0, a], donc

k)
o]
=
=
~
m

=)

2
[}
=S
&
g
=}
a
=
]
=

Q
€]
0
=
[oW
o
o
=
=
0
0
o
5
@
®
=
=

2
(oW
o
=
o

pour t € [a, g} . En définitive,

g=>0
sur [0, g}, ce qui donne bien I'inégalité voulue.
2) Soit
h:teR"— sin(?) eR.
La fonction h est continue sur R*, .
) S0t L

donc la fonction h se prolonge par continuité en 0 en posant h(0) = 1, et ainsi la fonction h est continue sur R.
Puis, pour tout z € R : la fonction
t € R h(t)e ™

est alors continue sur R, donc sur le segment [0, g}, donc est intégrable sur ce segment. Donc F(z) existe.

Donc la fonction F' est définie sur R.

3) Pour tout z € R*, par inégalité triangulaire généralisée puis croissance de l'intégrale convergente (car « les
bornes sont dans le bon sens »), on a

Fwl< [

e Tldt < /2 e Tldt = |:e_mt:| ? = 1_£7
0 —T ]y T
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car pour t € }O, z}, onat>0et0<sin(t) <t (par la question 1), donc

2
0< S
= =
Comme une valeur absolue est positive, et
l—e 2
lim =0,
Tr—+00 €T
le théoréme des gendarmes donne
lim F(x)=0
r—r+00

4) Notons
g:(z,t) e Rx {0, g] — h(t)e ™ € R.

« Le paramétre est x, la variable d’intégration sera t ».
e Pour tout réel z € R, la fonction

te [o, g} s g(z,t) = h(t)e ™ € R

. ™ c
est continue sur [O, 5} et donc intégrable (car on est sur un segment).

e Pour tout ¢t € [0, g], la fonction
rERw g(x,t) =h(t)e ™ € R

est de classe C! sur R (c’est une exponentielle multipliée par une constante).

e Pour tout z € R, la fonction

t— %(az,t} = —sin(t)e

T
est continue sur [O, 5}

e Soit M > 0, pour tout x € [-M, M], on a |z| < M, et pour tout t € [O, g},

99
ox

(rc,t)’ < e < elolt < M

or la fonction
t— eM t

est continue [0, g], donc intégrable sur le segment [O, g} . On a donc domination.

e Donc le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres s’applique : la fonction F' est de classe C! sur tout
segment [—M, M] de R, donc par « caractére local » de la propriété « étre de classe C! », sur R. Et, pour tout
r €R,

/ _ % : —xt
F(z) = —sin(t)e”**dt.
0

it _ ,—it
. . . . . —€
e Soit € R. Pour calculer cette intégrale, deux fagons : soit on exprimer sin(¢) sous la forme — et on
i
primitive puis simplifie les exponentielles, soit on intégre deux fois par parties.
T
Intégrons deux fois par parties (les fonctions apparaissant étant bien de classe C! sur I'intervalle [0, 5}) : pour
tout z € R,

jus
2

F'(z) = [cos(t)e ]

[=FCTR]

— %cos _z)etdt = —1+z | [sin(t)e"] 2 — sin(t)(—x)e = —1tze 2 —2?F'(z
/0 (t)(—z)e " dt 1+ ([ (t)e ™) /0 (t)(—x) dt) 1+ F'(x)

donc
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5) En utilisant le DSE de exp (qui est valable sur R), on a, pour tout = € R,

% sin(t) <X (—z)" 7 X
F(z) = / ; Z ' t"dt = / Zsm t” Lae
0 = n!
Notons alors, pour tout n € N,
_\n
fnit— sin(t)( z) L

n!

T T
e Pour tout entier n € N, la fonction f,, est intégrable sur ]0, 5], car la fonction f,, est continue sur ]0, 5] et se

prolonge par continuité en 0, puisque

(=) ,_1 B (=), 0 sin>1

T
e De plus, pour tout t € ]O, 5], la série numérique

Y sin(t) (_72) {1

converge, de somme h(t)e”*!, et on sait que la fonction

t s h(t)e ™

T
est continue (par morceaux) sur }O, 5}

e Enfin, pour n € N*, par croissance de U'intégrale (car « les bornes sont dans le bon sens »),
us us n
0</2 dt<’|n/2t"1dt—W(g) <l<fx)”
0 0 . .

n!
et la série numérique

sin(t)(_n) 1

est convergente (c’est une série exponentielle auquel on a enlevé le premier terme), donc par critére de comparaison
des séries a termes positifs, la série numérique

TL
E / sin(¢ t” Lde
neN*
converge, donc la série numérique
n
g / sin(¢ t”fl dt
neN

s
converge aussi (puisque le terme n = 0 existe bien, puisque la fonction fj est intégrable sur ]O, —] ).

e Donc, pour tout x € R, le théoréme d’intégration terme & terme s’applique, et on obtient

Z/ sin(t)t"'dt = io (—nz/;)” /0g sin(¢)t"dt

n=0

constante par rapport a x

+oo
qui est bien de la forme Z a,x" avec, pour tout n € N, a,, constante qui ne dépend pas de z, donc la fonction F’

n=0
est développable en série entiére sur R.
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Remarque. Ici, on aurait pu utiliser la convergence normale (une fois que 'on a prolongé par continuité les

T
fonctions f,, en 0) : pour tout ¢t € }O, 5} , pour tout n € N

al®)] = [sin() =2 1| = o) e < BT (7Y
(car |h(t)] < 1), et pour tout n € N*,
) =0< (7Y
et enfin .
o) =1<1= 202y
Donc pour tout n € N, '
Il < 25 (2)",

et la série numérique .

> G

n! \2

neN

converge (série exponentielle), donc la série de fonctions

> fa

neN

T . . 7T .
converge normalement sur {0, 5] . Comme pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur {0, 5} , on peut appliquer

le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment. On conclut alors de méme.
T
6) La fonction h est continue sur le segment {O, 5}, donc a un minimum global sur ce segment (théoréme des
T
bornes atteintes) : il existe a € [O, 5} tel que
h(t) > h(a)
7T
pour tout t € [0, 5}
7
Soit = € R. Alors, pour tout ¢ € }0, 5}, on a e~ >0, donc
h(t)e ™ > h(a)e ™.

Par croissance de l'intégrale (« les bornes sont dans le bon sens »), on en déduit que, pour tout = € R,

g —at g —axt 1-— 6_%
F(x) = h(t)e”**dt > h(a)e”*dt = h(o) ——.
0 0 T
Or,
. l—e 2
lim —— =400
T——00 T

par croissance comparée, et h(a) > 0 (car sin > 0, donc h > 0, sur }0, %}’ et car h(0) =1 > 0), donc

Iim F = +00|.
—00

Remarque. D’aprés la premiére question, on peut éviter d’utiliser «, car on a directement

2
h(t) > —
(>~
™ .
pour tout t € [O, 5}, ce qui donne, pour tout z € R,
22 21—e 2
F(z) 2/ ZeMdt = = —— — +oo0,
o T ™ x Z——00
puis
lim F' = 400
—0o0
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Exercice 11. 1) Soit n € N.
La fonction
frn iz = e Tsin®"(z)

est continue sur Ry (car n > 0), donc intégrable sur tout segment inclus dans R .
Pour tout =z € R,

le % sin®"(x)| < e,
sur [0, +-o00[

en +oo

I'intégrale J,, est absolument convergente (donc convergente).

400 n
Jo = / e Ydx = [—e_f”]o * = .
0

2) — Pour tout n € N, par linéarité de I'intégrale,

et la fonction z — e™% est intégrable { }, donc par critére de comparaison, la fonction f, aussi. Donc

+oo
Int1 — JIp = / e ¥ sin®"(z) (sin®(z) — 1)dz,
0

>0 <0

donc par croissance de l'intégrale convergente (les fonctions intégrées étant continues et intégrables sur Ry et « les
bornes sont dans le bon sens »), on a
Jn+1 - Jn < 0

pour tout entier n € N, donc la suite numérique (J,,)nen est décroissante.
Par positivité de l'intégrale convergente (« les bornes sont dans le bon sens »),

Jn >0

pour tout entier n € N. Donc la suite numérique (J,)nen est décroissante, minorée par 0, donc convergente
(théoréme de la limite monotone).
— Pour tout entier n € N, notons

fn @ e Tsin®(x).

e Pour tout n € N, la fonction f,, est continue (par morceaux) sur Ry.
e Pour tout z € Ry, lim e %sin®'(x) existe et vaut
n——+00

v
0 six# —+kmaveck €7
o0 -{ 2

e~ ? sinon

donc la suite de fonctions ( f,,)nen converge simplement vers ¢ sur R ), et la fonction ¢ est continue par morceaux
( eN ge simp +); p

sur Ry .

e Pour tout n € N, pour tout x € R4, on a

[fa(@)] = e~ sin™(z)| < e

et la fonction
T e

est intégrable sur R;. On a donc domination.
e Le théoréme de convergence dominée donne alors

+o0
lim J, = / lim e ®sin®"(z)dx = @
0

n—-+00 n—-+o0o
3) Soit n € N*. Intégrons par parties : les fonctions
urz— —e et v x> sin®(z)
sont de classe C! sur R, de dérivées

uix— e et v’z — 2ncos(x) sin®" ().
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On a, pour tout € Ry,
0 < Ju(@)(@)| < e — 0,

r—r-+00

donc par le théoréme des gendarmes, uv a une limite finie (nulle) en +oo.
Donc le théoréme d’intégration par parties s’applique et comme on sait que l'intégrale

T = /0 = o (z)v(z)dz

converge, alors on a l'intégrale

“+oo +00
/ u(z)v (x)dr = / —e "2n cos(z) sin® ! (z)dz
0 0

qui converge et :

+o00 +o0
I = [—e—w sin2n($)]5roo _/ _eE COS(l’)Q’I’L sin2n_1(x)dx — 2n/ COS({L‘)e_x 811127L—1(x)dﬂc
0 0

=0-0

On réintégre par parties suivant le méme principe (on primitive la fonction x +— e™7%) :

+00 +oo
/ cos(z)e “sin® ! (z)dz = [—cos(z)e " sin®" ! (z)] :)roo — / —e (= sin(z) sin®* H(z) + (2n — 1) cos®(z)
0 0 W—/Q( :
=0-0 =1—sin“(x

= —Jh+2n—-1)Jp_1 —(2n—1)J,
Par conséquent
Jp = —=2nJ, +2n(2n — 1)J_1 — 2n(2n — 1)J, = 2n(2n — 1)J,_1 — 4n2J,,.

Donc, pour tout n € N*,

2n(2n — 1)
T
dn=+1

n—1 |-

Comme Jy = 1, on en déduit par récurrence sur n € N que

ce qui se simplifie en

pour tout n € N.

Remarque. On peut trouver la limite sans passer par le théoréme de convergence dominée : la série numérique

2 ~In <2]j1(132kj:11)>

keN*
diverge (en effet, on a
| 2k(2k — 1) 1
qp [ 2 ) ~
4k2 +1 k—+oo 2k’
1
la série numérique Z o diverge et est a termes positifs, donc le critére d’équivalence des séries & termes positifs
keN*

conclut), donc la série numérique

2k(2k — 1)
2 Ty
keN*
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diverge aussi.
Mais, pour tout k € N*,
0 < 2k(2k — 1) = 4k* — 2k < 4k* + 1,

2%(2k — 1)
8 (4k:2+1> <0
<2k:(2k: —1

021 )> est une série divergente & termes tous négatifs, donc la suite de ses

donc

Donc la série numérique E In

keN*

sommes partielles tend vers —oo :
n

. 2k(2k — 1)
ngg-loozln< 241 ) -

Or, par propriété du logarithme, pour tout n € N*,
n n
2k(2k — 1) 2k(2k — 1)
In =1 ——— | =In(J,
Z < Ak2 + 1 > n(}}:[l k2 + 1 n(Jp),
et donc en passant & ’exponentielle, comme exp tend vers 0 en —oo, on en déduit

lim J, =0.

n—-+0o00

Exercice 12. 1) e Pour tout entier n € N, la fonction
fniz—

est continue sur |1, o0/
e Pour tout x €]1, 40|,
™ 1

.
14+ 2"+2 nostoo 22

falz) =

. 1 :
Or, la fonction z — — est continue (par morceaux) sur |1, 4o0l.
x

e Pour tout entier n € N, pour tout z €]1, +00],

n

1
2

x
— | <
’1+x”+2 -

1
or la fonction x +— — est intégrable sur |1, +oo[ (Riemann, 2 > 1). On a donc domination.
x

Donc par le théoréme de convergence dominée,

+00 " +o0 1
lim ——dx = / —dz = 1.
n—-+o0o 1 1 + .Tn+2 1 .'E2

e Pour tout entier n € N, la fonction
n

fniz— B
1+ znt?
est continue sur [0, 1].
e Pour tout z € [0,1],
x" "
fn(l’) 1 4 g2 n—;\—?—oo v n—>—+)oo 0
etsix=1,
x" 1
)= 1m =y
Or, la fonction
0 sizel01]
rT— q 1 . 1
5 S1 T =
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est continue par morceaux sur [0, 1].
e Pour tout entier n € N, pour tout x € [0, 1],

n

<1,

T
1+ ant?

or la fonction x — 1 est intégrable sur [0, 1]. On a donc domination.
Donc par le théoréme de convergence dominée,

1 " 1
lim ——dz = / 0dz = 0.
n—+oo Jo 1+ xnt2 0

Donc, par la relation de Chasles,

—+00 n

. x
e A |

2) e Pour tout entier n € N*, la fonction
n sin (%)

z(1+ x2)

est continue sur ]0, +00[, se prolonge par continuité en 0, en posant f,(0) =1, car

fniz e

n sin (%) n% )
(14 22) 2—0 (1 4 2?) 20

Donc f;, est intégrable sur tout intervalle |0, A] avec A € R.
e Pour tout = € R* |
nsin ( ) 1

z
n

n—roo c(1+22)  1+a2

(car sin(u) ~ wu), donc
u—0

. 1
ngr-ir-loo fn(l‘) 1422

pour z € R% . De plus, la fonction
1
T s
1+ a2
est continue (par morceaux) sur |0, +o00].
e Pour tout entier n € N*, comme |sin(u)| < |u| pour tout réel v € R, on a pour tout x €]0, +o0],
nsin (%)

z(1 + 22?)

ni 1
T a(l4+22) 1422

e Or, la fonction

Hi
. 14+ 22

est intégrable sur [0, +oo[ (c’est une fonction continue positive, une de ses primitives est arctan qui a une limite
finie en 400), donc sur |0, +o00[. On a donc domination.
Donc, par le théoréme de convergence dominée,

T pgin (£ T 1
M = /o 22 da = [arctan(z)]§ >

li =

T
5 |
3) Remarquons d’abord que pour tout n € N*|
1 " In(1+1
1+ =) =en(+3) < ¢
n
car In(1 4+ u) < u pour tout u €] — 1,400 avec u # 0. De plus,

(1 N 1) _oenin(14d) _ n(E+o()) _ o)

n n—-4o00
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(car exp est continue en 1).

e Pour tout n € N*,
1 et
foix—an WH‘]Q(H;)”] (x)

n

est continue par morceaux sur |0, +00[.

1\" 1\"
e Pour tout x €]0, e[, pour n € N assez grand, on aura <1 + ) >z (car lim (1 + > = e), et donc
n

n n—-+oo

eil?

—
1+e* notoo 1+ €%

fo(x) =an

1 In(z) . , . N
(car xn = e n — 1 par croissance comparée puis continuité de exp en 0).
n—-+00

1 n
e Pour tout x € [e,4o00[, pour tout n € N*, ona x > e > (1 + ) , donc fp,(z) = 0. Donc
n

lim f,(x)=0.

n—-+o0o

e Donc la suite de fonctions (fy)nen+ converge simplement sur R vers la fonction

e$

fixz= < 1+e” s1;17<e’
0 siz>e
qui est continue par morceaux sur ]0, +00[.
e Pour tout x € R* , on a
T
0<-—> <1
14 e*

Puis, pour tout entier n € N*,

Oﬁx%:e%m(”)g 1 S?x<1 ’
e sil<zxz<e

done 0 < zn < e pour z €]0, e[.
Donc, pour tout entier n € N*, pour tout x €]0, €], |fn(x)| < e, et pour tout x > e, |f,(x)] = 0.
Donc, pour tout n € N*, pour tout x €0, +00],

()] < ()

ou

0 sixZe7

e six<e
¢:m+—>{

avec ¢ qui est une fonction continue par morceaux et intégrable sur |0, +oo[. On a donc domination.
Donc, par le théoréme de convergence dominée,
(1+1)" x +00 +00
lim xn dz lim fn(z)dr = / lim f,(x)dz
0

n—+oo Jg 1+e® n—-+oo Jo n—+o00

€ T +0c0 e .
= /01+exdx+/e de:[ln(1+e)]0:1n(1+e)fln(2)

4) e Pour tout n € N*, la fonction
t\"
fn = (1 — n) EQHA[O’TL[

est continue par morceaux sur [0, +00].
e Pour tout ¢ €]0, +oo[, pour n € N assez grand, on aura ¢t < n, donc

fu(t) = (1 - t)neé — ez

n n—-+oo
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car n
(1_t> = (1-8) = gn(-tto(2)) = tho) ot

n n—-+00

(par continuité de la fonction exp en —t), or la fonction

N+

t— e
est continue (par morceaux) sur R.
e Pour tout entier n € N, pour tout ¢ € [0, n/,
_t
[fu(t)] < ez
car
t n
1— = — enln(l—%) < eft
o hS
. . t
puisque In(1 + u) < u pour tout u e] — 1, —|—oo[ (et car exp est crmssante), avec u = —— > —1 pour t < n. Cette
n

majoration de | fy,(t)| reste bien sir vrai si t > n, car f,(t) = 0 alors. Or, la fonction

ts et

est intégrable sur [0, 400[. On a donc domination.
Donc par le théoréme de convergence dominée,

) n t n ¢ ) +oo +o00 ) +o0 Lt _41+o0
lim 1——) e2dt= lim fn(t)dt = / lim f,(t)dt = / e zdt = [—26 2} = .
0 0 0

n—-+oo n n—-+oo 0

Exercice 13. — e Pour tout entier n € N*, la fonction

—nt

e
fnit—

Vit

est continue sur ]0, +o00[ (par produit et quotient de fonctions qui le sont).
e Pour tout t € R* |

f(t)

—nt
lim

e
n—-+oo \/7?

ft) =0,

et la fonction ¢ — 0 est continue sur |0, +oo.
e La fonction f est bornée sur R, donc il existe M € R, tel que, pour tout t € Ry,

f()] < M.
Alors, pour tout entier n € N*, pour tout ¢t € R* ,
e "t Me=t
)| = ] < :
0] = | 10| < 25

or la fonction .
o

Vit

est continue sur R (par quotient de fonctions qui le sont) et intégrable sur R par critére de domination car :

KA)

(car Me™! — M € R, donc est bornée au voisinage de 0) et
t—0
1
g(t) - t—)g-oo <t2)

t—

g:t—

(car n > 1), et la fonction

~
~
m\»—“ =
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sur |0, 1]

est intégrable { 00

1
} (Riemann avec 5 < 1) et la fonction

1

t— o)

sur [1, +o0[
en +o0o

Donc, par le théoréme de convergence dominée, 'intégrale a,, converge pour tout entier n € N*, et

+oo
lim a, = / 0dt = @
0

n—+400

est intégrable { } (Riemann 2 > 1). On a donc domination.

— Soit n € N*. Faisons alors le changement de variables u = v/nt. La fonction

t— vnt
NG

2
est une bijection (car n > 0) de classe C! strictement croissante de ]0, +oo sur ]0, +ool, du = Tﬂdt soit dt = —udu,
n

donc, comme on sait que 'intégrale a,, converge,
+oo ,—u? 2 +o0 2
e u“\ 2u 2 U
ay = / —f <> —du = / e “f <> du.
0 % n n \/ﬁ 0 n
Or,

e pour tout entier n € N*| la fonction

2
gn:urre “f (u)
n

est continue sur [0, +o00[ (par composition et produit de fonctions qui le sont),
e puisque la fonction f est bornée sur R, on a pour tout v € R, pour tout n € N*,

2
antw] = o7 ()] < e

et la fonction
u

u = || flloce™

est intégrable sur R,. On a donc domination.
e Enfin, pour tout v € Ry, par continuité de la fonction f en 0,

u?
li —u _ U
Jm e f(n) e “f(0),
avec la fonction
ur e “f(0)

continue sur R .
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée :

+00 w2 +oo T
lim e f (n) du = /0 e “f(0)du = £f(())7

n—-+oo 0

ce qui donne (puisque f(0) # 0) que

N3
an =~ ﬁf(O) .

Exercice 14. e Pour tout entier n € N*, la fonction

_ 2
e ¥

n? + x2

fnix—
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est continue sur [0, 400 (n > 1 sert & assurer que le dénominateur ne s’annule pas sur [0, 4+00|).
e Pour tout entier n € N*, pour tout z € Ry,

xe 2
faf@)] € 2 — < ae®,
or la fonction
¢:xr—>xe ”
est continue et positive sur Ry, admet
. 1 2
T— ——e
2
comme primitive sur R, et
. 2
lim —=e ™™ =0

existe et est finie, donc la fonction ¢ est intégrable sur Ry. On a donc domination.
e Pour tout x € R,

et la fonction x — 0 est continue sur R.
Donc, par le théoréme de convergence dominée,

Puis, pour n € N*,

Or,
e Pour tout entier n € N*| la fonction

est continue sur R;.
e Pour tout entier n € N*,| pour tout z € Ry,

|gn(2)] < we™ = o(2),

or la fonction ¢ est intégrable sur R, .
e Pour tout x € R,

ngl—ﬁl—loo gn(:c) -

et la fonction

2
T xze T

est continue sur R.
Donc par le théoréme de convergence dominée,

400 9 1 R 400
lim n’I, = / ze Vdr=|—=e"" = _.
n—-+o0 0 2 0 2

Donc

1

" nstoo 2n2 |
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