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TD Révisions - Planche A

1 Suites et séries numériques

Exercice 1 - Recherche de limites ‹

Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites
suivantes :

1. un “ n3´3
2n2`1

2. un “ 2n´3n

2n`3n

3. un “ 1
n ln 1

n

4. un “
?
n ` 1 ´

?
n

5. un “

n
ÿ

k“1

1
kpk`1q

(utiliser une relation 1
xpx`1q

“ a
x

` b
x`1

)

6. un “

n
ÿ

k“1

1?
n2`k

(encadrer un)

Exercice 2 - Équivalents et limites ‹

Déterminer un équivalent et la limite de chacune des
suites suivantes.

1. un “ ´2n2 ` 7n ` 3.

2. un “ n ´ 3
n5 .

3. un “ 3n2`2n´5
´4n2`3n´8

.

4. un “ p1.1qn ´ n92 ` e´n.

5. un “
`

3
4

˘n
´

?
n.

6. un “
`

3
4

˘n
ˆ

?
n.

7. un “ 3n2`2n´5n

lnpnq´4n2`3n´8
.

8. un “
?
2n ` 1 `

?
2n.

9. un “
?
2n ` 1 ´

?
2n.

10. un “ n ln
`

1 ` 2
n

˘

.

Exercice 3 - Recherche de limites ‹‹

Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites
suivantes (on pourra parfois - pas toujours - penser aux
équivalents) :

1. un “
n3´lnpnq

e2n`1

2. un “
?
n2 ` 1 ´ n

3. un “ en´3n

en`n!

4. un “
`

1 ` a
n

˘bn avec pa, bq Ps0;`8r2

5. un “

n
ÿ

k“1

1
pk`1qpk`2q

(indic° : utiliser une relation du type 1
px`1qpx`2q

“ a
x`1`

b
x`2 q

6. un “

n
ÿ

k“1

1?
n2`k

(indic° : une somme de n termes

est plus grande que n fois le plus petit terme et plus
petite que n fois le plus grand)

Exercice 4 - Recherche d’équivalents ‹‹

Donner un équivalent pour chacune des suites :

1. un “ 1
n´1 ´ 1

n`1

2. un “
?
n ` 1 ´

?
n ´ 1

3. un “ ln
`

2 ´ e´ 1
n2

˘

4. un “ lnpn ` 1q ´ lnn

Exercice 5 ‹ ‹ ‹

Soit punq une suite à termes positifs vérifiant que :
un “ onÑ`8p

?
nq. On pose alors :

vn “

´

1 `
un
n

¯n
e´un .

Déterminer un équivalent de lnpvnq puis en déduire la
limite de pvnq.

Exercice 6 ‹ ‹ ‹

Montrer que
n

ÿ

k“1

k! „
`8

n!

Exercice 7 ‹‹

Déterminer les limites des suites suivantes :

un “
2n ` p´1qn

3n ` p´1qn`1
, vn “

n sinn

1 ` n2
, wn “ n

?
n,

xn “

ˆ

n ´ 1

n ` 1

˙n`2

, yn “ n2

ˆ

cos
1

n
´ cos

1

n ` 1

˙

,

zn “

ˆ

cos
1

n

˙n2

, tn “
3n2 ` p´1qn

?
n2 ` 2 ` lnpnq

.

Exercice 8 ‹ ‹ ‹
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Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :

un “ exp

ˆ

1 ´
?
n

1 ` n

˙

´ 1, vn “
a

n2 ` 1 ´
a

n3 ´ n

wn “ sin
´

cos
´π

2
´

n

2n

¯¯

.

Exercice 9 - Convergence et calculs ‹‹

Prouver la convergence de la série de terme général un
dans chacun des cas suivants (sauf mention contraire,
pour n ě 0, et calculer sa somme :

1. un “ n`1
2n

2. un “ n2`2n

4n

3. un “ p´1qne´n

4. un “ p´1qnne´2n

5. un “
npn`3q

3n`2

6. un “ n`3n

n!

7. un “
npn´1q

2nn!

8. un “ 2n

pn`2q!

9. un “ 1
4n2´1

(chercher a, b : 1
4n2´1

“ 1
2

`

a
2n´1

` b
2n`1

˘

)

10. un “ 2
npn´2q

, n ě 3 (chercher a, b : 2
npn´2q

“ a
n´2

` b
n
)

Exercice 10 ‹‹

Pour n P N, on pose un “ n
pn`1q! .

1. Montrer que la série
ř`8

n“0 un converge.

2. Déterminer deux réels a et b tels que pour tout
n P N :

un “
a

n!
`

b

pn ` 1q!

et en déduire la valeur de
ř`8

n“0 un.

3. Montrer que la série de terme général pn2 ´ 1qun
converge et calculer sa somme.

Exercice 11 - Nature de séries ‹‹

Déterminer la nature de la série de terme général un dans
chacun des cas suivants (on ne demande PAS de calculer
la somme dans le cas de convergence) :

1. un “ n2´3
nα`lnn ,

avec α ą 0

2. un “ ln
`

1 ` 1
n`1

˘

3. un “
?
nplnnq2

en

4. un “ e´
?
n

5. un “
p´1qn

n3

6. un “
p´1qn

n`p´1qn

Exercice 12 ‹‹

Déterminer la nature des séries suivantes :

`8
ÿ

n“0

n3 ` 2n

n4 ` n3 ` 1
,

`8
ÿ

n“0

p´1qnpn ` 2q

n3 ` 1
,

`8
ÿ

n“1

ˆ

lnn

n

˙2

,
`8
ÿ

n“1

ˆ

1 ´
1

n
?
n

˙n
?
n

,

`8
ÿ

n“1

1

n1` 1
n

,
`8
ÿ

n“1

lnp2 ´ e1{nq.

Exercice 13 - Série-intégrale ‹‹

On s’intéresse à la nature de la série de terme général
1

k ln k pour k ě 2.
1. Montrer que pour tout k ě 2 :

ż k`1

k

1

t ln t
dt ď

1

k ln k
.

2. En déduire que pour tout n ě 2 :
n

ÿ

k“2

1

k ln k
ě lnplnpn ` 1qq ´ lnplnp2qq.

3. Conclure.
4. Montrer que :

n
ÿ

k“2

1

k ln k
„

nÑ`8
lnplnpnqq.

Exercice 14 - Constante d’Euler ‹ ‹ ‹

Pour n ě 2, on pose :

un “
1

n
` ln

ˆ

n ´ 1

n

˙

.

1. Montrer que la série de terme général un converge,
puis déterminer les sommes partielles de cette sé-
rie.

2. En déduire qu’il existe une constante γ telle que :
n

ÿ

k“1

1

k
“ lnpnq ` γ ` onÑ`8p1q.

Donner un équivalent de
řn

k“1
1
k .

Exercice 15 ‹ ‹ ‹

Répresenter dans le plan l’ensemble des points de coor-
données pa, bq tels que a ą 0, b ą 0 et la série de terme
général :

un “
an

1 ` bn

soit convergente.

Exercice 16 ‹ ‹ ‹

Pour tout entier n ě 1, on pose :

un “ lnpnq ` a lnpn ` 1q ` b lnpn ` 2q.
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1. Déterminer les réels a et b tels que la série de terme
général un soit convergente.

2. Calculer la somme de cette série.

2 Suites et séries de fonctions

Exercice 17 ‹

On définit sur R`, la suite de fonctions pfnq par :

@n P N, fnpxq “ e´nx sinp2nxq.

1. Étudier la convergence simple de la suite de fonc-
tions pfnq sur R`.

2. Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur
R`.

3. Étudier la convergence uniforme sur ra,`8r pour
a ą 0.

Exercice 18 ‹

On définit la série de fonctions
ř

ně1 fn par :

@x P R`, fnpxq “
1

n ` n3x2
.

1. Déterminer le plus grand intervalle I inclus dans
R` sur lequel la série de fonctions

ř

ně1 fn converge
simplement.

2. Montrer qu’il n’y a pas convergence normale sur I.

3. Étudier la convergence normale sur les intervalles
de la forme ra,`8r avec a P I.

Exercice 19 ‹‹

On considère un réel a ě 0 et la suite de fonctions pfnq

définie sur r0, 1s par :

@n P N, fnpxq “ naxnp1 ´ xq.

1. Montrer que la suite pfnq converge simplement vers
une fonction f que l’on déterminera.

2. Étudier la convergence uniforme sur r0, 1s en fonc-
tion du paramètre a.

Exercice 20 ‹‹

Soit la série de fonctions
ř

ně2 fn définie sur r0,`8r

par :

fnpxq “
xe´nx

lnn
.

1. Montrer que
ř

ně2 fn converge simplement sur R`.

2. Montrer que la convergence n’est pas normale sur
R`.

3. Étudier la convergence uniforme de la série sur R`.

Exercice 21 ‹ ‹ ‹

On définit la fonction µ de la variable réelle x par :
µpxq “

ř`8
n“1

p´1qn`1

nx .

1. Déterminer le domaine D de définition de la fonc-
tion µ.

2. Montrer que µ est de classe C8 sur D.

3. Déterminer la limite de µ en `8.

4. (a) Montrer que :

@x P D, 2µpxq´1 “

`8
ÿ

n“1

p´1qn`1

ˆ

1

nx
´

1

pn ` 1qx

˙

.

(b) En déduire la limite de µ en 0.

3 Séries entières

Exercice 22 ‹

Déterminer le rayon de convergence R des séries entières
suivantes :

1.
ř

ně0
nn

n! z
n ;

2.
ř

ně1 lnpnqzn ;

3.
ř

ně0
p2nq!
n!nn zn ;

4.
ř

ně1 n
lnnzn ;

5.
ř

ně0
z2n

2´sinn ;

6.
ř

ně0
p´1qn

nn zn ;

7.
ř

ně0
p´2qn

n`1 z3n`1 ;

8.
ř

ně1
chpnq

sh2pnq
zn ;

9.
ř

ně0
n!
3n z

n ;

10.
ř

ně1

`

cos 1
n

˘
n2`2
n`2 zn ;

11.
ř

ně1plnnqnzn ;

12.
ř

ně1plnpn!qq2zn.

Exercice 23 ‹‹

Soit l’équation différentielle pEq : 4xy2 ´ 4y1 ` x3y “ 0.
Déterminer les solutions développables en séries entières
de pEq puis en déduire l’ensemble des solutions de pEq.

Exercice 24 ‹‹

On considère la série entière dont la somme f est définie
par fpxq “

ř`8
n“1

p´1qn`1

np2n`1q
x2n`1.

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette sé-
rie entière.

2. Montrer que la fonction f est définie et continue
sur r´R,Rs.

3



Fauriel - PC - Mathématiques TD Révisions - Planche A

3. Déterminer la somme de la série dérivée sur s ´

R,Rr.

4. En déduire une expression simple de f sur s´R,Rr.

5. Calculer
ř`8

n“1
p´1qn`1

np2n`1q
.

4 Fonctions définies par des séries

Exercice 25 ‹‹

On considère la fonction f : x ÞÑ
a

´ lnpxq
ř`8

n“1 e
n2 lnx,

définie sur D “s0, 1r.

1. Justifier que fpxq est bien défini pour tout x P D.

2. Pour x P D, calculer Ipxq “
ş`8

0 et
2 lnpxqdt sachant

que
ş`8

0 e´u2
du “

?
π
2 .

3. Déterminer limxÑ1´ fpxq.

Exercice 26 ‹‹

On appelle fonction ζ de Riemann la fonction de la va-
riable x P R définie par :

ζpxq “

`8
ÿ

n“1

1

nx
.

1. Déterminer le domaine D de définition de la fonc-
tion ζ puis justifier que cette fonction est stricte-
ment décroissante sur D.

2. Montrer que la fonction ζ est continue sur D.

3. Déterminer limxÑ`8 ζpxq et montrer que ζpxq „
1`

1
x´1 .

4. Montrer que la fonction ζ est convexe sur D.

Exercice 27 ‹ ‹ ‹

Soit pfnq la suite de fonctions à valeurs dans R définies
sur R` par fnpxq “ 1

n`n2x
(n ě 1).

1. Déterminer le plus grand intervalle I inclus dans
R` sur lequel la série de fonctions de terme général
fn converge simplement.

2. Montrer que la somme f de la série de fonctions
ř

ně1 fn est continue sur tout I.

3. Étudier les variations de la fonction f sur I.

4. Déterminer les limites de f aux bornes de I.
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