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1 Suites et séries numériques

Exercice 1 - Recherche de limites

3

Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites

suivantes :
1. w, = ﬁ
T T 20241
on_gn
2. Un = iygw
_ 1yl
3. Up = o ln -
n
_ 1 . _ .
5. Up = Z RO D) (utiliser une relation ﬁ =24t
k=1
n
_ 1
6. up = Z T (encadrer uy,)
k=1
Exercice 2 - Equivalents et limites *

n

_ 1
5. Up = Z D) (F+2)
k=1
(indic® : utiliser une relation du type 44

1
(@+1)(@+2)  z+1

b
7+2)
n
_ 1
6. Un = Z Vn2+k

k=1
est plus grande que n fois le plus petit terme et plus

: une somme de n termes

(indic®

petite que n fois le plus grand)

Exercice 4 - Recherche d’équivalents xx

Donner un équivalent pour chacune des suites :
1 1

n—1 n+1

vn+1—+/n—1

3. U, =1In (2 — e_n%)
4. up, =In(n+1)—Inn

1. u, =

2. un

Exercice 5

Déterminer un équivalent et la limite de chacune des
suites suivantes.

1. up, = —2n% + Tn + 3.

2. U, =n— %

_ 3n%+2n-5
3. un = Zparsg
4. up = (1.1)" —n%2 + e
5. u, = (3)" — vn.

6. up = (3)" x y/n.

— _ 3n?42n_5n
7oup = ln(n'r)lf4n2+3"78'
8. up =+2n+ 1+ +/2n.
9. u, =V2n+1—14/2n.

10. up = nln (1 + %)

Exercice 3 - Recherche de limites

o)

Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites
suivantes (on pourra parfois - pas toujours - penser aux

équivalents) :
1. u, = n?;%i(lm
2. up = \/m —-n
3. un = G
4. up = (1+ %)bn avec (a,b) €]0; +-o00[?

Soit (uy,) une suite a termes positifs vérifiant que :
Un = Op—+o0(4/N). On pose alors :

u n
Uy = (1 + —n) e U,
n

Déterminer un équivalent de In(v,) puis en déduire la
limite de (vy,).

Exercice 6 * * %
n
Montrer que Z k! ~ n!
+00
k=1
[ Exercice 7 *k

Déterminer les limites des suites suivantes :
nsinn

2" + (=1)" .
R ey St e B

n—1\""? ) 1 1
Ty = =N COS — — COS

_ 3n2 + (—1)"
" VN2 42+ In(n)

Exercice 8 * * %
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Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :

1—
unzexp( ﬁ)l, n=Vn2+1-+/n3—n
i (cos (5~ 30))
= sin ———)).
wy = sin (cos (5 = o

Exercice 9 - Convergence et calculs »x ]

Prouver la convergence de la série de terme général u,,
dans chacun des cas suivants (sauf mention contraire,

pour n = 0, et calculer sa somme :
_ n+l1 n(n+3
Loup = n2” 5. Up = §n+2)
2 n n
_ +2 _ n+3
2. up =" 6. up = "
— n(n—1
3. Up = (_1)n6 " 7. Up = (an')
_ -2 _ _2n
4. up = (=1)"ne=" 8. Un = Gy
_ 1 Y
9. up = 12— (chercher a,b: it = s(m ﬁ))
2
10. up = =2’ n = 3 (chercher a,b : ﬁ =2 4 %)
Exercice 10 *k ]
_ n
Pour n € N, on pose u,, = CESyE

st e @]
1. Montrer que la série 2:{:0 Uy, converge.

2. Déterminer deux réels a et b tels que pour tout

neN:
a b

“”:H+(n+1)!

et en déduire la valeur de » =~ 0 U, -

3. Montrer que la série de terme général (n? — 1)u,
converge et calculer sa somme.

* ]

Déterminer la nature de la série de terme général u,, dans
chacun des cas suivants (on ne demande PAS de calculer
la somme dans le cas de convergence) :

Exercice 11 - Nature de séries

2_ _
1.un=nfj+7h?n, 4. u, =e V0
avec a > 0 (—1)"
2. unzln(1+%H) D. Un =53
2 _1\n
3. uy = YAl 6.y = A

Exercice 12

o)

Déterminer la nature des séries suivantes :

+Z°° n® 4 2n i" (=1)™(n + 2)
nt+n3+1’ nd+1
n=0 n=0

) (l-nlf)”ﬁa

n=1 n=1
+00
Z 2 hl 1/n
n=1M

* %

[ Exercice 13 - Série-intégrale

On s’intéresse a la nature de la série de terme général
kl—ik pour k > 2

1. Montrer que pour tout k > 2

fk+1 1 1
dt < .
¢ tint klnk

2. En déduire que pour tout n > 2 :
n

3. Conclure.

In(In(n + 1)) — In(In(2)).

4. Montrer que :

[ Exercice 14 - Constante d’Euler * * %

Pour n = 2, on pose :

1 (n—l)
Up, = — +1n .
n n

1. Montrer que la série de terme général u,, converge,
puis déterminer les sommes partielles de cette sé-
rie.

2. En déduire qu’il existe une constante v telle que :
i 1
= k

Donner un équivalent de >;'_; %

+ vy + 0n—>+00(1)

Exercice 15 * % *

Répresenter dans le plan I’ensemble des points de coor-
données (a,b) tels que a > 0, b > 0 et la série de terme
général :

a
-
"1+
soit convergente.
Exercice 16 * * %
Pour tout entier n > 1, on pose :

up =In(n) +aln(n + 1) + bln(n + 2).
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1. Déterminer les réels a et b tels que la série de terme
général u, soit convergente.

2. Calculer la somme de cette série.

2 Suites et séries de fonctions

Exercice 17 *

N

On définit sur R4, la suite de fonctions (f,,) par :
VneN, f,(x) =e " sin(2nz).

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonc-
tions (fp) sur Ry.

2. Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur
R,.

3. Etudier la convergence uniforme sur [a, +c0[ pour

a > 0.
]

Exercice 18

On définit la série de fonctions >} -, fn par :

1
Ve eRy, fu(z) = R

1. Déterminer le plus grand intervalle I inclus dans
R sur lequel la série de fonctions } ~, f,, converge
simplement.

2. Montrer qu’il n’y a pas convergence normale sur [.

3. Etudier la convergence normale sur les intervalles
de la forme [a, +o0[ avec a € I.
* ]

On considére un réel a > 0 et la suite de fonctions (f,)
définie sur [0, 1] par :

[ Exercice 19

VneN, fu(x) =n%2"(1—2x).
1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement vers

une fonction f que 'on déterminera.

2. Etudier la convergence uniforme sur [0, 1] en fonc-
tion du parameétre a.

Exercice 20 *k

Soit la série de fonctions )} -, f, définie sur [0, +oo]

par :

xe—nz

fa(z) =

1. Montrer que ), -, fn converge simplement sur R, .

Inn

2. Montrer que la convergence n’est pas normale sur
R,.

3. Etudier la convergence uniforme de la série sur R .

Exercice 21 * * *

On définit la fonction p de la variable réelle x par :

+ —1)n+1
niw) = N5 G
1. Déterminer le domaine D de définition de la fonc-
tion p.

2. Montrer que p est de classe C* sur D.
3. Déterminer la limite de px en +o0.
4. (a) Montrer que :
+00 1 1
Vo e D, 2u(z)—1= Y (-1)"*! ( -

nx
n=1

(b) En déduire la limite de p en 0.

3 Séries entiéres

Exercice 22 £

Déterminer le rayon de convergence R des séries entiéres
suivantes :

n _2 n

L Xz 2™ 7. Ym0 (n+)1 2
n. h
2. Zn21 I(I;(:“)Z ) 8. anl S(;12((nn)) n;
3. ZnZO n!Z”. 2" ) 9. Zn>0 %Z” ;
4. pinnzn . n?+2
Zinz1 , 10. X051 (cos %) nt2 M

5 2inz0 Tosiun ; 11. 5 (Inn)"z";

—1)"
6. Zn>0 (Galbia n”) PA 12. Zn>1(ln(n!))22”.
Exercice 23 *k

Soit 'équation différentielle (E) : 4xy” — 4y’ + 23y = 0.
Déterminer les solutions développables en séries entiéres
de (F) puis en déduire ’ensemble des solutions de (E).

Exercice 24 *x

On considére la série entiére dont la somme f est définie

-1 n+1
par f(z) = > % 7(1(22&1)3”2”“'

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette sé-
rie entiére.

2. Montrer que la fonction f est définie et continue

sur [—R, R].

(n+1)*

)
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3. Déterminer la somme de la série dérivée sur | —

R, R[.
4. En déduire une expression simple de f sur |- R, R].

5. Calculer Z:{iol L?;%Tll)

4 Fonctions définies par des séries

Exercice 25 *k ]

On considére la fonction f: z — \/T(SE) Ziol e’ nz
définie sur D =0, 1[.

1. Justifier que f(z) est bien défini pour tout x € D.

2. Pour x € D, calculer I(x) = Saroo et In(®)d¢ sachant

que SSOO e dy = ?

3. Déterminer lim,_,;- f(z).

[ Exercice 26 *k ]

On appelle fonction ¢ de Riemann la fonction de la va-
riable x € R définie par :

o 4
((z) = Z ne
n=1

1. Déterminer le domaine D de définition de la fonc-
tion ¢ puis justifier que cette fonction est stricte-
ment décroissante sur D.

2. Montrer que la fonction ¢ est continue sur D.
3. Déterminer limg_, o ((z) et montrer que ((x) ~
1

r—1°

4. Montrer que la fonction ¢ est convexe sur D.

[ Exercice 27 * % * ]

Soit (fy) la suite de fonctions a valeurs dans R définies
sur Ry par f,(z) = ﬁ (n>1).
1. Déterminer le plus grand intervalle I inclus dans

R sur lequel la série de fonctions de terme général

fn converge simplement.

2. Montrer que la somme f de la série de fonctions
Zn>1 fn est continue sur tout I.

3. Etudier les variations de la fonction f sur I.

4. Déterminer les limites de f aux bornes de I.



