Fauriel - PC - Mathématiques

TD REVISIONS - PLANCHE C

TD REVISIONS - PLANCHE C

1 Intégration sur un segment

Exercice 4 - Changement de variablex x x

Exercice 1 - Un changement classique ]

1. Montrer que pour tout ¢t € R\{m + 2kw, k € Z}, on

a:
2 tan (4 1—tan (4)°
sin(t) = L(ﬁ? et cos(t) = Lb)z.
1+ tan (%) 1 4+ tan (%)
2. Soit z € ]O En posant le change-

et 6e]o, 5[
ment de variable © = tan (%) déterminer :

4=
0

1
B = dt.
L 1 + cos(f) cos(t)

cos(t)

et :

NE]

[ Exercice 2 - IPP

En utilisant des intégrations par parties, calculer les in-
tégrales suivantes :

A f 22 arctan(z)ds, B:fﬂ cos(In(x))dz,

xIn(z
¢= J cos4 fl x2+12’

E = J:Uln x)"dx, (A>0etneN)

F = f ch(t) sin(2t)dt, sz (2% +22+2) cos(2z)dx,
0 0
3 x
H = f (322 —42+41) In(z° —z*)dz, I:f arctan(t)dt,
2 0
1
J = J (x + 1) arctan(x)dz.
0
[ Exercice 3 - Sommes de Riemann *k ]
Déterminer les limites suivantes :
1=
z =ngrfmzcos( )

= lim

n—>+00 Z \/n2 + 2kn

En utilisant les changements de variables indiqués, cal-
culer les intégrales suivantes :

4 J“ cosQ'(%) d
= =+ sin(x)

2

z, (t=uz+sin(z))

2
x
B = dz, (t=+vz+1
Jo ve+1 z . )
_ T sin(z) + cos(z) e B
C L 2 sin(z) dz, (t=sin(z) — cos(z))
2 dx . N
D = J;MounEN, (t:]./flf)
In(5 edr
EF = f , (t=+e*—1
In(2) (3+e?)ver — 1 ( )
V2 2
1 xvat—a22+1 x
L= o)
(* In(x) B
H = T2 zdz otta >0, (t=1/z),
1
1
I = J +\/15dm, (t = xl/ﬁ)
0 1+z3
J = JQ cos’(z)dz, (t = sin(x))
0

™

= Zan7$x. = tan\x
K—fot (#)de. (t = tan(z)

2 Intégrales généralisées

Exercice 5 *

Prouver la convergence des intégrales suivantes et calcu-
ler leur valeur :

+00 2 1
A= J te”o2dt, B = f In(t)dt,
0 0

+o0 . +o0
C = f e %e™® dx, D= f e 2 cos tdt,
—0 0

+00
E_J dt
1 tt+1
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Exercice 6 *k ]

3 Changements de variables

Déterminer la nature et le cas échéant la valeur des in-
tégrales suivantes :

A:JH’Otln
—00

B, - [ (L) La

+00 5
C = J te= " dt.
—0o0

Exercice 7 - Pour ’algébre bilinéaire ]

1. Montrer que pour tout polynéme P € R[X], I'in-

tégrale :
+00

P(t)%e " dt
0

est convergente. Montrer alors qu’elle est positive.

2. A quelle condition sur P a-t-on :

+00 9
J P(t)?e Vdt=07?

0

o |

Soit « un réel strictement positif et n € N. Montrer la
convergence et calculer la valeur de :

+00
e
0

[ Exercice 8

e~ 9dt.

Exercice 9

o |

Justifier Pexistence de :

+00 1
J In (1 + 2) dx
0 x

et calculer sa valeur par une intégration par partie.

* x %k ]

Exercice 10

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

11— T dt
A=| ——dz, B= e —
fo Inzx . L 1+ et
+00
=] G

+o0
_ulnw D :f dt
Exercice 11

ulnu
1+ u2 3/2

o (1+2t)Vt

* x %k ]

e~tdt converge et est négative.

In(t)

Montrer que S(J)r «

* %

[ Exercice 12

Soit « un réel positif.

1. Déterminer deux constantes A et u telles que pour
tout t >0 :

1 A
A
t+a

2. A I’aide du changement de variable 2 = ef, prouver
la convergence de :

0 e +a

et calculer sa valeur.

Exercice 13 *k

Déterminer la nature et le cas échéant la valeur des in-
tégrales suivantes grace au changement de variable indi-
qué.

400 1
A = f wdt, (u=1/t)
1

t2

+00

B = f e Vidt, (u=+A)
0
T Int

= — =1

C L Sl (e =1/)
+00

D = J dix (t =¢€")
0 et +e 7

Exercice 14 - Intégrale de Fesnel  * * x

A P’aide du changement de variable u = t2, puis d’une in-
tégration par parties, montrer que SJ * sin(t2)dt converge.

4 Intégrales a paramétre

Exercice 15 *x

On pose :

T dt

f,{Rmu}—»R2
‘ z = $ no

1. Justifier que f est bien définie.

2. Montrer que f est dérivable sur |0, 1] et |1, +o0[ et
déterminer f’. En déduire les variations de f.

3. Pour z € R}\{1}, calculer Sf tln() En déduire

que f(x) est compris entre x1n(2) et z2In(2). En
déduire les limites de f en 0, en 1 et en +00.
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* * k ]

Exercice 16 - I' aux demi-entiers

On rappelle que l'intégrale de Gauss vaut :

+00 2
f e~ Tdt = E.
0 2

1. En réalisant le changement de variable u = % dans
I'intégrale de Gauss, déterminer la valeur de I (%)

2. En déduire que pour tout entier naturel n, on a :

(s 1) - oy

4nn)

Exercice 17

* x %k ]

Pour x € R, on note, sous réserve de convergence :

+o0 e—tz2
F = de.
(z) L 1+13

1. Montrer que, pour tout x € R, l'intégrale définis-
sant F'(x) converge. Ainsi F' est une fonction défi-
nie sur R.

2. Montrer que F' est paire.

3. Etudier les variations de F' sur R, et calculer sa
limite en +00. En déduire le tableau de variations
de F' (on ne demande pas la valeur de F'(0)).

4. (a) Montrer que pour tout (a,b) € (Ry)2, on a:

le™® —e b < |a—1b|.
(b) En déduire que pour tout (z,y) € R%, on a :
|F(z) = F(y)| < |22 = 3?].

(¢) En déduire que F' est continue sur R.

Exercice 18 * % Kk ]

Soit a > 0. On pose, sous réserve de convergence :

+a0 +oo _
7 J costdt ot J = f cos(t) — cos(at) dt.
1 t 0 t

1. Montrer que les intégrales I et J convergent.

2. Montrer que pour tout € > 0, on a :

+00 _ le%3
j cos(t) cos(at)dt :J COtStdt.

t

€

3. En déduire que J = In(a).

Exercice 19 - ((2) * K kk
On admet dans cet exercice que :
JFZO:O 1 2
==
=k 6
Soit f la fonction définie sur R’ par f(z) = z%. Pour

tout n € N, on pose sous réserve de convergence :

+00

I, = (x)e ™ dux.

0

1. Montrer que pour tout n > 0, I,, est convergente
etque:OéInéi.

2. Montrer que pour tout n > 1,ona f(x) = f(z)e "+
Doy we

3. En déduire que :

+00 2
de = —
S =5
4. A Taide du changement de variable = — In(t),
prouver la convergence de :
1
Int
J =Lt
o 1—t
et calculer sa valeur.
5 Etudes de fonctions
Exercice 20 *ok

On considére la fonction g : [1,+00[— R définie par :

g(z) = Lﬂ In(z — cos(t))dt.

1. Montrer que g est de classe C! sur A =]1, +-o0[ puis

montrer que ¢'(x) = T

2. Montrer que, pour tout z € [1,40[, on a :

x =ch(f) < 6 =1In(z++22-1).

3. En déduire une expression de g(x) sur A, sachant
que {5 In(1 — cos(t))dt = —mIn(2).

Exercice 21 * %k

Pour tout n € N* et 2 € R, on pose :

J‘+CO dt
o (@2t

1. Justifier 'existence de I,(x).

I,(z) =
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2. Calculer I;(x).

3. Démontrer que I, est de classe C' sur ]0, +oo| et
trouver une relation entre I} (z) et I4+1(x).

4. En déduire qu'il existe une sutie de réels (A, )nens,
que 'on déterminera, telle que l'on a :

An
- p2n+1”

Ve e R, I,(x)



