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TD Révisions - Planche C

1 Intégration sur un segment

Exercice 1 - Un changement classique ‹

1. Montrer que pour tout t P Rztπ ` 2kπ, k P Zu, on
a :

sinptq “
2 tan

`

t
2

˘

1 ` tan
`

t
2

˘2 et cosptq “
1 ´ tan

`

t
2

˘2

1 ` tan
`

t
2

˘2 .

2. Soit x P
‰

0, π2
“

et θ P
‰

0, π4
“

. En posant le change-
ment de variable u “ tan

`

t
2

˘

déterminer :

A “

ż x

0

1

cosptq
dt

et :

B “

ż π
4

0

1

1 ` cospθq cosptq
dt.

Exercice 2 - IPP ‹‹

En utilisant des intégrations par parties, calculer les in-
tégrales suivantes :

A “

ż 1

0
x2 arctanpxqdx, B “

ż eπ

1
cosplnpxqqdx,

C “

ż π
4

0

dx

cos4pxq
, D “

ż 1

1
2

x lnpxqdx

px2 ` 1q2
,

E “

ż 1

0
xλ lnpxqndx, pλ ą 0 et n P Nq

F “

ż π

0
chptq sinp2tqdt, G “

ż π

0
px2`2x`2q cosp2xqdx,

H “

ż 3

2
p3x2´4x`1q lnpx5´x4qdx, I “

ż x

0
arctanptqdt,

J “

ż 1

0
px ` 1q arctanpxqdx.

Exercice 3 - Sommes de Riemann ‹‹

Déterminer les limites suivantes :

A “ lim
nÑ`8

1

n

n´1
ÿ

k“0

1

1 ` k
n

, B “ lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

k“1

cos2
ˆ

kπ

n

˙

,

C “ lim
nÑ`8

n
ÿ

k“0

1
?
n2 ` 2kn

.

Exercice 4 - Changement de variable‹‹‹

En utilisant les changements de variables indiqués, cal-
culer les intégrales suivantes :

A “

ż π

π
2

cos2
`

x
2

˘

x ` sinpxq
dx, pt “ x ` sinpxqq

B “

ż 2

0

x
?
x ` 1

dx, pt “
?
x ` 1q

C “

ż π
4

0

sinpxq ` cospxq

2 ´ sinp2xq
dx, pt “ sinpxq ´ cospxqq

D “

ż 2

1

dx

xpxn ` 1q
où n P N‹, pt “ 1{xq

E “

ż lnp5q

lnp2q

exdx

p3 ` exq
?
ex ´ 1

, pt “
?
ex ´ 1q

F “

ż

?
2

1

x2 ` 1

x
?
x4 ´ x2 ` 1

dx,

ˆ

t “ x ´
1

x

˙

G “

ż 1

1
3

px ´ x3q
1
3

x4
dx, pt “ 1{xq

H “

ż a

1
a

lnpxq

1 ` x2
dx où a ą 0, pt “ 1{xq,

I “

ż 1

0

1 `
?
x

1 ` x
1
3

dx, pt “ x1{6q

J “

ż π
2

0
cos7pxqdx, pt “ sinpxqq

K “

ż π
4

0
tan7pxqdx. pt “ tanpxqq

2 Intégrales généralisées

Exercice 5 ‹

Prouver la convergence des intégrales suivantes et calcu-
ler leur valeur :

A “

ż `8

0
te´ t2

σ2 dt, B “

ż 1

0
lnptqdt,

C “

ż `8

´8

e´xe´e´x
dx, D “

ż `8

0
e´2t cos tdt,

E “

ż `8

1

dt

tpt ` 1q
.
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Exercice 6 ‹‹

Déterminer la nature et le cas échéant la valeur des in-
tégrales suivantes :

A “

ż `8

´8

t lnpt2q

1 ` t4
dt, B “

ż `8

´8

ln

ˆ

1

t2

˙

1

t
dt,

C “

ż `8

´8

te´t2dt.

Exercice 7 - Pour l’algèbre bilinéaire ‹‹

1. Montrer que pour tout polynôme P P RrXs, l’in-
tégrale :

ż `8

0
P ptq2e´t2dt

est convergente. Montrer alors qu’elle est positive.
2. À quelle condition sur P a-t-on :

ż `8

0
P ptq2e´t2dt “ 0 ?

Exercice 8 ‹‹

Soit α un réel strictement positif et n P N. Montrer la
convergence et calculer la valeur de :

ż `8

0
tne´αtdt.

Exercice 9 ‹‹

Justifier l’existence de :
ż `8

0
ln

ˆ

1 `
1

x2

˙

dx

et calculer sa valeur par une intégration par partie.

Exercice 10 ‹ ‹ ‹

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

A “

ż 1

0

1 ´ x

lnx
dx, B “

ż `8

0

dt
?
1 ` et

,

C “

ż `8

0

u lnu

p1 ` u2q3{2
du, D “

ż `8

0

dt

p1 ` 2tq
?
t
.

Exercice 11 ‹ ‹ ‹

Montrer que
ş`8

0 lnptqe´tdt converge et est négative.

3 Changements de variables

Exercice 12 ‹‹

Soit α un réel positif.
1. Déterminer deux constantes λ et µ telles que pour

tout t ą 0 :
1

tpt ` aq
“

λ

t
`

µ

t ` a
.

2. À l’aide du changement de variable x “ et, prouver
la convergence de :

ż `8

0

dt

et ` a

et calculer sa valeur.

Exercice 13 ‹‹

Déterminer la nature et le cas échéant la valeur des in-
tégrales suivantes grâce au changement de variable indi-
qué.

A “

ż `8

1

arctan
`

1
t

˘

t2
dt, pu “ 1{tq

B “

ż `8

0
e´

?
tdt, pu “

?
tq

C “

ż `8

0

ln t

1 ` t2
dt, px “ 1{tq

D “

ż `8

0

dx

ex ` e´x
. pt “ exq

Exercice 14 - Intégrale de Fesnel ‹ ‹ ‹

À l’aide du changement de variable u “ t2, puis d’une in-
tégration par parties, montrer que

ş`8

0 sinpt2qdt converge.

4 Intégrales à paramètre

Exercice 15 ‹‹

On pose :

f :

#

R‹
`zt1u Ñ R

x ÞÑ
şx2

x
dt

lnptq

.

1. Justifier que f est bien définie.
2. Montrer que f est dérivable sur s0, 1r et s1,`8r et

déterminer f 1. En déduire les variations de f .

3. Pour x P R‹
`zt1u, calculer

şx2

x
dt

t lnptq . En déduire
que fpxq est compris entre x lnp2q et x2 lnp2q. En
déduire les limites de f en 0, en 1 et en `8.
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Exercice 16 - Γ aux demi-entiers ‹ ‹ ‹

On rappelle que l’intégrale de Gauss vaut :
ż `8

0
e´ t2

2 dt “

c

π

2
.

1. En réalisant le changement de variable u “ t2

2 dans
l’intégrale de Gauss, déterminer la valeur de Γ

`

1
2

˘

.

2. En déduire que pour tout entier naturel n, on a :

Γ

ˆ

n `
1

2

˙

“
p2nq!

?
π

4nn!
.

Exercice 17 ‹ ‹ ‹

Pour x P R, on note, sous réserve de convergence :

F pxq “

ż `8

1

e´tx2

1 ` t3
dt.

1. Montrer que, pour tout x P R, l’intégrale définis-
sant F pxq converge. Ainsi F est une fonction défi-
nie sur R.

2. Montrer que F est paire.

3. Étudier les variations de F sur R` et calculer sa
limite en `8. En déduire le tableau de variations
de F (on ne demande pas la valeur de F p0q).

4. (a) Montrer que pour tout pa, bq P pR`q2, on a :

|e´a ´ e´b| ď |a ´ b|.

(b) En déduire que pour tout px, yq P R2, on a :

|F pxq ´ F pyq| ď |x2 ´ y2|.

(c) En déduire que F est continue sur R.

Exercice 18 ‹ ‹ ‹‹

Soit α ą 0. On pose, sous réserve de convergence :

I “

ż `8

1

cos t

t
dt et J “

ż `8

0

cosptq ´ cospαtq

t
dt.

1. Montrer que les intégrales I et J convergent.

2. Montrer que pour tout ϵ ą 0, on a :
ż `8

ϵ

cosptq ´ cospαtq

t
dt “

ż αϵ

ϵ

cos t

t
dt.

3. En déduire que J “ lnpαq.

Exercice 19 - ζp2q ‹ ‹ ‹‹

On admet dans cet exercice que :

`8
ÿ

k“1

1

k2
“

π2

6
.

Soit f la fonction définie sur R‹
` par fpxq “ x

ex´1 . Pour
tout n P N, on pose sous réserve de convergence :

In “

ż `8

0
fpxqe´nxdx.

1. Montrer que pour tout n ě 0, In est convergente
et que : 0 ď In ď 1

n .
2. Montrer que pour tout n ě 1, on a fpxq “ fpxqe´nx`

řn
k“1 xe

´kx.
3. En déduire que :

ż `8

0
fpxqdx “

π2

6
.

4. À l’aide du changement de variable x “ ´ lnptq,
prouver la convergence de :

ż 1

0

ln t

1 ´ t
dt

et calculer sa valeur.

5 Études de fonctions

Exercice 20 ‹‹

On considère la fonction g : r1,`8rÑ R définie par :

gpxq “

ż π

0
lnpx ´ cosptqqdt.

1. Montrer que g est de classe C1 sur A “s1,`8r puis
montrer que g1pxq “ π?

x2´1
.

2. Montrer que, pour tout x P r1,`8r, on a :

x “ chpθq ô θ “ lnpx `
a

x2 ´ 1q.

3. En déduire une expression de gpxq sur A, sachant
que

şπ
0 lnp1 ´ cosptqqdt “ ´π lnp2q.

Exercice 21 ‹‹

Pour tout n P N‹ et x P R‹
`, on pose :

Inpxq “

ż `8

0

dt

px2 ` t2qn
.

1. Justifier l’existence de Inpxq.

3



Fauriel - PC - Mathématiques TD Révisions - Planche C

2. Calculer I1pxq.

3. Démontrer que In est de classe C1 sur s0,`8r et
trouver une relation entre I 1

npxq et In`1pxq.

4. En déduire qu’il existe une sutie de réels pλnqnPN‹ ,
que l’on déterminera, telle que l’on a :

@x P R‹
`, Inpxq “

λn

x2n`1
.
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