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DM 5 - INTEGRALES A PARAMETRES

A rendre le mardi 27,/01/2026

1. Ce travail est facultatif pour les 3/2.

2. Rendre une copie pour deux.

Exercice 1 - CCINP PSI 2024 (Exercice - équivalent de Stirling)

+00
1. Soit x € R. Montrer que J t*“le~tdt converge si, et seulement si, z > 0.
0
Pour tout x > 0, on note :

+00

I(z) = J t*le~tdt
0

2. Montrer que pour tout z > 0, I'(z + 1) = 2'(x). En déduire que pour tout n € N* :

I'(n) =(n—1)!
+00 ﬁ

3. On admet que l'intégrale J e dt converge et qu’elle vaut 5
0

1 2n)!
Montrer que pour tout ne N : T’ (n + ) = (2n) Nz

2)  2np)
k+3

4. Pour tout k € N*, on note pr, = Ink — J Intdt. Montrer que pour tout n € N* :
e

1 n—1

InT'(n) = J “lntdt + Z Pk
1

2 k=1

On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des py est nulle.

5. Montrer que pour tout k € N* :

1 3 2
pk:F (zlnkfln(kﬂ)fln(k*t))dt=*Fln(“;iz)dt
0

0

6. En déduire que Z P converge.
keN*
7. Montrer qu’il existe c € R tel que, lorsque n — +00 :

InT'(n) = (n— ;) Inn—n+c+o(l)

En déduire que lorsque n — +o0 :
1
I'(n) ~ en" ze”
n— -+00

t n
8. Pour tout z > 0 et tout n € N*, on admet que t — t*~1 (1 — > est intégrable sur |0, n] et on note :
n

Lp(z) = L"tx1 (1 - 2>"dt

Montrer que pour tout z > 0 et tout n € N* :



Fauriel - PC - Mathématiques DM 5 - INTEGRALES A PARAMETRES

9. Montrer que pour tout n € N* :

n*n!

z(x+1)--(x+n)

Ve >0, TI,(z)=

1 site]0,n|

10. On définit la fonction 1jq,[ sur R, en posant 1y ,[(t) = { }
' ' 0 sinon.

En remarquant que I'y,(z) = f+00 Ly0,n[ () ot <1 - ;)ndt, utiliser le théoréme de convergence dominée
pour montrer que pour tout x > 0 :
() —— ()
En déduire que pour tout z > 0 :
. n%n!
n1—1>1}rloox(x+1)~~(x+n)

I(z) =

I'(x +n)
['(n)n® n—o+w

1.

11. Montrer que pour tout x > 0,

En déduire que e€° = /27 oul ¢ est défini & la question 7.

On pourra faire appel aur résultats des questions 1 et 3.
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