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CORRECTION DM 5 - INTEGRALES A PARAMETRES

Exercice 1 - CCINP PSI 2024 (Exercice - Formule de Stirling)

1. Soit z € Reet f, : t — t*le~! définie sur RY. f, est continue sur RY donc intégrable sur tout segment de

R .
+
. En 0 : On a J:B(t) ~ i—z OI“ 1'; — Tz est in‘égrable en 0 Si et Seulement Si ]_ —r << 1 (Riemann en

0). Donc, par critére d’équivalence, f, est intégrable sur |0, 1] si et seulement si 1 — x < 1, c’est-a-dire

x> 0.
e En +o0 : On a f,(t) = o(e*t/2) car t*le~t/2 T 0 (croissances comparées). Or t — e /2 est
—+00
intégrable en +o0 (car 1/2 > 0). Donc, par critére de négligeabilité, f, est intégrable sur [1, +00[ pour

tout x € R.

Ainsi, f, est intégrable sur R’ si et seulement si z > 0. De plus, f, est positive donc son intégrabilité est
équivalente a la convergence de 'intégrale.

+00
Finalement, f t*~tetdt converge si, et seulement si, z > 0.
0

2. Soit > 0. On pose u: t+—t¥ et v:t+— —e L.

Les fonctions u et v sont de classe C* sur ]0, +oo[. De plus, uv posséde des limites finies aux bornes :

o En 0" :u(t)v(t) = —t%e? ——Ocarz >0
t—0
o En +o0: u(t)v(t) = —t%e! T 0 par croissances comparées.
— 400

Donc, par le théoréme d’intégration par parties généralisée, les intégrales J uv et J u v sont de
0,+00[ 10,4+0[

]

méme nature et, en cas de convergence :

J UU’:[UU]SC’O_J u' v
]0,+c0[ 10, 400[

)

+o0
Or J uv' = f t*e"tdt = T'(z + 1), qui est convergente d’aprés la question 1 (car 2 + 1 > 0). Donc :
10,+00]

+o0
Fz+1)= [—txe_t]goo + f wt" le7tdt = 0 — 0 4 2T(z)
0

Dou: |Vx >0, I'(z+1) = xF(x)‘

De plus, un calcul direct donne :

+o0
1) = J e tdt = [fe_t]goo =1
0

En posant u, = I'(n + 1), on a donc pour tout n € N* : u,, = nu,_1 et ug = 1. C’est exactement la définition
de la factorielle. D’ou :
VneN, I'(n+1) =n!

On en déduit que ’ VneN* T'(n) = (n— 1)!‘

3. Pour n € N, on pose u,, = I‘(n+ %)
On a ug = F(%) et, pour tout n € N :

3 1 1 2n+1
un+1=F ’I’L+§ = n+§ T ’I’L+§ = 9 Uy,
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Par récurrence :

T n+1 =2n_1><2n_3><---><1><1“ 1
2 2 2 2 2
2n—-1)2n—3)---3-1
= on IR

(
_ (2n)! - (
T

27 (2n)(2n —2)---4-
(2n)! 1\ (2n)!
ool (2) ~ 220y (
+00 ot

Calculons I’ (%) = %dt. On pose ¢ : u +— u?, définie de R*. sur R’ . ¢ est de classe C!, strictement
0

croissante et bijective. Donc par changement de variable (avec t = u?, dt = 2udu), les intégrales :

2

+00 e—t +00 e U
0 0 u

ont méme nature et sont égales en cas de convergence. Or la premiére intégrale est I" (%), que l'on sait

convergente. Donc :
1 +o0
F(>=2J e‘“Qdu=2xﬁ=ﬁ
2 0 2

Ainsi [T (n+3) = 2(3,?7);, 7 | (relation valable aussi pour n = 0).

4. Remarquons que puisque la fonction In est continue sur [%, +oo[, les pi sont bien définis pour tout k € N*.

Soit n € N*. La relation de Chasles et les propriétés du logarithme fournissent :

n—1 n—1 n—1 s+l
pr= Y, Ink— > In ¢dt
k=1 k=1 k=1 2

La convention citée par I’énoncé dit que ce résultat reste valable pour n = 1. Donc, d’aprés la question 2 :

1 n—1

!
InT(n) = ﬁ “Intdt + > pw
k=1

2

5. Soit k € N*. Le changement de variable u = t — k fournit :

K+ 3 0
J Intdt = J In(u + k)du = f
k—1 _ _

1
2 2

1

In(u + k)du + F In(u + k)du

1
bl 0

In(u + k)du = JQ In(k — w)dw. Finalement :

0
Puis en posant w = —u, on a f
- 0

1
2

1 1
pr=Ink — JQ In(t + k)dt — r In(k — t)dt
0 0

1=

_ f (2Ink — In(t + k) — In(k — t)) dt
0

- ff 8 (Mw—w) &

2 sur 6



Fauriel - PC - Mathématiques CORRECTION DM 5 - INTEGRALES A PARAMETRES

D’ou :

1
‘[21 LA P
= —_ n _ —
Pk . 12
1

6. La fonction z — —In(1 — z) est croissante sur [0, 1[. Donc pour tout k € N* et ¢t € [0, 5] :

2
t2 1
1

) i 8%. Par équivalence, les deux termes sont positifs au voisinage de +00. A un facteur
—+00

prés, la série Y| 8% est une série de Riemann convergente (2 > 1). Par critére d’équivalence pour les séries a
termes positifs, la série Zk>1 % (— In (1 — ﬁ)) converge.

En intégrant :

0<pi <

N | =

1 1
Or—iln(l—m

Puis, par comparaison de séries & termes positifs, | la série ), pr converge.

1 —
n—3 n—1
7. D’aprés la question 4, on a InI'(n) = J Intdt + Z Pk
: &
+00 n—1
Posons S = Z pr (qui existe d’apreés la question 6). Alors Z pr =S +o(1).
k=1 k=1

De maniére générale, si u, —> £ alors u, =€+ o (1) et réciproquement.
n—-+0o0 n—+o

La fonction In admet pour primitive ¢ — tInt — ¢t. Donc :

1

n—3 n—
f Intdt = [t —1]"
2

1
(1), 1y W2
=1n 5 ni{n 5 n B
- Nwnt (n-2)m(1-2 B2y

D=

[

D’ou : .

T3 1 In2 1
fl lntdt=<n—2>lnn—n+2+2+0(1)

2

Posons ¢ = S + 1n72 + % On obtient :

mfm)=<n—;>mn—n+c+dh

Ce qui donne : I'(n) =exp ((n— 3)Inn —n+c+o(1)) = n"2e ece?D).
Ici il faut se rappeler que o(1) veut juste dire quelque chose qui tend vers 0. Ainsi lim,,—, e =1,
Donc, on obtient :
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8. Soit n € N* et x > 0. En posant u = %, ce qui est un changement de variable affine donc licite (t = nu et

dt = ndu) :
n t n 1
Ip(z) = J ot (1 - > dt = nmf w1 —w)du
0 n 0
Les intégrales sont bien convergentes d’aprés I’énoncé.

1
D'ou : |I'y(x) = nxf w11 —u)du
0

n®n!

s@r)-(@rn) 7

9. Montrons par récurrence sur n € N* I'assertion H,, : « Pour tout = > 0, I';,(z) =
Initialisation : Pour tout = > 0 :

1 [ux ur ]1 1 1 1 1% .11

T z+1

Ozm_:z+1::£(:n+1) z(z +1)

[(z) =1x L w11 — w)du =

Donc H; est vraie.

Heérédité : Soit n € N* tel que H,, est vraie. Soit = > 0.
1

Ona Tyao) = (n-+ 17 | 01— )" idu
0

On procéde & une intégration par parties avec :
a(u) =1 —w™ dw)=—-m+)1-u)", Fu)=u"" Bu)=—

Comme z > 0, on a lim,_oa(u)B(u) =0 et a(1)F(1) = 0. Donc :

1

Los1(z) = (n+ 1) [a(w)B(u)]y + (n + 1)9”[ (n+1)(1 - u>"“£du

0
x+1 1
_ (n + 1) f u(x+1)—1(1 _ u)ndu
T 0
(n+ 1) Tu(z+1)
= T X netl

Par hypothése de récurrence H,, appliquée a = + 1 :

(n+1)**! n!
x X(m+1)(w+2)-~-(x+1+n)
(n+1)*-(n+1)!
Sz D(z+2)---(z+n+1)

Fn+1(x) =

Ainsi H, 1 est vraie.

Conclusion : Par récurrence, |Vn e N*, Vo > 0, I'),(z) = m

10. Désignons par (fy,)n>1 la suite de fonctions définies sur |0, 4+oo[ par :
£o(0) = =l (1= 14)" sitelo,n[
" 0 sit=n

+0o0

Pour z > 0 fixé, on a: Vn > 1, Ty (x) = fn(t)dt.
0
Vérifions les hypothéses du théoréme de convergence dominée :

e Mesurabilité : Les fonctions f, sont continues par morceaux sur l'intervalle d’intégration R7 .
e Convergence simple : Soit ¢ > 0 fixé. Alors Ing € N* tel que Vn = ng, 0 <t < n.

falt) =t Lexp (nln (1 - ;))
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11.

Or:

nln <1:L> =n<;+o(i)> :—t+o(1)m—t.

Par composition de limite avec la fonction exponentielle, continue sur R (donc en —t), on a : f,,(¢) —
n—+0o
tr=tet,

La suite de fonctions (f,,)nen+ converge donc simplement vers f : ¢t — t*~le™!, continue sur R .

e Domination : Par concavité de In, on a Yu > —1, In(1 + u) < u. Par croissance de 'exponentielle :
Vel nf, 0< fu(t) <t lenn(1=7) < vl
et l'inégalité reste vraie pour ¢t = n (car fy(t) = 0). Donc :
Vtel0,+o[, 0< fot) <t™le ™t = f(t)

et f est intégrable sur R’ puisque I'(x) existe (question 1).

Le théoréme de convergence dominée s’applique et donne :

+oo
lim T, (z) = f t*le7tdt = T'(z)

n—-+aoo 0

La question 9 fournit alors :

T

n*n!

Vo >0, T(x):nlirilooa:(z+1)--‘($+”)

Soit x > 0 fixé. Une récurrence utilisant le résultat de la question 2 montre que :
VneN*, T(@x+n)=@@+n—-1(xz+n—-2)---(z+1) -z -I'(x)

Donc :
F'z+n) z@x+1)--(z+n—-1I) =z@x+1)-(z+n)(z)

L(n)n* (n—1)In® (x4 n)(n—1)InT

Or (z+n)(n—1!=(x+n)(n—1)!~n-(n—1)! =n! quand n — +oc0. Donc :

I'(z +n) N z(x+1)(x+n)'(x)
['(n)n® n—o+o n!n?®

On déduit alors de la question 10 que :

. D(z+n)
lim ———~ =
n—+w [(n)n®

Avec z = §, on obtient I' (1 + n) ~ I'(n)y/n.
D’aprés la question 3 : I" (n + %) = 2(3,?7)1', AT

Mais d’aprés la question 2 : (2n)! =T'(2n + 1) et n! = nI'(n). Donc :

(2n)!
22np)

VT ~T(n)y/n

soit :
[(2n + 1)/ ~ nI?(n)/n - 22"

On utilise ensuite la question 7 sur I'(2n + 1) et I'%(n) :

o T(2n+1) ~ e¢(2n + 1)27F2e~(2n+1) = ¢¢(2p 4 1)1+ 2201
* FQ(TL) ~ e?ann—le—Zn
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On obtient : )
eC(QTL + 1)2n+§e—2n—1 T~ e207,L27L—1e—2n . \/ﬁ . 22n
Soit : ) )
ec(2n + 1)2n+§e—1 T~ chn2n+§ . 22n
D’ou :

. EnrD)Traym (2n e\ \/m JT
e ~ = . [ A
n2”+% .22n . ¢ 2n n e
: 2 . 2
Or Timypop (25)™" = limpsioo (14 55) ™" = e et 4/ 255 ~ /2.

Donec :

Et finalement : |[I'(n) ~ V2rn"Tze

Clest-a-dire : !~ /27 (2)" (formule de Stirling).

n—+0o0
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