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CORRECTION DS 5 - INTEGRALES A PARAMETRES, VARIABLES
ALEATOIRES

Exercice 1 - CCINP PC 2023 (exercice 2) - La fonction dilogarithme

Partie I - Existence et premiéres propriétés de la fonction dilogarithme
1. Soit (t,z) € ]0,400[ x ]—00,1]. On a €’ > 0 pour tout ¢ > 0, et puisque x < 1, on a :

e —x>e -1>0 (care’ > 1 pourt>0)

Donc le dénominateur ne s’annule pas et ‘ f est bien définie sur ]0, 4+00[ x |—o0, 1]. ‘

2. Pour z = 1, on a f(t,1)
segment de ]0, +o0].
Etude en 0% : Ona e’ —1

t

= 5. La fonction ¢ — f(£,1) est continue sur ]0, o[ donc intégrable sur tout

~ t, donc f(t,1) ~ % = 1. Ainsi f(¢,1) — 1, ce qui montre que
0 0

— t— t—

t — f(t,1) est prolongeable par continuité en 0. Donc ¢ — f(t,1) est intégrable sur |0, 1].

Etude en 400 : On a f(t,1) = 745 ~ L =te™'. Par croissances comparées, te™" = o (e ¥2). Or
e — t——+0o0 € t—+00

t — e %2 est intégrable en +00 (car 1/2 > 0). Par critére de négligeabilité, t — f(t,1) est intégrable sur
[1, +ool.
Finalement, ‘t — f(t,1) est intégrable sur |0, +00][. ‘

t

3. Soit x € |—o0,1] et t > 0. Puisque # < 1,ona el —x > e’ —1 > 0, donc :

t t
<
—x et—1

S et = f(t7 1)
La fonction ¢t — f(¢,1) est intégrable sur |0, +oo[ d’aprés la question précédente. Par critére de comparaison
t — f(t,z) est intégrable sur |0, +oo[. ‘

pour les fonctions positives,

4. Montrons que L est continue sur |—o0, 1] en utilisant le théoréme de continuité sous le signe intégral.
Posons g(t,x) = z - f(t,x) = £~ pour (¢,z) € |0, +o0[ x ]—00, 1].

el—x

e Pour tout x € |—00, 1], la fonction ¢ — g¢(t, ) est continue (donc continue par morceaux) sur |0, +0o0[.
e Pour tout ¢ € |0, +o0[, la fonction x — g¢(t, ) est continue sur |—oo, 1].
e Hypothése de domination : Soit [a,b] = |—o0, 1]. Pour tout = € [a,b] et t > 0 :

tle| _ tmax([al, [b])

lg(t,z)| = o

~
- et —1

t tmax(|al,|b])
et—1

car < 1 implique e/ — 2 > e’ — 1. La fonction ¢ est intégrable sur ]0, +oo[ d’aprés la

question 2.

Par le théoréme de continuité sous le signe intégral, L est continue sur tout segment [a,b| et par caractére

local de la continuité, | L est continue sur |—oo, 1]. ‘

Partie II - Développement en série entiére

5. Soit n € N. La fonction s,, : t — te~("*Dtz" est continue sur ]0, +oo[ donc intégrable sur tout segment de
10, +oof.

En 0% : s,(¢) — 0, donc s, est prolongeable par continuité en 0 et donc intégrable en 0.
t—0

En +00 : [s,(t)| = te” "Dz m = Lo (e7¥2) par croissances comparées (car n 4+ 1 > 1 > 1/2). Donc s,
—+00
est intégrable en +o0.
+o0
Ainsi s, est intégrable sur R’ et donc 'intégrale L sp(t)dt converge.
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Calculons cette intégrale par intégration par parties. Posons u(t) = t et v/(t) = e~ (Dt d'on u/(t) = 1 et

u(t) =

0
Donc :

Ainsi :

1

_767
n+1
Les fonctions u et v sont bien C' et u(t)v(t) =

(n+1)t

+0 tef(’nrkl)tdt et _%H JOO e*(ﬂri’l)

t . —(n+l)t

— e —— 0 et u(0)v(0) = 0. Ainsi les intégrales

t—+00

tdt ont méme nature et sont donc convergentes car la premiére I’est.

+00 t +00 1 +00
J to— gy — |t | J o (D gy
0 n+1 0 n+1 0

0+ 1 1 1
X =
n+l n+l1 (n+1)2

J‘-i-oo
0

Sp(t)dt =

xn

(n+1)2

6. Soit t € ]0,+0[ et z € [-1,1]. On a:

Puisque |ze

N N N
Z sp(t) = Z e~ (HDtgn — ot Z (ze H)"
n=0 n=0 n=0

lzle” < et < 1 pour t > 0, la série géométrique converge et :

+00 —t
1 te t
— tat _ _ _
an(t)_te x 1 — pe—t T et—g _et—x —f(t,ﬂf)
n=0 ot
Donc |la série Z sy, converge simplement vers ¢t — f(t,z) sur 0, +0].
n=0
+00 -:Un gm—1
7. D’apres | tion 5, t)dt = ————. En décalant 'indi =n+1), Z_— donc :
aprés la question L Sn(t) CESIE n décalant I'indice (m =n + 1), on a -, donc
JrZO:O erOO JrZO:O 1
Sp(t)dt = 5
n=0+0 n=1 n

1
n

n L . .
Pour z € [-1,1], on a ‘%2] < # La série >, =5 converge (Riemann avec exposant 2 > 1), donc par compa-

raison,

, . x
la série Z

n=1

n

2

converge absolument.

Il nous faut maintenant justifier I'interversion somme-intégrale. On utilise le théoréme d’intégration terme a

terme

e Les sy, sont continues (donc continues par morceaux) sur |0, +0oo|.

e La série Y, s, converge simplement sur ]0, +0].

e s, est intégrable sur |0, +00[ comme évoqué a la question 5.

+00 n
e La série ZJ |sn(t)]|dt = Z (\a:|1)2 converge (par comparaison avec Y, #)
0 n

+

Par le théoréeme d’intégration terme & terme :

Donc :

D’ou :

0

+o0 +0o0 +© +00 4o 1+ " T
F(t2)dt = f sn(t)dt = J syt = ST T
0 nz—lo n=0+0 nz—:o (n+1)? 2 n?

+0 -1

n=1

+o0 % n-1 T n
L(z)==z f(t,a:)dtzxZ 5 = 2—2
0 — n — N

n=1 n=1
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8. Soit x € [-1,1]. On a :

+0 g 4@

L@+M@=Z%+Zt§

n

B ‘io "+ (_1)nxn
- 2
n=1 n

On peut sommer car les deux sommes sont convergentes.

Or z" + (—=1)"2"™ = 2™(1 + (—1)"), qui vaut 22" si n est pair et 0 si n est impair. Donc :

+

o0]

+0© 2l‘2k .ZEQk
L(z) + L(—x) = kgl otk > o =

+00 (1‘2)k 1
];1 L2 =§L(l‘2)

x>
—
N

Dot : | L(z) + L(—z) = $L(2?) pour tout z € [—1,1].

9. Calcul de L(1) : D’aprés le développement en série entiére :

Jrzolo 1 2
L(1) = —_ = —
= n? 6

Remarquez qu’on est sur le cercle d’incertitude, mais ¢a ne pose pas probléme car le calcul précédent a été
fait sur [—1, 1] avec ses bornes.

2

Dou : | L(1) = %
Calcul de L(—1) : En appliquant la relation de la question 8 avec z =1 :

L@)+Lp¢):%Lu)

Donc :

Dot : | L(—1) = —T5.

Partie III - Une autre propriété
J;TL
10. La série entiére Z — a un rayon de convergence égal a 1 (par régle de d’Alembert ou comparaison). Sur
n=1
] —1,1[, la somme d’une série entiére est C* et on peut dériver terme & terme.

Donc ’ L est dérivable sur |—1, 1[‘ et pour z €] — 1, 1[\{0} :

+00 n—1 +0 -1 1

n T X an
O

n=1 n=1

n

+o0
Or on sait que pour |z| <1 : 2 L —In(1 —z).
n=1
Donc pour z €] — 1, 1[\{0} :
V@)= 2 x (~In(1 - 2)) = - 2=
= — —In — = —
S v x

Pour z = 0 : L'(0) est le coefficient de 2! dans le développement, c’est-a-dire 1% =1.

In(1—z)

six#0

D'ou: |Vz e ]-1,1[, L'(z) =
1 siz=0

11. La fonction h est définie sur |0, 1[ par h(z) = L(z) + L(1 — z) + In(z) In(1 — ).
Sur ]0, 1[, les fonctions L, In sont dérivables (pour L, c’est vrai sur | —1,1[>]0,1[). Donc h est dérivable sur
10, 1].
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Pour z €]0, 1] :

W(z)=L(x)—L'(1—-x)+ ln(lfp—m) + In(x) x 1__1$
In(1 — z) In(1—-(1—-x)) In(l—=z) In(z)
T T B <_ 1—-2z > * x -
In(l—z) In(z) In(l-2z) In(z)
T T * 11—z * T -z

=0

Donc 1/(x) = 0 pour tout x €]0, 1], ce qui montre que ‘ h est constante sur |0, 1[. ‘

12. Calcul de la constante : Calculons lim h(z).

z—1-
On a:
o L(x) —— L(1) = %2 par continuité de L en 1.
z—1"
o L(1—x) — L(0) = 0.

e In(z)In(1 — ) —— 0. En effet, posons u = 1 — z, alors quand z — 17, u > 07. On a :
r—1~

In(z)In(1 —z) = In(1 — u) In(u)

Orln(l —u) ~ —wetuln(u) —— 0. Donc In(1 — u)In(u) ~ —uln(u) — 0.

u—0+ u—07+
7T2 7T2
Ainsi : lim h(z) = — +04+0=— = L(1).
r—1~ 6 6

Comme h est constante sur ]0,1[, on a |h(x) = L(1) = %2 pour tout z €]0, 1[.

Calcul de I'intégrale : Prenons z = 3 dans 'égalité h(z) = L(1) :

IORIOMICHOR

Donc :

D’ou :

Or, par définition :
1 1 +00 t 1 +00 t +00 t
L(>:J dtzf dt=J ——dt
2 2)o et—3 2y L 0 2t —1

fﬂo t df = 12 B (In2)2
o 2197127 2

Donc :
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Exercice 2 - CCINP PC 2023 (exercice 3) - Un jeu de société

Partie I - Préliminaires

1.1 - Modélisation

1.

e X, représente le nombre de cases dont avance le pion au n-iéme tour de jeu.

e S, représente la position du pion aprés n tours de jeu (numéro de la case sur laquelle se trouve le pion).

2. T représente le nombre de tours de jeu nécessaires pour que le pion atteigne ou dépasse la case A. Si le pion
n’atteint jamais la case A (ce qui n’arrive que si toutes les variables Xy, valent 0), alors T' = 0 par convention.

1.2 -

Calcul de la somme d’une série entiére
1

La fonction f : z + 1= est de classe C* sur | — 1, 1] comme fonction rationnelle dont le dénominateur ne

s’annule pas.
|

p:
(I—z)pT1"

Initialisation : Pour p = 0, fO(z) = f(z) = + = ﬁ. OK.

Hérédité : Soit p € N. Supposons la propriété vraie au rang p. Alors :

Montrons par récurrence que f®)(z) =

. q | 1 +1)!
FPD(z) = o ((1_];)p+1) =p! x(p+1)x (1—z)r+2 - (1(]?_ x)19)+2

Donc la propriété est héréditaire et |Vp e N, Vo €] — 1,1, f®)(z) = p!

. Soit p € N. Posons a,, = (Z) pour n = p (et a, = 0 pour n < p).

Pourn=p+1:

1
p+1 (n; )  (n+ 1) " pln—p!  n+1 )
an (Z) pl(n+1—p)! n! n+1l—p notw

Par la régle de d’Alembert, ‘le rayon de convergence est R = 1. ‘

+00

. On sait que f(z) = == = Z " pour |z| < 1.

n=0

D’aprés la question 3, pour tout pe Net x €] — 1,1] :

!
f(p)(x):(l_pw

D’autre part, on peut dériver terme a terme une série entiére sur son intervalle ouvert de convergence :

+0 o
f(p)(a:) = nn—1)---(n—p+1)2" P = Z = p)!:z:”*p
n=p n=p
En multipliant par 2P et en divisant par p! :
” @) (1) JFZOIO n! n io <”> n
— = = €T
p! el —pt = \p
Donc :
&\, P p! B P
= \p pl L=zt (L —z)pt!
. T . P
DOLl: Vx 6]_171[, = (p)x :m
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Partie IT - Etude d’un premier cas

I1.1

6.

- Loi des variables aléatoires S,, et T

Avec M = 2, les X}, suivent la loi uniforme sur {0, 1}, c’est-a-dire la loi de Bernoulli de parameétre 1/2.

Sn = X1+ -+ X, est une somme de n variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre
1/2.

Donc ’ Sy ~ B(n,1/2). ‘

La variable T prend ses valeurs dans {0, 4, A+ 1, A +2,...}.

En effet :

e T = 0 si et seulement si tous les X, valent 0.

e Sinon, 7' > A car il faut au moins A tours pour atteindre la case A (puisque X < 1).

e De plus, toutes les valeurs plus grandes que A sont possibles, il suffit de faire une série de X = 0 puis
A fois X, = 1.

[ T(Q) = {0,4,A+1,A+2,..}.|
Soit k = A. L’événement (T = k) signifie que :

e Aprés k — 1 tours, le pion est sur une case < A, donc Si_1 < A.
e Aprés k tours, le pion est sur une case > A, donc S, = A.
Puisque S = Sk_1 + X avec Xy € {0,1} :
e SiSi_1 <A—2,alors méme avec X, =1,ona Sy < A—1< A, donc T # k.
e SiS,_1=A—1letXy=1alors S, =A>A,donc T = k.
e SiS,_ 1=A—1let X3 =0,alors Sy =A—1< A, doncT # k.
Done : [(T = k) = (k1 = A—1) n (X = 1).|
Les événements (Sy—1 = A—1) et (X = 1) sont indépendants car Si_1 ne dépend que de X7, ..., Xi_1 et les
X; sont mutuellement indépendantes et donc, d’aprés le lemme des coalitions, Si_1 et X sont indépendantes.

P(T'=k)=P(Sp-1=A-1) x P(Xy=1) = Cflill) G)H % % - <fx:11>21k

Dot : | P(T =k) = (5}) =

Donec :

L’événement (1" = 0) correspond au cas ou Vn € N*, S, < A. Cela n’arrive que si tous les X} = 0.
Pour tout n, on a par indépendance, P(X; =0,..., X, =0) = (%)n — 0.

n—+00
Par continuité décroissante (les événements (),_; (Xj = 0) sont décroissants) :

P(T=0)=P (ﬁo(Xn — 0)) = lim_ (;)n -0

n=1

Dot : | P(T = 0) = 0. |

11.2 - Espérance de la variable aléatoire T'

10.

OnaP(T =k) = (k 1)2k pour k > A.
Posons a = P(T = k) = (f‘ 11) . La série entiére D, 4 apz® sécrit
+0
k—1 kA,
];A(A >2k_2AZ< >() v

Posons n =k —1 (donc k =n+1,et k> Aéquivaut an> A —1):

PG 2 (M)E) s s ()6

k=
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11.

D’aprés la question 5 avecp=A — 1 :

Donc pour %] <1, i.e. |z] <2:

r  (x/2)A7T r x4l 1 x4 24 x4
GT($)=§ x ng X 9A-1 X (2= 2)/2)A DY X (2—z)A = (2 —x)A

Si|z| < 2, ly| < 1 et donc la série converge (absolument). Si |z| > 2, alors |y| > 1 et la série diverge
(grossiérement). D’ou :

A
Vo €] — 2,2, Gr(z) = (ﬁ) .

(Pour les 5/2) On utilise la propriété : si T" est une v.a. a valeurs dans N de fonction génératrice G, alors
E(T) = G’»(1) (a condition que 1 < Rr).

A
On a Gr(x) = <ﬁ> . Posons u(z) = 5%, alors Gp(z) = u(z)?.

Et donc

2—x7
On a:
u,(x):(Z—;r)—a:x(—l): 2
(2-=) (2-=)
Donc : Lo\ A )
Ghp(x) = A-u(x)* !/ (z) = A (2 = x) * Goae
Enx=1:

Gh(1) = Ax 1471 x % — 24

Dot : | E(T) = 2A.

En moyenne, il faut 24 tours de jeu pour terminer la partie.

Partie III - Etude d’un second cas

ITII.1 - Calcul de la probabilité P(S, < k)

12.

Soit n € N* et k € [[0, A — 1]. On utilise la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événe-
ments ((Xn+1 =0),...,(Xps1=M— 1)) :

M-1

P(Sn1 < k) = Z Py, 1=e(Sn+1 < k)P(Xpq1 = {)
=0

Or P(Xy41 = {) = 47 pour tout £ € [0, M —1].
De plus, sachant X, 11 = /£ :

Pty r=t(Snit < ) = Py ye(Sn+ 3 < k) = P(Su+£ < k) = P(Sp <k — 1)

ou la seconde égalité découle de I'indépendance de S, et X, 1.
Cette probabilité est nulle si k — ¢ < 0, c’est-a~dire si £ > k. Comme k < A—1< M (car A< M), on a:

k
1
P(Spe1 <k) = 47 D IP(Sy <k—10).
=0

k
Dot : |Vk € [0,A = 1], P(Sps1 <k) =17 >. P(Sn <k —10).
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13.

I11.2
14.

Montrons par récurrence sur n la propriété H, : « Vk € [0, A— 1], P(S, < k) = 7= (nzk ».
Initialisation (n =1) : On a S; = X7 ~ U([[0, M — 1]]). Pour k € [0, A — 1] (avec A< M) :

_k:+1

D’autre part, ﬁ(“{k) = i (k+1). Donc H; est vraie.
Hérédité : Soit n € N*. Supposons H,, vraie. Soit k € [[0, A — 1]|. D’aprés la question 12 :

k

k k
1 1 1 /n+k—/4 1 n+k—1/

P(Spi1 <k)=—= Y P(S,<k—0)=—Y — -
(Sn+1 <) M;]( ) M;)Mn( n ) M"+1;;)( n >

D’aprés la formule donnée dans ’énoncé :
Z (n+k:—€> _ (n+1+k>
=0 n n+1

1 n+1)+k
P(Sn+1 < ]f) = Mn+1 <( n+)1 >

Donc :

Ainsi H, 41 est vraie.

Conclusion : |Vn e N*, Yk e [[0,A — 1], P(S, <k) = L(ka)

- Espérance de la variable aléatoire T

Pour tout n € N, I’événement (7" > n) signifie que le pion n’a pas encore atteint la case A aprés n tours,
c’est-a-dire 5, < A.

Donc’(T>n) = (S, < A) :(SnSA—l)‘pourtoutneN.

(Pour les 5/2) D’aprés le résultat rappelé, si la série Y. P(T > n) converge, alors E(T) = >"% P(T > n).
OnaP(T>0)=P(Sg<A)=P0<A)=1(car So=0et A>1).

Pour n > 1, d’aprés la question 13 :

P(T>n):P(Sn<A_1):1<

M'n

n+A-1
n

Etudions la convergence de la série. On a :

n+A-1\ (m+A-1)! npi!
< >_ n(A—1)1 ~ (A-1)

n

En effet n! se simplifie et il nous reste un polynéme en n de degré A — 1 équivalent a son terme de plus degré.
Donc P(T > n) ~ (Aﬁ% =0 (M_”/Q). Puisque M > 2, la série de terme général M ™2 converge (série
géométrique de raison 0 < 1/M < 1). Par critére de négligeabilité, la série de terme général P(T > n)
converge également .

Donc T admet une espérance et :

+00 +00

1 A-1

E(T):ZP(T>n)=1+ZMn<n+n )
n=0 n=1

D’aprés la question 5 avec p=A — 1l et x = ﬁ :

O [ n 1\" (M)At M4 M
nzzA:_l <A— 1) <M> T U-yM)A T MATT T (M)A T (M- 1)

Or ("+A—1) = (”jﬁ;l), donc en posant m=n+ A —1:

*fi n+A-1 :MA—1+ZOO m 1\"
M\ A—1 = \a-1)\M

n=1
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A— A—-1
Or :;OA = :,fﬁA_l —terme m = A —1= (MJ‘:Il)A - (Ai) (ﬁ) = (M%)A - M}‘—l
Donc :
M 1 MA MA
E(T) =1+ M1 - =
=1+ <<M—1>A MA—1> For-na T T o

Dou : | E(T) = (%)A
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Exercice 3 - Centrale Supélec PC 2024 Maths 2 (extrait) - Produits infinis

Partie I - Résultats préliminaires

1.

Montrons par récurrence sur n la propriété P, : « |[[p_; (1 +zx) — 1| < [y (1 + |zx]) — 1 ».
Initialisation (n =1) : [(1 +21) — 1| = |z1| = (1 + |z1]) — 1. OK.
Hérédité : Soit n € N*. Supposons P,, vraie. Posons P, = [ [} _;(1 + zx) et Qp = [ 11 (1 + |zx]).
|Ppy1 — 1] = |Py(l + zpp1) — 1| = |Py — 1 + Ppapi1]
<[P = 1|+ [Pal - [2n4]

Par hypothése de récurrence, |P, — 1| < Q,, — 1. De plus, |P,| < Q,, (car |1 + x| < 1 + |xg]).
Donc :
[Pot1 =1 < Qn — 1+ Qnlznii| = Qu(l + [zns1]) =1 = Qns1 — 1

Dot « | [[Tpoy (T +2k) = 1 < [T (1 + |2k]) — 1.

. Pour tout z > —1, on a 1 + & < e” (convexité de 'exponentielle : la courbe est au-dessus de sa tangente en
0).
Donc pour (z1,...,x,) € [—1, +o0["

n n
[T +azp) <] Je™ =eXimim
k=1 k=1

Doou : |[[r_ (1 + a) <exp (Xp_q zk).
On peut utiliser la série entiére :

+ootk
—(1+t -
(1+1t) = Z:]k
D’ou :
¢ <« [t 2 2 2 ‘ 2 |
<y A=y \||2—=|t|e
k=2 k=2 '

Dou : ||(1 +t) —ef| < [t[ell.
Soit (a,b) € C2, n e N* et M = max(|al, |b|). On utilise I'identité :

n—1
a"—b" = (a—b)(a" P +a" b+ 40" = (a—D) Z P SN
=0
Donc :
ja” = b%] < o — | Z la|" b < |a —b| Z M™M= |a—b] x nM™ !
Jj=0 j=0

Dot : | |a" — b"| < nM"™ L|a — b).

. Posonsa=1+~et b= e?/™ Alors a" = (1 + %)n et b = e°.

D’aprés la question 3 avec t = ~

]a—b\:‘<1+§)—ez/" <

De plus, M = max(|al,|b]). On a |a| = |1 + z/n| < 1+ |2|/n et |b] = *E/™ < el#l/". Donec M < /™ pour n
assez grand.

22 Jelin _ @evvn

Al e =5

D’aprés la question 4 :

2 2
" — 0| < M — b < n - Dl Z am 2 e
n2 n

D’ou : ’(1 + 5)” — eZ’ < %eb'.

n

10 sur 14



Fauriel - PC - Mathématiques CORRECTION DS 5 - INTEGRALES A PARAMETRES, VARIABLES ALEATOIRES

6. D’aprés la question 5, pour tout n € N* :

n
|un—ez|=‘<1+i> —e®

Donc ’ (un) converge vers e?.

Partie Il - Exemples de calcul de produit infini

7. Premier produit : Pour n > 2 :

1_n2_ n n2
Donc : N N v v
1 n—1)(n+1 _o(n—1)- _o(n+1
71:[2(1_712> _71:[2( T)lg + ):Hn—Q( (HJ)V 1_7[1352< +1)
n=2
On a :

* TIYa(n—1) =12+ (N 1) = (N 1)
° H711V=2(n+1):3x4x"'X(N—l—l):w
o [[2,n= NIl =N

Donc :
o 1 (N-1)!x (N+1D/2) (N—-D(N+1)! N+1 1
Jl(“‘w)z (N1)2 B 2(N1)2 T 2N Notw 2
= 1\ 1
Dou'g(l_n?)_?

Second produit : Si on regroupe deux termes consécutifs (un terme impair puis un terme pair), on a :

(—1)2k+1+1 (—1)2k+2+1 2k+1+1 2k+2-1
2k +1 2k + 2 2k + 1 2k + 2

Ainsi, si M = 2N est pair (et donc qu’on s’arréte sur un terme pair), on a :

2N _1\n+1
H(1+(1)>—;x1x1x---x1—>1

n Notaw 2
n=2

Et si M = 2N + 1 est impair (et donc qu’on s’arréte sur un terme impair), on a :

2N +1
-1 n+1 1 -1 2N+1+1 . 1
H<1+()>=2x1x-~-x1x<l+( ) )Nﬂo.
n

2N +1 2

n=2

Comme les deux suites extraites tendent vers %, on a :

ﬁ (1 + (—127”1) Moo %

+00
-1 n+1 1
o ] (1 E2) -1
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/2
8 On a W, = f (cosu)"du. Par intégration par parties (I'intégrale est sur un segment, aucune difficulté
0
de convergence), posons a(u) = cos""(u) et B'(u) = cos(u). Alors f(u) = sin(u) et o/(u) = —(n +

1) cos™(u) sin(u) (et a et 8 sont C).

/2 /2
Whto = J cos" 2 (u)du = [cos™ ! (u) sin(u)]g/2 + (n+ 1)J cos™ (u) sin®(u)du
0 0
/2
=0+ (n+ I)J cos™(u) (1 — cos?(u))du
0
= (n + 1)(Wn - Wn+2)
Donc (n + 2)W,42 = (n + 1)W,, soit ‘ (n+2)Wpio = (n+ 1)Wn‘
Pour Wo,,11 : Ona Wy = Sg/z cosudu = 1.
Par récurrence (faites ce que je dis pas ce que je fais!) :
2n 2n 2n — 2 2
= W, = X X
Woni = g Ve = gy g < X3 <
Donc :
2nx (2n—2) x -+ x 2 2"n!
Wani1 = =

2n+1)x 2n—1) x---x3  (2n+ 1)
on 2n+1)'=2n+1)2n—-1)---3-1= (2nt1)!

27!
Donc : o) 220 ()2
2’)7,
2n 2
D’ou : W2n+1 = 2(2,”(%))'

9. Equivalent de Wy, : D’aprés la question précédente, on a :

En utilisant I’équivalent de Stirling n! ~ +/27n (%)n, on obtient :

n—+ao
e (n!)? ~27mn (%)2 =27n - 622:

e 2n+ 1)~ (2n)!-(2n +1) ~ /27 (2n)(§) S@2n 4+ 1) ~ 2/ -
Donc :

2n

- 2n = 4na/mn - e%

2n
221 . 971 . e 221 . 9mm . p2n 221 . 91m . p2n 2mn T

dnn/mn - ¢ )2 T Anymn- (2n)27 T dny/mn - 220 -n2n dny/an | 24n

2n

Woni1 ~

[N 1 T
D’ou : W2n+1’\’§\/g.

Calcul du produit : On a :

N 1 N 4n?
IT<1+mﬂ—1>:Il@n—n@n+n

n=1

Complétons le dénominateur en multipliant par les termes pairs (2n) et (2n + 2), et compensons au numé-

N An? N 2n)(2n + 2)
H (2n—1)(2n+1) H 2n—1 )(2n+1)(2n+2)

n=1 n:l

rateur :

Dénominateur : Séparons le produit en deux :

N N N
[J@n—1)@2n)2n +1)(2n +2) HZn—l )(2n) x [ [(2n + 1)(2n + 2)
n=1 n=1 n=1
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—

(2n—1)(2n) =1-2-3-4--- (2N — 1)(2N) = (2N)!

n=1
N
2N +2)!
. H(2n+1)(2n+2) =3-4-5-6---(2N+1)(2N +2) = (;)
n=1
2N +2)!
Donc le dénominateur vaut (2N)! - (;)

Numérateur : On factorise les 2 des termes pairs :

N N
[]4n* @n)2n+2) = [[4n® - 2n-2(n + 1) =4 - (N)?- 4N N1 (N + 1)! = 167 (N)*(N + 1)!
n=1

n=1

Donc :

2n —1)(2n + 1) (2N)! . 2042  (2N)!(2N +2)!

Or (N +1)! = (N+1)-Nlet (2N +2)! = (2N + 2)(2N + 1)(2N)!, donc :

N An? 16N (ND3(N + 1)1 216N (N1)3(N + 1)!
H - -

N An? 216N (NN + 1)
1L (2n—1)2n+1)  (2N)!I2N +2)(2N +1)(2N)!
2. 24N(NDA(N + 1)
~2(N +1)(2N + 1)((2N)!)2
24N(N|)4
~ (2N + 1)((2N)1)?
On reconnait :
W B 22N(N!)2 B 22N(N!)2
NH T ON+ 1) (2N +1)(2N)!
Donc :
W2 _ 24N(N!)4
ANHLT (2N +1)2((2N)1)2
Et ainsi :
N An? 24N (N1)4 24N (V)4
Bl G D@ D)~ eN D evE ~ D Gy zae = GV D v

D’apreés I'équivalent de Wopn 1 :
(2N + 1)Wy,, ~ 2N - 4i - g

400 1 -

n=1

10. Soit ne N. On a 1 —P(A,) < e F(4») d’aprés la question 2.

Donc :
N N
[T —P(4,)) < exp (— > ]P’(Ap))
p=n p=n
Or >-oP(Ap) diverge, donc Zévzn P(A))

Donc exp (— Z;,V:n IP)(Ap>>

+00

Dot : | [ [(1—P(4,)) = 0.

p=n

+00.
N—+0

0.

N—+00
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11. Par indépendance des (A4)) :

N o N o N
p (ﬂ A,,> - [1e(E) = []0-a)

D’aprés la question 10, cette probabilité tend vers 0 quand N — +oc0.

Donc, par continuité décroissante, P (ﬂp>n Ap> =0, soit P (Up>n Ap> = 0.

Donc P (UYB” Ap> =1 pour tout n.

() -t () -

neNp=n p=n

(par continuité décroissante, les | J, -, Ap étant décroissants en n).

Doit: P (e Upsn Ap) = 1

Remarque : C’est le lemme de Borel-Cantelli (seconde partie) : si les (A;,) sont indépendants et Y P(A,,) =
+00, alors presque siirement, une infinité d’événements A,, se réalisent.

p=n
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