Fauriel - PC - Mathématiques CORRECTION CONCOURS BLANC

CORRECTION CONCOURS BLANC

Exercice 1 - CCINP PC 2022 (exercice 1) - Etude d’un endomorphisme sur un espace
de polynoémes

Partie I - Généralités sur 1’application ¢

1. Soit P € C,[X]. On distingue deux cas.
Cas 1: P =0. Alors AP = 0 et la division euclidienne de 0 par B donne 0 = B x 0+ 0. Donc ¢(0) =0 €
Cn[X].
Cas 2 : P # 0. Alors AP est un polynome de degré deg(AP) = deg(A) + deg(P) < n + n = 2n. Puisque
deg(B) = n+ 1 > 1, on peut effectuer la division euclidienne de AP par B : il existe un unique couple

(Q, R) € C[X]? tel que :
AP =BQ+ R avec R =0ou deg(R) <deg(B) =n+ 1.

Dans tous les cas, le reste R = ¢(P) vérifie deg(¢(P)) < n.
Donc ’ o(P) € C,[X]. ‘

Remarque :

La distinction des cas est imposée par 1'énoncé, qui sépare R = 0 et deg(R) < deg(V') dans la définition
de la division euclidienne. On pourrait I’éviter en adoptant la convention deg(0) = —o0, auquel cas la
condition s’écrit simplement deg(R) < deg(B), qui englobe le cas R = 0.

2. On a les deux divisions euclidiennes fournies par 1’énoncé :
AP, =BQ1+ Ry et AP, = B(Q> + Rs.
Soit A € C. En combinant ces deux égalités :

A(Pl + )\Pg) = AP + MNP, = (BQl + Rl) + )\(BQQ + Rg) =B (Ql + )\QQ) + (R1 + )\Rg) .

< v

ng

eC[X] eC[X]

I1 s’agit bien d’une division euclidienne de A(P; + AP,) par B. En effet, vérifions la condition sur le reste :
R + AR3 est une combinaison linéaire de polynomes de C,[X] (puisque R; € C,[X] et Ry € C,[X]), donc
Ry + ARy € C,,[ X], ce qui signifie :

Ri+ ARy =0 ou deg(Ri+ AR2) <n<n+1=deg(B).

Par unicité du quotient et du reste dans la division euclidienne, on en déduit que le quotient est Q1 + AQ2
et que le reste est Ry + ARs. Dot :

(p(Pl + )\Pg) =Ri + ARy = (p(Pl) + )\CP(PQ).

Ceci montre que ¢ est linéaire. Puisque d’aprés la question 1, ¢ envoie C,,[ X ] dans C,,[X], on conclut que :

¢ est un endomorphisme de C,[X]. ‘

Partie II - Etude d’un premier exemple
On rappelle quiicin =2, A= X2 +2X et B= X3+ X2 - X — 1.
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3. On doit calculer ¢(1), p(X) et p(X?) en effectuant les divisions euclidiennes de A-1, A- X et A- X? par B.

Calcul de (1) : Ona A-1 = X2 + 2X. Puisque deg(A) = 2 < 3 = deg(B), le quotient est 0 et le reste est
A lui-méme :
X2 42X = Bx 0+ (X?+2X).

0
Donc ¢(1) = X2 + 2X, de coordonnées | 2 | dans la base (1, X, X?).
1

Calcul de p(X) : Ona A- X = X3+ 2X?2. On effectue la division euclidienne par B = X? + X2 - X —1:
X3 42X?2 - (XP+ X2 - X -1)x1+(X2+X+1).

1
Donc ¢(X) = X2 + X + 1, de coordonnées [ 1 | dans la base (1, X, X?2).
1

Calcul de p(X?) : Ona A- X2 = X* +2X3. On effectue la division euclidienne par B :
X' 42X3 = (X3 4+ X2 - X - 1D)(X +1) + (2X +1).

1
Donc ¢(X?) = 2X + 1, de coordonnées | 2 | dans la base (1, X, X?).
0

La matrice de ¢ dans la base (1, X, X?) est obtenue en plagant les vecteurs-colonnes des images les uns a
coté des autres :

011
M=12 1 2]
110
4. Calcul du polynéme caractéristique : On a :
A -1 -1
Xm(A) =det(AM3 — M) =|-2 A—1 —2|.
-1 -1 A

On effectue 'opération C7 < C; + C3 (qui ne change pas le déterminant) :

A—1 -1 -1
) =] =4 A—1 —2[.

Effectuons Lg <« Lg — Ly :
A—-1 -1 -1
xvAN) =] -4 Ax—-1 =2
0 0 A+1

Développons selon la troisiéme ligne :

xm(A) =(A+1)

A—-1 -1
-4 A-1

‘: A+D[A=1)2 4] = A+ 1)(A\* =21 -3).

Or A2 =2\ —3=(A-3)(A+1). Donc :

xu(A) = (A +1)%(A = 3).

Les valeurs propres de M sont les racines de x s : ‘Sp(M ) ={-1,3}. ‘

La valeur propre —1 a pour multiplicité 2 et la valeur propre 3 a pour multiplicité 1.
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Sous-espace propre E_j(M) = Ker(M + I3) : On calcule :
1 11
M+I3=12 2 2
1 11

Les trois lignes sont proportionnelles, donc cette matrice est de rang 1. Par le théoréme du rang, dim(E_;) =
3 —1 = 2. Le systéme (M + I3)V = 0 se réduit a 'unique équation = + y + z = 0, soit z = —y — z. On
parametre par y et z :
-y —2z -1 -1
V= Y =yl 1 |+2] 0
z 0 1

—1 —1
D'ou : | E_1(M) = Vect 11,10
0 1

(On vérifie bien dim(E_;) = 2, ce qui est égal & la multiplicité de —1.)

Sous-espace propre F3(M) = Ker(M — 313) : On calcule :
M — 313 = 2 =2 2

On résout (M — 313)V = 0. La deuxiéme ligne donne 2z — 2y + 2z = 0, soit © — y + z = 0. La premiére ligne
donne —3x + y + z = 0. En soustrayant : —4z + 2y = 0, soit y = 2z. Puis z = y — z = z. Donc :

1
V=x|2
1

1
D’ou : | E3(M) = Vect 2
1

(On vérifie dim(E3) = 1, ce qui est bien la multiplicité de 3.)

5. Onadim(E_;)+dim(F3) = 24+1 = 3 = dim(Cz[X]). Pour chaque valeur propre, la dimension du sous-espace
propre est égale & la multiplicité. D’aprés le critére de diagonalisabilité :

‘M est diagonalisable, et donc ¢ est un endomorphisme diagonalisable de Co[X]. ‘

En traduisant les vecteurs propres en polynémes via la base (1, X, X?), on obtient une base de vecteurs
propres de ¢ :

(-1+ X, -1+ X?% 1+2X + X?)

ott =1+ X et —1 4 X2 sont associés a la valeur propre —1, et 1 +2X 4+ X2 = (14 X)? est associé¢ a la valeur
propre 3.

Remarque :

On peut vérifier directement : (1 +2X + X?) = ¢(1) + 2p(X) + p(X?) = (X2 +2X) +2(X? + X +
)+ (2X +1) =3X2+6X +3 =3(1+2X + X?).

Partie III - Etude d’un second exemple
On rappelle qulicin =2, B = X3 et A = a + X +vX? avec (, 8,7) € C3.
6. On effectue les divisions euclidiennes de A - P par B = X3 pour les vecteurs de la base (1, X, X?).
Calcul de (1) : Ona A-1 = a+ BX + vX?2. Puisque deg(4) < 2 < 3 = deg(B), la division euclidienne
donne directement :
a+ X +7X2 = X3 x 0+ (a+ BX +~1X?).
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o'
Donc ¢(1) = a + X + X2, de coordonnées | f3 |.

Y
Calcul de ¢(X) : Ona A - X = aX + BX? + vX3. La division euclidienne par X3 donne :

aX 4+ BX2+ X3 = X3 x v+ (aX + BX?).

0
Donc ¢(X) = aX + X2, de coordonnées | a |.

B
Calcul de ¢(X?) : Ona A- X? = aX? + BX3 + vX*. La division euclidienne par X3 donne :

aX?+ X3 +4X4 = X3 x (47X + B) + aX?
On vérifie : X3(vX + f) + aX? = vX* + X3 + a X2
0

Donc p(X?) = aX?, de coordonnées | 0
«

La matrice de ¢ dans la base (1, X, X?) est donc :

o
T=1\p
v

™R o
2 oo

7. La matrice T est triangulaire inférieure, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Ici, Sp(T') =
{a} : la seule valeur propre est «, de multiplicité 3.

Sens direct (<) : Si A est constant, alors § = v = 0 et T = al3. La matrice als est (trivialement)
diagonale, donc diagonalisable, et ¢ = ald aussi.

Réciproque (=) : Supposons ¢ diagonalisable. Alors T est diagonalisable. Puisque Sp(T') = {a}, la seule
matrice diagonale semblable & T est al3. Donc T est semblable & als3, ce qui signifie T = P~ (al3)P = al3
pour toute matrice de passage P. Ainsi T' = «al3, ce qui impose § = 0 et v = 0, c’est-a-dire A = « est un
polynéme constant.

@ est diagonalisable si et seulement si A est constant.

Remarque :

On peut aussi raisonner sur le sous-espace propre. Si ¢ est diagonalisable, on doit avoir dim(E,) = 3
000

(multiplicité algébrique), soit Ker(T — al3) = C3, soit T — al3 = 0. Or T — al3 = (5 2 8), qui est la
¥

matrice nulle si et seulement si § =y = 0.

Partie IV - Etude du cas ol B est scindé a racines simples

IV.1 - Décomposition avec les polynémes de Lagrange

n
8. Soit P € Cy[X]. Posons D = P — ) P(x;)L;.
i=0
Soit j € [[0,n]]. Evaluons D en z; :

n

D(x;) = P(x;) — Y. P(xi) Li(x;).
=0

Or, d’aprés les propriétés des polynomes de Lagrange, L;(z;) = 0; ; (symbole de Kronecker). Donc la somme
se réduit au seul terme i = j :
D(SL‘]) B P(l‘j) — P(ZL‘J) x1=0.

Ceci étant valable pour tout j € [[0,n]], on conclut que ‘xo, xi,...,Ty sont des racines de D. ‘
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9.

10.

Le polynéome D appartient & C,[X] : en effet, P € C,[X] et chaque L; € C,[X] (par définition), donc
n

Z P(z;)L; est une combinaison linéaire de polynémes de C,[X], qui appartient encore & C,[X]. Ainsi
i=0

D e C,[X], soit deg(D) < n.

Or, d’aprés la question précédente, D posséde (au moins) n + 1 racines distinctes xo, ..., z,. Un polynéme
non nul de degré au plus n a au plus n racines (comptées sans multiplicité). Comme D en posséde n + 1, on
a nécessairement D = 0.

D’ou la formule d’interpolation de Lagrange :

VPeCu[X], P =) P(x;)L:
i=0

D’aprés la question précédente Q9, tout polynéme P € C,[X] s’écrit comme combinaison linéaire des
Ly,...,L,. La famille (Lo, ..., Ly) est donc génératrice de C,[X].
De plus, elle est constituée de n + 1 vecteurs, et dim(C,,[X]) = n + 1.

Une famille génératrice d’un espace vectoriel de dimension finie dont le cardinal est égal a la dimension est
une base. Donc :

‘ (Lo, ..., Ly) est une base de (Cn[X].‘

IV.2 - Réduction de ’endomorphisme ¢

11.

12.

13.

Soit (4,k) € [[0,n]]?. Par définition, Ry = ¢(Lg) est le reste de la division euclidienne de AL; par B,
c’est-a-dire :
ALy = BQyg + Ry.

Evaluons cette égalité en x;. Puisque x; est une racine de B (par hypothése), on a B(x;) = 0. D’ott :
A(l’j)Lk(a?j) = B($j) Qk(l‘J) + Rk(l‘J) = Rk(l‘J)
———
=0

Or Li(xj) = 6. Donc :

° Sl]sﬁk’Rk(l'j)ZA(:L'j)XO:O

e Si j =k: Rk(ﬂfk) = A(xk) x1= A(:L‘k)
‘Rk(x]) =0sij#k et Rk(mk) = A(xk)‘

Soit k € [[0,n]]. On a ¢(Lx) = Ry € C,[X] (d’apres la question 1). D’aprés la formule de décomposition de
Q9, on peut écrire Ry dans la base de Lagrange :

o(Ly) = Ry = an Ry (x;) L.
i=0

Or, d’aprés la question précédente, Ri(x;) = 0 pour tout i # k, et Rg(xr) = A(zg). Tous les termes de la
somme sont nuls sauf celui correspondant & 7 = k :

(p(Lk) = A(azk) Lk.

‘@(Lk) = A(zy) Ly, pour tout k € [[O,n]].‘

Autrement dit, Ly est un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre A(xy).

D’aprés la question précédente, chaque vecteur Ly de la base (Ly,...,L,) est un vecteur propre de ¢. On
dispose donc d’une base de C,[X] formée de vecteurs propres de .

Par définition, cela signifie que ‘ © est diagonalisable. ‘

Ses valeurs propres sont les scalaires A(zg), A(z1),...,A(zy), et la matrice de ¢ dans la base (Lo, ..., Ly)
est la matrice diagonale :

diag(A(xg), A(z1),. .. ,A(:cn)).

[Sp(p) = {A(w0), A1), .-, A(wn)}. |
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Remarque :

Attention, 'ensemble des valeurs propres est un ensemble (sans répétitions). Si certaines valeurs A(zy)
coincident, le spectre a moins de n + 1 éléments. Par exemple, si A est constant de valeur «, alors
Sp(y) = {a} et ¢ = ald, ce qui est cohérent avec la partie I1I (cas B = X3, A constant).

Exercice 2 - CCINP PC 2024 (exercice 2) - La fonction In(I)

Partie I - Existence de la solution du probléme étudié

1. Soit z > 0 fixé. Pour tout n € N*, on a :

Un(@) = zln (Hi) —ln<1+%).

On cherche un équivalent de uy, () lorsque n — +00. On utilise le développement limité In(1+¢) = t— %Jro(tQ)
ent=0, appliquéat:%ett:%:

| 1+1 1 1 N 1 x x N 1
zln )=z~ —— +o| = =2 - 4ol =
n n  2n? n2 n  2n? n2)’

On en déduit que u,(x) ~ z(z—1)

P T et en particulier u,(z) = O().
n—+00

n?
Par comparaison de séries a termes positifs (pour n assez grand, |u,(z)| < C'- # pour une certaine constante
. . . 1
C > 0 dépendant de z), et puisque la série de Riemann Z —5 converge (car Pexposant 2 > 1), on conclut
n

que la série Z un(x) est absolument convergente pour tout z > 0.

En particulier, Z uy, converge simplement sur |0, +o0[.
n=1

2. Pour tout n € N*, la fonction u,, : © — :Bln(l + l) —ln(l + %) est définie sur |0, +00[. C’est une combinaison

n
linéaire de :
e la fonction = — z, de classe C! sur R,

e la fonction z — ln(l + %), de classe C! sur |—n, +oo[ o]0, +00[ comme composée de fonctions C*.

Donc | uy, est de classe C! sur 0, +-oo].

Calculons sa dérivée. Pour tout z > 0 :

1 1 1 1
u;(x)=1n<1+n>—H/;L/n=1n<1+n>—n+x.

. i . 1 x : .
Pour faire apparaitre la décomposition demandée, écrivons = — — ———— (mise au méme dénomi-
n+x n nn+zx)

1 1
u'n(ac)=1n<1+>—+ *

n n  nn+z)

1
En:=1n<1+>—
n
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T
Ce terme ¢, est une constante (indépendante de z). On a bien u/ (x) = Py + en.
n(n+x

Il reste & montrer que Z len| converge. Par développement limité de In(1 +¢) =t — % +o(t?)ent =1

I A 1 1
fn =M +n _n__2n2+o n2 ) notrowo 22

: . : 1 .
Donc |e,| ~ 2% Par comparaison a la série de Riemann convergente E —, la série E len| converge.
n—+oo <1 n?
- , x
La série E e, converge absolument et u), () = —— + &,,.
= n(n + x)

3. Soit [a,b] un segment inclus dans ]0, +oo[ (avec 0 < a < b). Pour tout x € [a,b] et tout n € N*, onaz >0
etn+x>0,dou:

[y ()] = en + lenl.

x
< - @
n(n + x)

Majorons le premier terme uniformément sur [a,b]. Comme z < bet n+z =n+a (car z = a) :

n(n + x) *

Ainsi, pour tout z € [a,b] :

Le terme M, ne dépend pas de x. Donc :
”u;LHOO,[a,b] < M.

Montrons que la série Z M, converge :

b b

b 1
° m s 2 donc Z m converge par comparaison a Z ol

. Z len| converge d’aprés la question précédente.

Par somme, Z M, converge. On a donc trouvé une série numérique convergente Z M, telle que ||uy, [0 [q,6) <
M, pour tout n.

Par définition, cela signifie que Z u;, converge normalement sur tout segment [a, b] < ]0, +o0|.

n=1

4. Veérifions que ¢ satisfait les quatre conditions de (C).
Condition (i) — ¢ est de classe C! :
Appliquons le théoréme de dérivation terme & terme des séries de fonctions. On vérifie ses hypotheéses :

e Pour tout n € N*, u, est de classe C! sur ]0, +oo[ (question 2) donc sur tout segment [a, b].

e La série Zun converge simplement sur |0, +00[ (question 1) donc sur tout segment [a, b].

e La série des dérivées Zu'n converge uniformément sur tout segment de ]0,+00[ (question 3, car la

convergence normale entraine la convergence uniforme).
+o0
Par le théoreme de dérivation terme & terme, la somme Z uy, est de classe C! sur tout segment de [a, b] et

n=1
400

donc sur ]0, +oo[ par caractére local de la dérivée et sa dérivée est Z ul,.
n=1

La fonction z — —In(x) est également C! sur 0, +-o0[. Par somme :

+00
p=—In+ Z uy, est de classe C! sur ]0, +oo].

n=1
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De plus, on a pour tout x > 0 :

Condition (ii) — ¢(z + 1) — p(z) = In(x) :
Soit z > 0. Calculons u,(z + 1) — u, () :

un(ﬂf+1)_un($)=($+1)1H<1+:L) _1n<1+x:;1> —xln(1+i) —i—ln(l—i—%)

Donc :

o@+1) — () = —In(z + 1) + In(z +Z ( <”+1> —ln<%>>.

n=

[y

Etudions la somme partielle :

5 (o) -w(2) - Sut)- Sl

n=1 n=1 n=1

Les deux sommes sont télescopiques :
n+1 2 3 N+1
21< ) 1<1 SR >—ln(N+1).
Z n+tx+1 I N+z+1
n+x B 1+x ’

i (m(”;rl) 1n<7w>> =ln(N+1)ln<N:_f;1> =ln<w>.

n=1

Donc :

(N+1)(1+=x) N +1
: "1 : 1+ z.
N+z+1 (1+2z) e

dN — +o
Quan N+zxz+1 Notow
Donc la somme de la série vaut In(1 + z).

Finalement :
o +1)—p(x)=—In(x+1) + In(z) + In(1 + z) = In(x).

‘80(113 + 1) — p(z) = In(z) pour tout = > 0. ‘

Condition (iii) — ¢’ est croissante :
D’aprés l'expression de ¢’ obtenue en (i), on a :

J@) ==+ ) s an.

W—/

constante

Montrons que chaque terme de cette expression est une fonction croissante de x :

1
e La fonction z +— —— est croissante sur |0, +oo[ (sa dérivée —5 est positive).
x
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T 1 1
e Pour chaque n € N*| la fonction x > ——— = — — est croissante sur ]0, +-00[ (sa dérivée ——
nn+z) n n+zx (n+z)

est positive).
e La constante Zan est (trivialement) croissante.

Par croissance de la somme (y compris série convergente), on a ¢'(z) < ¢'(y) si x < y et donc la fonction ¢’
est croissante.

¢ est croissante sur ]0, 4+00|. ‘

Condition (iv) — (1) =0:
On a:

En résumé : ‘go vérifie les quatre conditions (C). ‘

Partie II - Unicité de la solution
On considére une fonction g vérifiant (C) et on pose h = ¢ — g.

5. Montrons que h est 1-périodique. Pour tout = > 0 :

Wz +1) = h(z) = (p(z + 1) — gz + 1)) — (¢(z) — g(z)) = (p(x + 1) — () — (9(x + 1) — g(z)) = 0.

- v - v

=In(z) =1;1,(:v)

On a utilisé le fait que ¢ et g vérifient toutes deux la condition (ii).
Donc ’ h(z + 1) = h(z) pour tout x > 0. ‘

Pour la dérivée : puisque ¢ et g sont de classe C! (condition (i)), h = ¢ — g est aussi de classe Ct. L’égalité
h(xz + 1) = h(x) est valable pour tout > 0. En dérivant les deux membres (par rapport & x), on obtient :

h'(xz 4+ 1) = h/(z) pour tout = > 0.

‘h’ est également 1-périodique sur ]0, +0]. ‘

6. Soient x € ]0,1] et p € N*.
Encadrement de h/(z + p) :

Onah/(z+p) = ¢’ (x+p)—¢ (x+p). Puisque ¢’ et ¢’ sont croissantes (condition (iii)) et que p < z+p < 1+p
(car0<z<1),ona:

e Pour ¢": ¢(p) < ¢'(x +p) < ¢'(1+p).

e Pour —¢' (qui est décroissante car ¢’ est croissante) : —¢'(1 +p) < —¢'(x +p) < —¢'(p).

En additionnant membre & membre :

O'(p)—g(1+p)<d(@+p) —g+p) <1 +p) —d ).

_

"

=h'(z+p)

P () —g(1L+p) <H(@+p) < (1+p)— ¢ D)

Calcul de ¢'(p) —¢'(1 +p) :
La fonction g vérifie la condition (ii) : g(z + 1) — g(x) = In(z) pour tout x > 0. En dérivant cette relation
(puisque g est C1), on obtient :

1
g(x+1)—¢(z) =~ pour tout z > 0.
x
- , , ...
En particulier, en x = p : ¢'(1 4+ p) = ¢'(p) + —. Ainsi :
p

= N(p) - ]13.

d@—dﬂ+M—¢@—d@—;
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¢'(p) —g' (1 +p) =n'(p) — ]13-

De méme, en appliquant la relation de récurrence de ¢’ (qui vérifie aussi (ii), donc ¢'(1 +p) = ¢'(p) + ;) :

1 1
O'(1+p)—g'(p) =& (p) + o g'(p) =h(p) + .
Conclusion : L’encadrement devient :
1

1
W(p)—~=<h(z+p) <h(p)+ -,
(p) ) (z+p) <h(p) ’

ce qui s’écrit :

W (z +p) — 1 (p)| <

=

7. Soient x,y € ]0,1]. Pour tout p € N*, par 'inégalité triangulaire :

W (x +p) — W' (y +p)| < W (x+p) =W (p)|+ | (p) — W (y +p)| <

"=
A
=

d’aprés la question 6.
Or, h' est 1-périodique (question 5). En notant que = + p = z (mod 1) (au sens ou h'(x + p) = h/(x) par p
applications de la 1-périodicité), on a h'(x + p) = h'(x) et h'(y + p) = h'(y). Donc :

W () — B (y)| = | (x + p) — W(y +p)| < ;

Cette inégalité étant valable pour tout p € N*, on fait tendre p — +0o0 et on obtient |h'(x) — h'(y)| < 0, soit
H(z) = 1 (y)

Ceci étant vrai pour tous x,y € ]0, 1], la fonction h’ est constante sur 0, 1].

Par 1-périodicité, h' est constante sur chaque intervalle |k, k + 1] (k € N) avec la méme valeur constante.
Donc :

‘h’ est constante sur 0, +o0]. ‘

8. La fonction h est 1-périodique (question 5), donc en particulier (1) = h(2).
La fonction h est continue sur [1,2] et dérivable sur |1,2[. Par le théoréme de Rolle, il existe ¢ € |1, 2| tel
que h'(c) = 0.
Or I est constante sur |0, +o0[ (question 7). Donc A’ = 0 sur tout |0, + o[, ce qui signifie que h est constante
sur ]0, +o0[.
Or h(1) = ¢(1) —g(1) = 0—0 = 0 (car ¢ et g vérifient toutes deux la condition (iv)). Donc h = 0 sur
10, +o0[, c’est-a-dire :

‘gp =g sur]O,—i—oo[.‘

Remarque :

On a montré que ¢ est 'unique fonction vérifiant (C). En effet, si g vérifie (C), alors nécessairement
g=e
Partie III - La formule de duplication

9. Pour tout N € N*, on a :

1\ 1 1 1 n+1 2+ 1
“)=zmm(1+=)-I(1+—) =1 —1 .
(3) =g 0) (e g) (V) ()

En passant a ’exponentielle de la somme :

N N 1 NN N ooy
n
o (3o(3)) = Tleom(oe () = Tt = Ty < 1T
n=1 n=1 n=1 2n n=1 n=1
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Premier produit (télescopique) :

Deuxiéme produit : Calculons séparément numérateur et dénominateur.

N
e Le numérateur vaut H(Qn) =2-4-6---(2N) =2V . N,
n=1
N
e Le dénominateur vaut H(Zn +1)=3-5-7---(2N + 1).
n=1

Pour exprimer le produit des impairs, on utilise I'astuce classique :

2-4-6---(2N)  2N. NI~

ﬁ(?n—i—l): 1-2-3--- (2N +1) (2N +1)!

n=1

Donc :

ﬁ on  2NNI (2NN1)?
T (2N+1)! :
A2l GV T (2N + )]

Or (2N + 1) = (2N +1) - (2N)!, donc :

Non (2N N1)2
[1 an+1 (2N + 1)(2N)

n=1

En combinant les deux produits :

SE (2VN? N+1 (2VN1)?
exp<2“"<2>> SV N e TNl e

n=1

10. Commengcons par calculer ¥(1). D’aprés la définition de 1 :

6(1) = (= @) + (3 ) +9(1) - 3nm) = o(3) + 1) ~3 ().

Or, par définition de ¢ :

Done (1) = n(2) = 3" uy <1> = .

+0
1
Il reste & calculer Z U, <2> D’apres la question 9, la somme partielle vérifie :

n=1
N 1 N+1 (2VN1)?
xp (Z “"(2)) TON+1 2N

n=1

Cherchons la limite du membre de droite grace & la formule de Stirling : N! ~ 27N (%)N On a

N—+0
alors :
2N

N
[ ] (QNN‘)Q ~ 22N . 27TN . leN,
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. @N)! ~ VETN - Qg}f]v _ 9VaN W
Donc :
@NN1)? 22V .orN - Mo ony oy
(2]\7)! 2\/7 22NN2N = 2\/7W: mN.
Et :
N+1 (VN2 vﬁ’V%— VTN L VT
2N +1  (2N)! Notw 2N 2WN N 2

N+1 /N _ _1 o 1 /AT AT
IN+1 2N — oynN: PUS SUN ™N = %)

(Plus directement :

La fonction exp est continue, donc par passage & la limite :

o (S (3)) -4

n=1

En prenant le logarithme :

+o0 1 ST
Up| =) =1In = —In(7) — In(2
(3) - m(%7) = 5w - me
On conclut :
P(1) =1n(2) In(m) —In(2) — = In(m) =0
P(1) = 0.

11. Stratégie : On montre que 1) vérifie les conditions (C). Par unicité (démontrée dans les parties I et II), on
aura ¢ = ¢, ce qui est exactement la formule de duplication.
Condition (i) — v est C! :
La fonction ¢ est C! (question 4), donc les fonctions z — ¢(%) et z — ¢(%H) sont C' (composées de
fonctions C!). La fonction z — (z — 1)In(2) est C' et 3 In() est une constante. Par somme :

1 est de classe C* sur ]0, +oo[.

Condition (ii) — ¢(z + 1) — ¢(z) = In(z) :
Pour tout > 0 :

w@+4)—¢@):«x+1y—nhxm+¢<x;1>+¢<x+2>—;hwa

- )@ - p(%) —so<”““;1) n

:=m@)+¢<x;2>—¢(g)
T+2 2 .

5 — 3 + 1, donc en appliquant la condition (ii) vérifiée par ¢ (avec 5 a la place de z) :
x x x

) -o(2)-n(2)

¢Q+' \2) 7

):mm+m@—m@:m@y

Or

Donc :

P+ 1) (@) = @) + (5

‘7/1(37 + 1) — ¢(x) = In(z) pour tout x > 0.‘

Condition (iii) — ¢’ est croissante :
Par dérivation (en utilisant la régle de la chaine) :

W) =) + 50 () + ;@<x : 1> |

La fonction ¢’ est croissante (question 4). Pour tout z7 < x3 :
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Par somme, ¢'(x1) < ¢'(22).

‘1// est croissante sur |0, +o0[. ‘

Condition (iv) — ¢(1) =0:
C’est exactement le résultat de la question 10.

w(1) = 0.

Conclusion : La fonction 1 vérifie les quatre conditions (C). Par unicité de la solution (parties I et II), on
a1 = p, c’est-a-dire :

Ve>0, (z—1)In(2)+ go(%) + (p(x;l> - %111(71’) = (),

soit :

(¢ —1)In(2) + ¢(§) + ¢(*51) = w(z) + 5 In(x).

Remarque :

En posant I'(z) = e?(®) | cette relation devient la classique formule de duplication de Legendre :

I(z) = 2;7: r(g>r<$;1>

[ Exercice 3 - CCINP PC 2022 (exercice 2) - Etude de séries de pile ou de face

Partie I - Etude de la longueur de la premiére série
I.1 - Calcul de la somme d’une série entiére
1. La série entiére Z z¥ est la série géométrique. Son rayon de convergence est R = 1 (par exemple par la régle

k=0
Ak+1

de d’Alembert : | ==
Pour tout = € |-1,1] :

=1— 1, donc R = 1, ou plus simplement car ¥ — 0 si et seulement si |z| < 1).

2. On sait qu’une série entiére est dérivable terme a terme sur son intervalle ouvert de convergence, et que la

+00
1
série dérivée a le méme rayon de convergence. En dérivant 2 zF = 1—2 terme & terme sur |—1,1[, on
k=0
obtient : .
0
Z kb=l = a4 ! = ! .
dr \1—=z (1—2)2

k=1
(Le terme k = 0 dans la série dérivée est nul, donc on peut commencer la somme a k = 1.)

En multipliant les deux membres par x :

+00 40 40

kE_ . .0 ko_ k .

Oerx—Ox—i—Ekx—ka.Donc.
k=0 -0 k=1 k=1

X

+00
Pour tout x € |—1, 1], la série 2 ka® converge et Z kat = e
-z

k=0 k=0
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1.2 - Etude de L,

3. Soit k € N*. L’événement (L; = k) signifie que la premiére série a exactement k lancers, c’est-a-dire :
e les k premiers lancers donnent tous le méme résultat,
e le (k + 1)-iéme lancer donne un résultat différent.
Le premier lancer peut étre pile ou face, ce qui donne deux scénarios incompatibles :
e les k premiers lancers sont pile, et le (k + 1)-iéme est face : P n Po -+ N P n Fiyq,
e les k premiers lancers sont face, et le (k + 1)-iéme est pile : Fy n Fo n -+ N F N Pryq.
D’ou :

(L1 =k) = ( le Pn Fk+1> v (ﬂle Fin Pk+1>~

4. Les deux événements de 1'union ci-dessus sont incompatibles (ils imposent des résultats contradictoires au
premier lancer : P; dans le premier, F; dans le second). De plus, les lancers sont mutuellement indépen-
dants et chaque lancer donne pile ou face avec probabilité % Donc :

k k
P(L1=k)=P<ﬂPiﬁFk+1) +P<ﬂF¢ﬂPk+1>

i=1 =1
_ PP P(PY)- P(Fir) + P(R) - P(F) - P(Pes)
—_— VYV V4 Y

=(1/2)* =1/2 =(1/2)k =1/2
1k+1 1 k+1 1 1
) G e

P(Ly = k) = 27% pour tout k € N*.

5. La variable aléatoire L prend ses valeurs dans N. D’aprés la question précédente, pour tout k£ € N*, on a
P(Ly = k) = 27%. Calculons P(Ly # 0) :

+00 oy
P(Ly #0)= Y P(L1 =k) = 227
k=1 k=1

C’est une série géométrique de raison % € ]—1,1[ et de premier terme % :

P | 1/2
2 %k~ 1-12 "
k=1

Donc P(L; # 0) = 1, et par passage au complémentaire :
|P(Li=0)=1-1=0.]

Remarque :

L’événement (L; = 0) correspond au cas ot la premiére série ne se termine jamais, c’est-a-dire ou tous
les lancers donnent le méme résultat (que des piles ou que des faces). C’est un événement de probabilité
nulle, ce qui est rassurant : la probabilité que la piéce tombe indéfiniment du méme c6té est bien nulle.

oo
6. Existence de l’espérance : On doit vérifier que la série Z k P(Ly = k) converge (absolument). Puisque
k=0
P(Li=0)=0et P(Ly =k) =2 pour k>1,0na:

+o0 +00 1 +00 1 k
ZkP(L1=k):Zk-2k=2k<2> .
k=0 k=1 k=1
D’aprés la question 2, la série Z kz* converge pour tout z € |—1,1[. En prenant = — % € |—1,1[, la série
k=0
Z k- (1/2)* converge. Donc ’ L; admet une espérance. ‘
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+00
Calcul de P’espérance : Toujours d’aprés la question 2, Z kot = ﬁ Enz= % :
—x
k=0
+00
1 1/2 1/2
E(L) = ke—0=—""—>-="—=2.
(L) = 2, 28— (1—1/2)2 1/4

k=1

E(Ly) = 2.
Interprétation : Ce nombre représente la longueur moyenne de la premiére série de résultats identiques

consécutifs. En moyenne, il faut 2 lancers avant que le résultat change pour la premiére fois.

Partie I - Etude du nombre de séries
I1.1 - Généralités

7. Loi de Nj : Aprés un seul lancer, il y a toujours exactement une série en cours (que le résultat soit pile ou
face). Donc Nj est une variable aléatoire certaine (constante) égale a 1 :

N(Q) = {1} et PN, =1)=1.

Loi de Ny : Aprés deux lancers, on distingue deux cas :

e Siles deux lancers donnent le méme résultat (P; n Py ou F) N Fy), la premiére série est encore en cours :
Ny = 1.

e Si les deux lancers donnent des résultats différents (P, n F» ou F; n P,), une nouvelle série commence
au deuxiéme lancer : Ny = 2.

Par indépendance et équiprobabilité :

P(Ny=1)=P(PLAPy) + P(F| n F,) =

P(Ny=2) = P(P, A Fy) + P(F| n Py) =

Donc No(€2) = {1,2} et ‘NQ suit la loi uniforme sur {1, 2}. ‘

8. Valeur minimale : On a N,, > 1 toujours (il y a au moins une série, celle qui commence au premier lancer).
La valeur N,, = 1 est atteinte lorsque tous les résultats sont identiques (P n---n Py, ou Fy n---n F,), ce
qui est possible.

Valeur maximale : On a N,, < n (il y a au plus n séries, une par lancer). La valeur N,, = n est atteinte
lorsque les résultats alternent a chaque lancer (par exemple Py n Fy n P Fy n--+), ce qui est possible.
Valeurs intermédiaires : Pour tout k € [[1,n]], on peut construire une configuration avec exactement k
séries (par exemple k — 1 alternances parmi les n — 1 transitions). Donc toutes les valeurs entre 1 et n sont
atteintes.

| Na(©) = [1,7]. |
I1.2 - Relation de récurrence pour la loi N,

9. Soit ke [[1,n+1].
Egalité d’événements : L'événement P, n P, signifie que les lancers n et n + 1 donnent tous les deux
pile. En particulier, il n’y a pas de changement de c6té entre les lancers n et n+ 1, donc pas de nouvelle série
qui commence au lancer n + 1. Par conséquent, le nombre de séries aprés n + 1 lancers est le méme qu’aprés

n lancers :
sur ’événement P, N P11, Npt1 = N,.

Plus formellement, cela signifie que (Nyp+1 = k) n P, N P41 et (N, = k) n P, n P41 décrivent exactement
le méme événement :

|(Nas1 = k) A Py Pagt = (Ny = k) 0 Py 0 Py
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Calcul de la probabilité : L’événement (N, = k) n P, ne dépend que des résultats des lancers 1,2,..., n.
L’événement P41 ne dépend que du lancer n + 1. Par indépendance mutuelle des lancers, ces deux

événements sont indépendants. Donc :

(N =k) 0 Py A Poy1)
(N = k) 2 By) - P(Poy1)

P((Nn = k) A P,).

P((Nps1=k) n Py Pyiq) = 3 P(No =k) 0 P,).

10. Soit k € [[1,n + 1]]. Les quatre événements (P, n Pyy1, Fp 0 Fui1, Fiy 0 Puy1, Py n Fyyq) forment un
systéme complet d’événements (ils sont deux a deux incompatibles et de réunion 2, car les lancers n et n + 1
donnent chacun pile ou face). Par la formule des probabilités totales :

P(Np41 =k) = P((Npt1 = k) A Py 0 Pos1) + P((Npg1 = k) 0 Fyy 0 Fry)
+ P((Nns1 = k) 0 Fyy 0 Pog1) + P((Npg1 = k) 0 Py 0 Fyr).

D’aprés la question 9 et les trois relations admises, on remplace chaque terme :

PNyt — k) %P((Nn — k) AP+ %P((Nn — k) F)
+ %P((Nn —k—1)nF,) +%P((Nn =k—1)nP,).
Regroupons les termes :
P(Npi1 = k) = é [P((Nn — k) A P,) + P((N, = k) n Fn)]

_

~—

(%)
-y Pk

()
Or (P,, F},) est un systéme complet d’événements (le lancer n donne soit pile, soit face). Par la formule des
probabilités totales :
o (x) =P(N, =k),
o (xx)=P(N, =k—1).
D’ou :

P(Npy1 =k) =3 P(N, =k)+ 1 P(N, =k —1).

Remarque :

Cette relation est intuitive : lors du passage du lancer n au lancer n + 1, soit le résultat est le méme
(probabilité 1/2) et le nombre de séries ne change pas, soit le résultat change (probabilité 1/2) et une
nouvelle série commence.

I1.3 - Fonction génératrice, loi et espérance de N,

11. Soit x € R. Par définition de la fonction génératrice :

n+1 Z n+1 = k

D’aprés Q10, pour tout k € [1,n+1], on a P(Ny41 = k) = 3 P(N,, = k) + 3 P(N,, = k—1). En substituant :

Gni1(x i( —k:)+2P( _k—1)>
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12.

13.

Séparons cette somme en deux :

n+1

1 n+1
n+1 52 iL'-|— Z —k‘—l)

Premiére somme : Puisque N, (Q2) = [[1,n], on a P(N,, =n + 1) = 0. Donc :

ﬁlP(Nn = k)t = i P(N, = k)z* = G, ().
k=1 k=1

Deuxiéme somme : On effectue le changement d’indice j =k — 1 (soit k =j + 1) :
n+1 n ) n ]
Z w=k—1)=z 2 = j) et =z Y P(N, = j)ad.
k=1 3=0 j=0

Or P(N, =0) =0 (car N,, > 1), donc Z P(N, = j)a’ = Z P(N, = j)2? = G, ().
, a
En rassemblant :

Gn+ﬂx)=—¥Gn@0%—g(Lxm)

2
1+
Gnyi1(z) = 5 Gn(z).
. 1+2 ) . . , L.
La relation Gp41(z) = 5 Gr(z) montre que, pour x fixé, la suite (G (7))n>1 est une suite géométrique
. 1+
de raison

Son premier terme est G1(z) = « (donné par ’énoncé). Donc, pour tout n > 1 :
1+z\"! 1+z\""
Gn(z) = Gi(x) - < 5 ) =:n< 5 ) :

n—1
Vn e N*, VxeR, G’n(:c)zx(l—i_x) :

2

On rappelle que pour une variable aléatoire N,, a valeurs dans N* (donc dans N), dont la fonction génératrice
est G, 'espérance (lorsqu’elle existe) est donnée par :

|B(N,) = Gy, (1).|

n
(En effet, G/ (x }:kP k) a1, et en 2 = 1 on obtient Y k P(N, = k) = E(Ny).)
k=1
L’existence de l’esperance quant & elle est liée & la dérivabilité de GG, en 1. Dans notre cas, on peut voir que
I’espérance existe de plusieurs maniéres. D’abord, la somme est finie donc le rayon de convergence de G,, est
0. Donc G, est dérivable en 1. Ensuite, la variable est a support fini donc admet une espérance.

Calculons G/, (). On a Gp(z) =z - (HT’”)n_l. Par la formule du produit :

G () = <1—|2—x)n—1+$ 1) ;‘(1;;15)%—2‘
En évaluant en z = 1 : %lzl, donc (%)n_lzlet (%)n_zzl. D’oit :
G =141 (1) g 1=14 " 210
E(Nn):n—gl
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Remarque :

Pour n = 1: E(Ny) = 1, cohérent car Ny = 1 est certaine. Pour n = 2 : E(Ny) = 3, cohérent car Ny
suit la loi uniforme sur {1, 2}.

14. On développe G, (z) = = (HT%)TH1 grace a la formule du binéme de Newton. On a :

Donc :

n
Or, par définition de la fonction génératrice : G, (x) = Z P(N,, = k)z*.
k=1

Par unicité de la décomposition d’un polynéme dans la base canonique (identification des coefficients de
z¥), on obtient :

Vke [Lnll, P(Nn,=k)= () 5=

Identification de la loi : Posons M = N,, — 1. Alors M prend ses valeurs dans [[0,n — 1] et :

poemg-rnson= (5 )= () 6 6

On reconnait la formule d’une loi binomiale B(n -1, %) Donc :
N,—1~B(n—-1 E
n Y 2 N

Remarque :

C’est cohérent avec le calcul de lespérance : E(N,) = E(N, —1) +1=(n—1)-1 +1 =2t

2
L’interprétation est la suivante : le nombre de séries N, aprés n lancers vérifie N, = 1+ Y ou Y
est le nombre de changements de c6té parmi les n — 1 transitions (du lancer i au lancer ¢ + 1, pour
i =1,...,n —1). Chaque transition donne lieu a un changement avec probabilité %, et les transitions

sont indépendantes. Donc Y ~ B(n -1, %)
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