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CORRECTION DS6 - MINES-PoNTS MATHS 2 PC 2020

Probléme 1 - Mines-Ponts PC 2020 (Maths II) - Approximation par des exponentielles-
polynémes

Partie I - Résultats préliminaires

1.1 - Etude d’une série entiére

1. Soit > 0. La fonction ¢ — t*~ et est continue donc intégrable sur tout segment de ]0, +00[. On étudie la
convergence de 'intégrale en scindant en ¢t =1 :

1 +o0
[(z) = f t" e tdt + J t"letdt.
0 1

Convergence en 0 : Au voisinage de 07, ona et — 1, donc t*“le™® ~ #* 1. Orz—1> —1 (car x > 0),
t—0+

donc x > t*~! est intégrable (intégrale de Riemann en 0). Par critére d’équivalence au voisinage de 07,

1

tCE—].

x — t* le~t est intégrable en 0 et donc l'intégrale J e~ tdt converge.

0
1
Convergence en +o : Par croissances comparées, t2 - t*~le=! = t*+le~? T 0, donc t*~le=t = 0(152>
—+00
en +00. Puisque z — % est intégrable (intégrale de Riemann d’exposant 2 > 1), par critére de négligeabilité,
x — t* letdt est intégrable en +oo.

La fonction I est bien définie sur ]0, +o0]. ‘

De plus, l'intégrande t — t*le™* est positive donc par positivité de I'intégrale, I' est positive.

Si T’ s’annulait en un point z € R, comme t — t*~le™ est continue, positive et comme 0 < 400, d’aprés le
théoréme aux quatre hypothéses, on aurait t — t*~le~ identiquement nulle, ce qui est faux. Par contraposée,
I ne s’annule jamais et donc ’ I'(x) > 0 pour tout x > 0. ‘

+o0
2. Soit x >0.0nal(x+1)= f t*etdt. On pose :
0
u(t) =t* et V(t)=e", avec ' (t) = xt* b et w(t) = —e Tt

Les fonctions u et v sont de classe C'. De plus :
e Quand A — 4 : u(A)v(A) = —A%e~4 — 0 par croissances comparées (l’exponentielle 'emporte sur
toute puissance).
e Quand ¢ — 07 : u(e)v(e) = —e%e™* > 0carx > 0et e ° — 1.
Donc une intégration par partie est valide et les intégrales :

+00 +00
f t* teTldt et J t%(—e H)dt
0 0

ont méme nature. La premiére intégrale est I'(x) a facteur prés donc convergente. Ainsi :

—+ 00 400 —+00 +00
f tTetdt = [— txe*t] +z J = le7tdt = xf T~ le7tdt.
0 0 0 0

Ainsi : ‘F(l’ +1) = 2 I'(z) pour tout = > 0. ‘
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Remarque :
On en déduit par récurrence que I'(n + 1) = n! pour tout n € N. En effet, T'(1 j e tdt =
[—e—t]?o =1=0Letsil(n+1)=nlalorsT(n+2)=Mn+1)T(n+1)=n+1)-nl=(n+1)

3. On utilise la régle de d’Alembert pour les séries entiéres. Pour tout n € N;onaa, >0 (carn+a+1 >0
puisque n = 0 et @« > —1, et I" est a valeurs strictement positives d’aprés la question 1). On calcule le
rapport :

ant1 In+a+2) n! B Fn+a+2)

an  (m+1)! Th+a+1l) @m+DIn+a+1)

Orn+a+1>0. Daprés la question 2, '(n +a+2) = (n+a+1)I'(n+ a+ 1). Donc :

Apt1 _n+a~|—1

an n+1 n—-+0
Par la régle de d’Alembert pour les séries entiéres :

" 1
R = lim an_ _ lim nt

n—>+0 apy1  noton+a+ 1

4. Soit x € |—1,1[. On le consideére fixé tout le long de cette question. Pour tout n € N, on écrit a,, a I'aide de
la définition intégrale de I :

n +00 +00 tr)"
apx" = x— Fn+a+1)= x' f ttreTldt = J ( x') t* e tdt.
. 0 0 n:

(t2)"

+o0
On pose fp(t) = 0 t*e~! pour tout ¢t > 0. On souhaite intervertir Z et J

Justification de ’interversion :

+o0
tx)"”
e > f, converge simplement vers t — e!*t%¢~!. On a reconnu la série exponentielle Z ( |) = e'® valable
n=0
pour tout t,x € R.
e Chaque fonction fn est intégrable sur |0, +oo[.
+00
e Vérifions que Z J | frn(t)] dt converge :
+0 ’ |n +0 1% \x|” (n+a+1) 1%
n+ao —t n
f ot \de f o gty — nZO . ;Oan\:c\.

Cette derniére série converge car |x| < R = 1 (convergence absolue d’une série entiére a l'intérieur de
son disque de convergence).

Par le théoréeme d’intégration terme & terme, 'interversion est justifiée :

o +00 +oo (tx)n +00 +00
Z anx” = J tvet Z ; dt = J tYe teldt = J e t1-2) gy
0 o v 0 0

Calcul de l’intégrale : Puisque £ < 1, on a 1 —x > 0. On effectue le changement de variable (affine)

d
u=1t(l—x), soit t = et dt= 2
1—2x 1—2z
f+00 tvet1=2)qs = JJFOO 4 ae_“ du__ ! f+00 ute "du = Tlat1l)
0 0 1—2 1—=x (1—.%')a+1 0 (1—.%')&-"_1'
TPla+1)
Z anx" A=yt pour tout z € |—1,1].
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Remarque :
+00
Pour a« =0 : a, = T'(n+1)/n! = nl/n! =1, et on retrouve la série géométrique 2 " = I . Pour
-z
=0
+00 " 1
a=1:a, =T(n+2)/n! = (n+1)/n! =n+1, et on retrouve Z(n +1)z" = a2 ce qui est
-z
n=0
cohérent avec la dérivation terme & terme de la série géométrique.

1.2 - Projections orthogonales

5. Puisque F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F, on dispose de la décomposition en somme

directe orthogonale :

E=F®Ft on Fl={yeE|YfeF {y f)=0}.

La projection orthogonale 7 sur F est la projection sur F parallélement a F-.

Autrement dit, pour tout = € E, mr(x) est 'unique vecteur de F tel que z — 7p(z) € F*.

n
. Posons p = Z<x, e;) e;. Montrons que p = 7p(z), c’est-a-dire que pe F et x — pe F*.
=1
p € F : C’est immédiat car p est une combinaison linéaire des vecteurs eq, ..., e, qui appartiennent a F.
x —pe FL : 1l suffit de montrer que  — p est orthogonal a chaque vecteur de la base (e, ..., e,) de F. Soit

jell,n]:

n
(& —p,ejy =<m,e5) = (p,ejy = (w ey — Y (w,e0) ei, e5) = (w, ;) — (x, €5) = 0.
=5,
On a utilisé 'orthonormalité de la base : {e;, ej) = d; ; (symbole de Kronecker). Puisque {(x — p, e;) = 0 pour
tout j € [1,n]], onaxz—pe FL.
Par unicité de la décomposition dans £ = F @ Fi, on conclut :

n

mr(x) = 2<m, €i)e;.

i=1

. On développe |z — 7r()|? en utilisant la bilinéarité du produit scalaire :

”

|z = 7mp(@)|" = (x = 7p(z), 2 = 7wp(2)) = (o = 7p(2), ©) — (v = 7p(2), TF(2)).

Or z — mp(x) € FL et np(z) € F, donc (& — wp(x), mp(x)) = 0. Il reste :
lo = 7p(@)? = (2 — 7p(2), 2) = (2, 2) = (np(@), 2) = [2]* = (rp(@), ).
Calculons (7p(x),z) & 'aide de la question 6 :

(rp(x),z) = Z<$7€i> €, T )= Z<x,ei><ei,x> = Z<x,e,~>2.
i=1 i=1 i=1

D’ou :

n

& —mp(@)[* = o]* = > {z,en)”.

=1

Partie II - Polynémes de Laguerre

8. Soit (a,b) € R2. On a (|a| — [b])? = 0, ce qui donne :

la|®> = 2]al |b] + B> = 0, soit a® +b* = 2|abl.

En divisant par 2 :

a® + b?

lab| <

pour tout (a,b) € R

3 sur 10



Fauriel - PC - Mathématiques CORRECTION DS6 - MINES-PoONTs MATHs 2 PC 2020

9. Soient f,g € E,. Pour tout > 0, on applique la question 8 avec a = f(x) et b = g(z) :

F@)* + g(x)”

F@)gta)] < B

En multipliant par 2%~ > 0 (car > 0) :

1 1
2| f(x) g(2)] < 5 %™ f(a)? + B 2% g(x)*.
+00
Le membre de droite est la somme de deux fonctions dont les intégrales sur [0, +00[ convergent : f % " f(z)? dx
0
converge car f € F,, et de méme pour g. Par comparaison de fonctions positives :
+o0
L’intégrale f x%e " * f(x) g(x) dz converge absolument, donc converge.
0

10. Montrons que E, est un sous-espace vectoriel de C([0, +oo[, R).

Inclusion : Par définition, les éléments de E,, sont des fonctions continues sur [0, +00[, donc E, < C([0, +[, R).
+00

Non-vacuité : La fonction nulle est continue et J %% . 0% dz = 0 converge. Donc 0 € E,.
0

Stabilité par combinaison linéaire : Soient f,g € E, et A € R. La fonction f + Ag est continue sur

[0, +0o[. On développe :
(f+2g9)* = f2+2\fg+ N\ g*

En multipliant par x%e™% et en intégrant, on obtient une combinaison linéaire de trois intégrales :

+0
. f % f2 dx converge car f € E,,
0

+0o0
° f %~ fgdx converge d’aprés la question 9,
0

+a0
. f % %¢? dz converge car g € F,.
0
+o0
Par linéarité des intégrales convergentes, J 2% *(f + \g)? dx converge. Donc f + \g € E,.
0

‘Ea est un sous-espace vectoriel de C([0, +oo[, R). ‘

11. Montrons d’abord que chaque fonction monéme x — 2* (pour k € N) appartient a E,. Cette fonction est
continue sur [0, +00], et :

+a0 +o0
f 2% () dx = J 22k e Ay = I(a + 2k + 1).
0

Cette intégrale converge d’aprés la question 1, car a + 2k +1 > a+ 1 > 0. Donc z — z* € E,.

m

Soit maintenant p une fonction polynomiale sur [0, +oo[ : p = Z ¢j x’. C’est une combinaison linéaire finie
j=0

de fonctions mondémes, qui appartiennent toutes & F,. Puisque E, est un sous-espace vectoriel (question

10) :

‘Toute fonction polynomiale sur [0, +0o[ est élément de E,. ‘

12. On calcule 1, 91 et 19 a partir des définitions ¢, (z) = 2"T%e ™ et ¢y (x) = 27 e” gpq(ln) ().

Calcul de v : On a pg(x) = e ™ et goéo) = o (par convention). Donc :

Yo(x) =2 e’ - 2% = 1.

Calcul de 71 : On a ¢;(z) = z'7*e™®. On dérive par la régle du produit :

Piz)=1+a)z%e ™ -z e™ =% "[(a+1) —z].
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13.

Donc :
i(z) =27 2% [(a+1) —z] = (a+1) —z.

‘wl(m):—x—i—a—i—l.‘

Calcul de 5 : On a @o(z) = 22T*e~%. On calcule ses deux premiéres dérivées.
Premiére dérivée :
Oh(x) = (@ + 2) xl T e @ — g2t o2,

Deuxiéme dérivée (en dérivant chaque terme de ¢}) :
o5 () = (a+2)[(a+1)a%e™ — gt e = [(a+2) gt e — gt e ]
=z

Ye " [(a+2)(a+1) —2(a+2)z + 27

Donc :
Yo(x) = 27 %" - ph(2) = 22 —2(a+2)z + (a + 1)(a + 2).

Pa(r) = 2% = 2(a + 2) z + (o + 1) (o + 2).

n+ao

La fonction ¢,, est le produit de deux fonctions de classe C* sur |0, +o0[ : x +— = et x — e~ *. On applique

la formule de Leibniz : .
oM (z) = Z (n) (xn+a)(k) (e—m)(n—k)'
k=0 k

Pour k € [[0,n] :

. (ac"+a)(k) =m+a)n+ta—1)--(n+a—k+1) 2" (produit de k facteurs consécutifs, avec la
convention que le produit vide vaut 1 pour k£ = 0).

° (e—x)(”*k) — (_Dn—k e 7,

En substituant et en factorisant ® e~ (car z

(n) _ 0T SNAL _1\n—k F(n—l—a~|—1) n—k
o (x) = ate kZ:O<k>( 2 I‘(n+a—k‘+1)x

nta—k _ Lo, xnfk> .

ou 'on a utilisé la relation I'(z + 1) = 2 '(x) (question 2) pour écrire le produit de k facteurs sous la forme
Fn+a+1)

'n+a—-k+1)
Par conséquent :

(ce qui est licite car n + o — k+1 > o+ 1 > 0 pour tout k € [[0,n]]).

wnx — " 1(171) ) — n n _q n—k F(TZJrOtJrl) xnfk.
) o () kZ:—o<k>( ) I'n+a—k+1)

C’est une somme finie de puissances entiéres de x (les exposants n — k parcourent [0, n]]).

‘wn est donc une fonction polynomiale. ‘

Degré et coefficient dominant : Le terme de plus haut degré correspond a k =0 :

n\_ppLlntatl) o jnon
(6) o Harar =

Le coefficient dominant est (—1)™ # 0, donc le degré est exactement n.

‘T/Jn est de degré n et de coefficient dominant (—1)". ‘
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14.

15.

Remarque :

On vérifie la cohérence avec la question 12 : ¢g = 1 a pour degré 0 et coefficient dominant (—1) = 1;
Y1 = —x+(a+1) a pour degré 1 et coefficient dominant (—1)! = —1; 99 = 22—2(a+2)z+(a+1)(a+2)
a pour degré 2 et coefficient dominant (—1)% = 1.
+00
L’application (-, -) est bien définie sur E, x E, : pour f, g € E,, l'intégrale f x® e f(x) g(x)dx converge
0
d’aprés la question 9.
Vérifions les quatre propriétés d’un produit scalaire.
Bilinéarité : Soient f,g,h € E, et A € R. Par linéarité de I'intégrale convergente :

s+t = | e (1) + Ag(@)) hx) da = (F.h) + Mg, b,

La linéarité a droite s’obtient de la méme maniére. L’application (-, -) est donc bilinéaire.
Symétrie : Pour f,g € E,, on a f(x)g(z) = g(z) f(z) pour tout x, donc {f, g) =g, f).
Positivité : Pour f € FE, :

+00
b= e f@rde =0
0
car I'intégrande est continue et positive sur |0, +00].

Caractére défini : Supposons (f, f) = 0. L’intégrande z — 2% e~% f(x)? est continue et positive sur ]0, +-o0[
(0 < 400), et son intégrale vaut 0. Elle est donc identiquement nulle sur |0, +oo[ d’aprés le théoréme aux
quatre hypothéses. Or z%e~* > 0 pour tout z > 0, d’'ou f(z) = 0 pour tout = > 0, puis f(0) = 0 par
continuité de f sur [0, +o0].

‘<-, -y est un produit scalaire sur E,. ‘

D’aprés la formule de Leibniz appliquée au produit ¢, (z) = 2" - ™%, pour tout k € N :

k

E\ T(n+a+1) _ i

(k) _ _1k] n+a—j T

on (@) Z(j)F(nM—jH)( et e
7=0

Chaque terme de cette somme est de la forme c; - anteTi e,

Comportement en +c0 : Pour tout j < k, on écrit 2"+t J ™% = (:c”+0‘_j e‘x/Q) . e7%/2, Par croissances
—#/2 0, donc chaque terme est un o(e~%2). Comme le nombre de termes est fixé,

comparées, £ T e
r——+00

on peut sommer les o.

‘101(1k) (z) = O(G_Z/Q) quand & — 400, pour tout k € N.

Limite en 0" : Si k < n — 1, alors pour tout j € {0,...,k} :
n+a—jznt+a—-kzn+a—-(n—-1)=a+1>0.

L’exposant de = dans chaque terme est strictement positif, donc z"+*~7 e=* — 0.
z—0

Pour k <n —1, goglk)(x) — 0.
z—0

Remarque :

Plus généralement, pour tout polynéme P et tout k < n—1, le produit P(z) cp,(lk) (z) est une combinaison
linéaire de termes "> 7+4e~% (avec d > 0), qui tendent tous vers 0 en 07 et en +c0. Ce fait sera utile
a la question suivante.
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(n)

16. Formule d’intégration par parties : Par définition de ¢, on a x® e * 9, (x) = ¢y, ' (z). Donc :

+a0 +a0
Wty = [ 2% () o) do = [ i) o 0)
0 0
Montrons par récurrence (finie) sur ¢ la propriété suivante, pour £ allant de 0 a n :
+a0
H(¢): Dlintégrale I, = PO (2) o0 (1) da: converge et (P, ¥p) = (=1)° L.
0
+00
e Initialisation (¢ = 0) : L’intégrale Iy = Um () o™ () dz converge car ¥, est un polynome et
0

go%") () = 2%e %, (x) (cf. ci-dessus), et on a (Y, 1hny = (—1)° I, ce qui est I'égalité déja établie.
e Hérédité : Soit £ € [[0,n — 1] tel que H () est vraie. On effectue une intégration par parties sur I,. On
pose :

u(z) = vi)(z) et V(@) =@ @), avee  W(2) =9 (@) et w(@) = oV ).

Les fonctions u et v sont de classe C! sur ]0, +oo[. De plus :
e Quand A — +00 : 1/1,(,? est un polynoéme et cp%n_z_l)(x) = o(e*“/Q) en +00 (question 15, car
n—{¢—1<n-—1), donc u(A)v(A) — 0 par croissances comparées.
e Quand ¢ — 07 : 10 (¢) tend vers une constante (valeur d’un polynome en 0) et wﬁl"‘é‘”(a) -0
(question 15, car n — ¢ — 1 < n — 1), donc u(e) v(e) — 0.
Donc une intégration par parties est valide et les intégrales :

+00

+00
9 (2) o O(z) d et f B () oD () da
0 0

ont méme nature. La premiére est Iy qui converge par hypothése de récurrence. La seconde, I;i1,
converge donc aussi, et :

+00
I = [6$0@) o0V @)| T~ L = L.

Par hypothése de récurrence, (¢, ¥n> = (=1)¢1, = (=1)° - (=I;11) = (=1 1,41, ce qui prouve
H(l+1).

Par récurrence, H(n) est vraie :

+00

Uy = (1) ) V) () o (@) da.

Orthogonalité : Si m < n, le polynéme 1, est de degré m (question 13), donc @Z)ﬁg’) = 0. On en déduit
<wm7 wn> = 0.

Si m > n, par symétrie du produit scalaire : (¢, V) = (¥, ¥m) = 0 (car n < m, cas précédent).
‘Pour m # n, Y, Yny = 0 : la famille (¢, )nen est orthogonale. ‘

17. En appliquant la formule de la question 16 avec m = n :

+00

[9nl? = s Pony = (=1)" U\ (@) pn(x) da.
0
D’apres la question 13, v, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant (—1)™. Donc :
7(1") =(=1)"-n!
En substituant :
+00 +00
[n]? = (=1)"™ - (=1)™- n!f on(z)de = n!f " e P dr =n!T(n+a+1).
0 0

L’intégrale converge d’aprés la question 1 (car n + a + 1 > 0).
[¢n]? = n!T(n 4+ a + 1).
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Remarque :

+a0
On vérifie pour n = 0 : 1|2 = 0! T'(a+ 1) = ['(a+ 1). En effet, 1o = 1 donc |¢)o]? = J e P dr =
0
F(a+1).

Partie III - Approximation

Un

[9na
a fr dans (Eq, (:,)) avec F = Vy :

18. Existence : La famille ( > est une base orthonormale de V. D’aprés la question 7 appliquée
0<n<N

Z ool _ 1 fef2 = 1 — e IR < IAl2

wal2
La série Z <f|12/’} ¢|r;> est & termes positifs et ses sommes partielles sont majorées par | fi[2 < +o0. ‘ Elle converge.
n
Calcul de {(fi, 1) : Puisque 2 e " ¢, (z) = go%n) (z) :
+00
(frsthn) = fr(@) ol () da.
0

On a déja rédigé proprement plusieurs IPP. Allons un peu plus vite, on effectue n intégrations par parties,
en dérivant fi et en intégrant les dérivées de @,. Les crochets aux bornes s’annulent par le méme argument
qu’a la question 16 : f,ge) () = (—k) e " est bornée au voisinage de 0 et tend vers 0 en +00, tandis que

@,(1”714) (z) — 0 en 0F et est un o(e™%2) en +00 (question 15). On obtient :
+00 +o0 +o0
ks Uny = (—1)" " (2) pn(z)dz = (—1)" - (—k)" eke gnta o= g — k0 gt e (k)T g
iy thn) = (=1) fr (@) n(x) (=D)"- (k)
0 0 0

Par le changement de variable (affine) ¢t = (k + 1)x
kn
(i ¥n) = WF(” +a+1).
F'n+a+1)

Calcul de la somme : En utilisant |1, |3 = n!T'(n+«a+1) (question 17) et en posant a,, = '
n!

<fkvwn>2 . anF(n + o+ 1) B an, ( 2 )n
(k+1)2) °

n2 nl (k + 1)2n+20+2 - (k + 1)20+2 )

2

On pose u = (e € [0,1]. En sommant et en appliquant la question 4 (puisque |u| < R =1) :
Z N e ) 1 +ZOO“ 1 CT(a+1)
[l (k + 1)20+2 & n U T (k+ 12082 T (1 —y)atl’
k? 2k + 1 2k + 1)t
Orl—u=1- R ++1)2, donc (1 —u)2*! = ((k—:_l)gc“r? En substituant :
Z 5 o) 1 'F(a+1)-(kz+1)20‘+2
a2~ (k + 1)20+2 (2k + 1) t! :
Z 5 frobn)? T+ 1)
[nld 2k + 1)1
+00 r 1
On reconnait | fx|2 = J 2% e~ Ck+lz 10 — (2];?——;)0[11 (par le changement de variable ¢t = (2k + 1)x).
0
L’égalité peut donc aussi s’écrire Z <J‘t’z;¢‘7; = || fel?.
n
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19.

20.

21.

22.

D’aprés la question 7 appliquée a fi et & la base orthonormale <|$n| > de Vi :
nlla/ ogn<N
<f1m¢ )
n
+o0 2
D’aprés la question 18, Z M = | f&/|>. Donc :
fr S (Y

o mn(folt = ) Lt

[nl2  No+oo

n=N+1
en tant que reste d’une série convergente.
-7 —> 0.
Ifx = 75 (f)la -
Pour N € N, mn/( fx) est une combinaison linéaire de 1y, . . ., ¥, qui sont des fonctions polynomiales (question

13). Donc WN(fk) eP.

D’aprés la question 19, ||fx — 7n (fx)]la — 0 quand N — +00. Donc pour tout € > 0, il existe N assez grand
tel que || fr — 7N (fi)]a < .

[Bn posant p = 7y (fi) € P, on a [ — pla < =

On définit g : [0,1] — R par g(¢t) = f(—1Int) pour t € ]0,1] et g(0) = 0.

Continuité de g : La fonction g est continue sur |0, 1] par composition de fonctions continues. En 0 : lorsque
t— 0", ona—Int— +o0o, donc g(t) = f(—Int) — 0 car f tend vers 0 en +0o0. Ainsi g(0) = lim,_,o+ g(t), et
g est continue sur [0, 1].

Approximation uniforme : D’aprés le résultat admis (théoréme d’approximation de Weierstrass), pour
n

tout ¢’ > 0, il existe un polynéme p(t) = Z A tF tel que |g(t) — p(t)| < &' pour tout ¢ € [0,1].
k=0
Pour tout x € [0, +o0[, on a e™ € ]0,1] < [0,1] et g(e™™) = f(x), donc :

|f(a:) — Z A\ e ke
k=0

Passage a la norme : En élevant au carré et en intégrant :

=|g(e™) —p(e )| <€’

n 2 +00 n 2 +00
‘f - Z e frl| = J e (f(:v) - Z A e_k‘v) dz < (5')2J e dz = ()’ T'(a + 1).
k=0 o 0 k=0 0
.. €
En choisissant ¢/ = ———:
MNa+1)
n
F=Y M fe| <e
- «
D’aprés la question 21 (appliquée avec le paramétre €/2), il existe n € N et Ag, ..., A, € R tels que :
L €
‘f - Z Ak fk: < 5
k=0 o
n
Posons S = Z |Ak|. D’aprés la question 20, pour chaque k € {0,...,n}, il existe pg € P tel que || fr — pilla <
c k=0
2(S+1)
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23.

n
On pose p = Z Ak Pk, qui est une combinaison linéaire de polynémes, donc p € P. Par I'inégalité triangulaire :
k=0

n

2 (fr = Pr)

If = pla<|f- 2 M f

[e%

L e
Z Akl [ f = prlla < 5 + 5

[0}
_£ &
2(5+1) 2

w\m

‘Pour tout € > 0, il existe p € P tel que ||f — pla < €. ‘

Remarque :

Ce résultat signifie que ’espace des fonctions polynomiales P est dense dans ’ensemble des fonctions
continues tendant vers 0 en 400, pour la norme | - |4.

On définit f : [0, +00[— R par f(z) = h(y/z) €*/?, comme suggéré par I'énoncé.

Vérification des hypothéses : La fonction f est continue sur [0, +o0[. Puisque h est paire et nulle en
dehors de [—A4, A], on a h(y/x) = 0 dés que \/z > A, i.e. z > A% Donc f(z) = 0 pour x > A? : en particulier,
f tend vers 0 en +o0.

Choix de « : On prend a = 5 qui vérifie bien o > —1.

Application de la question 22 : La fonction f vérifie les hypothéses de la question 22. Donc pour tout
£ > 0, il existe un polynéme q tel que |f — ¢|> 12 S € ie.:

foo 126 (£(1) — ()2 dt <.

Lien avec l’intégrale cherchée : On pose p(x) = q(z?), qui est bien une fonction polynomiale sur R.

Puisque h est paire et z — p(z) e /2 est paire :
+o 2 +00 9
f (h(x) — p(x) 8*12/2) dz = QJ (h(a:) —g(z?) 6712/2) da.
—w .

Par le changement de variable t = 22 (z = /t, doz = t — +/t est C, bijective strictement monotone sur

R%) :

dt
2/t

9 f:oo (h(vD) — () e2)’ ;vt% B Om 2 (1D - () e 2) ar

ol les intégrales ont la méme nature que la premiére que 'on sait convergente.

Or h(y/t) = f(t)e '/ par définition de f, donc :
h(VE) = q(t) e = 2 (f(1) — a(1)).

En substituant :

[ (- ptwre =) = [ et (0 - gt = 15— 12y <

—» 0

J+OO <h(:1:) —p(x) e_$2/2>2 de <e.

—00

Remarque :

Ce résultat signifie que toute fonction continue, paire et & support compact peut étre approchée en
norme L?(R) par des fonctions de la forme x +— p(x) e~%/2 est-a-dire par des combinaisons linéaires
de fonctions z" e~**/2 (fonctions d’Hermite). L’énoncé affirme que ce résultat s'étend en fait a toute
fonction continue de carré intégrable sur R.
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