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Correction DS6 - Mines-Ponts Maths 2 PC 2020

Problème 1 - Mines-Ponts PC 2020 (Maths II) - Approximation par des exponentielles-
polynômes

Partie I - Résultats préliminaires
I.1 - Étude d’une série entière

1. Soit x ą 0. La fonction t ÞÑ tx´1e´t est continue donc intégrable sur tout segment de s0,`8r. On étudie la
convergence de l’intégrale en scindant en t “ 1 :

Γpxq “

ż 1

0
tx´1e´tdt`

ż `8

1
tx´1e´tdt.

Convergence en 0 : Au voisinage de 0`, on a e´t Ñ 1, donc tx´1e´t „
tÑ0`

tx´1. Or x´ 1 ą ´1 (car x ą 0),

donc x ÞÑ tx´1 est intégrable (intégrale de Riemann en 0). Par critère d’équivalence au voisinage de 0`,

x ÞÑ tx´1e´t est intégrable en 0 et donc l’intégrale
ż 1

0
tx´1e´tdt converge.

Convergence en `8 : Par croissances comparées, t2 ¨ tx´1e´t “ tx`1e´t ÝÝÝÝÑ
tÑ`8

0, donc tx´1e´t “ o

ˆ

1

t2

˙

en `8. Puisque x ÞÑ dt
t2

est intégrable (intégrale de Riemann d’exposant 2 ą 1), par critère de négligeabilité,
x ÞÑ tx´1e´tdt est intégrable en `8.

La fonction Γ est bien définie sur s0,`8r.

De plus, l’intégrande t ÞÑ tx´1e´t est positive donc par positivité de l’intégrale, Γ est positive.
Si Γ s’annulait en un point x P R, comme t ÞÑ tx´1e´t est continue, positive et comme 0 ă `8, d’après le
théorème aux quatre hypothèses, on aurait t ÞÑ tx´1e´t identiquement nulle, ce qui est faux. Par contraposée,
Γ ne s’annule jamais et donc Γpxq ą 0 pour tout x ą 0.

2. Soit x ą 0. On a Γpx` 1q “

ż `8

0
txe´tdt. On pose :

uptq “ tx et v1ptq “ e´t, avec u1ptq “ xtx´1 et vptq “ ´e´t.

Les fonctions u et v sont de classe C1. De plus :

• Quand A Ñ `8 : upAqvpAq “ ´Axe´A Ñ 0 par croissances comparées (l’exponentielle l’emporte sur
toute puissance).

• Quand ε Ñ 0` : upεqvpεq “ ´εxe´ε Ñ 0 car x ą 0 et e´ε Ñ 1.

Donc une intégration par partie est valide et les intégrales :
ż `8

0
xtx´1e´tdt et

ż `8

0
txp´e´tqdt

ont même nature. La première intégrale est Γpxq à facteur près donc convergente. Ainsi :
ż `8

0
txe´tdt “

”

´ txe´t
ı`8

0
` x

ż `8

0
tx´1e´tdt “ x

ż `8

0
tx´1e´tdt.

Ainsi : Γpx` 1q “ xΓpxq pour tout x ą 0.
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Remarque :

On en déduit par récurrence que Γpn ` 1q “ n! pour tout n P N. En effet, Γp1q “

ż `8

0
e´tdt “

“

´e´t
‰`8

0
“ 1 “ 0!, et si Γpn` 1q “ n!, alors Γpn` 2q “ pn` 1qΓpn` 1q “ pn` 1q ¨ n! “ pn` 1q!.

3. On utilise la règle de d’Alembert pour les séries entières. Pour tout n P N, on a an ą 0 (car n ` α ` 1 ą 0
puisque n ě 0 et α ą ´1, et Γ est à valeurs strictement positives d’après la question 1). On calcule le
rapport :

an`1

an
“

Γpn` α ` 2q

pn` 1q!
¨

n!

Γpn` α ` 1q
“

Γpn` α ` 2q

pn` 1qΓpn` α` 1q
.

Or n` α ` 1 ą 0. D’après la question 2, Γpn` α ` 2q “ pn` α ` 1qΓpn` α` 1q. Donc :

an`1

an
“
n` α ` 1

n` 1
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

1.

Par la règle de d’Alembert pour les séries entières :

R “ lim
nÑ`8

an
an`1

“ lim
nÑ`8

n` 1

n` α ` 1
.

R “ 1.
4. Soit x P s´1, 1r. On le considère fixé tout le long de cette question. Pour tout n P N, on écrit an à l’aide de

la définition intégrale de Γ :

anx
n “

xn

n!
Γpn` α ` 1q “

xn

n!

ż `8

0
tn`α e´tdt “

ż `8

0

ptxqn

n!
tα e´tdt.

On pose fnptq “
ptxqn

n!
tα e´t pour tout t ą 0. On souhaite intervertir

`8
ÿ

n“0

et
ż `8

0
.

Justification de l’interversion :

•
ř

fn converge simplement vers t ÞÑ etxtαe´t. On a reconnu la série exponentielle
`8
ÿ

n“0

ptxqn

n!
“ etx, valable

pour tout t, x P R.
• Chaque fonction fn est intégrable sur s0,`8r.

• Vérifions que
`8
ÿ

n“0

ż `8

0
|fnptq| dt converge :

`8
ÿ

n“0

ż `8

0
|fnptq| dt “

`8
ÿ

n“0

|x|n

n!

ż `8

0
tn`α e´tdt “

`8
ÿ

n“0

|x|n Γpn` α ` 1q

n!
“

`8
ÿ

n“0

an |x|n.

Cette dernière série converge car |x| ă R “ 1 (convergence absolue d’une série entière à l’intérieur de
son disque de convergence).

Par le théorème d’intégration terme à terme, l’interversion est justifiée :

`8
ÿ

n“0

anx
n “

ż `8

0
tα e´t

˜

`8
ÿ

n“0

ptxqn

n!

¸

dt “

ż `8

0
tα e´t etx dt “

ż `8

0
tα e´tp1´xqdt.

Calcul de l’intégrale : Puisque x ă 1, on a 1 ´ x ą 0. On effectue le changement de variable (affine)

u “ tp1 ´ xq, soit t “
u

1 ´ x
et dt “

du

1 ´ x
:

ż `8

0
tα e´tp1´xqdt “

ż `8

0

ˆ

u

1 ´ x

˙α

e´u du

1 ´ x
“

1

p1 ´ xqα`1

ż `8

0
uα e´u du “

Γpα ` 1q

p1 ´ xqα`1
.

`8
ÿ

n“0

anx
n “

Γpα ` 1q

p1 ´ xqα`1
pour tout x P s´1, 1r.
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Remarque :

Pour α “ 0 : an “ Γpn ` 1q{n! “ n!{n! “ 1, et on retrouve la série géométrique
`8
ÿ

n“0

xn “
1

1 ´ x
. Pour

α “ 1 : an “ Γpn ` 2q{n! “ pn ` 1q!{n! “ n ` 1, et on retrouve
`8
ÿ

n“0

pn ` 1qxn “
1

p1 ´ xq2
, ce qui est

cohérent avec la dérivation terme à terme de la série géométrique.

I.2 - Projections orthogonales

5. Puisque F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, on dispose de la décomposition en somme
directe orthogonale :

E “ F ‘ FK où FK “ ty P E | @f P F, xy, fy “ 0u.

La projection orthogonale πF sur F est la projection sur F parallèlement à FK.

Autrement dit, pour tout x P E, πF pxq est l’unique vecteur de F tel que x´ πF pxq P FK.

6. Posons p “

n
ÿ

i“1

xx, eiy ei. Montrons que p “ πF pxq, c’est-à-dire que p P F et x´ p P FK.

p P F : C’est immédiat car p est une combinaison linéaire des vecteurs e1, . . . , en qui appartiennent à F .
x´ p P FK : Il suffit de montrer que x´ p est orthogonal à chaque vecteur de la base pe1, . . . , enq de F . Soit
j P rr1, nss :

xx´ p, ejy “ xx, ejy ´ xp, ejy “ xx, ejy ´

n
ÿ

i“1

xx, eiy xei, ejy
loomoon

“δi,j

“ xx, ejy ´ xx, ejy “ 0.

On a utilisé l’orthonormalité de la base : xei, ejy “ δi,j (symbole de Kronecker). Puisque xx´ p, ejy “ 0 pour
tout j P rr1, nss, on a x´ p P FK.
Par unicité de la décomposition dans E “ F ‘ FK, on conclut :

πF pxq “

n
ÿ

i“1

xx, eiy ei.

7. On développe }x´ πF pxq}2 en utilisant la bilinéarité du produit scalaire :

}x´ πF pxq}2 “ xx´ πF pxq, x´ πF pxqy “ xx´ πF pxq, xy ´ xx´ πF pxq, πF pxqy.

Or x´ πF pxq P FK et πF pxq P F , donc xx´ πF pxq, πF pxqy “ 0. Il reste :

}x´ πF pxq}2 “ xx´ πF pxq, xy “ xx, xy ´ xπF pxq, xy “ }x}2 ´ xπF pxq, xy.

Calculons xπF pxq, xy à l’aide de la question 6 :

xπF pxq, xy “

C

n
ÿ

i“1

xx, eiy ei, x

G

“

n
ÿ

i“1

xx, eiy xei, xy “

n
ÿ

i“1

xx, eiy
2.

D’où :

}x´ πF pxq}2 “ }x}2 ´

n
ÿ

i“1

xx, eiy
2.

Partie II - Polynômes de Laguerre

8. Soit pa, bq P R2. On a p|a| ´ |b|q2 ě 0, ce qui donne :

|a|2 ´ 2|a| |b| ` |b|2 ě 0, soit a2 ` b2 ě 2|ab|.

En divisant par 2 :

|ab| ď
a2 ` b2

2
pour tout pa, bq P R2.
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9. Soient f, g P Eα. Pour tout x ą 0, on applique la question 8 avec a “ fpxq et b “ gpxq :

|fpxq gpxq| ď
fpxq2 ` gpxq2

2
.

En multipliant par xαe´x ą 0 (car x ą 0) :

xαe´x|fpxq gpxq| ď
1

2
xαe´x fpxq2 `

1

2
xαe´x gpxq2.

Le membre de droite est la somme de deux fonctions dont les intégrales sur r0,`8r convergent :
ż `8

0
xαe´xfpxq2 dx

converge car f P Eα, et de même pour g. Par comparaison de fonctions positives :

L’intégrale
ż `8

0
xαe´xfpxq gpxq dx converge absolument, donc converge.

10. Montrons que Eα est un sous-espace vectoriel de Cpr0,`8r,Rq.
Inclusion : Par définition, les éléments deEα sont des fonctions continues sur r0,`8r, doncEα Ă Cpr0,`8r,Rq.

Non-vacuité : La fonction nulle est continue et
ż `8

0
xαe´x ¨ 02 dx “ 0 converge. Donc 0 P Eα.

Stabilité par combinaison linéaire : Soient f, g P Eα et λ P R. La fonction f ` λg est continue sur
r0,`8r. On développe :

pf ` λgq2 “ f2 ` 2λ fg ` λ2 g2.

En multipliant par xαe´x et en intégrant, on obtient une combinaison linéaire de trois intégrales :

•
ż `8

0
xαe´xf2 dx converge car f P Eα,

•
ż `8

0
xαe´xfg dx converge d’après la question 9,

•
ż `8

0
xαe´xg2 dx converge car g P Eα.

Par linéarité des intégrales convergentes,
ż `8

0
xαe´xpf ` λgq2 dx converge. Donc f ` λg P Eα.

Eα est un sous-espace vectoriel de Cpr0,`8r,Rq.

11. Montrons d’abord que chaque fonction monôme x ÞÑ xk (pour k P N) appartient à Eα. Cette fonction est
continue sur r0,`8r, et :

ż `8

0
xαe´xpxkq2 dx “

ż `8

0
xα`2k e´x dx “ Γpα` 2k ` 1q.

Cette intégrale converge d’après la question 1, car α ` 2k ` 1 ě α ` 1 ą 0. Donc x ÞÑ xk P Eα.

Soit maintenant p une fonction polynomiale sur r0,`8r : p “

m
ÿ

j“0

cj x
j . C’est une combinaison linéaire finie

de fonctions monômes, qui appartiennent toutes à Eα. Puisque Eα est un sous-espace vectoriel (question
10) :
Toute fonction polynomiale sur r0,`8r est élément de Eα.

12. On calcule ψ0, ψ1 et ψ2 à partir des définitions φnpxq “ xn`α e´x et ψnpxq “ x´α ex φ
pnq
n pxq.

Calcul de ψ0 : On a φ0pxq “ xα e´x et φp0q

0 “ φ0 (par convention). Donc :

ψ0pxq “ x´α ex ¨ xα e´x “ 1.

ψ0 “ 1.

Calcul de ψ1 : On a φ1pxq “ x1`α e´x. On dérive par la règle du produit :

φ1
1pxq “ p1 ` αqxα e´x ´ x1`α e´x “ xα e´x

“

pα ` 1q ´ x
‰

.
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Donc :
ψ1pxq “ x´α ex ¨ xα e´x

“

pα ` 1q ´ x
‰

“ pα ` 1q ´ x.

ψ1pxq “ ´x` α ` 1.

Calcul de ψ2 : On a φ2pxq “ x2`α e´x. On calcule ses deux premières dérivées.
Première dérivée :

φ1
2pxq “ pα` 2qx1`α e´x ´ x2`α e´x.

Deuxième dérivée (en dérivant chaque terme de φ1
2) :

φ2
2pxq “ pα` 2q

“

pα ` 1qxα e´x ´ x1`α e´x
‰

´
“

pα ` 2qx1`α e´x ´ x2`α e´x
‰

“ xα e´x
“

pα ` 2qpα ` 1q ´ 2pα ` 2qx` x2
‰

.

Donc :
ψ2pxq “ x´α ex ¨ φ2

2pxq “ x2 ´ 2pα ` 2qx` pα ` 1qpα` 2q.

ψ2pxq “ x2 ´ 2pα ` 2qx` pα ` 1qpα` 2q.

13. La fonction φn est le produit de deux fonctions de classe C8 sur s0,`8r : x ÞÑ xn`α et x ÞÑ e´x. On applique
la formule de Leibniz :

φpnq
n pxq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

`

xn`α
˘pkq `

e´x
˘pn´kq

.

Pour k P rr0, nss :

• pxn`αq
pkq

“ pn ` αqpn ` α ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ` α ´ k ` 1q ¨ xn`α´k (produit de k facteurs consécutifs, avec la
convention que le produit vide vaut 1 pour k “ 0).

• pe´xq
pn´kq

“ p´1qn´k e´x.

En substituant et en factorisant xα e´x (car xn`α´k “ xα ¨ xn´k) :

φpnq
n pxq “ xα e´x

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

p´1qn´k Γpn` α ` 1q

Γpn` α ´ k ` 1q
xn´k

où l’on a utilisé la relation Γpx` 1q “ xΓpxq (question 2) pour écrire le produit de k facteurs sous la forme
Γpn` α ` 1q

Γpn` α ´ k ` 1q
(ce qui est licite car n` α´ k ` 1 ě α ` 1 ą 0 pour tout k P rr0, nss).

Par conséquent :

ψnpxq “ x´α ex φpnq
n pxq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

p´1qn´k Γpn` α ` 1q

Γpn` α ´ k ` 1q
xn´k.

C’est une somme finie de puissances entières de x (les exposants n´ k parcourent rr0, nss).
ψn est donc une fonction polynomiale.

Degré et coefficient dominant : Le terme de plus haut degré correspond à k “ 0 :
ˆ

n

0

˙

p´1qn
Γpn` α ` 1q

Γpn` α ` 1q
xn “ p´1qn xn.

Le coefficient dominant est p´1qn ‰ 0, donc le degré est exactement n.
ψn est de degré n et de coefficient dominant p´1qn.
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Remarque :

On vérifie la cohérence avec la question 12 : ψ0 “ 1 a pour degré 0 et coefficient dominant p´1q0 “ 1 ;
ψ1 “ ´x`pα`1q a pour degré 1 et coefficient dominant p´1q1 “ ´1 ; ψ2 “ x2´2pα`2qx`pα`1qpα`2q

a pour degré 2 et coefficient dominant p´1q2 “ 1.

14. L’application x¨, ¨y est bien définie sur Eα ˆEα : pour f, g P Eα, l’intégrale
ż `8

0
xα e´x fpxq gpxq dx converge

d’après la question 9.
Vérifions les quatre propriétés d’un produit scalaire.
Bilinéarité : Soient f, g, h P Eα et λ P R. Par linéarité de l’intégrale convergente :

xf ` λg, hy “

ż `8

0
xα e´x pfpxq ` λ gpxqqhpxq dx “ xf, hy ` λ xg, hy.

La linéarité à droite s’obtient de la même manière. L’application x¨, ¨y est donc bilinéaire.

Symétrie : Pour f, g P Eα, on a fpxq gpxq “ gpxq fpxq pour tout x, donc xf, gy “ xg, fy.

Positivité : Pour f P Eα :

xf, fy “

ż `8

0
xα e´x fpxq2 dx ě 0

car l’intégrande est continue et positive sur s0,`8r.

Caractère défini : Supposons xf, fy “ 0. L’intégrande x ÞÑ xα e´x fpxq2 est continue et positive sur s0,`8r

(0 ă `8), et son intégrale vaut 0. Elle est donc identiquement nulle sur s0,`8r d’après le théorème aux
quatre hypothèses. Or xα e´x ą 0 pour tout x ą 0, d’où fpxq “ 0 pour tout x ą 0, puis fp0q “ 0 par
continuité de f sur r0,`8r.
x¨, ¨y est un produit scalaire sur Eα.

15. D’après la formule de Leibniz appliquée au produit φnpxq “ xn`α ¨ e´x, pour tout k P N :

φpkq
n pxq “

k
ÿ

j“0

ˆ

k

j

˙

Γpn` α ` 1q

Γpn` α ´ j ` 1q
p´1qk´j xn`α´j e´x.

Chaque terme de cette somme est de la forme cj ¨ xn`α´j ¨ e´x.
Comportement en `8 : Pour tout j ď k, on écrit xn`α´j e´x “

`

xn`α´j e´x{2
˘

¨ e´x{2. Par croissances
comparées, xn`α´j e´x{2 ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
0, donc chaque terme est un ope´x{2q. Comme le nombre de termes est fixé,

on peut sommer les o.

φ
pkq
n pxq “ o

`

e´x{2
˘

quand x Ñ `8, pour tout k P N.

Limite en 0` : Si k ď n´ 1, alors pour tout j P t0, . . . , ku :

n` α ´ j ě n` α ´ k ě n` α ´ pn´ 1q “ α` 1 ą 0.

L’exposant de x dans chaque terme est strictement positif, donc xn`α´j e´x ÝÝÝÝÑ
xÑ0`

0.

Pour k ď n´ 1, φpkq
n pxq ÝÝÝÝÑ

xÑ0`
0.

Remarque :

Plus généralement, pour tout polynôme P et tout k ď n´1, le produit P pxqφ
pkq
n pxq est une combinaison

linéaire de termes xn`α´j`d e´x (avec d ě 0), qui tendent tous vers 0 en 0` et en `8. Ce fait sera utile
à la question suivante.
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16. Formule d’intégration par parties : Par définition de ψn, on a xα e´x ψnpxq “ φ
pnq
n pxq. Donc :

xψm, ψny “

ż `8

0
xα e´x ψmpxqψnpxq dx “

ż `8

0
ψmpxqφpnq

n pxq dx.

Montrons par récurrence (finie) sur ℓ la propriété suivante, pour ℓ allant de 0 à n :

Hpℓq : l’intégrale Iℓ “

ż `8

0
ψpℓq
m pxqφpn´ℓq

n pxq dx converge et xψm, ψny “ p´1qℓ Iℓ.

• Initialisation (ℓ “ 0) : L’intégrale I0 “

ż `8

0
ψmpxqφpnq

n pxq dx converge car ψm est un polynôme et

φ
pnq
n pxq “ xα e´x ψnpxq (cf. ci-dessus), et on a xψm, ψny “ p´1q0 I0, ce qui est l’égalité déjà établie.

• Hérédité : Soit ℓ P rr0, n´ 1ss tel que Hpℓq est vraie. On effectue une intégration par parties sur Iℓ. On
pose :

upxq “ ψpℓq
m pxq et v1pxq “ φpn´ℓq

n pxq, avec u1pxq “ ψpℓ`1q
m pxq et vpxq “ φpn´ℓ´1q

n pxq.

Les fonctions u et v sont de classe C1 sur s0,`8r. De plus :

• Quand A Ñ `8 : ψpℓq
m est un polynôme et φpn´ℓ´1q

n pxq “ o
`

e´x{2
˘

en `8 (question 15, car
n´ ℓ´ 1 ď n´ 1), donc upAq vpAq Ñ 0 par croissances comparées.

• Quand ε Ñ 0` : ψpℓq
m pεq tend vers une constante (valeur d’un polynôme en 0) et φpn´ℓ´1q

n pεq Ñ 0
(question 15, car n´ ℓ´ 1 ď n´ 1), donc upεq vpεq Ñ 0.

Donc une intégration par parties est valide et les intégrales :
ż `8

0
ψpℓq
m pxqφpn´ℓq

n pxq dx et
ż `8

0
ψpℓ`1q
m pxqφpn´ℓ´1q

n pxq dx

ont même nature. La première est Iℓ qui converge par hypothèse de récurrence. La seconde, Iℓ`1,
converge donc aussi, et :

Iℓ “

”

ψpℓq
m pxqφpn´ℓ´1q

n pxq

ı`8

0
´ Iℓ`1 “ ´Iℓ`1.

Par hypothèse de récurrence, xψm, ψny “ p´1qℓ Iℓ “ p´1qℓ ¨ p´Iℓ`1q “ p´1qℓ`1 Iℓ`1, ce qui prouve
Hpℓ` 1q.

Par récurrence, Hpnq est vraie :

xψm, ψny “ p´1qn
ż `8

0
ψpnq
m pxqφnpxq dx.

Orthogonalité : Si m ă n, le polynôme ψm est de degré m (question 13), donc ψpnq
m “ 0. On en déduit

xψm, ψny “ 0.
Si m ą n, par symétrie du produit scalaire : xψm, ψny “ xψn, ψmy “ 0 (car n ă m, cas précédent).
Pour m ‰ n, xψm, ψny “ 0 : la famille pψnqnPN est orthogonale.

17. En appliquant la formule de la question 16 avec m “ n :

}ψn}2 “ xψn, ψny “ p´1qn
ż `8

0
ψpnq
n pxqφnpxq dx.

D’après la question 13, ψn est un polynôme de degré n et de coefficient dominant p´1qn. Donc :

ψpnq
n “ p´1qn ¨ n!

En substituant :

}ψn}2 “ p´1qn ¨ p´1qn ¨ n!

ż `8

0
φnpxq dx “ n!

ż `8

0
xn`α e´x dx “ n! Γpn` α ` 1q.

L’intégrale converge d’après la question 1 (car n` α ` 1 ą 0).

}ψn}2 “ n! Γpn` α ` 1q.
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Remarque :

On vérifie pour n “ 0 : }ψ0}2 “ 0! Γpα` 1q “ Γpα` 1q. En effet, ψ0 “ 1 donc }ψ0}2 “

ż `8

0
xα e´x dx “

Γpα ` 1q.

Partie III - Approximation

18. Existence : La famille
ˆ

ψn

}ψn}α

˙

0ďnďN

est une base orthonormale de VN . D’après la question 7 appliquée

à fk dans pEα, x¨, ¨yq avec F “ VN :

N
ÿ

n“0

xfk, ψny2

}ψn}2α
“ }fk}2α ´ }fk ´ πN pfkq}2α ď }fk}2α.

La série
ÿ xfk, ψny2

}ψn}2α
est à termes positifs et ses sommes partielles sont majorées par }fk}2α ă `8. Elle converge.

Calcul de xfk, ψny : Puisque xα e´x ψnpxq “ φ
pnq
n pxq :

xfk, ψny “

ż `8

0
fkpxqφpnq

n pxq dx.

On a déjà rédigé proprement plusieurs IPP. Allons un peu plus vite, on effectue n intégrations par parties,
en dérivant fk et en intégrant les dérivées de φn. Les crochets aux bornes s’annulent par le même argument
qu’à la question 16 : f pℓq

k pxq “ p´kqℓ e´kx est bornée au voisinage de 0 et tend vers 0 en `8, tandis que
φ

pn´1´ℓq
n pxq Ñ 0 en 0` et est un ope´x{2q en `8 (question 15). On obtient :

xfk, ψny “ p´1qn
ż `8

0
f

pnq

k pxqφnpxq dx “ p´1qn ¨ p´kqn
ż `8

0
e´kx xn`α e´x dx “ kn

ż `8

0
xn`α e´pk`1qx dx.

Par le changement de variable (affine) t “ pk ` 1qx :

xfk, ψny “
kn

pk ` 1qn`α`1
Γpn` α ` 1q.

Calcul de la somme : En utilisant }ψn}2α “ n! Γpn`α` 1q (question 17) et en posant an “
Γpn` α ` 1q

n!
:

xfk, ψny2

}ψn}2α
“
k2n Γpn` α ` 1q

n! pk ` 1q2n`2α`2
“

an
pk ` 1q2α`2

¨

ˆ

k2

pk ` 1q2

˙n

.

On pose u “
k2

pk ` 1q2
P r0, 1r. En sommant et en appliquant la question 4 (puisque |u| ă R “ 1) :

`8
ÿ

n“0

xfk, ψny2

}ψn}2α
“

1

pk ` 1q2α`2

`8
ÿ

n“0

an u
n “

1

pk ` 1q2α`2
¨

Γpα ` 1q

p1 ´ uqα`1
.

Or 1 ´ u “ 1 ´
k2

pk ` 1q2
“

2k ` 1

pk ` 1q2
, donc p1 ´ uqα`1 “

p2k ` 1qα`1

pk ` 1q2α`2
. En substituant :

`8
ÿ

n“0

xfk, ψny2

}ψn}2α
“

1

pk ` 1q2α`2
¨
Γpα ` 1q ¨ pk ` 1q2α`2

p2k ` 1qα`1
.

`8
ÿ

n“0

xfk, ψny2

}ψn}2α
“

Γpα ` 1q

p2k ` 1qα`1
.

On reconnaît }fk}2α “

ż `8

0
xα e´p2k`1qx dx “

Γpα ` 1q

p2k ` 1qα`1
(par le changement de variable t “ p2k ` 1qx).

L’égalité peut donc aussi s’écrire
`8
ÿ

n“0

xfk, ψny2

}ψn}2α
“ }fk}2α.
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19. D’après la question 7 appliquée à fk et à la base orthonormale
ˆ

ψn

}ψn}α

˙

0ďnďN

de VN :

}fk ´ πN pfkq}2α “ }fk}2α ´

N
ÿ

n“0

xfk, ψny2

}ψn}2α
.

D’après la question 18,
`8
ÿ

n“0

xfk, ψny2

}ψn}2α
“ }fk}2α. Donc :

}fk ´ πN pfkq}2α “

`8
ÿ

n“N`1

xfk, ψny2

}ψn}2α
ÝÝÝÝÝÑ
NÑ`8

0

en tant que reste d’une série convergente.
}fk ´ πN pfkq}α ÝÝÝÝÝÑ

NÑ`8
0.

20. Pour N P N, πN pfkq est une combinaison linéaire de ψ0, . . . , ψN , qui sont des fonctions polynomiales (question
13). Donc πN pfkq P P.
D’après la question 19, }fk ´ πN pfkq}α Ñ 0 quand N Ñ `8. Donc pour tout ε ą 0, il existe N assez grand
tel que }fk ´ πN pfkq}α ď ε.
En posant p “ πN pfkq P P, on a }fk ´ p}α ď ε.

21. On définit g : r0, 1s Ñ R par gptq “ fp´ ln tq pour t P s0, 1s et gp0q “ 0.
Continuité de g : La fonction g est continue sur s0, 1s par composition de fonctions continues. En 0 : lorsque
t Ñ 0`, on a ´ ln t Ñ `8, donc gptq “ fp´ ln tq Ñ 0 car f tend vers 0 en `8. Ainsi gp0q “ limtÑ0` gptq, et
g est continue sur r0, 1s.

Approximation uniforme : D’après le résultat admis (théorème d’approximation de Weierstrass), pour

tout ε1 ą 0, il existe un polynôme pptq “

n
ÿ

k“0

λk t
k tel que |gptq ´ pptq| ď ε1 pour tout t P r0, 1s.

Pour tout x P r0,`8r, on a e´x P s0, 1s Ă r0, 1s et gpe´xq “ fpxq, donc :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´

n
ÿ

k“0

λk e
´kx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ˇ

ˇgpe´xq ´ ppe´xq
ˇ

ˇ ď ε1.

Passage à la norme : En élevant au carré et en intégrant :
›

›

›

›

›

f ´

n
ÿ

k“0

λk fk

›

›

›

›

›

2

α

“

ż `8

0
xα e´x

˜

fpxq ´

n
ÿ

k“0

λk e
´kx

¸2

dx ď pε1q2
ż `8

0
xα e´x dx “ pε1q2 Γpα ` 1q.

En choisissant ε1 “
ε

a

Γpα ` 1q
:

›

›

›

›

›

f ´

n
ÿ

k“0

λk fk

›

›

›

›

›

α

ď ε.

22. D’après la question 21 (appliquée avec le paramètre ε{2), il existe n P N et λ0, . . . , λn P R tels que :
›

›

›

›

›

f ´

n
ÿ

k“0

λk fk

›

›

›

›

›

α

ď
ε

2
.

Posons S “

n
ÿ

k“0

|λk|. D’après la question 20, pour chaque k P t0, . . . , nu, il existe pk P P tel que }fk ´ pk}α ď

ε

2pS ` 1q
.
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On pose p “

n
ÿ

k“0

λk pk, qui est une combinaison linéaire de polynômes, donc p P P. Par l’inégalité triangulaire :

}f ´ p}α ď

›

›

›

›

›

f ´

n
ÿ

k“0

λk fk

›

›

›

›

›

α

`

›

›

›

›

›

n
ÿ

k“0

λk pfk ´ pkq

›

›

›

›

›

α

ď
ε

2
`

n
ÿ

k“0

|λk| }fk ´ pk}α ď
ε

2
` S ¨

ε

2pS ` 1q
ă
ε

2
`
ε

2
“ ε.

Pour tout ε ą 0, il existe p P P tel que }f ´ p}α ď ε.

Remarque :

Ce résultat signifie que l’espace des fonctions polynomiales P est dense dans l’ensemble des fonctions
continues tendant vers 0 en `8, pour la norme } ¨ }α.

23. On définit f : r0,`8rÑ R par fpxq “ hp
?
xq ex{2, comme suggéré par l’énoncé.

Vérification des hypothèses : La fonction f est continue sur r0,`8r. Puisque h est paire et nulle en
dehors de r´A,As, on a hp

?
xq “ 0 dès que

?
x ą A, i.e. x ą A2. Donc fpxq “ 0 pour x ą A2 : en particulier,

f tend vers 0 en `8.

Choix de α : On prend α “ ´
1

2
, qui vérifie bien α ą ´1.

Application de la question 22 : La fonction f vérifie les hypothèses de la question 22. Donc pour tout
ε ą 0, il existe un polynôme q tel que }f ´ q}2

´1{2 ď ε, i.e. :
ż `8

0
t´1{2 e´t pfptq ´ qptqq2 dt ď ε.

Lien avec l’intégrale cherchée : On pose ppxq “ qpx2q, qui est bien une fonction polynomiale sur R.
Puisque h est paire et x ÞÑ ppxq e´x2{2 est paire :

ż `8

´8

´

hpxq ´ ppxq e´x2{2
¯2

dx “ 2

ż `8

0

´

hpxq ´ qpx2q e´x2{2
¯2

dx.

Par le changement de variable t “ x2 (x “
?
t, dx “

dt

2
?
t
, t ÞÑ

?
t est C1, bijective strictement monotone sur

R‹
`) :

“ 2

ż `8

0

´

hp
?
tq ´ qptq e´t{2

¯2 dt

2
?
t

“

ż `8

0
t´1{2

´

hp
?
tq ´ qptq e´t{2

¯2
dt

où les intégrales ont la même nature que la première que l’on sait convergente.
Or hp

?
tq “ fptq e´t{2 par définition de f , donc :

hp
?
tq ´ qptq e´t{2 “ e´t{2

`

fptq ´ qptq
˘

.

En substituant :
ż `8

´8

´

hpxq ´ ppxq e´x2{2
¯2

dx “

ż `8

0
t´1{2 e´t pfptq ´ qptqq2 dt “ }f ´ q}2´1{2 ď ε.

ż `8

´8

´

hpxq ´ ppxq e´x2{2
¯2

dx ď ε.

Remarque :

Ce résultat signifie que toute fonction continue, paire et à support compact peut être approchée en
norme L2pRq par des fonctions de la forme x ÞÑ ppxq e´x2{2, c’est-à-dire par des combinaisons linéaires
de fonctions xn e´x2{2 (fonctions d’Hermite). L’énoncé affirme que ce résultat s’étend en fait à toute
fonction continue de carré intégrable sur R.

10 sur 10


