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CCINP - CORRECTION - SEMAINE DU 18/05/2026

Planche A - Correction

[ Exercice 1 - Majeur (14 points)

+oo
Soit f une fonction de classe C! sur [1, +oo] telle que / |f'(t)| dt converge.
1

1. Soit a@ > 1. On effectue le changement de variable C' t = e®, d’ott dt = e*dx, et quand t = 1, = 0; quand
t = a, x = Ina. L’intégrale est sur un segment, donc il n’y a pas d’autres hypothéses a vérifier. Ainsi :

Int Ina Ina 2qlna 1 2
/ Ldt / xexdx:/ rdr = [gj] = (Ina)
et 0 2 0 2

@ nt 2
n—dt a).

D’ou :

2. Soit n € N*. On effectue une intégration par parties sur le segment [n, n+ 1]. Posons u(t) = f(¢) et v'(¢t) = 1,
d’ot u/(t) = f'(t) et v(t) =t — (n+ 1) (choix astucieux de la primitive de 1).
Les fonctions u et v sont de classe C' sur [n,n + 1] (segment), donc I'intégration par parties est licite :

n+1

n+1 1
/ Ftyde = [f(o)(t = (n+ 1)) — / fOf=(n+1))dt

n

n+1
=fn+1)-0-f(n)-(n—(n+1)) —/ f@® = (n+1))dt

n+1
= f(n) +/ (n+1—1t)f(t)dt

n+1 n+1
D’ou : / f)ydt = f(n)+ / (n+1—1t)f'(t)dt.

Pour la majoration, on a pour ¢t € [n,n+ 1] : 0 <n+1—¢ < 1. Donc :

n+1 n+1 n+1
[ e g / n+1—tf()dt‘</ 1=l [ I

/nnﬂf( di— f / ()] dt.

3. On a v, = f::“ f(t)dt — f(n) et d’apres la question précédente :

n+1
wi< [ If @l
Or, par relation de Chasles :

N+1 400
Z/ !dt—/l !f(?f)lchté/1 |/ ()] dt < +o0

La série > f:+ |f/(t)| dt converge (ses sommes partielles sont majorées et croissantes). Par comparaison de

D’ou :

séries & termes positifs, ‘, donc ) v, converge (absolument).

1
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4.

D.

Equivalence série-intégrale : On a v, = f;“ f(t)dt — f(n), soit :

N n+l N N+1 N
:Z/ f(t)dt—Zvn:/ Feydt—=> v,
n=17" n=1 1 n=1

Puisque 3" v, converge, notons V =31 v,,. On a :

N

N N+1
Sf= [ fwa-u,
n=1 1

n=1

Quand N — +o0, ZQI 1 Vn = V (constante finie). Donc 27]:[:1 f(n) converge si et seulement si f1N+1 ft)de

converge, ce qui équivaut a la convergence de ( fl dt)n>1.

D’ou : Z f(n) converge si et seulement si < / f(t dt) converge.
n=1

n>1 >

(a) Montrons que ffroo cost 4t converge. On intégre par parties : posons u(t) = 1 et v/(t) = cost, d’oi

W' (t) = =5 et v(t) = sint.
Pour A > 1: B N B
t int int
/ cost . _ [sm } N / su; dt
Lt t ], Lt
smA‘

Le crochet converge quand A — 400 car ‘ Z — 0. L’intégrale ffoo sint 4t converge absolument

car ’S‘nt < t2 et f1+ tQ dt converge.

+0o0
cost
Donc / 4 dt converge.
1

(b) Posons g(t) = COS\[ pourt > 1. On a ¢'(t) = —S;‘Zﬁ - CO;‘/E, donc g est de classe C! sur [1, +o0l.

Montrons que f '(t)| dt converge. On a :

1 1
|g/(t)‘ < 2t3/2 + m)

+oo dt ot +oodt

Les deux intégrales Bz 7z convergent (Riemann avec exposants 3/2 > 1 et 2 > 1). Donc

g’ (t)| dt converge.

D’aprés le résultat de la question 3, > -, 9(n) = 2,5, Cosn‘f converge si et seulement si ( fl dt)
converge.

Or, par le changement de variable ¢t = u? (dt = 2udu) :

n vn vn
/ cos\/fdt: cosu2 du—2/ cosudu
1 1

t 1 u? U

D’aprés la question 4a), f1+oo €5Y dy, converge, donc fl‘/ﬁ €84 du converge quand n — 4-00.

. ) coS /1
Par le critére établi, g converge.
n
n>1

D’aprés la question 1, [} lnTt dt = % Posons h(t) = lnt pour t > 1. On a h/(t) = 1_t£nt.

Pour t > e : [W(t)| = lnt <t orlt—o <t31/2) par croissances comparées, et f1+°° tg% converge. Donc

2 2
°|n'(t)| dt converge.

D’aprés la question 3, avec v, = f:“ h(t)dt — h(n) = f:ﬂ tht dt — IHT”, la série > vy, converge. On a :

Zlnk /"H @dt_ivk _ (1n(n2+1))2 —Zn:vk
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Orln(n+1)=lnn+n(1+1i)=mInn+L1+0(L), donc:

(ln(n;— 1))2 _ (lnzn)2 n lnTn +o(1)

Posons V = Y/ v et R, = Z;;’Z_H v (reste de la série, qui tend vers 0). Alors :

~Ink 21 Inn)?
ZL_ n)” e gy v g, = BTy o
k n 2
k=1
car B = o(1) et R, = o(1).
“Ink 1
En posant ¢ = —V, on obtient : n? =3 In*n + £+ o(1).
k=1
[ Exercice 2 - Mineur (6 points)
Soit A € M, (R) telle que AAT = AT A et P = XP annulateur de A.
1. On a AP =0, (puisque P(A) = AP = 0,,). Calculons (A" A)?
(ATAY = (ATA)(ATA)--- (AT A)
p fois
Puisque AAT = AT A, on peut permuter les facteurs. Plus précisément, montrons par récurrence que

(AT A = (AT)EAF pour tout k € N.
Pour k = 1 c’est évident. Si (AT A)* = (AT)F A alors :

(ATARHT — (ATAR(ATA) = (AT)FARATA = (AT Ak AT)A

Or AAT = AT A implique (par récurrence facile) que A¥AT = AT A (en effet : AFH1AT

A-ATAF = ATA. AF = AT A*+1 en utilisant ’hypothése de commutation).
Donc (ATA)k:—i-l — (AT)k: AT AR A= (AT)k—i-lAk—H.
Ainsi (ATA)P = (AT)PAP = (AT)P. 0, = 0,,.
D’ou : ‘P = XP? est annulateur de AT A. ‘
2. On a (AT A)P = 0,. Calculons [|(AT A)P|| via la trace. On a :

ATA-(ATAP L =0,

En particulier, pour p =1, si A = A =0, c’est terminé. Supposons p > 2.
Posons B = AP = 0,,. Calculons tr((AT A)?). On a :

tr((ATA)P) = tr((AT)PAP) = t2(0,) = 0

— A AFAT =

Cependant, on peut raisonner plus directement. Puisque AT A est symétrique réelle, elle est diagonalisable
dans une base orthonormale. Notons Mg, ..., A, ses valeurs propres (réelles). De plus, AT A est symétrique

positive (car pour tout X € R”, X T(ATA)X = ||AX||> > 0), donc ); > 0.
De (AT A)P = 0,, on déduit que A= 0 pour tout ¢, donc A; = 0 pour tout .

Ainsi ATA =0, (matrice symétrique réelle dont toutes les valeurs propres sont nulles, diagonalisable donc

nulle).

Or AT A = 0, signifie que pour tout X € R” : |[AX||? = XTATAX =0, donc AX = 0.

Do
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Planche B - Correction

[ Exercice 3 - Majeur (14 points)

1. L’équation ¢/ (x) + 27z y(z) = 0 est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogeéne. On a a(z) = 27z.
Une primitive de a est A(z) = m2?. Les solutions sont donc :

y(z) = Cexp(—mz?), CeR

La condition initiale y(0) = 1 donne C - e° = 1, soit C' = 1.

Dot : |y(z) = exp(—mx?).

2. (a) Soit n € N. La fonction by, : t — t" exp(—7t?) est continue sur R. Montrons qu’elle est intégrable.
La fonction est paire si n est pair, impaire si n est impair. Il suffit d’étudier I'intégrabilité sur [0, +o00]
(et sur | — oo, 0] par symétrie).

-t = o (e7). Or t > e~* est intégrable sur [1, +ool, donc
t——+o00

par comparaison, b, est intégrable sur [1, +ool.

En 400 : par croissances comparées, t"e
p p )

Sur [0, 1], by, est continue donc intégrable.

Par le méme argument sur | — oo, 0], ‘bn est intégrable sur R. ‘
(b) On a by(t) = exp(—nt?). Par le changement de variable affine u = /7t (du = /7 dt) :

/*“e—wtzdt:/*“e—m _l 2/+°°e-u2du: 2 VE_
—00 —00 ﬁ ﬁ 0 ﬁ 2

+oo
D’ou:/ bo(t) dt = 1.

— 00

3. Montrons que B, est bien définie et de classe C! sur R.
Posons ©On (t, l’) — tnefrrt2€2i7r:ct — bn(t) einazt.

B,, bien définie : Pour tout x € R et tout t € R :
lon(t, )| = [t"e™™ - 27| = |t]"e™™ = |b,(t)]

qui est intégrable sur R d’apres la question 2a). Donc By, (z) est bien définie pour tout x.

Classe C! : On applique le théoréme de dérivation sous le signe intégral. La dérivée partielle par rapport a

x est :
Ipn

Ox
e Pour tout x € R, t — ¢, (t, z) est continue sur R (donc mesurable).
e Pour tout t € R, = — ¢, (t,z) est de classe C* sur R.

. —t2 2 . _rt2 94
(t,x) — 9t - e~ eZert — % tn+1€ 7t e?wract

e Hypothése de domination : Pour tout x € R et tout t € R :

Opn,
E(t,x)

= 2]t Hle "

qui est indépendant de z et intégrable sur R car c’est 27 |b,,41(t)], intégrable d’aprés 2a).

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral,

B,, est de classe C! sur R. ‘

4. Montrons que By(z) = exp(—mz?). On a :

400 )
Bo(ﬂ?) — / efrrt2 e2z7rmt dt

—00

D’aprés la question 3, By est de classe C! et :

+oo )
Bi(z) = / imte ™ 2Tty

—00

4
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Intégrons par parties. On a 2int e = <—27rt e*’”@) = —i% <e*”t2>. Donc, en intégrant par parties
(u = 2™t o = _9rte )
+oo g .
Bita = i [ (o) ey
oo dt
— <|:e7Tt2 eQiﬂ'zt} too o /Jroo effrt2 QA eZiﬂ'xt dt)
oo e

Le crochet est nul (car e™™ — 0 en 400). Donc :
+o00 5
Bi(z) = —i x (—2i7ra:)/ e ™ 2™t 4t = —27a By(x)
—0o0
Ainsi By vérifie équation Bj)(z) + 27z By(xz) = 0 avec By(0) = fj;o e~ dt = 1 (question 2b).
D’aprés la question 1, la seule solution est By(x) = exp(—nz?).

Dot : | Bo(r) = exp(—mz?).

I . A
72" pour un certain polynéme Q.

5. Montrons par récurrence sur n que By, € E, c’est-a-dire By, (z) = Qn(x)e
Initialisation : Pour n = 0, By(z) = ¢ ™ =1-¢ ™" avec Qo = 1. OK.
Hérédité : Supposons By, (z) = Qn(z) e’ pour un polynoéme Q,,. D’aprés la question 3 :
+o00 9 o
Bl (z) = / 2imt - t"e” ™ 2™ At = 2 By ()

n
—00

Donc Bp41(z) = Qm B, ( )-
Or B, (z) = Qn(z)e™™", donc :

2

Bl (z) = Qly(2) e™™ + Qn(x) (~27z) e ™ = (Q(x) — 21z Qu(x)) ™™

Ainsi :
Q;L(‘T) — 27z Qn(x) e—7rac2

um

2

Bpyi(r) = = Qni1(z)e™™

ol Qpi(z) = W est bien un polynome.

Dot :|Vn €N, B, € E.|

Exercice 4 - Mineur (6 points)

On choisit une urne i uniformément parmi {1,..., N}, puis une boule dans I'urne i uniformément parmi {1,...,:}.
La variable X prend ses valeurs dans {1,..., N}.
Soit k € {1,..., N}. Par la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (urne i)1<i<n :
N
P(X =k) =) P(urnei)- P(X = k| urne i)
i=1

On a P(urne i) = +. De plus, P(X =k | urne i) = 1 si k < i (la boule k est dans 'urne ) et 0 si k > i.
Donc :

™=
S|

1
P(X =k) = —
1=k

N
1 1
D’ou : P(X:k:)zﬁ g —pour ke {l,...,N}.
i
i=k
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Planche C - Correction

[ Exercice 5 - Majeur (14 points)

On pose S(z) = Jff (=1)"
e r+n

pour x > 0.

1. Pour z > 0, posons uy(z) = (;17): La suite (ﬁ) est décroissante et tend vers 0. Par le critére spécial
n=0

la série > u,(x) converge pour tout z > 0. ‘

des séries alternées,

2. (a) Pourz >a>0etneN:

(_l)n—i-l B 1 < 1
(z+n)?|  (z+n)? = (a+n)?
car x > a implique x +n > a+n > 0.
(=y+ 1
(z+n)2 | = (a+n)?-

b) On pose f,(x :ﬂpourx>0.
xT+n

e Pour tout n € N, f,, est de classe C! sur RY et f/(z) = ((;22;21-

e La série ) f, converge simplement sur R (question 1).
e Pour tout a >0et z >a:|f](z) < ﬁ, et Y. W converge (Riemann). Donc ) f/, converge

normalement, et donc uniformément, sur ]a, +oo.

Par le théoréme de dérivation terme a terme sur Ja, +oo|, S est de classe C' sur ]a, +-oo[. Ceci étant vrai

pour tout a > 0, | S est de classe C' sur R*% .

3. (a) Pour z >0 :

o0 n 00 _1\n
S(x)+5(x+1)zz(x_+1)n+zx(+ll)m

n=0 n=0

G Gl ) G Y posant m=n-+1:

Dans la seconde somme, on a

z+1+n _w—l—(n—l—l)'
—+o0 “+o00
—(=pm (=pm
1) = N 7 —
Slz+1) mz=:1 T +m 7nZ:1 rT+m
Donc : N .
(1) S K (=™
1) = _ -
(@) + 5@ +1) x+0+;x+n m:1x+m T

Dot zS(z) + zS(x + 1) = 1, soit ‘xS(a:) +zS(x + 1) =1 pour tout = > O.‘

(b) Quand z — 0%, S(z+1) — S(1) = 32 (;2; = In2 car S est continue (la valeur n’est pas importante

pour conclure).
Donc zS(x+1) - 0-In2 = 0.
De xS(z) + zS(x + 1) = 1, on déduit xS(z) — 1.

1
D’ou : | S(z) ~ = lorsque x — 0.
x

4. Ona S'(z) =31 ((;22;1 =y (;;172;2 pour z > 0.
Posons g, (z) = ﬁ La suite (gn(x)) est décroissante (en n) et tend vers 0. Par le TSSA, > (—1)"gy(z)

converge et sa somme est positive (car le premier terme 1—12 domine).
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Donc S’ ( )= Z € +n)2 < 0 pour tout x > 0 (la somme alternée est strictement positive car son premier
terme — >0 et la sulte est décroissante).

Ainsi S’ est strictement décroissante sur R .

De plus, S(z) ~ 1 — +00 quand z — 0.

Quand z — 400 : |S(x)| < % (par le TSSA, le reste est majoré par le premier terme), donc S(x) — 0

S est strictement décroissante sur R, avec lim, ,o+ S(x) = +00 et limy 1o S(z) = 0.

5. Soit z > 0. Pour t €]0, 1], on a |—t| < 1 donc la série géométrique donne :

—+o0
1 n : n
Ty = 20" = > (0

Posons Sy (t) =t~} Zfzvzo(—t)” = 27]:[:0(—1)”t“_1+" la suite des sommes partielles. On a :

tx—l

Sn(t) pour tout ¢ €]0, 1]

—
N—+oo 14+t

Domination : Par le TSSA (la suite (#*~177),, est décroissante et positive pour ¢ €]0, 1[), la somme partielle
alternée est majorée par son premier terme :

ISy (t)| < t* ! pour tout N € N, t €]0, 1]

La fonction ¢ — t*~! est intégrable sur 0,1 car x — 1 > —1 (puisque x > 0), avec fol t*ldt =1
Par le théoréme de convergence dominée (appliqué a la suite (Sy)) :

pr—1 1 N 1
/ A= lim [ Sy@di= lim S (=1)" / =1 gy
0 1+t N—~+oco 0 N_>+OO7‘L:0 0
Or foltw_”"dt $+n Donc :

1 txfl
D’ou : | S(x) :/ dt
0

1+t

Exercice 6 - Mineur (6 points)

Soit A € M, (C) telle que rg A =2 et Tr A = 0.

1. Supposons A diagonalisable. Puisque rg A = 2, le noyau de A est de dimension n — 2, donc 0 est valeur propre
de multiplicité n — 2.
Notons A1, A2 les deux valeurs propres non nulles (comptées avec multiplicité). La trace donne A; + Ay = 0,
soit Ay = —Aq avec A1 # 0.
Puisque A est diagonalisable, A est semblable & diag(A1, —A1,0,...,0). Donc :

A" est semblable a diag(AT, (—A1)",0,...,0)

Or AT # 0 car A\; # 0. Donc A" # O,,.
D’ou : ‘Si A est diagonalisable, alors A™ # O,,. ‘
2. Supposons A" # O,. Montrons que A est diagonalisable.

Puisque rg A = 2, la dimension du noyau est n — 2, donc 0 est valeur propre d’ordre de multiplicité au moins
n—2.

Le polynéme caractéristique de A est de degré n et 0 est racine d’ordre au moins n — 2. On peut écrire
xa(A) = A2 Q()) oit Q est un polynoéme de degré 2.
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De Tr A = 0, la somme de toutes les valeurs propres (comptées avec multiplicité) est nulle. Les racines de @
sont les éventuelles valeurs propres non nulles Aq, Ay avec Ay + Ao = 0.

Cas 1 : Si Q a deux racines distinctes non nulles A\; et —A;. Alors x4 = A" 2(XA — A1)(A + A1) a ses racines
simples (sauf 0 d’ordre n—2). La dimension du sous-espace propre associé a 0 est dimker A =n—rg A =n—2
qui coincide avec la multiplicité. Les sous-espaces propres de A; et —A; sont de dimension au moins 1 (=
leur multiplicité). Donc A est diagonalisable.

Cas 2 : Si @ a une racine double p. Alors 2u + 0 = 0 donne = 0, et x4 = A\". Alors A est nilpotente et
donc A™ = 0, ce qui contredit A" # O,,.

Cas 3 : Si @ a 0 comme racine simple et une autre racine g # 0. Alors © = 0 par la trace, contradiction.
Seul le cas 1 est compatible avec A™ # O,,.

D’ou : ‘Si A™ #£ Oy, alors A est diagonalisable. ‘
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Planche D - Correction

[ Exercice 7 - Majeur (14 points)

On pose g(t) = % pour t € R*.
1. En0,on asint =t — % +o(t?), donc sint — t = —% +o(t?) et :

sint —t t
=" —=——4o0(t) — 0
9(t) 12 6 +o(t) t—0
On prolonge g par continuité en posant g(0) = 0. La fonction prolongée est continue en 0 (par définition du
prolongement), et continue sur R* comme quotient de fonctions continues avec dénominateur non nul.

D’ou : ‘Aprés prolongement par g(0) = 0, g est continue sur R. ‘

2.0nal,= f0+oo Sigt dt.
Etude en 0" : S“t’# ~ % = tP=2. L’intégrabilité en 0T requiert p—2 > —1, soit p > 2 (pour p =0 ou p = 1,
1 1

la fonction se comporte comme ;7 ou 3 en 0" qui ne sont pas intégrables).

Plus précisément : pour p = 0, t% n’est pas intégrable en 0. Pour p = 1, s%t ~ % en 0T, non intégrable.

Comme l'intégrande est positive au voisinage de 0, I'intégrabilité est équivalente & la convergence.

Etude en +o0 : ‘Si;ft < t% pour tout t > 1, et ffLoo % converge. Donc l'intégrale converge en 400 pour
tout p.

D’ou : ‘Ip converge si et seulement si p > 2. ‘

3. (a) On utilise les formules de linéarisation. On a sin®¢ = sint - sin? ¢ = sint - =952t Or :

1 1
sint - cos 2t = B (sin3t 4 sin(—t)) = §(sin 3t — sint)

Donc : . . . .
sin3t—S1—nt—1 1(simSt—sint)—Smt—sm?)t—i-smt—gsint—lsim?nt
2 202 2 4 4 4 4

Dot : |sin®t = %sint — %sin 3t.

Remarque : Sinon, on passe par les formules d’Euler.

(b) Pour z >0, on a :
/+oo sinjt df — 3/+oo sint d — 1 /+OO sin 3t q
Lt 1), £ 1), £

Toutes les intégrales convergent si « > 0.

Dans la seconde intégrale, effectuons le changement de variable v = 3t (du = 3d¢, t = u/3) :

T in 3t T sinw du T giny
x 13 3z (u/3) 3 3z U

+00 (i3 +00 o3 +00 3 +o00 +o00 :
t 3 t 3 t 3 t

/ st g — / 51r21 4 — / sn; g3 </ _/ > SII21 &t

= t 4 /., t 4 Ja, t 4 = 3 t
Par la relation de Chasles :

+00 o +00 3 3T
t t t
/ sin dt — / sin qf — / sin &t
t2 t2 12
T 3z x

+00 1.3 3z

sin® ¢ 3 sint

D’ou : / th:/ Tdt.
" t 4/, t

Donc :
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4. Soit f : R — R continue, U et V' continues sur R telles que U(a) = V(a) pour un certain a € R.
Soit F' une primitive de f (qui existe car f est continue). On a :

V(z)

[ = Fy @) - FUE)

U(x)

Quand z — a : U(x) — U(a) et V(z) = V(a) = U(a) par continuité. Par continuité de F :
F(V(z)) = F(U(x)) = F(U(a)) — F(U(a)) = 0

V()
D’ou : / f(t)dt — 0.

U(Z‘) T—a

5. On a, d’aprés la question 3b), pour x > 0 :

+00 L33 3z 3

t 3 t
/ sin’t 3 / sint .,
. 1 1)

Or I3 = f0+°° sin’t 4t Donc :

+2
+00 Lin3 3z 3
sin® ¢ 3 sint
z—0t J o t z—0t 4 J, t
D’apres la question 4 avec f(t) = Si;;t (continue sur R* mais pas en 0), on ne peut pas appliquer directement

le résultat. Cependant, on peut écrire :

3z 3 3z 3 3z
sint sint — ¢ 1
T 3 T 3 T 13
sint—t

Le premier terme : ®57— = g(t) est continue sur R (question 1). On applique la question 4 avec U(x) = =,
V(z) =3z,a=0:U(0) =V(0) = 0. Donc fjxg(t) dt — 0 quand z — 0.
Le second terme :

/ 5= In(3z) —In(z) =1n3

Donc :
3In3

4

3

~ 3In3

D’ou : I3 4

Exercice 8 - Mineur (6 points)

OnaF ={(v,y,2,t) ERY |2 +y+z+t=0etax—y+z—t=0}
Détermination de F' : Les deux équations donnent :
THy+z+t=0
T—y+z—1t=0
En sommant : 2z + 2z = 0, soit 2 = —x. En soustrayant : 2y + 2t = 0, soit t = —y.
Donc F = {(z,y, -z, —y) | z,y € R} = Vect((1,0,—-1,0), (0,1,0,—1)).
Détermination de F* : On a dim F'* =4 — 2 = 2. L’espace F'* est I'ensemble des (a, b, ¢, d) tels que :

a—c=10
b—d=0
c’est-a-dire ’ensemble des vecteurs orthogonaux & la base précédemment trouvée. Ainsi ¢ = a et d = b. Donc

F+ = Vect((1,0,1,0), (0,1,0,1)).
Cette famille est déja orthogonale (leur produit scalaire vaut 0). On normalise :

1(1,0,1,0)| = v2, [(0,1,0,1)] = V2

D’ou : (L(I,O, 1,0), -1(0,1,0, 1)) est une base orthonormale de F*.

S
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Planche E - Correction

[ Exercice 9 - Majeur (14 points)

Pour (n,7) E Nx R : Py(x) =1 et Pyi1(z) = 22P(2) + (1 — 2(n + 1)x) Py (z).
F(z)= el pour z # 0 et F'(0) = 0.

2

1. On cherche une primitive de h(z) = % =2_ x% sur RY et R*.

Une primitive de % est 21In |z| et une primitive de —m% est %

2x—1

Dot : | H(z) = 2In|z| + L est une primitive de =

sur R et sur R*.

2. F de classe C* sur R* : Sur R*, F/(z) = e;# est un produit et une composée de fonctions C* (v — 1/,
'exponentielle, x — x~2), donc F est C* sur R*.

—1/x
Récurrence : Montrons que F("(z) = % pour tout n € N et x € R*.

Initialisation (n =0) : FO(2) = F(z) = e_;g/m = Po(xlgil/z car Py = 1. OK.
Hérédité : Soit n € N. Supposons F(”)(x) = %. On dérive ce produit de trois fonctions :

F(n+1) ($) _ Pé(l') e—l/z x—(2n+2) + Pn(.l') %e—l/x x—(2n+2)
T

+ Py(z)e V" (—(2n+ 2))x*(2”+3)

e 1/x P,(x) (2n +2) Py(x)e /"
= pn+2 ( (@) + 22 > - 22n+3

—1/z
= 5oz (@) + Pu(w) = (2n +2) Po(a))
efl/x
ez (@ Ph@) + (L= 2(n+ 1)) Pa(x))
_ Poya() e~ l/z
=i

Diott : |¥n € N, Vo € R*, F)(z) = La@)e’ 1"

3. (a) Limite a droite en 0 : Posons z = 1 avec u — 400 quand z — 0T :

1
F () =ule ™ —— 0

u u——+oco

par croissances comparées. Donc lim,_,q+ F'(z) = 0 = F(0).

Limite & gauche en 0 : Posons x = —% avec 4 — 400 quand x — 07 :

1
F <> = u?e’ —— 400

u u——+o00

Donc lim,_,o- F(x) = 400 : F' n’a pas de limite finie & gauche en 0.

‘F n’est pas continue en 0 (pas de limite finie & gauche). ‘

(@)=F(O) _ e_lg/x. En posant x = 1/u : ube™* — 0. Donc F est dérivable

x—0 x

Dérivabilité a droite en 0 : ©

a droite en 0 avec F(0) = 0.

F n’est pas dérivable en 0 puisqu’elle n’est méme pas continue a gauche en 0.
(b) L’é¢quation x?y’ + (2 — 1)y = 0 s’écrit, pour x # 0 :

20 —1
2

Y + y=0

X
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C’est une équation linéaire homogene d’ordre 1. Une primitive de 2”;51 est 2In |z| 4+ 1 (question 1).
Sur R% : y(z) = Cexp (—2lnz — 1) = Ce_l/x =CF(z),CeR

Sur R* : y(z) = C'exp (—2In(—z) — 1) = C, 71/3: =C'F(x), C" eR.

Les solutions sur RY sont y = C'F et sur R* sont y = C'F, avec C,C" € R.

Recollement sur R : Cherchons les solutions de 2%y’ + (22— 1)y = 0 sur R entier, c’est-a-dire continues
(et dérivables) en 0, avec y(0) = 0 (car en 0 'équation donne 0 + (—1)y(0) = 0).
e Sur R} :y = CF avec CF(x) = C%;/x — 0 = y(0) pour tout C' (croissances comparées). Le
z—0
recollement & droite est donc automatique.
e Sur R* : y = C'F avec C'F(z) = & o e

La continuité en 0 impose donc C’ = 0.

1/x

———>:|:oo si C" # 0 (car e=/* — +o00 quand  — 07).

‘Les solutions sur R sont y(x) = CF(x) pour x > 0 et y(z) = 0 pour z < 0, avec C € R.
4. D’aprés la relation de récurrence Py, y1(z) = 2?P(z) + (1 — 2(n + 1)x) P, (z).
Si deg P,, = n avec coefficient dominant a,,, alors :
e deg(z?P!) =2+ (n — 1) = n + 1, coefficient dominant n a,.
e deg(—2(n+ 1)z P,) =1+ n =n+ 1, coefficient dominant —2(n + 1)a,
e deg((1)P,) =n<n+1.
Donc deg Py =n+1et ant1 =na, —2(n+ 1)a, = —(n + 2)ay.
On vérifie avec les valeurs données : Py = 1 (ap = 1, degré 0), P, = 1 — 2X (a1 = —2, degré 1), P, =
1—6X +6X? (ag = 6, degré 2), P3 =1 — 12X + 36X2 — 24X3 (a3 = —24, degré 3).
On a apy1 = —(n+ 2)ay, avec ag = 1, d'out :

= (—1)"-2:3 (n+1) = (=1)"(n+ 1)!

Vérification : a9 = 1, a1 = —2, as = 6, ag = —24. OK.
D’ou : ‘deg P, = n et le coefficient dominant de P, est (—1)"(n + 1)!. ‘

5. Supposons que F' soit développable en série entiére au voisinage de 0 : F(z) = Z o anx™ pour |x| < r avec

r > 0.

Alors F serait C* en 0 et a,, = . Or la question 3a) montre que F' n’est méme pas continue & gauche
en 0 (car F(x) — +oo quand  — 0 ). Mais une série entiére de rayon r > 0 est continue sur | — r,7[, et en
particulier en 0, ce qui contredit la discontinuité a gauche.

Fn )()

D’ou : ‘F n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0. ‘

Exercice 10 - Mineur (6 points)

Soit f: M w— M + tr(M) I,.
1. Pour M,N € M, (R) et Ae R :
F(M + AN) = (M + AN) + te(M + AN) I,
=M + AN + (tr(M) + A tr(N)) I,
= (M +tr(M) I,) + A(N + tx(N) I,,)
= (M) +Af(N)

Dot : ‘ f est un endomorphisme de M, (R). ‘
2. Pour M € M, (R) :

(f o )M) = f(f(M)) = f(M + tx(M) I,)
=M +tr(M) I, + tr(M + tr(M) I,) I,
=M + tr(M) I, + (tr(M) + ntr(M)) I,

) In
) In
=M+tr(M) I, + (n+1)tr(M) I,
=M+ (n+2)te(M) I,

12
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Ainsi f2(M) = M + (n+2) te(M) I,

De plus, (n+2)f(M) = (n+2)M + (n—|—2) tr(M) I,.

Done f2(M) — (n+2)f(M) = M — (n+2)M = —(n + 1)M.

Soit f2(M) — (n+2)f(M)+ (n+1)M = 0 pour tout M.
Dotu:|P=X?2-(n+2)X+(n+1)=(X—-1)(X — (n+1)) est un polynéme annulateur de f.

3. Le polynome annulateur (X — 1)(X — (n + 1)) est scindé a racines simples (car n > 1 implique n + 1 # 1).

Donc ’ f est diagonalisable.‘

Description des sous-espaces propres :

ker(f —1d) = {M | tr(M) I, = 0} = {M | tr(M) = 0} : c’est 'hyperplan des matrices de trace nulle, de
dimension n? — 1.

ker(f — (n+ 1)Id) = {M | M + tr(M) I, = (n+ 1)M} = {M | tr(M) I, = nM}, soit M = =00
pour A € R. C’est Vect([,,), de dimension 1.

On vérifie : (n? — 1) +1 = n? = dim M, (R). OK.

—

I, = M\,
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