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CCINP - CORRECTION - SEMAINE DU 01/06/2026

Planche F - Correction

Exercice 1 - Majeur (14 points)

Soit v € R*. Pour z € R et n € N, on pose uy,(z) = 21 cos(nz) et U = S0 u ().
1. Le développement en série entiére de ’exponentielle est :
+oo n
expl(t) =

n!
= n!

valable pour tout ¢t € R. ‘Le rayon de convergence est R = 4o00. ‘

— o7

o™
n! n!

2. Pour tout z € Ret n € N : |u,(x) | cos(nx)| <

Or " |o;T|'" = exp(|a|) < 4o00. Par comparaison & une série a termes positifs convergente, la série > u,(x)
converge absolument pour tout z € R.
‘ U est définie sur R. ‘

3. Montrons que U est de classe C! sur R.

Chaque u,, est de classe C! sur R avec u/,(z) = —% sin(nzx) = —(nafnl)! sin(nz) pour n > 1, et ugy(z) = 0.

Pour n > 1: |ul (z)| < (7‘10:'1)!.

. . n
Ainsi [Jul,||oo < (Jlafu),

+ " + k
Or S50 2 = la) 545 5 = lal exp(lal) < +oo.
Donc > ul, converge normalement sur R.

Par le théoréme de dérivation terme a terme des séries de fonctions (les u,, sont C*, 3" u, converge, et > u!,
converge uniformément) :

‘ U est de classe C! sur R. ‘

4. On utilise la formule : cos(nz) = R(e™*). Donc :

+o0o  p ) +oo Oéeix n ‘
Ulz) = Z %%(emm) = %<Z (71')) = R(exp(ae'®))
n=0 n=0

L’interversion de R et de Y est justifiée car la série converge absolument. Or :
exp(ae’™) = exp(acosz + iasinz) = exp(a cos z)(cos(asinz) + isin(asin))

En prenant la partie réelle :

‘ U(z) = exp(acosz) cos(asinz). ‘

5. Existence de V : Pour tout t € Ret n € N : an%?(m) < %—‘,ﬂ Puisque ) |C:Z—|,n converge, V est définie
sur R.
Calcul de V : On utilise la linéarisation cos?(nz) = 14-%(2%) Donc :
Vi) = i’f a™ 1+ cos(2nz) _ 15:’0 a” 1§ a™ cos(2nx)
= n! 2 2 = n! 2 = n!

Le premier terme vaut %ea. Le second est %U(Z’r) (en reconnaissant la définition de U évaluée en 2x). D’aprés
la question 4 :

1
V(z) = 5(e°‘ + exp(a cos 2z) cos(asin 2x)).
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6. Utilisons une intégration par parties. Pour n > 1 :

I, = [sm(nx) U(x)] ”ﬂ = % /7r sin(nz) U'(z) dz = ! /7T sin(nz) U’ (z) dz

n - nJ_,

car sin(nm) = sin(—nm) = 0. Comme U’ est continue sur [—7, 7] :

1 s
unwgn/ U ()] dx —— 0

n——400

lim I, =0.

n—-+o0o

Remarque : C’est un cas particulier du lemme de Riemann-Lebesgue.

7. On intervertit somme et intégrale (justifié par la convergence normale de ) uy sur [—m, 7] dont la vérification
est laissée au lecteur) :

™ +oo o +oo of [
I, :/ cos(nx) ?cos (kx)dx = Z o / cos(nx) cos(kx) dx

Or, on calcule :
- 0 sin#k
/ cos(nz)cos(kx)dr =qm sin=k>1

- 2r sin=k=0

Pour n > 1 : seul le terme k = n survit, d’ou :

n

pour tout n > 1.

o
I, = ‘

On vérifie bien que I, = 7%” — 0, cohérent avec la question 6.

[ Exercice 2 - Mineur (6 points)

A0

E:Mg(]R),A:(O X

), et pa(M) =AM — MA.

Calculons @4 sur la base canonique (E11, Ei2, Fa1, Eas) de E.

Pour M = <CCL Z) :

. . )\1(1 )\15 . /\1a )\Qb . 0 ()\1—)\2)5
AM MA = <)\QC )\2d> <)\1C )\Qd) B <(/\2 —)\1)0 0

Donc : a(E11) =0, oa(E12) = (A1 — X2)Er2, pa(Ea1) = (A2 — M) Ea1, wa(E22) = 0.

La matrice de ¢4 dans cette base est diag(0, \; — A2, Ao — Ay, 0).

Cas \; = A2 : ¢4 =0, donc Sp(pa) = {0} et p4 est diagonalisable (c’est la matrice nulle).

Cas A1 # X2 : Sp(pa) = {0, A1 — A2, A2 — A1}. Ce sont trois valeurs propres distinctes (car A\; — A2 # 0 et
— A2 # A2 — Ap car sinon A\; = A2). La matrice est diagonale donc diagonalisable.

’Dans tous les cas, @4 est diagonalisable. ‘

Planche G - Correction

[ Exercice 3 - Majeur (14 points)

Soit ¢ > 2 entier et Q = ¢X? — (X971 + X772 ... +1).



Fauriel - PC CCINP - CORRECTION - SEMAINE DU 01/06/2026

1. lest racinede Q : Q(1)=¢-1—(14+1+---+1)=¢g—q=0.
—_———

q termes

Calculde R=(X —-1)Q : On a ZZ;E Xk =X done Q = ¢X9— =L (pour X # 1). Ainsi :

R=(X-1)Q=q(X-1)X7—(X?1-1)
:qu+1_qu_XQ+1

Dott: |R=¢X9™! — (¢+ 1)X7 + 1.

2. On admet pour les questions 2) et 3) que si 2| =1 et Q(z) =0, alors z = 1.

(a) Soit z racine de @ : gz? = ZZ;[I) zF. Par inégalité triangulaire :

q—1 q—1
qlz|? = g2 = ) P <D 2
k=0 k=0

q—1
D'ou : | g|z|?7 < Z |2,
k=0

(b) Supposons par 'absurde que z # 1 et |z| > 1. Puisque |z| = 1 implique z = 1 (par hypothése admise),
ona |z| > 1.
Pour k € [0,q — 1] : k < g et |z| > 1, donc |z|F < |z]9.
En sommant : ZZ;E‘) z|F < q|2|%, ce qui contredit I'inégalité de la question 2a).
‘Si z # 1, alors |z] < 1.‘

3. Ona R=gX%! — (¢+1)X79+1, donc :

R(X)=qg+DX?"—qg+ DXT" =q(¢+ DX (X -1)

R' = q(g+1)X%1(X —1). | Les racines de R’ sont 0 (d’ordre ¢ — 1) et 1 (d’ordre 1).

1 est racine double de R : Ona R(1) =¢—(¢+1)+1=0et R(1) =0, donc 1 est au moins racine
double. De plus R"(X) = q(qg+1)(¢X? ' — (¢ — 1)X72), dou R"(1) = q(qg+1)(¢ —q+1) = q(g+ 1) #0.
\ 1 est exactement racine double de R. \

Les autres racines de R sont simples : Soit 2z une racine de R avec zg # 0 et zg # 1. Puisque R’ s’annule
uniquement en 0 et 1, et que R(0) =1 # 0, on a R'(zy) # 0. ‘Les racines de R autres que 1 sont simples.‘

Racines de Q : Puisque R = (X — 1)Q et que 1 est racine double de R, 1 est racine simple de Q. Les autres
racines de @ (i.e. les racines de @ différentes de 1) sont aussi racines de R distinctes de 1, donc simples
comme racines de R, et a fortiori simples comme racines de Q).

‘Toutes les racines de @) sont simples. ‘

4. Soit A € M,(C) avec Q(A) = O,. D’aprés la question 3, @ est scindé a racines simples dans C, donc

‘ A est diagonalisable. ‘

Les valeurs propres de A sont des racines de @, donc d’aprés la question 2b), elles sont soit égales a 1, soit
de module strictement inférieur a 1.

Puisque A est diagonalisable, A = PDP~! ou D = diag(\1,...,\,) et les )\; sont les valeurs propres. Alors
AF = PD*P~1 avec DF = diag(\}, ..., \F).

Pour |A\;| < 1: )\f — 0. Pour \; = 1: )\f = 1. Donc D converge vers une matrice diagonale D,, dont les
coeflicients diagonaux sont 1 aux positions correspondant a la valeur propre 1 et 0 ailleurs.

Ainsi A¥ — PD P~

(A*) converge vers le projecteur sur Ker(A — I,,) parallélement & la somme des autres sous-espaces propres.
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5. Montrons que si [z] =1 et Q(z) =0, alors z = 1.
On a ¢qz? = Z;é 2F et |z| =1, doi :

-1

Q

q—1
Zk
k=0

<) Jef=g¢
0

q=ql|z|?=

i

Il y a donc égalité dans I'inégalité triangulaire. Le cas d’égalité dans |wy + -+ + wy,| < |wi] + -+ + |wn|
impose que tous les wy, = z* soient de méme argument, c¢’est-a-dire qu’il existe 6 tel que 2 = |zk|ei9 = ¢t
pour tout k.

En particulier 20 = 1 = ¢ donne § = 0 (mod 27), puis z = 2! =¥ = 1.

‘Si |z| =1 et Q(z) =0, alors z = 1.‘

[ Exercice 4 - Mineur (6 points)

2n+1
Pour z € | — 1,1[, montrons que [ %m(t) dt = :i%(—l)”(;bT)Q.
Pour [t| < 1 : arctan(t) = :{i%(—l)"g?ﬁ Pour t # 0 :

+oo t2n

arctan(t) n
—5 — 2

n=

2n+1

Soit & € ]—1,1[. On est dans U'intervalle ouvert de convergence de la série entiére. On peut donc intégrer terme a

terme : N N
o0 o0
/“7 arctan(t) df = Z (=)™ /”” 2n gy Z (=" p?ntl
0 t 2n+1 Jy 2n+1 2n+1

n=0 n=0

T arctan(t) = p?ntl
D’ou : —=dt = ).
ou: [ >V Gy iy

n=0

Extension 4 x =1 : On ne peut plus utiliser les séries entiéres, car on se trouve sur le disque d’incertitude.

En revanche, on peut passer a la limite dans 1’égalité précédente. En effet, ¢t — arctan(®) ost continue sur 10,1] et
prolongeable par continuité en 0 (avec la valeur 1). Donc z +— [ %m(t)dt est continue (en fait C') sur [0, 1].
Donc :

lim

¥ arctan(t) g — /1 arctan(t) dt
_— = T .
0

Puis soit = € [0,1]. On a pour tout n € N :

x2n+1 1
(1) < .
(2n + 1)2 (2n + 1)2
En posant f,(z) = (—1)"%, on a donc ||fnlleo < m Comme ) W converge (comparaison a Rie-

mann), par critére de comparaison des séries & termes positifs, > || fn|lco converge et fonc > f,, converge normale-

ment donc absolument sur [0, 1].
Puis fn($) ;} ﬁ

Par le théoréme de la double limite, > A=) converge et :

(2n+1)2
. +oo(_1)n g2+l B i@ (=1)"
a1 £ 2n+1)2 = (2n+1)%

1 +oc0
arctan(t —-1)"
Par unicité de la limite, on obtient : / rin() dt = E #
0
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Planche H - Correction

Exercice 5 - Majeur (14 points)

Soit E de dimension n, f € £(FE). On dit que f est cyclique s’il existe e; € E tel que (e1, f(e1),..., f" L(e1)) est
une base de F.

1 2 2
l.n=3 Matg(f)=M=|[1 1 2
-2 -2 -3
Calculons M? :
1+2-4 242-4 244-6 -1 0 0
M= 141-4 2+41-4 242-6 |=(-2 -1 -2
—-2-246 —4-246 —-4-449 2 0 1
-1 0 0
Matg(f3) = | -2 -1 -2
2 0 1
Prenons e; le premier vecteur de B. Alors f(eq) et f2(e1) sont donnés par les premiéres colonnes de M et
2.
1 1 -1
leds= (0], [fle)ls=| 1], [flels=|-2
0 -2 2
Le déterminant vaut :
1 1 -1
0 1 —2/=1-(1-2-(-2)(-2)=2—-4=-2+#0
0 -2 2

La famille (eq, f(e1), f2(e1)) est libre dans E de dimension 3, c’est une base. ‘ f est cyclique. ‘
2. E =R, _1[X] (dimension n), f: P+— P(X +1) — P(X).

(a) Soit Q € E avec deg(Q) = d > 1. On écrit Q = agX?+aq_1 X4 ' +... Le terme dominant de Q(X +1)
est agX? + (dag + ag_1) X1 + ... Donc f(Q) = Q(X +1) — Q(X) = dagX4 ' +...
|deg(f(Q)) = deg(Q) — 1 pour deg(Q) > 1.|
Pour Pinjectivité : f(1) = 1 —1 = 0, donc 1 € Ker(f) \ {0}, et f n’est pas injectif. A fortiori,
‘f n’est pas bijectif. ‘

(b) Montrons que e; = X"~ ! convient. On a deg(f°(X"!)) = n — 1. Par récurrence, si deg(f/(X" 1)) =
n—1—4>1,la question a) donne deg(f/ (X" 1)) =n—-2—j.
Ainsi pour j € [0,n — 1] : deg(f/ (X" 1)) =n—1—j.
La famille (fO(X™ 1), fL(X" 1), ..., 7 1(X" 1)) est constituée de n polynomes de degrés n — 1,n —
2,...,0 (tous distincts). C’est une famille échelonnée en degrés, donc libre. Etant de cardinal n = dim F,
c’est une base.

f est cyclique (avec e; = X" 1).
3. On suppose Kerf"~! #£ E et Kerf" = E (i.e. f* =0).

(a) Kerf" !+ E signifie qu’il existe un vecteur de E qui n’est pas dans Kerf"~!.
Il existe 29 € E tel que f"1(xg) # Op.
(b) Montrons que la famille F = (zq, f(z0),.-., f" 1 (x0)) est libre.
Supposons Z?:_ol ajfj(xo) = 0. Appliquons f* 1 :

n—1 .
> a7 (o) =0
=0

5
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Pour j > 1:n—1+4j > n, donc f" 1 (x) = f*(f7~1(xg)) = 0 (car f* = 0). Il reste agf™ *(xo) = 0.
Comme f"~!(z) # 0, on obtient ag = 0.

On itére : en appliquant 72 a Z?:_ll a;jf?(zo) = 0, on obtient a1 f"~1(z0) = 0, d’ott a1 = 0. De proche
en proche, ag =a; =+ =a,—1 = 0.

F est libre et de cardinal n = dim F, c’est une base. ‘ f est cyclique. ‘

4. Cette question est passablement compliquée. Je vais vous proposer deux méthodes. Mais avant, je vais juste
faire un petit lemme qui servira pour les deux méthodes.
Lemme : Soit f cyclique et (e1,..., f" !(e1)) une base. On peut décomposer f"(e1) sur cette base de la
maniére suivante :

f(e1) = coer + - cp—1 f"7 chf (e1).
En particulier, on peut poser le polynéme R = X" — ¢, 1 X" ' —... —c;X —cpet on a :
R(f)(e1) = 0.

Méthode 1 : Cette méthode ne va pas étre trés bien rédigée. Je la donne plus comme exemple de ce qu'on
peut attendre de vous au tableau.

Soit v € E. Notons : )
e
v = Z kak(eﬂ-
k=0

On a alors :

n—2
kaka e1) = > wpf M (er) + vn_1f"(er) ka 15 (er +Zvn 1erf* (er).
k=0

En regroupant, on obtient :

n—1
f@) =va1coer + Y (k1 + vn_1ck) fE(er).
k=1
Soit A € K. On a :
n—1 n—
f(v) = Av & vp_1c0e1 + Z(U’f—l + vpo1ck) fFer) = A kafk(el)
k=1 =
n—1
< (vp—100 — Avg)er + Z(Uk_l + Up—1Ck — )\vk)fk(el) =0
k=1

Par liberté de la base, c’est encore équivalent a :

vn,lco—)\vo = 0
Vk € [[1,71 — 1]], Vg1 + Vn_1cp — A, = 0

Notre but est de montrer que ce systéme a un ensemble de solution de au plus 1 dimension (ga peut étre 0
si A n’est pas valeur propre).
Pour faciliter la discussion, on peut distinguer deux cas :

e Si A =0, alors Vk € [0,n — 2], vy = —vp_1¢k41. Donc soit ¢y # 0, et alors v,—1 = 0 puis vy = 0, soit
co = 0 et dans ce cas, v,_1 est libre et tous les autres vy, sont fixés. On a bien un espace de solution de
dimension au plus 1.

e SiA#0, v = M puis en utilisant v = —X(vk 1+ vp—1cx) on déterminer tous les vy de proche
en proche en fonctlon de vg_1. Encore une fois, on a bien un espace de solution de dimension au plus 1.

Méthode 2 : Cette méthode est équivalent & la premiére mais mieux rédigée. En revanche, elle est bien plus
abstraite.
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Commengons par remarquer que :
n—1
v= kafk(el).
k=0
revient & dire qu’il existe un polynéme P de degré au plus n — 1 tel que :
v =P(f)(e1).
Soient u et v deux vecteurs propres pour la méme valeur propre A. Montrons que u et v sont proportionels.
Notons u = P(f)(e1) et v = Q(f)(e1). Puisqu'ils sont vecteurs propres, on a : (f—AId)(u) = (f—Ald)(v) = 0.
Remarquons que 1'on peut 1’écrire :
(X =N)P)(f)(er) =0 et (X =N)Q)(f)(er) =0.
Montrons que (X — \)P et (X — )@ sont des multiples scalaires de R (du lemme).
On le montre pour (X — \)P, la preuve est identique pour (X — A)@. Notons :
(X = NP =0, X" 4 b, 1 X" L. 4 by,
C’est possible puisque deg P < n — 1. On a donc :
bnf"(e1) +---boer = 0.
Puis en remplagant f"(eq) :
(bnfl + bncnfl)fn_l(el) + -+ (bO + anO)el =0.

Par liberté, on obtient pour tout k € [0,n—1], by +bpcx, = 0, c’est-a~dire : by = —by, k. Et en notant ¢, = —1
on a méme b, = —b,c,.

Donc (X — A\)P = —b, R. De méme (X — \)Q = aR avec a € K.

Si A n’est pas racine de R, alors on montrer aisément que b, = 0 et donc P =0 et Q = 0. Donc P et Q) sont
proportionelles.

Y

Si A est racine de R, on a alors aP = —b,Q. Ils sont donc proportionnelles.
Donc P(f)(e1) et Q(f)(e1) sont proportionnelles. Donc u et v sont liées.
Donc 'espace propre associée a A est bien au plus de dimension 1.
5. Supposons f diagonalisable.
(=) Si f est cyclique, les sous-espaces propres sont de dimension 1 par la question 4.
(<) Supposons que tous les sous-espaces propres sont de dimension 1. Comme f est diagonalisable, la somme

des multiplicités vaut n. Il y a donc n valeurs propres Ag, ..., A, distinctes.
Soient vy, ...,v, des vecteurs propres associés (base de diagonalisation). Posons e; = v1 + v + + -+ + vy,.
Alors :

fFer) = Moy 4+ Mg + - + M,

La matrice de passage de (vq,...,v,) a (e1, f(e1), ..., f* (e1)) est lamatrice de Vandermonde V (A1, ..., Ay).
Comme les \; sont distincts, det V' # 0, donc (eq, f(e1),- .., f" 1(e1)) est une base.

‘ f est cyclique si et seulement si ses sous-espaces propres sont de dimension 1. ‘

[ Exercice 6 - Mineur (6 points)

Soit X ~ P(a) et Y ~ P(b), indépendantes. Déterminons la loi de X + Y.

Méthode 1 (formule de convolution) : Pour k& € N, on utilise la formule des probabilités totales avec le s.c.e.

(X =25)); :

k k
P(X+Y =k) =) P(X =j)Pxj(X +Y =k) =) P(X =j) Px=;(Y =k —j)
7=0 7=0
k bk j
N P(X=j)P(Y =k —j) = Ze*“. b
= (k= j)!
k k—j f(a+b> Ly —(a+h) (g 4 b)*
_ —(a+b) a’b k=i — € (a+0)
¢ ;Ogl(k k! j;(j)a b k!
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par la formule du binéme de Newton.

Méthode 2 (fonctions génératrices) : Pour t € R :

o0 k
—[la —a _ a al\t—
GX(t):E(tX):E the e e = ealt=1)
k=0

De méme Gy (t) = e’V Par indépendance : Gx 1y (t) = Gx(t) Gy (t) = el@tt)(t=1),
On reconnait la fonction génératrice de la loi de Poisson de paramétre a + b.

X +Y ~Platb) |

Planche A - Correction

[ Exercice 7 - Majeur (14 points)

1. F est 'ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre 2 : F' = {(8 Z) , a,b,d € ]R}.

F contient 02;si M, N € F et A € R, alors M + AN est encore triangulaire supérieure.

F' est un sous-espace vectoriel de Mz (R). ‘

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieure. On peut le vérifier explici-
tement pour les matrices 2 x 2. ‘F est stable par produit.‘

Une base de F' est (E11, F12, E22), d’ont

2. Soit G un sev de M, (R) de dimension n? — 1, ne contenant pas I,,, stable par produit.

(a)

(b)

‘ Eij -Eye=06jrEig ‘01*1 d; 1 est le symbole de Kronecker (le coefficient (j) de colonne de E; ; “rencontre”
la ligne (k) de Ej ).

Si on veut le redémontrer, on utilise le fait que (E; )y = 0iudjy €t on exprime le produit matricielle
avec la formule pour les coefficients.

G est un sous-espace de dimension n% — 1 de M,,(R) (de dimension n?), donc G est un hyperplan. De
plus I,, ¢ G, donc I, n’est pas dans cet hyperplan. Ainsi 9, (R) = G + Vect(I,,) (un hyperplan et un
vecteur hors de 'hyperplan engendrent ’espace entier). De plus G N Vect(I,) = {0} (car I, ¢ G et
AL, € G avec A # 0 donnerait I, = +(\,) € G).

M, (R) = G @ Vect(I,,). |

Soit p le projecteur sur Vect(I,,) parallelement & G. Pour tout M € IM,,(R), on écrit M = Mg+a(M)I,
avec Mg € G et a(M) € R, de sorte que p(M) = a(M)I,.
Soient M, M'" € M, (R) avec p(M) = al, et p(M') = d'I,. On a M = Mg + oI, et M' = M}, + d'I,,
donc :

MM' = MgM{, + aM{; + o Mg + ad'I,

Or G est stable par produit : MgM(, € G. Et G est un sev : aM/,+ o' Mg € G. Donc MgM{, +aM{, +
o' Mg e G et :
p(MM') = ad'l, = (aly)(a'I,) = p(M) p(M')

[p(MM') = p(M) p(M"). |
Soit M € M, (R) avec M? € G. Alors p(M?) = 0. D’aprés la question précédente, p(M?) = p(M)? =

(al,)? = o?I,. Donc o? = 0, soit a = 0, soit p(M) = 0, i.e.

4. Pour i # j : EZQJ =FE;;-FE;j=10;iE; ;=0 (car i # j). Donc Efj =0 € G. Par la question 3b), E; ; € G.
Pour E;; : Pour j # i (possible car n > 2), on a E; ; € G et Ej; € G. Puisque G est stable par produit :

Ei

Eji =05 Bii = Eii € G.
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Ainsi, toutes les matrices E;; (pour (i,5) € [1,n]?) sont dans G. Or (E;;)i<i j<n est une base de M, (R),
donc M, (R) C G. Mais dim G = n? — 1 < n? = dim M, (R) : contradiction.
Il n’existe pas de sev G de 9, (R) de dimension n? — 1, ne contenant pas I,,, stable par produit | (pour n >
2).
5. L’ensemble 7y = {M € M,(R) | Tr(M) = 0} est le noyau de la forme linéaire Tr, qui est non nulle
(Tr(I,) = n # 0). Donc 7o est un hyperplan : ’dim’ﬁ) =n?-1. ‘
Stabilité par produit ? Prenons A = Ej3 et B = E3;. On a Tr(A) = 0 et Tr(B) = 0, mais AB = Fj 3
avec Tr(E11) =1# 0. Donc AB ¢ 7.
"76 n’est pas stable par produit. ‘

Remarque : C’est cohérent avec la question 4. De plus, I,, ¢ To (car Tr([,) = n # 0). Mais on vient de voir
que T n’est pas stable par produit, ce qui illustre bien la conclusion de la question 4.

[ Exercice 8 - Mineur (6 points)

Résoudre (E) : costy +sinty’ = —costsint sur I = |

_r Tz [
2021

Au pire, on divise par sint, on résout sur chaque intervalle et on recolle.

Mais sinon, on remarque que (sint - y)' = cost -y + sint - y'. L’équation s’écrit donc :

1
(sint-y) = —costsint = —3 sin(2t)

En intégrant : sint - y(t) = 1 cos(2t) + C = 1(1 — 2sin*t) + C = 1 — Lsin?t + C.
Soit sint - y(t) = —3sin?t + K ot K = C + 1.

En t=0 :sin(0)-y(0) =0=0+ K, donc K =0.

Ainsi sint - y(t) = —sin¢t. Pour ¢ # 0 (dans I, sint # 0) : y(t) = —3 sint.

Ent=0:y(0)=0=—1sin0. La formule reste valable.

sint
L’unique solution sur I est y(t) = -

Planche B - Correction

Exercice 9 - Majeur (14 points)

Soit S I’ensemble des fonctions C? vérifiant y” — (z* + 1)y =0, et f € S avec f(0) = f/(0) = 1.

1. L'équation y” = (2* + 1)y est une EDL2 homogéne & coefficients continus sur R. L’ensemble S de ses
solutions est un sous-espace vectoriel de l'espace des fonctions C? (vérification immédiate : combinaison
linéaire de solutions = solution, 0 € 5).

‘5’ est un sous-espace vectoriel. ‘

2. g(x) = [(@)°. Alors g(0) = [(0)? = 1. ¢ (x) = 2(x)'(x), donc ¢/(0) = 2/(0)(0) = 2.
90 =1, ¢0)=2]
3. ¢"(z) =2(f"(z)* + f(z)f"(x)). Or f € S donne f"(z) = (z* + 1) f(x), donc :

9"(@) =2(f(2)* + (2 +1) f(2)?) = 2f'(x)* + 2(2" + 1) f ()

Les deux termes sont positifs (carrés multipliés par des facteurs positifs). | ¢”(x) > 0 pour tout x € R.
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4. gest convexe sur R (car g” > 0) et de classe C2. Pour toute fonction convexe dérivable, le graphe est au-dessus
de chaque tangente :
Ve e R, g(z) > g(0)+ 4 (0)(x—0)=1+2z

Pour > 0: g(z) > 1+ 2z > 1, soit | f(x)? > 1 pour tout = € RY.

5. Pourt > 0: g(t) = f(t)> > 1 > 0, donc Wlt) est bien défini et continu sur Ry. L'intégrale [ % est donc
bien définie pour x > 0.
Pour ¢t < 0 : 1a c’est subtile. Il nous faut montrer que g ne s’annule pas dans les négatifs. L’idée est s’inspirer
de la physique. g = f? et donc on a envie de I'interpréter comme une énergie. Dans ce cas, g serait conservée.
Mais notre équation est & coefficients non constants, donc on n’aura pas conservation parfaite. Mais on peut
espérer des choses intéressantes tout de méme.

Posons : W (t) = f'(t)? — (t* + 1) f(¢)? (c’est un peu notre intégrale premiére du mouvement déformée). On
a W'(t) = 2f"(t)f'(t) — 4 f () = 2(t* + 1) f' (1) f (2).

Or f vérifie 'équation différentielle et donc f”(t) = (t* + 1)f(t). On réinjecte : W'(t) = —4t3f(¢)?. Pour
t <0, on a donc W’(t) > 0. Donc W est croissante sur | — 0o, 0]. Elle est méme strictement croissante car
f ne peut s’annuler sur un intervalle (sinon I’équation différentielle impliquerait que c’est la fonction nulle).
Puis W(0) = 0 (simple calcul) donc W est strictement négative sur | — 0o, 0[. Si maintenant il existe ¢ < 0
telle que f(t) = 0 alors W (t) = f'(t)®> — (t* + 1) f(t)?> = f'(t)®> > 0, ce qui est faux. Donc f ne s’annule pas,
donc g non plus.

rodt
Ainsi, | h(z) = f(x)/ —— est définie sur R.
0

g(t)
Remarque : je pense que ’examinateur aurait donné une aide
Montrons h € S. On a b/ = f’ N gd?g) Fam =1k dt f( ; (car g = f?).
f// fr gdt + f/ f2 _ f// fr gdt

Donc h'(z) = (z* + 1) f(z ) ;% = (z* + 1) h(x).
6. Montrons que (f, h) est une base de S. Soit y : R — R C2.
Posons C(x) = fE % C’est possible puisque f ne s’annule pas d’aprés la question précédente. On a donc
y(z) = C(x)f(z) et C est C? par opérations.
Remarque : si ¢a ressemble a une variation de la constante, c’est parce que c’en est une.
Un calcul rapide donne y"(z) = C"(z) f(x) +2C"(z) f'(z) + C(z) f"(x). On réinjecte encore I'équation vérifiée
par f pour obtenir :
y'(x) = 20" (@) f'(2) + f(2)(C"(z) + (¢ + 1)C(x)).
Procédons maintenant par équivalence. y est solution si et seulement si 3" (z) — (2% + 1)y(z) = 0 c’est-a-dire
si et seulement si 2C"(z) f'(z) + f(2)(C"(x) + (z* + 1)C(z)) — (2* + 1)C(x) f(z) = 0 que I'on peut encore

réécrire 2C" (x) f'(x) + f(2)C"(x) = 0. Comme f ne s’annule pas, c’est encore équivalent a :
f'(@)
f(z)

L’ensemble des solutions de cette équation différentielle homogéne du premier ordre est I’ensemble des fonc-
tions s’écrivant C'(x) = pexp(—21In(f(z))) = uﬁ.

C"(z)+2 C'(z) = 0.

En intégrant encore une fois, on trouve C(z) = A+ p [ ﬁdt. Et donc :

y(x) = Af(z) + ph(z).

Ainsi (f, h) est une famille génératrice de S.

Il reste a vérifier que f et h sont linéairement indépendantes. On vérifie aisément que h(0) = 0 et que
R’ (0) =1 et donc h clairement n’est pas un multiple de f.

Exercice 10 - Mineur (6 points)

10
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0
Miz)= |1
1

Polynoéme caractéristique : x(\) = det(M(z) — \I3).

o
XN =11 =X z|==X XN =2)—z(-A—2)+2(1+))
1 1 =X

=M+ t+22+22+2+2)
:f)\3+32)\+22+z

X(A) = =N+ 322+ 22 + 2.

Idée : M(z) est diagonalisable si x est scindé a racines simples (la réciproque n’est pas a priori vraie). On va
étudier Y. Ses racines sont les candidats pour des racines doubles (ou plus) de x. On devrait pouvoir dégager les
cas ol les racines sont toutes manifestement simples et traiter les cas restants & la main.
On a:

X' (A) = —3)\2 + 3z.

Les racines de X’ sont les racines carrées (complexes) de z. Soit w € C tel que w? = 2.

Vérifions si w est racine de . x(w) = —w?® + 32w + 22 + 2. Or z = w?. Donc :
x(w) = —w? + 3wd + Wt +w? = W + 208 + W2
Clairement, on peut factoriser par w?. Et donc :
x(w) = w(w? + 2w+ 1) = w?(w +1)2

Donc si w # 0 et w # —1 (c’est-a-dire z # 0 et z # 1) alors x(w) # 0. Et donc dans ce cas toutes les racines x sont
simples. Et x est toujours scindé dans les complexes.

Donc ‘ Si z ¢ {0, 1}, alors M(z) est diagonalisable. ‘

0 00
Siz=0,M(z)=[(1 0 0] quin’est pas diagonalisable (sinon elle serait semblable & 0 et donc égale a 0).
1 1 0
011
Siz=1, M(z)=|1 0 1] quiestsymétrique réelle donc diagonalisable.
1 10

’M (z) est diagonalisable si et seulement si z # 0. ‘

Planche C - Correction

[ Exercice 11 - Majeur (14 points)

L P=X?2-2X+1=(X-1220swrR. PP=2X -2 P'=2.
Q=P+P +P'=(X*-2X+1)+(2X -2)+2=X2+1>0swrR. |[P>0et Q > 0.
2. Soit P € Ro,[X]\ {0}, positive sur R, et Q = Y 7", P,
(a) Q=P+ P +P"+...+ P2 OnaP¥* =0pour k>2n,donc Q =P +P"+...+ P =Q—P.
(b) Posons g(t) = e'Q(t). Alors ¢'(t) = e7'(Q'(t) — Q(t)) = e7(Q(t) — P(t) — Q(t)) = —e~"P(t).
Puisque P > 0 et P 75 0:4'(t) = —e_tP( ) < 0et g #0. Donc g est décroissante (au sens large).
0 (

Quand t — +00 : e 'Q(t) — 0 (car Q est polynomial). Comme g est décroissante avec lim o g = 0 :
g(t) = 0 pour tout t, soit Q(t) > 0 pour tout ¢.

11
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Si Q(tp) = 0, alors g(tp) = 0, donc g = 0 sur [tg, +oo[, d’ou P = 0 sur cet intervalle, et P = 0
(polyndéme), contradiction.

‘Q est strictement positive sur R. ‘

3. Pour (P,Q) € Ry[X]? : (P | Q) = i (PQ)M(0).

(a)

4. On passe a la forme exponentielle. On a u,

Vérifions les axiomes du produit scalaire.
Bilinéarité : (PQ)*)(0) est linéaire en P et en Q (par la formule de Leibniz et la linéarité de la
dérivation).

Symétrie : (P | Q) = i’;owcz)(’f (0) = (Q| P) car PQ = QP.

Définie positive : (P | P) = Z o(P2))(0). D’aprés la question 2 (avec P? qui est de degré < 2n et
positive sur R) : si P # 0, la fonctlon 22" (P%)(*) est strictement positive, en particulier en 0. Donc
(P|P)>0pour P#0,et (0]0)=0.

‘ (P | Q) est un produit scalaire sur R, [X]. ‘

Base orthonormee de R;[X] : Calculons d’abord les produits. Pour P, @ € R;[X], PQ € Rq[X], donc
(PQ)® =0 pour k > 2 et (P| Q) = PQ(0) + (PQ)(0) + (PQ)(0).

(1]1)=1+0+0=1.

(X | X) =0+ (2X)(0) +0 = 0+ (X?)"(0)/1. Calculons : X2, (X?) = 2X, (X?)" = 2. Donc
(X[]X)=0+0+2=2.

(1]/X)=0+14+0=1.

Appliquons Gram-Schmidt. e; = ﬁ =LPuisvu=X-(X|1)1=X-1||nu/f=X-1]X-1)=
(X|X)—2X | D)+ (1|1)=2-2+1=1.

‘ (1, X — 1) est une base orthonormée de Ry [X]. ‘

La distance de X™ a Ry[X] est up, = || X™ — p(X™)|| ou p est la projection orthogonale sur Ry [X].
P(X™) = (X7 | 1)1+ (X" | X — 1)(X 1)

Calculons (X™ | 1) : (X™ - 1)®)(0) = (X™)*)(0). Seul le terme k = n donne (X™)(™(0) = n!. Donc
(X™|1)=nl

Calculons (X" | X —1) : (X™(X —1))®)(0) = (X" = X™)(*)(0). Le terme k = n donne 0—n! = —n! et le
terme k = n+1 donne (n+1)!—0 = (n+1)!. Donc (X" | X —1) = —n!4+(n+1)! = —nl+(n+1)n! = n-nl.
p(X")=nl+n-n- (X -1)=nl(1+nX —n)=nl(nX +1—n).

En réinjectant dans la définition de wu,, et aprés calcul, on trouve : u2 = (X" | X™) — (n!)? — (n-n!)? =
(2n)! — (n))2(1 + n?).

Et puisque uy, est positif, on conclut : |u, = 1/(2n)! — (n!)2(1 + n2).
1/n

= exp (—% In un) Cela nous pousse a étudier Inu,. On a :

n. 2 n2
() = %ln((Qn)! — (n)2(1 4 n2)) = %m ((2@; (1 _ (')((215‘))) .

()2 (14n2)

Montrons que e tend vers 0. En utilisant Stirling et aprés calcul, on trouve :
(n!)2(1 + n?) 2mn’/? 0
@ny e

Donc In (1 — M) — 0. On peut donc écrire :

(2n)!

() = % m((2n)!) + o(1) = % ((2n) In(2n) — 2n) + o(n)) + o(1) = nln(2n) — n + o(n).

En réinjectant dans le parameétre de I’exponentielle :

_% Inu, = —In(n) + 1 — In(2) + o(1).

On a donc :

Up,

exp (1 —In(2) + 0(1)).

Un — exp (=In(n) + 1 — In(2) + o(1)) = exp (— In(n)) exp (1 — In(2) + o(1)) = -

12
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Dans ’exponentielle du dessus, on ne fait que composer une limite et donc :

1 (67
ou « est une constante.
La série S (u,) "'/ diverge.
[ Exercice 12 - Mineur (6 points)
fo(z) = %arctan(ﬁ) pourn > 1,z € R.
1. Pour z € R fixé. | arctan(u)| < |u| pour tout u, donc :
1l sl

| ()] < n n o ndl?

Puisque ) ﬁ converge (Riemann 3/2 > 1), pour tout z fixé, ) f,(z) converge absolument.

‘Z fn converge simplement sur R. ‘

2. Montrons la convergence uniforme sur tout segment [—A, A]. Pour |z| < A :

Puisque ) ng% converge, »_ f,, converge normalement, donc uniformément, sur [—A, A]. Les f,, étant conti-
nues, la limite uniforme f est continue sur [—A, A].

Ceci étant vrai pour tout A > 0, ‘f est continue sur R. ‘

Planche D - Correction

[ Exercice 13 - Majeur (14 points)

1. Pour z > 0. La fonction ¢(x) = arctan(x) + arctan(1/z) est dérivable sur |0, +-o00[ et :

1 —1/2? 1 1

= = —_ :0
1+x2+1+1/m2 1422 22+1

¢'(x)

Donc ¢ est constante sur |0, +ool. Enz =1: (1) =§ +

1
Vzr >0, arctan(z)+ arctan<> =
x

us
5

ISR

T
5

2. Soit f(x) = 07r/2 arctan(z tan ) d6.

(a) Pour x € R, 6 — arctan(z tanf) est continue sur [0,7/2[. En § — 7/27 : tanf — +o0 si z > 0, donc
arctan(z tand) — 7/2 (borné). Si x = 0 : l'intégrande vaut 0. Si x < 0 : arctan(x tan ) — —m /2.

L’intégrande est bornée par w/2, donc f est définie par une intégrale convergente. ’ f est définie sur R. ‘

Imparité : f(—z) = foﬂ/z arctan(—ztanf)df = — OW/2 arctan(xtand)df = —f(z) (car arctan est

impaire). ’ f est impaire. ‘

(b) Pour la continuité sur [0, +o0] : la fonction z — arctan(xtan@) est continue pour tout 6, et dominée
par m/2 (intégrable sur [0,7/2]). Par le théoréme de continuité sous le signe intégral (domination par

une fonction intégrable indépendante de x) : ‘ f est continue sur [0, 4o00]. ‘

13
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(c) Pour 0 < xy < aget 0 €]0,7/2[ : z1tanf < zatanf et arctan est croissante, donc arctan(z; tan ) <
arctan(zg tan ). En intégrant : f(z1) < f(z2).

‘ f est croissante sur Ry. ‘

3. (a) Soit a > 0. Posons g(x,0) = arctan(ztané). On a :

dg tan 6
B ) = Ty
Ox 1+ x?tan® 6
Pour z > a, )1+;§It1:n2 9‘ < = tlane pour 6 proche de 7/2, qui est intégrable.

Le reste des hypothéses se vérifie aisément.

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral : f est dérivable sur R* et :

/2 tan 6
/ —
f<x)/0 1+ 22 tan?6

du .
1+u? *

+o0 m
F@) :/0 I+ 21+

Calculons cette intégrale. Posons u = tan, df =

: _ 1
Pour x # 1: (1+x2u§)(1+u2) - 221 (1%?11,2 - 1+;L2u2).
Les deux primitives sont logarithmiques; chacune diverge en 400, mais leur différence converge :
fl(x) = lim _ [ln(l + 2%u?) — In(1 + u2)]M = éln(‘ﬂ) = In z

M—+o0 2(22 — 1) 0 2(z2-1) x?—1

Par continuité en z =1 : f'(1) = lim,_y; % = lim,_4; % = %
1 1
f(x) = xgn_gvl pour x >0, x # 1, et f'(1) = 7
(b) Posons u = ztanf, d’ou df = zg’jgg et arctan(z tan @) = arctan(u). On obtient :
@) :/ x agc angu) du, soit f(x) :/ ar(; an(;c) du
0 e+ u x 0 e+ u

f(=) S 1 arctan(u) du.

z 7 J0  224u?
La fonction arctan est concave sur Ry. Par concavité, pour u € [0, 1] :

En ne gardant que u € [0,1] :

arctan(u) > u arctan(l) = %u

(la corde entre (0,0) et (1, §) est en-dessous du graphe). Donc :

1
f@))ﬂ/udu
T 4 Jo v +z

> —%—. On en déduit :

L2 2 2 2
Pour 0 <z <1:2° <z, doncu+2°<u +xet#+12/u2+m'

f(x)>7r/1 Y du
0

x 4 u+

4. Pour x > 0, posons # €]0,7/2[. On utilise la question 1 : pour ztan > 0,

tan(z tan 6) + arct ! i
arctan(x tan arctan = —
rtanf 2

On effectue le changement de variable ¢ = § — 6 dans f(1/xz) :

/2 /2 /2
f(i) = /0 arctan<ta;19) df = /0 arctan(xt;lw) . % = /0 (g - arctan(mtanzp)) dep

14
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(en utilisant tan(mw/2 — 1) = 1/tan1 et la question 1). Donc :

(2)-2 -

1 2
f(ﬂf)‘f‘f(x) =
Quand & — 400 : 1/z — 0T, donc f(1/x) — f(0) = 0 (par continuité). Ainsi f(z) — T —0 = %2.

2

T
li -
A fz) =

[ Exercice 14 - Mineur (6 points)

Soit dimFE =n, f+g=1d, rg f +1rgg < n.
1. On a Im(f + g) C Im(f) + Im(g). Donc rg(f +¢) < dim(Imf 4+ Img) < dimImf + dimImg. Par double
——

=n

rg(f) + ra(g) = n. |
2. Kerf C Img : Soit = € Kerf. Alors x = f(x) + g(x) = g(z) € Img.
Ensuite par les dimensions et le théoréme du rang dimImg =rgg = n —rg f = dimKerf, et Kerf C Img,

donc | Ker f = Img.
Par symétrie (en échangeant les roles de f et g) : |[Imf = Kerg.

inégalité,

Planche E - Correction

[ Exercice 15 - Majeur (14 points)

oy : P— P+ P(a)U, avec a € C, U € C[X]\ {0}.
1. Pour P,Q e C[X]et A€ C:

eu(P+2Q) = (P+ Q) + (P+2Q)(a) - U = P+ P()U + MQ + Q(@)U) = ¢u(P) + Apu(Q)

De plus, si deg P < d, alors deg(py(P)) < max(d,degU), donc ¢y envoie bien C[X] dans C[X].

‘goU est un endomorphisme de C[X]. ‘

2. (a) Soit P € Kerpy : P+ P(a)U =0, soit P = —P(a)U. Donc P € Vect(U). ‘Kerng C Vect(U).‘
(b) SiU(a) =—1:pour P=U, oy(U) =U+U(a)U =U —U = 0. Donc U € Kerpy et Vect(U) C Keryy.

Avec 'inclusion inverse : ‘ U(a) = —1 = Kerpy = Vect(U). ‘
SiU(a) # —1 :soit P € Kerpy. Ona P = —P(a)U, donc P(a) = —P(a)U(a), soit P(a)(1+U(a)) = 0.
Comme 1+ U(a) #0 : P(a) =0, puis P = 0. |U(a) # —1 = Kerpy = {0}.|

3. (a) Calculons 9% (P) = py(P + P(a)U) = (P + P(a)U) + (P + P(a)U)(a) - U = P + P(a)U + (P(a) +
P(a)U(a))U = P+ P(a)U(2 + Uf(a)).
D’autre part, (24 U(a))pu(P) = (24 U(a))(P + P(a)U) et (1+ U(a))P.
¢t (P) = (24 U(a)pu(P) + (14 U(a) P

=P+ Pa)U2+U(a)) — (2+U(a))P — (2+U(a))P(a)U + (1 +U(a))P
=P(1-2-U(a)+14U(a)) + P(a)U(2+U(a) —2—U(a)) =0

02— 2+ U(a))pr + (1+U(a))1d = 0.
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(b) ¢r est un automorphisme ssi @ est bijectif, ssi Kerpy = {0}, ssi U(a) # —1 (question 2b).
Quand U(a) # —1 : la relation ¢ — (24 U(a))pu + (1 + U(a))Id = 0 donne ¢y (¢ — (2+ U(a))Ild) =

—(1+ U(a))Id. Donc : @' = #@((2 + U(a))Id — ¢y ), soit pour P € C[X] :
G P) = 1 g7 (@4 U@)P - P Playy) = EETEIEZPOT By
P(a)

CNS pour automorphisme : U(a) # —1. Alors ¢, (P) = P

1+ U(a)

4. Si U(a) = —1 : 'équation annulatrice donne % — oy = 0, soit oy (py — Id) = 0. Le polynome X2 — X =
X (X — 1) est scindé a racines simples et annule ¢ .

‘goU est un projecteur. ‘
Impy = Ker(py —Id) = {P | P(a)U =0} = {P | P(a) = 0} (car U # 0), i.e. 'ensemble des polynémes
s’annulant en a.
[ Imgy = {P € C[X] | P(a) =0} = (X — a) C[X].|
5. On cherche P € C[X] tel que P + P(a)U =V (donnée).
Si U(a) # —1 : ¢y est un automorphisme, et P = ;' (V) =V — % U.
V(a)
14+U(a)
SiU(a) = —1: ¢y est un projecteur sur (X —a)C[X]. L’équation a des solutions ssi V' € Impy, i.e. V(a) = 0.
Dans ce cas, les solutions sont P =V + AU pour A € C (car Kerpy = Vect(U)).
‘Si U(a) = —1 : solutions ssi V(a) =0, et alors {P =V + XU | X € (C}‘

Si U(a) # —1 : solution unique P =V —

Exercice 16 - Mineur (6 points)

— (7/2 ___cosw _ _ (7/2 ___sinw
I'= 0  (sinz+cosz)? dz et J = fO (sin z+-cos x)? dz.

1. sinz +cosx = v/2sin(z +m/4). Sur |0,7/2[ : x+7/4 €]|n /4,37 /4], donc sin(z +7/4) > 0 et le dénominateur
ne s’annule pas. Les intégrandes sont continues sur [0,7/2]. [I et J existent. |

2. Effectuons le changement de variable u = § — z dans J :

(0 sin(7/2 — u) Cdu) = /2 Cos U -
J—/,r/z (sin(w/2—u)+cos(7r/2—u))2( d )_/0 (cosu+sinu)2d =1

3. Calculons I + J :

I+J—/ﬂ/2 c‘osx+sinx2dx_/”/2 ‘ dx
o (sinx 4+ cosz) o sinx+cosx

On utilise sinx + cos x = /2sin(z + 7/4). Calculons :

/2 dx 1 3n/4 du
I+J= / = — ;
0o V2sin(z+7/4) V2 x/4  Sinu

Or sin(u) = littg avec t = tan(u/2). Donc Sinl(u) = # est de la forme % Ainsi [ 34 = In tan | + C.
Donc : ) 3x/4 ) 5
u13m T T
I+J=— {lntanf} :<lntan—lntan>
\/Q 2 7r/4 \/E 8 8
Or tan%7r =cot g = m, donc lntaun%7r —Intan g = —2Intan g.

On sait que tan £ = /2 — 1, donc Intan Z = In(v/2 — 1) = —In(v2 + 1).

T+ J— —21n%§—1) _ 21n(£+1) = 2In(v2 + 1).
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Puisque I = J : 21 = /2In(1 + v/2).

I:J:\fln(l—F\/?).

Planche Mines-Télécom - Correction

Exercice 17 - Premier exercice

L= [F (1+2)" e 2 da.

1. Pour u > —1 : posons h(u) =In(1 +u) —u. On a h(0) =0 et h'(u) = p%u —-1=1.
Pour u > 0 : h/(u) < 0, donc h est décroissante sur |0, +oo[, d’oit h(u) < h(0) = 0.
Pour w €] — 1,0[ : A'(u) > 0, donc h est croissante sur | — 1,0[, d’ot h(u) < h(0) = 0.
Enu=0:h(0)=0.
‘Vu > -1, In(1+4+wu)< u‘

2. Posons fp(z) = (1 + %)ne*h. On a (1 z) =exp(nin(1+ 2)).
D’aprés la question 1, In(1 + x/n) < x/n, donc nln(1 + x/n) < xz, et :

0< folz) <e” e =e™

La fonction x +— e™* est intégrable sur [0, +oo] ( 0+°° e ?dx =1).

De plus, pour tout x > 0 fixé : (1 + %)n ——— e®, donc fu(x) > e¥ e =e 7,
n—-+00

Par le théoréme de convergence dominée :

+o0
lim I, = / e fdr=1
n——+00 0

lim I, =1.

n—-+o0o

[ Exercice 18 - Second exercice

X v.a. a valeurs dans N, p,, = P(X =n), r,, = P(X > n), G la fonction génératrice de X.
1. Pour |t| < 1:7, = P(X >n) =3 a1 Pe < 1. Donc [rpt™] < [t[™ et ) [t[" converge.
‘Le rayon de convergence de > r,t" est au moins 1. ‘
2. Pour [t| <1:r, =3} a1 Pr et 1 — ( ) =1— 3020 peth = 30020 pr(1 — t).
D’autre part, (1 — ) H(t) = (1 — ) 320 rpt™.
Calculons (1 — ¢)H(t) en utilisant r,, — 1,1 = —p;, (pour n > 1) :

N N
(1-1) ZTn =710+ Z — T )t =tV =g — ant” —rytV
n=0 n=1
Orrg=1—pg et Zgzlpnt” = Gn(t) — po (somme partielle). Quand N — +o00 : rxtV 1 — 0 (car [t| < 1
et ry < 1).
(1-0)H(t) = (1 —po) = (G{) —po) =1 = G(t).
1-G(t

H(t) = l—i) pour t €] —1,1].
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Planche Mines-Ponts - Correction

Exercice 19 - Premier exercice

fla) =i S

n=1 z+n

1. (;2: est une série alternée pour x > —1 (le terme général décroit vers 0 en module).

Attention, il ne faut pas que le dénominateur s’annule.
On obtient donc : [Dy =R\ Z™* =R\ {-1,-2,-3,... }.

2. On montre la convergence uniforme des dérivées via la convergence normale. La dérivée k-iéme (formelle)
est :

(k +°° n—l—k k!
f Z x—i—n (7 4+ n)k+1
n:l
Pour z € [a,b] C]—1,1[et n > 2: |z +n| > n — 1, donc TTn |k+1 S oo ’f)kﬂ Puisque ZW converge

pour k > 1, la série des dérivées converge normalement sur [a, b] (& savoir rédiger).
Par le théoréme de dérivation terme a terme (itéré pour tout k) :
f est de classe C* sur | — 1, 1[ pour tout k et donc C*®.

3. Intégrabilité de f sur | —1,0] :

Enz=-1": f(x) = 5;11 + x_lﬂ + 3;13 +... Le premier terme +1 — —oo quand x — —17. Plus précisément,
f(z) ~ +11 en —11 (on sépare la somme, le reste est fini donc négligeable).
Puisque -1H n’est pas intégrable sur | — 1, 0], ‘f n’est pas intégrable sur | — 1,0]. ‘

4. DSE de f : Pour |z| < 1, on développe chaque terme :

G e D S i o o s
= . e e -
k k+1
x+n n 1+x/n = n = n
En sommant sur n (interversion justifiée par convergence absolue pour |z| < 1) :
+00 /400 (_1)n+k 400
o = 30 (3 E) ot = St
k=0 \n=1 k=0
N o +oo (—1)7*1 . A s
ot n(s) = Y 2 ~—7— est la fonction éta de Dirichlet.
Le rayon de convergence est au moins 1. ’ f est développable en série entiére sur | — 1, 1]. ‘

[ Exercice 20 - Second exercice

Idée : On montre que A et B ont un vecteur propre commun v. Cela nous donne la premiére colonne de P. En

prenant un supplémentaire de Vect(v), on peut réitérer avec une matrice d’une taille inférieure.

Soient A, B € M,,(C) avec AB = oA + B pour certains «, 5 € C.

Lemme : Montrons que A et B posséde un vecteur propre commun.

Commengons par remarquer que (A — 81,)(B — al,) = AB — aA — BB + af1, = afI,. Distinguons deux cas :

e Siaf #0,alors A— (I, et B— al, sont inversibles et commutent. De plus, I,, commute avec toute matrice,

donc A commute avec B — al, puis A commute avec B.
Comme A et B commutent, Ker(A — \I,,) est stable par B. La restriction de ’endomorphisme associé & B a
ce noyau est un endomorphisme qui admet au moins un vecteur propre puisqu’on travaille dans C. Donc A
et B ont un vecteur propre commun.
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e Siaf =0, alors (A — BI,)(B — al,) = 0. Ainsi Im(B — al,) C Ker(A — 5I,,). Si B = al,, 'exercice est
immeédiat. Sinon, Im(B — «al),) est non trivial et donc F' = Ker(A — $1,,) non plus.
Or F est stable pour B. En effet siv € F', (A—p1,)Bv = ABv—fBv = aAv+Bv—Bv = aAv = afv = 0.
Encore une fois, on prend la restriction de I’endomorphisme associé & B & ce noyau qui nous donne un vecteur
propre commun.

Raisonnement par récurrence sur n.

Initialisation (n = 1) : Toute matrice 1 x 1 est triangulaire. OK.

Heérédité : Soit n € N. Supposons le résultat pour les matrices de taille n — 1. Montrons-le pour n.
A et B ont un vecteur propre commun d’aprés le lemme. Notons Av = Av et Bv = pw.
Complétons v en une base. Par changement de base, on obtient :

r_ (A * A Vo
A‘(o A1> etB_(o Bl>

Il reste & montrer que A’ et B’ sont cotrigonalisables. Or par calcul par blocs :

Il A *
AB_<0 A1 By
et :

aA' + BB = <‘W3’“‘ * ) .

0 adi+6B

En particulier A1 B; = aA; + 6B et donc I’hypothése de récurrence s’applique.
Il existe P € GL,(C) telle que P~1AP et P~1BP soient triangulaires supérieures.
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