Révisions d’analyse

Bernhard Riemann (1826 — 1866)

Le programme de premiére année est riche en ce qui concerne I’analyse. Nous ne
pourrons pas tout revoir. Dans ce chapitre, nous allons nous concentrer sur trois
thémes, non pas parce qu’ils sont plus importants dans 1’absolu, mais parce que
sans eux, des pans entiers du programme de deuxiéme année seront incompré-
hensibles.

Il s’agit de I’étude de la convergence des séries numériques (notamment via 'uti-
lisation des relations de comparaison), du calcul d’intégrales, et de la résolution
d’équations différentielles. Sur ces trois thémes, il convient de s’entrainer inten-
sément. Assurez-vous de maitriser ces notions. Elles seront indispensables cette
année.

C’est un chapitre de révisions. En conséquence, nous ne nous étendrons pas sur
la théorie. Le chapitre est divisé en trois sections. Dans chacune d’elles, nous
rappelons quelques résultats principaux qu’il faudra appliquer dans les exercices.




Révisions d’analyse

SERIES NUMERIQUES
! Nl _\ N

1. Résultats généraux

Définition 1.1

Soit (up)n>o une suite a valeurs dans K. On appelle série de terme général u,, notée

up, la suite (Sy)N>o des sommes partielles définie par
n>0

N

fbv =::E: Up.

n=0

On dit que la série Z u, converge si la suite (Sn) converge dans K. Sa somme est

alors
+o00
Zun: lim Sy.
N—+00
n=0

+0o0

Si (Sn) diverge, on dit que la série diverge. Le reste d’ordre n est R,, = Z U.

k=n+1

La définition ainsi donnée est formelle. Elle permet de rendre rigoureuse la notion de
série. Cela étant dit, I'intuition que 'on cherche a capturer est relativement simple :
on cherche a définir ce qu’est une somme avec une infinité de termes.

Autant la définition de série formelle sert assez peu en tant que telle, autant il est
important de faire la distinction entre une série et sa somme. La série, c’est le « truc »
qui formalise le fait qu’on essaie de faire une somme infinie. La somme, c’est le
résultat obtenu si celui existe.

Confondre les deux c’est faire une erreur analogue a confondre une suite et son
éventuelle limite. Une suite peut avoir une limite ou elle peut ne pas en avoir. Mais
une suite ne se résume pas a sa limite. C’est pareil pour les séries.

En revanche, la définition de convergence d’une série comme la convergence de la
suite des sommes partielles est d connaitre. D’ailleurs, faisons quelques exemples
d’applications.
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La série Z n diverge. En effet pour N > 0 :

n>0

in:N(N+1)

2 N—+c0

+00.

n=0

1
En revanche, la série Z o converge. En effet pour N > 0 :

n>0

N N n 1\N+1
1 1\" _1-(3) 1
Zz—n:Z(a) :?:2(1‘W)m’2-

n=0 n=0
+00
Ainsi Z o 2. On peut également calculer le reste de cette série pour tout n > 0.
n=0

Pour N > 0,on a:

Proposition 1.3 (Condition nécessaire de convergence)

Si la série Z u, converge, alors u, — 0. La réciproque est fausse.

n>0

Soit Z up une série convergente. Montrons que u,, — 0.

nx0
Notons (Sxn) la suite des sommes partielles de Z . On a donc pour tout N > 0 :
n>0
N
SN = Z Up.
n=0
Puis :
N+1 N
SN+1—SN = Z Up — Zun = UN+1.
n=0 n=0

Comme Z u, est convergente, (Sy) admet une limite ¢ € K finie. Et (Sy41) en tant que suite
n>0
extraite, admet la méme limite finie.

Ainsi :
SN+1 —SNN—)f—fZO.

—+00

D’ol un4+1 — 0 puis en rajoutant le premier terme :
N—+oco

u, — 0.
n—+oo
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Définition 1.4

Siu, £ 0, on dit que Z u, diverge grossiéerement.

n>0

Remarque

La divergence grossiere est une condition suffisante de divergence (si une série
diverge grossierement, alors elle diverge). Mais ce n’est pas une condition nécessaire.
Ainsi, dire que u, — 0 ne suffit pas pour prouver que la série ), u, converge. Cela
peut paraitre évident mais d’expérience, I’erreur revient encore quelques semaines
avant les concours.

Avec les exemples précédents, on a :

n——— 400
n—+oo

et on a bien Z n diverge.

n>0

1
En revanche, Z on converge et en effet :

n>0

1
— — 0.

2" n—o+oo

L . 1 . .
En revanche, la série harmonique E — diverge bien que :
n

n>1

1
- —> 0.
n n—o+oo

Il existe aussi des séries divergentes pour lequel le terme général n’a pas de limite.
Par exemple la série Z(—l)" est divergente, et on a bien (-1)" /4 0 mais cette

nx0
fois-ci parce que le terme général n’a pas de limite.

1
Montrons que la série harmonique Z — diverge.
n

nx1
1
L’idée de la démonstration est d’utiliser le fait que les sommes partielles de Z — évoluent
n

nx1
comme In(n). Or In(2n) =1n(2) + In(n). Ainsi, on peut espérer qu’en regardant les sommes

partielles en 2N et en N, on devrait récupérer une constante. Cette constante peut nous
permettre de montrer que la série ne converge pas. En ce qui concerne la comparaison entre
ces sommes partielles et (In(n)), nous rendrons cette analogie plus précise dans un chapitre
ultérieur.

1
En attendant, procédons par I’absurde. On suppose que Z — converge.
n
nx1
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N
1
Maintenant, pour N > 1, posons Sy = Z —.Ona:
n
n=1

N

2N1 1 2N 1
SIN-SN= Y —— ) - = =,
2N = SN Z;n Zln -

n=N+1

Dans cette somme, n < 2N donc ,—11 > ﬁ Puis par croissance des sommes finies, on en déduit :

2N
1
Sin-Snz ) oy 2 (N -N)x

n=N+1

1 1
- =
2N 2

o ) 1 . .
Puisqu’on a supposé que Z — converge, (Sy) converge vers une limite finie £ € R. Et de
nzln
méme (Syn) converge vers la méme limite comme suite extraite.

Ainsi :
SoN =SSN —— - =0.
N—+co

1
Puis par passage a la limite des inégalités larges :| 0 > 7 Ce résultat est absurde. Ainsi notre
5 g
hypotheése est fausse et E — diverge. ]
n
nx1

Proposition 1.6 (Linéarité)

Soient Z u, et Z vy, deux séries convergentes a valeurs dans K, et 4, p € K. Alors

nx0 nx0
la série Z(Aun + pv,) converge et :
nx0
+00 +o00 +00
Z(Aun + pop) = AZun + pz Up.
n=0 n=0 n=0
N N
Pour N > 0, notons Sy = Z u, et Ty = Z oy, Par linéarité des sommes finies, on a pour tout
n=0 n=0
N>0:
N
D iy + o) = ASy + il
n=0
+00 +00
Or (Sn) et (Ty) convergent par hypothése vers Z u, et Z vy, respectivement. Par opérations
n=0 n=0

+00 +00
sur les limites, (ASny + pTn) converge vers A Z Up + i Z vy
n=0 n=0
D’ou le résultat. i

Remarque

En particulier, pour A # 0, les séries Z up et Z Au, ont la méme nature. Cette
remarque sera utile pour comparer une série a un multiple d’une série de référence.
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Exemple 1.7

+00
2+ 3"
Calculons Z -

n=0
On commence par décomposer le terme général :

2+ 3" 1 3" 1\" [(1\"
=2X —+—=2x|-] +|=] .
6" 6" 6" 6 2

1\" 1\"
Les séries Z (g) et Z (5) sont des séries géométriques convergentes (de raisons

2+3"
respectives % et % toutes deux dans [0, 1[). Par linéarité, Z — converge et :
n>0
+o00
2+ 3" 1 1 6 22
> G S2X g =2x +2=| T
n=0 L5 L3

Remarque

Attention : la linéarité demande que les séries Z un et Z v, convergent avant de
pouvoir écrire Z(Aun + pop) = A Z Up + U Z vp. On ne peut donc pas, en général,
scinder une série en deux sans précaution.
Plus précisément, sur les trois séries Z Up, Z v, et Z(un + v,), il faut qu’au
moins deux d’entre elles convergent pour pouvoir conclure sur la troisieme (et écrire
Iégalité des sommes).
1 1 - : :
Par exemple, Z (— — — | converge (c’est la série nulle), mais on n’a pas le droit
nx1 n
. 1 1 . .\ e

d’écrire Z - - Z — = 0 puisque ces deux derniéres séries divergent. Le symbole

n n
+00 — co n’a pas de sens.

. Séries de référence

Proposition 1.8 (Séries géométriques)

Pour g € K, la série Z q" converge si et seulement si |g| < 1, et dans ce cas :

n>0

+00 . 1

Considérons la suite (u,),>o définie par u, = q".
On distingue les deux cas :

— Si|g| > 1, alors |g|N > 1 et donc |q|N /> 0. Ainsi gV /4 0.

Puis Z q" diverge grossierement.

n>0
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— Si|g| < 1, pour tout N > 0, on pose Sy la N®™ somme partielle et on a :

N N 1-q
SN:Zun:ZQn:ﬁ
n=0 =0

Maintenant, ﬁ est constant et donc a toujours une limite. Ainsi (Sn) admet une limite
finie si et seulement la suite (gN*!) admet une limite finie.

Or |g| < 1, donc gN*! — 0 et ainsi Sy —
+00 1
D’ou " converge | et n_ __
m Y=
n>0 n=0

Remarque

1
1-q°

Les séries de la forme Z ng""! ou encore Z n(n — 1)¢" % sont appelées séries
nx>1 n>2
géométriques dérivées. Elles convergent a la méme condition que |g| < 1. Cependant

ce résultat est en bord de programme de premiére année et les sujets demandent
régulierement de le redémontrer. On les reverra dans le cadre du chapitre sur les
séries entieres.

Proposition 1.9 (Série exponentielle)

’ . n
Pour tout x € C, la série ), ’;—, converge et :

+00
X

n!

n
X

n=0

Il y a plusieurs facons de montrer ce résultat. Mais 1'idée principale est de reconnaitre le début
du développement limité de exp en 0. Si on pouvait montrer que le reste de ce développement
(le petit o) tend vers 0 a x fixé lorsqu’on augmente 'ordre du développement, on aurait notre
résultat.
Nous allons le faire en utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange, vue en premiére année. Rappe-
lons son énoncé. Si f : [a,b] — K est C™*! (avec n > 0) sur [a, b] et si My,4; est un majorant
de |f(”+1)| sur [a, b], alors :
n (k) _ n+l
f(b)—kZ:fk—!(a)(b—a)k 16— a™”
=0

<Mw =T

Autrement dit, I'inégalité de Taylor-Lagrange contrdle précisément le reste du développement,
ce qui est exactement ce dont nous avons besoin.

On a envie d’appliquer ce résultat a exp. Mais I’énoncé parle de x € C et I'inégalité de Taylor—-
Lagrange s’applique pour une fonction définie sur un intervalle de R. Pour contourner ce
probléme, a x € C fixé posons :

) [01] — C
g.{ t > exp(xt)

g est C™ sur [0, 1] par composition et une récurrence immédiate donne, pour tout k € N et
toutt € [0,1] :

g® () =xFe*!,  etenparticulier g (0) = xF.
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Majorons la dérivée d’ordre n + 1 sur [0, 1]. La fonction t — |e"t | est continue sur le segment
[0,1] : par le théoréme des bornes atteintes, elle est bornée et on peut noter M un de ses
majorants. Remarquez que M dépend de x, mais pas de n : c’est le point crucial. On a alors,
pour tout ¢ € [0,1] :

‘g(n+l) (t)| — |x|n+1 |ext| < M|x|"+1.
L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a g entre 0 et 1, a ordre n, donne donc pour tout

n>0:
L (k)(o) 1— 0|n+1
g() - Y = -0k —
k=0 :

n+1|
< MxI™ oo

k

qui se simplifie en :

n k n+l1
x M|x
oS et
Pt k! (n+1)!
Or:
|x|n+1

(n+1)! no+e

par croissance comparée si |x| > 1 et par opérations sur les limites si x| < 1. Et donc par
encadrement :

c’est-a-dire :

5 x
— — exp(x).
- k! n—+o

. ’ . n 7. A
Les sommes partielles de la série 3} 7+ convergent : la série converge, et d’ott pour tout x € C:

Remarque

Nous revisiterons ce résultat via d’autres techniques dans le chapitre sur les séries
entieres.

Méthode 1.10 (Séries télescopiques)

On considére la série Z(a”“ —ay).
n>0
— Pourtout N e N,ona:

N N N N
Z(an+1_an) =Zan+1_zan= an_zan-
n=0

n=0 n=0 n

z
ity

1l
—
B
]
o

Ainsi par télescopage, on obtient :

N
Z(arHl - an) = aN+1 — do-
=0

N
— La suite Z(anﬂ — ap) | admet donc une limite finie si et seulement si (an.1)

n=0
admet une limite finie.
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— Ainsi la série ) (an+1 — an) converge si et seulement si la suite (a,) converge.
De plus, d’apres les calculs précédents, dans ce cas, on a :

+00
Z(an+1 —ay) = lim a, — ao.
n=0

n—+oo

Remarque

Bien que ce résultat soit standard, il faut savoir le remontrer a chaque fois en revenant
aux sommes partielles.

Exemple 1.11
1

Etudions et calculons la somme de la série Y, FICTSIE
Commencons par remarquer que pour toutn > 1:

1 1 1

nn+1) n n+l

Cela peut se faire par décomposition en éléments simples si on ne le voit pas immé-
diatement.
Ainsi pour tout N > 1,ona:

N No(11 1
DRI/ I
n(n+1) f\n n+1 N+1

n=1

ou la derniére égalité s’obtient par télescopage.

1 1

Orl- w5 ea— 1. Donc |}, s converge |et:
+00 1
IR
“n(n+1)

Proposition 1.12 (Séries de Riemann)

Soit a € R. La série Z — appelée série de Riemann d’exposant «, converge si et
n>1 n
seulement si o > 1.

Remarque

Nous ne donnons pas de démonstration ici : elle repose sur la comparaison série-
intégrale, qui sera mise en place dans le chapitre sur les séries numériques. Ce résultat
y sera donc réétudié et redémontré.

En attendant, il est indispensable de le connaitre : avec les séries géométriques, les
séries de Riemann sont les séries de référence les plus utilisées dans les criteres de
comparaison de la sous-section suivante.



CHAPITRE 1. REVISIONS D’ANALYSE

3. Théoremes de comparaison des séries

Proposition 1.13 (Critére de comparaison des séries a termes positifs)

Soient Z un, et Z v, deux séries a termes positifs telles qu’a partir d’un certain

n>0 n>0
rang, 0 < u, < v,. Alors:

— si Z v, converge, alors Z u, converge;
— si Z uy diverge, alors Z vy, diverge.

Les deux assertions étant contraposées I'une de I’autre, elles sont équivalentes. Il suffit donc
de démontrer (par exemple) la premiére.

Simplifions un peu : on suppose que pour tout n € N (pas seulement a partir d’un certain rang),
ona0 < u, <uv,. Le cas général se traite en séparant les premiers termes (ce qui ne change
pas les natures de série).

Supposons maintenant que Z v, converge.

N N

Pour N > 0, notons Sy = Z u, et Ty = Z v,. Comme u, > 0, la suite (Sy) est croissante.
n=0 n=0

De plus, par croissance des sommes finies :

N N
VN >0, Sy =Zu,, < Zvn = Ty.
n=0 n=0

+00

Or Z v converge, donc (Ty) converge vers £ = Z vn. Comme (Ty) est elle-méme croissante
n=0
(car v, > 0), ona Ty < £ pour tout N, et donc Sy < £ pour tout N.

Ainsi (Sy) est une suite croissante majorée. D’apres le théoréme de la limite monotone, (Sy)
converge.

D’ou E u, converge. ]

Exemple 1.14

Montrons que la série Z
2n

nx0
Pour toutn > 0,ona 2" +n > 2" > 0, donc :

converge.
n

1 1

0< < —.
2"+n 27

1 . . .
Or on a vu précédemment que E o converge (série géométrique de rai-
nx0
1 P . , . By og e
son 5 € [0,1[). Par le critére de comparaison des séries a termes positifs,

1
Z converge.
2"+ n

n>0

10
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Exemple 1.15

1
Montrons que la série Z —
\n
nx1

Pour tout n > 1, on a y/n < n et donc:

diverge.

11
0<-<—
n

<7

Or la série harmonique E — diverge. Par contraposée du critére de comparaison
n
nx1

des séries a termes positifs, Z — diverge.

Proposition 1.16 (Critére d’équivalence des séries a termes positifs)

Soient E u, et Z vy deux séries a termes strictement positifs a partir d’un certain

n>0 n>0

rang, telles que u, ~ v,,. Alors les séries E u, et E v, sont de méme nature.

Puisque u, ~ v,, ona 3* —— 1. En particulier, il existe un rang n, a partir duquel v, > 0 et :

n  pn—+o0o

< <

SHRS
S S
N | W

N =

En multipliant par v,, > 0, on obtient pour tout n > ny :

1 3
0< 50" <u, < -0,

2
L. 1 3 A s
Les séries Z Evn et Z Evn ont la méme nature que Z vy, par linéarité.

. 3 i .
— Si Z v, converge, alors E o 0n converge, et par le critére de comparaison, E Uy
converge.
. . 1. 1 p -
— Si Z vy, diverge, alors Z 20n diverge, et comme 50, < up, par contraposée du critére

de comparaison, E u, diverge.

Dans les deux cas, Z u, et E v, sont de méme nature. O

Exemple 1.17

. 1
Etudions la nature de la série Z sin (—)

2
n>1 n

Comme # —— 0,onasin (%) ~ # Les deux suites sont strictement positives
n—+oo

1 1
pour n > 1. Or Z — converge (par exemple par comparaison avec Z —).
“n n(n+1)

11



CHAPITRE 1. REVISIONS D’ANALYSE

1
Par le critere d’équivalence des séries a termes positifs, E sin (_z converge.
n

n>1

Exemple 1.18

. 1
Etudions la nature de la série Z In (1 + —).
n
n>1

—— 0,onaln(1+ %) ~ % Les deux suites sont strictement positives
n—+00

1

Comme -

1
pour n > 1. Or la série harmonique Z — diverge. Par le critére d’équivalence des

n>1

1
séries a termes positifs, Z In (1 + —) diverge.
n

n>1

Définition 1.19 (Absolue convergence)

Soit Z u, une série a valeurs dans K. On dit que la série Z u, est absolument
n>0
convergente si la série E |un| converge.

n>0

Proposition 1.20 (L’absolue convergence implique la convergence)

Soit E u, une série a valeurs dans K. Si E u, converge absolument, alors E Up,

n>0
converge.

Traitons d’abord le cas réel, puis le cas complexe.
Cas réel. Supposons u, € R pour tout n, et que Z |un| converge. Posons pour toutn > 0 :

uy =max(up,0) et wu, =max(—uy,,0).

Ce sont les parties positive et négative de u,,. Par construction, u;{ >0,u, >0,eton vérifie
que :

up =uy —u, et |u,| =u, +u,.

En particulier, on a les majorations 0 < u; < |u,| et 0 < u;; < |up|. Or Z |un| converge, donc

par le critére de comparaison des séries a termes positifs, Z ut et Z u, convergent toutes
les deux.

Par linéarité, la série Z(u; —u,) = Z u, converge.

Cas complexe. Supposons maintenant u, € C, et notons u, = a, + i b, avec a, = R(u,) €R
et b, =Im(u,) € R. On a pour tout n :

lan| < lua| et |bpl| < |unl.

Comme E |un| converge, par le critére de comparaison des séries a termes positifs, Z lan| et

Z |b,| convergent. Autrement dit, les séries réelles Z an et Z b, sont absolument conver-
gentes. D’aprés le cas réel, elles convergent.
Enfin, par linéarité (avec A = 1 et pu = i), Z Uy = Z(an +ib,) converge. O

12
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n

Montrons que la série E
nx1

="
n2

2 converge.

1 . .
| = # Or E — converge (série de Riemann d’exposant
n

n>1

Pourtoutn >1,ona ’

(="

—1)"
2 > 1).Donc Z (=1) converge absolument, et en particulier Z converge.

2
n
n>1 n>1

Remarque

La réciproque est fausse : il existe des séries convergentes qui ne sont pas absolument

convergentes. On dit alors qu’elles sont semi-convergentes. Un exemple est la série
(="

harmonique alternée Z , qui converge mais dont la série des valeurs absolues

nx1
est la série harmonique, qui diverge.

converge.

(=n"
Montrons que Z "
nx1
L’idée est d’utiliser la représentation intégrale % = /01 x"~1 dx pour transformer la somme en
une intégrale, puis de majorer le « reste ».

EUENS

Pour N > 1, posons Sy = Z

n=1

N 1 1 N
SN = Z(—l)”/ x"ldx = —/ Z(—x)”_1 dx
n=1 0 0 h=1

ol l'on a sorti le facteur (=1) = (=1)" - (=1)""! de la somme. Or pour tout x € [0,1], on a
—x # 1, et donc la somme géométrique vaut :

N
Yyt = LCOL 1207

—(-x)  1+x

n=1

1 N 1 1 N
1—(—x dx -x
sw=- [ S w—- [ s [
0 1+x 0 1+x 0 1+x
L’idée de la séparation vient du fait que pour x # 1, x¥' — 0 et donc on s’attend & ce que le

second terme devienne négligeable.
Pour le premier terme, on a :

Ainsi :

1 d
/O 1+xx = [In(1 + x)]} = In(2).

On obtient donc : : N
(—x)

0 1+x

Sy=-1In2+

Majorons le reste. Pour tout N > 1, par inégalité triangulaire :

N N 1
1
(x) dx' X de/deX:

o l+x 1+x 0 N+1

ou I'on a utilisé que - < 1 pour x € [0,1].

13
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="
converge |et :

Ainsi |Sy — (=In2)| < & 0,donc S —In2. Dot
insi |Sy — (=In2)| PR onc Sy ——— ~lIn ouz "

= N+1

nx>1

+00

—1)"
Z ) =—In2.
n=1 i

Proposition 1.22 (Critére de domination)

Soit Z v une série convergente a termes positifs, et (u,) une suite a valeurs dans
n=0

K telle que u, = O(v,). Alors Z u, converge absolument, et en particulier Z Un

converge.

Par définition de u, = O(v,), il existe une constante M > 0 et un rang n, tels que pour tout
n=ng:

lun| < Moy,.
Comme Z v, converge, Z Mo, converge également par linéarité. Or a partir du rang n,
0 < |up| £ Mu,,. Par le critére de comparaison appliqué aux séries a termes positifs Z lun| et

Z Moy, la série Z |up| converge.

Ainsi Z u, converge absolument, | et en particulier elle converge. ]

Corollaire 1.23

Soit Z v, une série convergente a termes positifs, et (u,) une suite a valeurs dans
n=0

K telle que u, = 0(v,). Alors Z u, converge absolument.

Siu, = 0(v,), alors en particulier u, = O(v,).
On applique directement le critére de domination. O

Etudions la nature de la série Z
nx>1
Pour toutn > 1,on a |cosn| < 1, donc :

cosn
2

‘cosn 1
n? |~ n?
. 1 s o
Ainsi C"’l# = O(#) Or 2_2 converge. Par le critére de domination,
n>1 n
cosn
Z -— converge absolument.
ne1

14
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100

- . , . n

Etudions la nature de la série Z D7k
n>0

Par croissance comparée :

n
nlOO/zn _ nl()() % 0
(3/4)" 3] noe

100

3 n
Ainsi "2—,1 =0 ((%)n) Or Z (Z) est une série géométrique de raison % € [0,1[, donc

: . - n'®
converge. Par le corollaire du critére de domination, E —n converge absolument.

n>0

Remarque

D’ou vient le trois quarts dans 'exemple précédent ?

D’abord il faut développer une intuition qui va souvent vous servir : les croissances
comparées ne disent pas simplement que I’exponentielle gagne contre les puissances
(ou les puissances contre le logarithme). Les croissances comparées disent que I'ex-
ponentielle bat les puissances a plate couture.

Par exemple : xe™ tend vers 0 en +co. Mais peut-étre qu’en prenant une plus petite
exponentielle, le rapport de force va s’inverser ?

Non. Par exemple xe~7* tend encore vers 0 et xe i~ aussi et également xe” % ou

1
méme xe 1007
En quoi cela nous est-il utile ? Eh bien dans ’exemple précédent, on étudiait la série
de terme général g2 qui, par croissance comparée, tend vers 0.
A priori, cela signifie que la série ne diverge pas grossiérement, mais ¢a ne nous dit
rien sur sa convergence. Mais il faut voir que la croissance comparée a un message
caché : le (1)" gagne haut la main.
Ainsi, en prenant une base d’exponentielle intermédiaire (par exemple %), on peut
espérer garder la convergence vers 0 et en déduire une négligeabilité qui, elle, suffit

pour conclure. Et c’est ce qu’on a fait.

15
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1. Echauffements

Exercice 1.1 o

Recherche de limites. Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites suivantes :

1 n’ -3 4. Uy, =Vn+1-+n

Uy =
" 2n2 41 n 1
on _ gn 5 U, = _—
2. up = " ;k(k+1)
2n 4 3n

1 1 6. u, = ;
3. un—zln(;) ;m

Exercice 1.2 o

Equivalents et limites. Déterminer un équivalent et la limite de chacune des suites suivantes.

1 up=—2n°+7n+3 3\"
s n 6. up, =(~| Vn
3 4

2. Uy =n-——

" nd ; 3n% 4+ 2" — 5"

Uy =

, 3n% +2n — 5 " In(n) —4n®+3" -8
LUy =

" —4n2+3n-8 8. up,=V2n+1++V2n
4. u, =(1.1)"=n? +e™" 9. u, =V2n+1-+2n

n

5. un:(—) —+/n 10. un=nln(1+z)

Exercice 1.3 o

Déterminer la nature des séries de terme général suivant :

n’ . sh(n)
L on " ch(2n)
2 4" —n n*+3n%+n
: 5n 2 3 7. ln — L
tén n*+2n?-n+1

1 1
3. —ln(l+—) 1\"
8. |1+—-] —
\n \Vn ( +n) e
sin®(n? + 1)

4 ——— 9. vt 1- i

n?+n+1
1
5 In(n) 10. sin (mr + —)
n n

16
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2. Calculs d’équivalents et de limites

Exercice 1.4 o
Recherche de limites. Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites suivantes.

1w, = n32—1n(n) Z
e’ +1 (k+1)(k+2)
2. u,=Vn?2+1-n

—3n

e
3. u, = Z
" en 4 p! Vn? +

a\bn
4. u, = (1 + —) avec (a, b) €]0, +oo[?
n

Exercice 1.5 o
Recherche d’équivalents. Donner un équivalent simple de chacune des suites suivantes.

1. uy, = 1 3. unzln(z—e‘l/”z)
n—-1 n+1

=vn+1-vn-1 4. u, =In(n+1) —In(n)

Exercice 1.6 oo

Déterminer les limites des suites suivantes :

2t + (-)n , 1 1

1. un—m 5. Yp=n cos;—cosn_’_1
5 nsinn "
LU= —— 1

" 1+ n2 6. zn:(cos—)
3. w, = n n
A n—1 n+2 . 3n2+(_1)n
. Xp = =

"TA\n+1 Vn? + 2 + In(n)

Exercice 1.7 ee

Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :

1—\/5)_1

1. u, =ex
" p(1+n
2. o, =Vn2+1-Vnd—n

T n
3. w, =sin (cos (— - —))
2 2"

Exercice 1.8 oo o
Soit (u,) une suite a termes positifs vérifiant u,, = o(4/n). On pose

Up\" _
n=(1+—) e ¥n,
n

Déterminer un équivalent de In(v,) puis en déduire la limite de (v,).

3. Convergence et calcul de sommes

Exercice 1.9 o

Convergence et calculs. Prouver la convergence de la série de terme général u,, dans chacun
des cas suivants et calculer sa somme (pour n > 0, sauf mention contraire).

17
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n+1 n(n—1)
b T
5 n® + 2" on
S Uy =
" 4" 8. Up = ———
3. u, = (=1)"%™" (n+2)!
4. u, = (=1)"ne=?" 1
9. u, = ourn=>1
5. u, = M T 4n2 — 1 p
3n+2
n+3"
= 10. uyy = — pourn >3
6. un n! n n(n _ 2) p
Exercice 1.10 o
n
Pourn € N, on pose u,, = ———.
POSEtn = 1)1
1. Montrer que la série Z u, converge.
nx0
a
2. Déterminer deux réels a et b tels que pour toutn € N, u,, = —+ m, puis en
n! n !
+00
déduire la valeur de Z Up.
n=0

3. Montrer que la série de terme général (n® — 1)u, converge et calculer sa somme.

Exercice 1.11 ee

1
CCP 2013. Montrer que Z In (1 - —2) converge, et calculer sa somme.
n

n>2

Exercice 1.12 ee

Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme. On pourra utiliser au
+00 2

1
besoin que nZ:; 5= %
1 n?
L) = n
k>2 k - k n>1 n!
1
k(k+2) 5. Z - -
2. In|——= 2p + 1)2
kz>2n((k+1)2) R
. 6 Z (=" (utiliser la question précé-
, cos(n) ’ n® q P
3. ) ()= 1
= an dente)

Exercice 1.13 e o o

n—+oo

n
Montrer que Z k!~ nl
k=1

4. Nature d’une série

Exercice 1.14 o

Nature de séries. Déterminer la nature de la série de terme général u, :

18
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2
n- — 3 = _\/ﬁ
1. uy,=——aveca >0 3. up=e
n% + In(n)
Vn(Inn)® (-1)"
2 Uy = ——— 4. u, =
e’ n3

Exercice 1.15 ee

Déterminer la nature des séries suivantes :

n +2n 1 nyn
1. _
Zn4+n3+1 42(1 )

n=0 nyn

n>1
Z( 1)"(n+2) 1
L it 5w
n>1
3. Z(lnn) 6. Zln(Z—el/")
n>1 nx>1

Exercice 1.16 ee

Déterminer a et f tels que la série de terme général u, = Vn + aVn + 1 + fVn + 2 soit
convergente. Lorsqu’elle converge, calculer sa somme.

Exercice 1.17 ee

In(1 + a")

— , en fonction du réel a > 0.
a

Préciser la nature de la série Z Up, OU U, =
n>1

5. Séries et suites associées

Exercice 1.18 o
On définit une suite (u,) par uy = 0 et up4+1 = cos(uy,) pour tout n € N.

1. Montrer que, pour n € N*, cos(1) < u, < 1.

2. Démontrer que pour tout n € N*, |u41 — | < (1 = cos(1)) sin®~1(1).

3. En déduire que la suite (u,) converge.

Exercice 1.19 e

Soit Z ap une série absolument convergente, et (ag(n)) une suite extraite de (a,) (ot
n>0
¢ : N — N est strictement croissante). Montrer que Z ag(n) est absolument convergente.
nx0

Exercice 1.20 ee

Soit (an)nen une suite de réels strictement positifs telle que la série Z an converge. Etudier
n>0
la nature des séries de terme général :
2 .
1. ajy 3. sin(ay)
a 4. +/a,
n
2. 1+ a, 5. Van an+1

Exercice 1.21 ee

Soit (uy) la suite réelle définie par uy € R} et, pour tout n > 0, U,y =1 — e "n.
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1. Etudier la convergence de (uy).

2. Etudier la convergence de E u,zl. On pourra montrer que ”;21 ~ Uy — Ups1.

3. Etudier la convergence de Z In (@)

Un

Exercice 1.22 e o o

Soit (x,) une suite de réels strictement positifs telle que lim,_, ;. x, = +00. On pose

n

Xk

Up = 1_[ pour n € N.
o 1+ xp

1. Démontrer que (u,) est monotone convergente, de limite ¢ € [0, 1].

2. Que vaut ¢ lorsque x, = n + 1 pour toutn € N?

3. Démontrer, en étudiant In(u,), que £ # 0 Z converge.

1

X

4. Etudier le cas ou (x,) est définie par xp > 1 et x,4; = x2 pour tout n € N, et
déterminer .

6. Résultats et théoremes classiques

Exercice 1.23 ee

, 1 n-—1
Constante d’Euler. Pour n > 2, on pose u, = — + In .
n n

1. Montrer que la série E u, converge, puis déterminer ses sommes partielles.

2. En déduire qu’il existe une constante y € R (dite constante d’Euler) telle que

1
> £ =In(m) +y+o(1).
k=1

n
1
Donner un équivalent de Z % quand n — +oo.
k=1

Exercice 1.24 e o o

Représenter dans le plan 'ensemble des points de coordonnées (a, b) tels que a > 0, b > 0
n

et la série de terme général u, = N soit convergente.

+b"

Exercice 1.25 e o o

Régle de Raabe-Duhamel. Soit (u,,) une suite de réels strictement positifs et & > 0 tels que

u o 1
2 _1-Zv0(=].
Up n n?

1. On pose v, = n®u, et w, =In(v,41) — In(v,). Montrer que la série Z w, converge
absolument.

s 1 s A
2. En déduire qu’il existe A > 0 tel que u, ~ —» puis conclure sur la nature de Z Up.
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7. Sujets de concours

Exercice 1.26 e o o
. 1 . , .
CCP 2014. Soit a,, = fo t"V1 — t? dt. On pourra utiliser, sans le démontrer, la relation
n+1

n+4
1. Montrer que (a,) est décroissante. Calculer a et a;.

An+2 = apn °

2. Montrer que la suite (n(n + 1) (n + 2)apa,—1)n>1 est constante.
3. Montrer que a, ~ a,.1, et en déduire un équivalent de a,.

4. Donner la nature de Z an.

n>0

Exercice 1.27

sin(n
EDHEC 2008. On se propose de montrer que la série de terme général u, = (—1)”L

n
(pour n > 1) converge, et de calculer sa somme.

1. Soit f : [a,b] — R de classe C', et A > 0. Montrer par une intégration par parties
que limjs0 [ £ (1) cos(At) d = 0.

2 1 2k -1
2. Pourtoutk € N, exprimer cos(kt) cos (%) en fonction de cos (W) et cos (%)

3. En déduire que pour tout n > 1,

kzz;(—l)k cos(kt) - cos (é) = % ((_1)’1 cos (w) _ cos (é)) .

1 COS (@)

. sin(k)
4. Montrer que pour toutn > 1, E (-1)F == = (_1)”/ S S A,
amep P k o 2cos(t/2)

DN | =

5. Conclure que la série E u, converge et calculer sa somme.
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CORRECTIONS DES EXERCICES — SERIES NUMERIQUES
! Nl _\ N

n-3 n3 n
1. u,,:2—~—2:——————>+00.
2nc +1 2n 2 n—o+e

2. On factorise par le terme dominant 3" au numérateur et au dénominateur :

C3m((2/3)"-1)  (2/3)" -1 -1 ]
T ((2/3)+1)  (2/3)"+1 noteo 1
Inn . ;
3. u, = ——— — 0 par croissance compareée.

n n—+oo
4. C’est une forme indéterminée « co — oo » : on léve I'indétermination en multi-
pliant par la quantité conjuguée Vn + 1 + v/n, qui ne s’annule pas :

(75 ) (T8
up =Vn+1-+n= iV

_(n+1)-n _ 1

CVntl+vn Vn+l+n

Le dénominateur tend vers +oo, donc u,, —— 0.
n—+oo

1 1 1

5. Par décomposition en éléments simples, ——— = — — ——, d’ou par
P P rk+1) ~ &k k+1 OOMP

télescopage

" k k+1) n+1 no+co

6. Pour tout k € [1,n], n® + 1 < n? + k < n? + n, donc

n n
<u, <

— <u, < ]
Vn2+n n? +1

Les deux encadrants tendent vers 1, donc par le théoréeme des gendarmes,
u, — 1.

1. u, ~ —2n*> — —oco.
3

2. up ~n — +oo (car = — 0).
n

3 3n? 3 3
C Uy~ =—= > ——.
Toanz 4 4
4. Par croissance comparée, (1.1)" domine n°? (car 1.1 > 1), et e™” — 0. Donc

up ~ (1.1)" — +oo.
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. (3/49)" > 0 et \/n > +0o0, donc u, ~ —\n — —co.

. Par croissance comparée, (3/4)"y/n — 0.Un équivalent simple est u,, lui-méme
(ou on peut écrire u, = y/n - (3/4)" sans simplifier davantage).

. Au numérateur, —5" domine (car 5 > 3 > 2), donc numérateur ~ —5". Au déno-

=51 5\"
minateur, 3" domine, donc dénominateur ~ 3". Ainsi u, ~ ™ =— (5) -
—E9,

. V2n+ 1 ~ V2n donc u,, ~ 2V2 =2\/§-\/ﬁ—> +00.
1 1 1
. Par la quantité conjuguée, u, = — 0.

Von+1+2n  2v2n  2v2m

2
. In(1+2/n) ~2/ndoncu, ~n-—-=2— 2.
n

5 5
. B . n 1
. Par croissance comparée (car 2 > 1), limy, 400 n22—n = 0, donc 2_" =0 (—2)
n

1
Comme Z — converge (Riemann, 2 > 1) et est a termes positifs, le critere de
n

- n’
domination donne que E on converge absolument, donc converge.

. Par croissance comparée, n = 0(4") et 2n> = 0(5"), donc
4" —n 4\"
50 +2n% \5)
Or 2(4/5)" est une série géométrique de raison 4/5 € [0, 1[, donc conver-

4" —n

gente, et a termes positifs. Par le critére d’équivalence, la série Z oo
n

converge.
1
. Comme — —— Oetln(1+u) ~ueno,

\/ﬁn—>+oo
11(1+1) 1
—In —|| ® =,
\n Vn) n

Les deux suites sont positives, et Z ! diverge (harmonique). Par le critére
d’équivalence, la série diverge. "
. Pour tout n > 1, !sin3(n2 + 1)| < 1, donc
sin®(n® + 1) < 1
n+n+1 | n?

1 . . g
Comme Z — converge, le critere de comparaison donne que la série
n

converge absolument, donc converge.

Inn 1 1
. Pourtoutn > 3,onaln(n) > 1, donc — > — > 0. Comme Z — diverge, par
n n n

L . ) - Inn
le critére de comparaison (contraposée), la série Z — diverge.
n

. Ona
sh(n) e"—e™

ch(2n)  e?n 4e-2n

—n

~
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10.

Or E e”" est une série géométrique de raison e~ € [0, 1[, donc convergente,

et a termes positifs. Par le critere d’équivalence, la série converge absolument,
donc converge.

On écrit
n*+3n%+n n®+2n-1
h|l——|=hh|1l+ ———].
nt+2n2-n+1 nt+2n2-n+1
n®+2n-1
Comme Oetln(1+u) ~ueno,
n*+2n> —n+1 no+eo
n®+2n-1 n®+2n-1 1
In|1+ ~ ~—.
nt+2n2-n+1 nt+2n2-n+1 n?

. o . . 1
Les deux suites sont positives a partir d’un certain rang, et Z —; converge.
n

Par le critére d’équivalence, la série converge.

1 1 1 1
. On fait un développement asymptotique : In (1 + —) =---—+0 (—2) donc
n

n n 2n

1 1 1
nln|{1+—-]=1—-—+0|—].
n 2n n
1\" 1 1 e
1+—-] —e=elexp|——+o0(=]|—-1]~——.
n 2n n 2n

1\" e e ..
Posonsu, = |1+ —| —e,alors —u, ~ — > 0. Comme Z — diverge et est
n 2n 2n

a termes positifs, le critére d’équivalence donne que E —u, diverge, donc

Z u, diverge.

. Par la quantité conjuguée, pour tout n > 0,

1 1
\/nT_\/_:Vn+1+\/ﬁ~2\/ﬁ'

1
Les deux suites sont positives, et Z ﬁ diverge (Riemann, 1/2 < 1). Par le
n

critére d’équivalence, la série diverge.
N
Alternative. Les sommes partielles sont télescopiques : Z(Vn +1—+n) =

n=0
VN +1 — +oo.

Comme sin(x + ) = —sin(x), on obtient par récurrence que pour tout n € N*,
. 1 (1
sin|nr+ -] =(-1)"sin|—].
n n
. , .1 1 1
Faisons un développement : sin|—| = — + O [ — |, donc
n n
, 1\ (-1)" 1
sin|nr+—| = +0|=|-
n n n

—1)n
Or la série Z converge (démontré dans les rappels via ’astuce inté-
n

- 1 s I
grale), et la série Z O [ = | converge absolument par critére de domination
n

1 . -
(car Z — converge). Par somme de séries convergentes, la série converge.
n
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. Par croissance comparée, n> = o(e?*"), donc numérateur ~ n’> et dénominateur
] n
~ e’ Puisu, ~ — — 0.
eZn

1
. Par la quantité conjuguée, u, = 0.
T’l2 +14n Pt

. Par croissance comparée, 3" = o(n!) ete” = o(n!). Donc numérateur = e"—3" =
o(n!) et dénominateur ~ n!. Ainsi u, — 0.

. Ecrivons u,, = exp (bnln(1 + a/n)). Comme a/n — 0,In(1+a/n) ~ a/n, donc
bnln(1 + a/n) ~ bn - a/n = ab — ab. Par continuité de exp, u, — .
1 1 1

(k+1)(k+2) Tk+1 k+2

, d’ou par télescopage

n
1 1 1 1 1
Up = —_— == - _— —.
" ;(k+1 k+2) 2 n+2 novoo 2
A ST ] a_j n n
. Méme encadrement qu’a 'exercice précédent : —— < u, < ———, donc

n’+n T+t

u, — 1.

) . ) . (n+1)—-(n-1) 2 2
. Mise au méme dénominateur : u, = = ~—.
(n=-D(n+1) n?-1 n?
2 2 1

. Par la quantité conjuguée, u,, =

Vi+l+4Vn—1 2vn +n

e Un" 1 donc2—e /" = 14+(1—e"V/""). Comme 1/n% — 0,0ona 1—e /7" ~
1

1
— - Puis In(1 + x) ~ x pour x — 0, donc u, =In(1+ (1 - e_l/”z)) ~
n n

cUup=In{1+—-| ~—.
n n

. 2" domine (par croissance comparée), donc numérateur ~ 2" et dénominateur
n

~ 3n.D’ou u,, ~ o — +00,
n

1
~ — — 0,donc v, — 0.

. lop| £
[on] 1+n2 n

Inn Inn
. wp =nl/" = exp (—) Comme — — 0, w, — e’ = 1.
n n

-1 2 2
.Inx, =(n+2)In (n_) =(n+2)ln (1——).C0mme — 0,1In(1 -
n+1 n+1 1

n+
2
2/(n+1)) ~=-2/(n+1).Donclnx, ~—-(n+2) - 7 — —2. Par continuité
n

de exp, x, — e 2,

. a
. Avec la formule cosa — cosb = =2 sin

1 1 (11 1 (11 1
=-2sin|—=|— sin|-=[--— .
n n+1 (Z(n n+1)) (Z(n n+1))

+

COS — — COosS
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1 1
La premiére sin ~ — (car son argument ~ —), et la seconde sin ~ ———— ~
n n 2n(n+1)
1
—.D’ou
2n?
1 1 1 1 1
COS — — COS ~—2 = — ==,
n n+1 n 2n? n3
D 2 ! ! -0
oncy, ~n“-|-——|=—-—- .
Yn n3 n

1
6. Inz, = n?In (cos(1/n)). Comme cos(1/n) = 1—2—2+o(1/n2) etln(1+x) ~ x,
n

1
onaln(cos(1/n)) ~——.Donclnz, ~ —= — —=, d’ot z, — e /2.
2n? 2 2

3n? 3n?
7. tp ~ — = — =3n — 400,

1
1. Comme — 0ete* —1~ x pour x — 0,

+n
1—+/n
U, ~ ——.
1+n
1- — 1 1
Or vn ~ vn =——Doncu, ~ ——.

1+n n \n \n
2. Vn® — n domine nettement Vn? + 1 (car n® > n?), donc

op ~ =Vn3 —n ~ —n®2,

. T .
3. On utilise cos (E - x) = sin(x) :

wp = sin (sin(z—ril)).

. , n . n n . . n
Par croissance comparée, — — 0. Donc sin (—) ~ —, puis w, ~ sin (—) ~
n 2n 2 2 2L
on’

1
Comme u, = o(+/n), on a o (—) — 0. Utilisons le développement In(1 + x) =
n

=

2
x u
x— — +o0(x?) avec x = —:
2 n

2 2 2 2
u u, u u u u
nln(1+—n)=n(—n——"+o(—"))=un——"+o(—").
Donc

2 2 2

u u u u
lnvn:nln(1+—n)—un:——"+o Ly P
n 2 2n

u
Comme u, = o(y/n), on a % = o(n), donc = — 0. Ainsi Inv, — 0, puis par
n

continuité de exp, v, — 1.
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On utilise les formules des séries géométriques et leurs dérivées : pour |g| < 1,

+00 +00 +00

1+q)
, nzqn — q( ,
; ZO (1—61)2 ; (1-¢9)°
n
ainsi que la série exponentielle Z — =e".
n=0 !

n+1 , . p
1. Z = Z — + Z —. Convergence assurée par croissance comparée.
28 2n 2n

+00 +00

Valeurs : Z zln =2et Z znn (11//22) > = 2. Total = .
2" " vt (1/49(5/4)
Z.Zn+ _Z4n Z() Z() :Z_ZZ—HIW:

n=0
5/16 20 20 74
—_— Total = +2=—|
27/64 27 27 27
3. Z(—l)”e_" = Z(—l/e)”, série géométrique de raison —1/e €]—1, 1[. Somme
1 e

T1+1/e |e+1|

4, Z(—l)nne_zn = Z n(—e )" Avecq=—e% |q| < 1:

-2 2

+Z.ann: q = —© =| — ¢
LM T g T (red? | (@+1)

2

n(n+3) 1 n*+3n 1 n
5ZW:§Z T :5(23—n+3 S—n).Avecq:1/3:

Zl _1/3 3 Z n®  (1/3)(4/3) 3

3n - (2/3)2 4

1(3 9 1 15 5
Total: = |[= + 2| == - = =| =—|
912 4

3n - (2/3)3 2

4 9 12
n+ 3” n 3” » n 1
6. Z s Z F+Z o Pour la premiére, T =1 pour n > 1, donc
+00 +00
n 1 371 5 ;
Z:‘ T kZ: e Pour la seconde, Z il . Total = ,
n= =0
n(n—1 1
7. Pourn > 2, ( ) = , donc
n! (n—2)!
D e I L e
= 2 2"(”_2)' - 4 |

8. Changement d’indice k =n +2:

Z——%oﬁ—lJr ﬁ—l(ez—l—Z)—
Li(n+2)! &k 4Lk 4 L4
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10.

1 1 1{ 1 L\ partal
= =- - . Par télescopage,
4an?-1 (2n-1)2n+1) 2\2n—-1 2n+1 bag

i 11,1 1
4?2 -1 2 ON +1) No+eo |2

n=1

N1 1 1 1 3
Z —=|=(1+=]- + = =\
(n—2 n) ( 2) (N—l N) N—+oo | 2

Par croissance comparée, u, = o(1/n?), donc la série converge absolument par
critére de domination (car Z 1/n? converge).

b +1)+b +a+b
. On cherche a, b tels que = a(n+1) =727 0 pour que
(n+1)' (n+1)! (n+1)!
cela vaille L, il faut a=1leta+b=0,soit . Donc
(n+1)!
1 1
Up=— — ——.
"Tnl (n+1)!
Par télescopage,
u 1
= = 1|
nz 0l T (N+1)! Nowe
. Pourn > 2,
5 (n-1)(n+1n (n—-1n n-1 1
(n - 1)un = = = =
(n+1)! n! (n-1! (n-2)!

(la derniere égalité valable pour n > 2). Pour n = 0 et n = 1, on vérifie que
(n®> = 1)u, = 0. Donc

+0o , +00 1 o
;(” _1)”":;@—2)!:;%:@

1

1 1 ..
Convergence. In (1 - —) ~ ——, donc —In (1 - —) ~ — > 0. Par équivalent sur
n

n? n? n?

séries positives, la série converge.
Calcul. Pour N > 2,

Sy = Zl (”_1)("“)) Z(ln(n—1)+1n(n+1)—21n(n))

Par changements d’indices p = n + 1 dans la premiére somme et ¢ = n — 1 dans la
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deuxiéme :
N+1 N +1
Sy = zpwﬁzhmpzme mwﬂ)mwlmmmm)—m@ﬂq )
qg=1
+o00 1
Done Sy > ~In(2, 4 ) (1- %) -[m@]
1. O 1 _ 1 —1P tél > 2
. nakz_k—k_l k ar eescopage,pourn_ 5
Wl -1
k2—k N n—+oo

1
Donc la série converge et Z 2k .
k=2

2. On écrit
k(k+2)
In *+1)? = In(k)+In(k+2)-21In(k+1) = (In(k + 2) —In(k + 1))—(In(k + 1) — In(k)) .
En posant a; = In(k + 1) — In(k), on reconnait ay; — ai. Par télescopage, pour
n22,
oo (k(k+2)) . (n+2 3 3\
; In ( k+1)2 ) =ap+1—az =In (n " 1)—ln (5) ——— —1In (5) = In(2)-In(3).

- o, [k(k+2)
Donc la série converge et Z In *+1)? =|In(2) — In(3) |
k=2

3. Convergence : par croissance comparée,

n?
cos(n
(e et P
n—+oo
acos(n) 1 L.
donc (-1) o =0z ) Comme Z — converge, la série converge abso-
n

lument par critére de domination.
Calcul : remarquons que cos(n) = R(e'"), donc

ncos(n) el\"
gt -n(5))

el\"
La série géométrique Z (_E) converge absolument (raison de module

1/2 < 1), et
i‘%‘ e\" 1 2 2(2+e7)) 4+ 2cos(1) - 2isin(1)
i\ 2 _1+%i_2+e’ (2+e)(2+e) 5+ 4cos(1) '

En prenant la partie réelle,

ncos(n) 4+ 2cos(1)
Z( Y 5+4cos(1) |

n=0
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2
n 1 . p -
4. Convergence: — =0 (—2) par croissance comparée, donc la série converge
n! n
absolument.
n? n (n-1)+1 e
Calcul :pourn >1, — = = . Dong, par linéarité sur les

n  (n—1)! (n—1)!
séries convergentes,

+oon2 +00 1 +00 1
;m:;(n—Z)!-i_;(n—l)! =e+e=|ze]

+00

en utilisant Z =e (série exponentielle en 1).
k=0

1 1

5. Convergence : W ~ @

1

ositives, donc par critére d’équivalence, Z ———— converge.
p p q (2p + 1) g

Calcul : pour N > 1, on sépare termes pairs et impairs :

1
et Z — converge. Les deux suites sont

Z Z (2p)? Z (2p+ 12 Z Z (2p+ (2p+1)%

En passant a la limite (N — +00),

m? 1 A 1
?_Z'?erzo (2p + 1)2
d’ou
- 1 n?
; 2p+1)?2 |8
6. Convergence : (—nlz)" = % et Z % converge, donc la série converge absolu-

ment.

Calcul : on sépare a nouveau termes pairs et impairs. Pour N > 1,

(= 1) !
Z Z(ZP)Z Z (2p+1)2 N—+oo Z'%_%:%_

n=1

Comme la série converge, cette limite donne la somme :

o2 | 12

n
Posons S,, = Z k!'pourn>1.0nas$, =n!+S,_1, donc
k=1

? ?

8 12
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Sh
Il suffit de montrer que it N}
n! n—+oo

Pour tout n > 3, décomposons en séparant le dernier terme de S,,_; :

Sn_1= (n = 1)' +S,_,.

n-2
De plus, pour tout k < n—2,onak! < (n—2)!,donc S, = Z k'<(n-2)-(n-2)\.
k=1
On en déduit :
Sp-1 (m=D!'+S,, (n-1)! (n-2)(n-2)! 1 n—2

0< = < + =4+ —.
n! n! n! n! n nn-1)

n—1

c’est-a-dire S,, ~ n!.

1. Comme a > 0, Inn = o(n%), donc n* + Inn ~ n% De plus n? — 3 ~ n?>. D’ou

n® 1

Un~ 2 = Par équivalent sur suites positives (pour n assez grand), la

. 1 . . . .
série a méme nature que —— qui converge (Riemann) si et seulement si
§ -

a—2>1,soit.

2. Par croissance comparée, u, = 0(1/n?), donc la série converge (absolument)
par critére de domination.

3. Montrons que n2e™V® — 0.On a n%e ™V = e2n=V7 Or 2lnn — \n — -
(car Vi domine In n), donc ne™V* — 0, soit e™V" = 0(1/n?). Par domination,
la série converge.

1 1 . L. (-n"
4. |lu,| = =, et E — converge (Riemann, 3 > 1). Donc la série E
B B B
converge absolument.
n+2n o’ 1 L . . . ,
1. —————— ~ — = —. Par équivalent sur suites positives, la série a méme
4. .3 4
n*+n°+1 n n

nature que la série harmonique, qui diverge. Divergente.
n+2
nd+1
série de Riemann Z 1/n?), donc la série converge absolument.

1 . .
2. |uy| = ~ —. La série des valeurs absolues converge (équivalent a la
n

3. (Inn/n)> = (Inn)?/n? Par croissance comparée, (Inn)?> = o(+/n), donc

1
Up =0 | —7 |- Comme Z l/n?’/2 converge (Riemann, 3/2 > 1), par critére de
n

domination, la série converge.
1 nyn
4. Posons a, = u, = (1 - —)

. Alors
nyn

1nan_nf1n(1_7)~nf ( mr) iy

Donc a, — e~! # 0, et la série diverge grossiérement.
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1
5. n!*/m =p.pl/" =p - e Comme Inn/n — 0, n'/" — 1. Donc u, ~ —, et
n

par équivalent sur suites positives, la série diverge.

1 1
6. Comme 1/n — 0, on a e'/" —1+—+2—+0(1/n2) donc
n?

2—el/n —1—1—L+o(1/n2)—1+(—l+0(1))
n  2n?

n2

1 1
Par In(1 + x) ~ x, on obtient In(2 — e'/") ~ —=. Donc —u, ~ — > 0 (éventuel-
n n

lement), et par équivalent sur séries positives, Z —up diverge, donc Z Up
diverge.

2
u u
Par développement asymptotique, en utilisant (1 +u)"/? =1 + i o(u?) :

n:(1+a+ﬁ)\/ﬁ+(%+[)’)%+o(#).

— Sil+a+pB#0,u, ~(1+a+p)Vn /A 0, donc la série diverge grossiérement.

a
= Si1+(x+/3=0et5+[3¢0,alorsun~( +,B)\/_ et la série diverge par

1
équivalent (car Z T diverge).
n

a 1
—Sil+a+pf =0et b + f =0, alors u, = O (3—/2), et la série converge
n

1
1n3/2

a
Lesystémel+a+ﬂ=06t—+ﬁ:0donneet.

Calcul de la somme. Avec ces Valeurs U, =\Vn—-2Vn+1+ n +2=(yn—-vVn+1)-

(Vn+1—-+vVYn+2).Posonsa, = Vn—Vn+1 = — 0. Alors
" \/ﬁ+\/m n—00

absolument par critere de domination (car Z converge).

Up = an — ap4 et par télescopage,

N

I S Ep——
0 N—->+c0

n=|

DoncZ(\/ﬁ—Z\/n+ 1+Vn+2) :l—_ll.
n=0

— Si0 < a < 1,alors a" — 0, donc In(1 + @**) ~ @*", puis u, ~ a®" > 0. Comme
Z 21 est une série géométrique de raison a® € [0, 1] convergente, par critére

d’équivalence, Z u, converge.

— Sia > 1,alors a® — 400, et

In(1 + @*) =3nln(a) + In(1 + a*") ~ 3nln(a),
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3nln(a n v n+1 1

donc u, ~ # > 0. Posons v, = —. Alors =% = = &
a" an Un an n—+o g

[0, 1[. Par critére de d’Alembert, Z v, converge, puis par équivalent Z Up

converge.

— Sia =1, u, =In(2) est constant, donc la série diverge grossiérement.

1. Récurrence. Initialisation : u; = cos(0) = 1. Hérédité : si cos(1) < u, < 1,

alors u, € [0,1], donc cos(1) < cos(u,) = uy+; < cos(0) = 1 car cos est
décroissante sur [0, 7/2].

2. Sur [0,1], |cos’| = |—-sin| < sin(1) (car sin est croissante sur [0, 1]). Par
inégalité des accroissements finis, pour x,y € [0,1], |cos(x) — cos(y)| <
sin(1) |x — y|. Récurrence sur n :

— n=1:|uy—us| =1-cos(1) = (1-cos(1))sin’(1). OK.
— Heérédité : |upsz — ups1| = [cos(un+1) — cos(un)| < sin(1) [uns1 — un| <
sin(1) - (1 —cos(1)) sin® (1) = (1 — cos(1)) sin™(1).

3. Comme 0 < sin(1) < 1, la série géométrique Z(l — cos(1)) sin (1)
converge. Par critere de comparaison, Z |up+1 — uy| converge, donc la série

télescopique Z (Un+1—up) converge absolument. Donc la suite (u,) converge.

Pour tout N € N, ensemble {¢(0), ..., ¢(N)} estinclus dans {0, 1,. .., #(N)}. Donc,
par positivité des |a,| :

$(N)

N +00
Dlagml < D lal < Yl = k.
=Y k=0 k=0

La suite des sommes partielles de Z |a¢(,,)| est donc croissante (car les termes

sont positifs) et majorée par K. Donc elle converge, c’est-a-dire Z ag(n) converge
absolument.

Comme Z a, converge, a, — 0. Il existe donc un rang ny a partir duquel
n—+oo
0<a, =<1
1. Pour n > ng, 0 < a% < a, (car a, < 1). Par critére de comparaison, Z afl
converge.
an

+ ay

2. Pourtoutn,1+a, >1,donc0 <

< ap. Par critére de comparaison, la
série converge.

3. sin(a,) ~ a, car a, — 0. Les deux suites étant positives, par critere d’équiva-
lence, Z sin(a,) converge.

) 1
4. On ne peut pas conclure en général. Par exemple, si a, = —, Z a, converge

n
1 1 1
mais Z Va, = Z — diverge. En revanche, si a, = — Z Va, =
n n

n?
converge.
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. Par I'inégalité 24/xy < x + y (qui vient de (vx — y7)* > 0),

0<+apapy <

an + an+1
—2 .

O ap + dp+1 P 0
Par hneante, Z T converge. Par critére de comparaison, Z Van An+1
converge.

. Pourtoutx e R, 1—e™™ < x(care™ > 1—x), donc upy1 < uy : (uy) est
décroissante. Une récurrence immédiate montre que u, > 0 pour tout n. Donc
(u,) est décroissante minorée, donc converge vers un £ > 0. Par continuité,
¢ =1-e "’ Létude de g(x) = 1 — e ™ — x montre que g < 0 sur R*, donc £ = 0.

. Par développement, comme u,, — 0:

u? u?
Upyp =1—e ¥ =1— (1—un+?"+o(u,21)) =un—?" +o(ud),
2 2

u u )
donc u, — Uy = ?" +o(u?) ~ ?" soit u? ~ 2(up — Un+1).

La série Z(un — Up41) est télescopique et converge (car (u,) converge vers 0).

Comme u? > 0, par critére d’équivalence, E u’ converge.

. Série télescopique :

N u
Z In ("—H) = In(un+1) — In(ug).
n=0 u

n

Or u, — 0% donc In(u,) — —o0. Donc la série diverge.

Xk Un+1 Xn+1
<1,doncu, > 0et — = "
+ Xj U, 1+ xp41

strictement décroissante. Etant minorée par 0, elle converge vers £ > 0. De
<1.

. Pour tout k, 0 < < 1, soit (uy)

lus £ <uy =
P 0 1+ xp

. Avec x, = n + 1, le produit est télescopique :

k+1 1
U, = =
" Lk+2  n+2 nove

Donc ¢ = 0.

n
1
. In(uy,) = - Zln (1 + —) Ona:f >0 < (Inu,) converge (vers In?)
k=0
1
= Zln(l + 1/xx) converge. Or x; — +oo, donc In(1 + 1/xx) ~ —, et
Xk
les deux séries (a termes positifs) sont de méme nature. D’ou I’équivalence
annoncée.
. Avec xp4q = x,zl et xg > 1, une récurrence immédiate donne x,, = xgn. Donc
1 1

2 n
1
— = (—) < (—) pour n > 0 (car 2" > net 1/xy) < 1). Comme 1/x, €
Xn Xo X0
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1
[0, 1], la série géométrique Z(l/ xo)" converge, et par comparaison Z —
Xk

converge. Par la question 3, £ > 0.

Calcul de ¢. Par une récurrence exploitant (1 —x2 )(1+x2 ) =1— xgnH, on

montre que pour tout n € N,

2n+1_1
U X

on+l*

1-xo _l—xo

n+1 n+1 n+1 .
Comme xp > 1, xg — 400, donc 1 — xg ~ —xg , puis

2n+1 -1

Up X 1
1 _ Xo _xgn+l Xo
X0 — 1 . X0 — 1
Donc u,, — ,soit £ =
X0 X0

1. Faisons un développement asymptotique. Comme 1/n — 0,

n-—1 1 1 1 1
In =ln|(i--]=——=+0|—=].
n n n 2n? n3

Donc

Ainsi u,, = O(1/n?), et comme Z 1/n® converge, par critére de domination,

E up converge.

. o 1
Sommes partielles. Notons H,, = Z E Pour N > 2,
k=1

N N N
Sy = Z Uy = Z +Z (In(n-1)-In(n)) = (Hy—1)+(In(1)~In(N)) = Hy—1-In(N).

n=2 n=2 n=2

S |-

2. La série Z u, converge, donc la suite (Sy) = (Hy — 1 — In N) admet une
limite finie L. Posons y = L + 1. Alors
HN—IHN:SN+1N—)L+1:)/,
—+400
c’est-a-dire Hy =In N + y + o(1).
Hy _ . v+ o(1) 1
InN InN

En particulier, Hy ~ In N quand N — +oo, car

Distinguons trois cas selon la position de b par rapport a 1.
Cas1:b < 1. Alors b — 0,donc 1 + b" — 1 et u, ~ a". La série Za” est
géométrique de raison a > 0 : elle converge si et seulement sia < 1.
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an
Cas2:b=1.Alorsu, = 5 La série Z a" /2 converge si et seulement sia < 1.

a\n
Cas 3:b > 1. Alors b" — +oo,donc 1+ b" ~ b" etu, ~ (E) . La série géométrique

(a/b)" converge si et seulement si a/b < 1, c’est-a-dire a < b.
Syntheése. La série converge si et seulement si a < max(1,b). Dans le plan (q, b)
restreint au premier quadrant, la région de convergence est délimitée par :

— la bande verticale 0 < a < 1 pour 0 < b < 1;
— le triangle 0 < a < b pour b > 1.

La frontiére de la région est la ligne brisée constituée du segment {a =1,0 < b < 1}
et de la demi-droite {a = b, b > 1} (exclues).

b

4 .
14 . divergence

e

1. Développement asymptotique :

Wy :ln((n:l-—al)a)ﬂn(%) :ln(1+%+O(%))+In(l—%+0(%)).

Avec In(1 + u) = u + O(u?),
1 1 1
wo=210(=]-%+0[(=)=0(=].
n n2 n n? n?

1

Or Z — converge (Riemann, 2 > 1), donc par critére de domination, Z W
n

converge absolument.

2. Lasérie Z w, est télescopique de terme général In(v,+1) —In(v,), donc la suite
(Inv,) converge vers une limite £ € R. Par continuité de exp, v, — A := e’ > 0.

A
Donc n*u,, — A, c’est-a-dire u,, ~ —
n

1
Comme A > 0 et que Z — est a termes positifs, par critére d’équivalence :
n()(

Z uy converge si et seulement si o > 1.
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1. Pourn >0, aps1 — ap = /01 t"(t —1)V1 —t2 dt < 0 (Uintégrande est négatif
sur [0, 1]). Donc (ay,) est décroissante.
1 A Q2 . .
Calcul de gy = fo V1 — t2 dt. Plutot que de calculer cette intégrale, identifions

la région dont elle mesure ’aire. Soit t € [0,1] et M = (t, V1-— t2) le point
correspondant du graphe. Le triangle de sommets O, (t,0) et M est rectangle
en (1,0), et ses cOtés de 'angle droit mesurent ¢ et V1 — t2; le théoréme de
Pythagore donne donc :

2
OM2:t2+(V1—t2) =t2+1-¢ =1,

c’est-a-dire OM = 1. Tous les points du graphe sont donc a distance 1 de
lorigine : le graphe de t — V1 — 2 sur [0, 1] est exactement le quart de cercle
unité du premier quadrant (la racine carrée étant positive, on n’obtient bien
que la moitié haute du cercle). L’intégrale a, est 'aire du domaine compris
entre ce graphe et 'axe des abscisses, c’est-a-dire 'aire du quart de disque

unité :
1 2 T
ap=—-Xna X1 =|—|
4 4

)

On peut aussi calculer ag par le changement de variable f = cos(6) ; ce calcul est
mené en exemple dans la section « Intégrales sur un segment », au paragraphe
consacré au changement de variable.

Calcul de a;. On reconnait ici la dérivée de t — 1 — t* au facteur —2 pres :

1 1—t23/21 1
a1=/ NI= P dt:[—;] |1
9 3 E

2. Posons b, =n(n+ 1)(n+ 2)a,a,—1. En utilisant la relation admise appliquée a

n—1(ap+1 = ——ay-1), on calcule
n+3

bps1 — by = (n+1)(n+2)a, ((n +3)az+1 — nay-1) =0.

1 7
Donc (by,) est constante, égaleab; =1-2-3-a1a) =6 5% = P
3. Notons d’abord que a, > 0 pour tout n : I'intégrande ¢ +— t"V1 —t2 est
continu, positif et non identiquement nul sur [0, 1]. On pourra donc diviser
par les a, sans scrupule.
Montrons que a, ~ a4+;. Par décroissance, a,+2 < ap+1 < a,. En divisant par
a, > 0:

a a
"_+2<"_+151'

an an
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An+2 n+1

Or la relation admise donne = 1. Par le théoréme des
an n+4 n—o+o
an+1 5 8 8
gendarmes, — 1, c’est-a-dire an1 ~ an.
an
Equivalent de a,. Multiplions cette fois 'encadrement a2 < an+1 < a, par
ap+1 > 0

An+20n+1 < ai+1 < Ap+14n,
et la question 2 donne les deux bornes explicitement : api2ap41 =
T s
etappi1a, = .
2n+2)(n+3)(n+4) " 2n+1)(n+2)(n+3)
Attention : il n’existe pas de « théoréme des gendarmes pour les équivalents ».

Constater que les deux bornes sont équivalentes a o 1€ permet donc pas de
n

conclure directement. On revient a la définition d’un équivalent, c’est-a-dire a

o . . , 5
une limite de quotient : divisons 'encadrement par o >0,
n

3 2 3
n an+1 < n

(n+2)(n+3)(n+4) ~ x/(2n®) T (n+1)(n+2)(n+3)’

Les deux bornes sont des quotients de polynémes de méme degré 3 et de méme
coefficient dominant : elles tendent toutes les deux vers 1. Le théoréme des
gendarmes, appliqué cette fois a un quotient (ce qui est parfaitement licite),

donne

2
an+1 2 T

1, c’est-a-dire a ~—.
w/(2n3) n—o+oo n+l on3
Toutes les quantités étant strictement positives, on peut passer a la racine

2
an+1

m/(2n%)

| 7
o Enfin a, ~ a,4+1 d’apres la premiére partie de la question, d’ou
n

T 7 1
n 2n3 N2 p3/2

C r 1 ! Ri 3/2 > 1
. Comme @y ~ 4/~ - T et que Z Y converge (Riemann, 3/2 > 1), par

critére d’équivalence sur séries positives, E a, converge.

carrée : —V1=1 par continuité de la racine en 1, donc a4 ~

in(At
. Posons u = f et notons v la fonction définie sur [a, b] par v(t) = s1n/(1_) (Cest

licite car A > 0). La fonction u est de classe C! sur [a, b] par hypothése, et
o I'est également comme composée de fonctions de classe C!, avec v’(t) =

Acos(At)
A

donne :

= cos(At). La formule d’intégration par parties s’applique donc et

b b b
/ () cos(At) dt=/ u(t)o’(t) dt = [u(t)v(t)]Z—/ u' (t)o(t) dt,
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c’est-a-dire

b : ~ b
/ F(8) cos(At) dt = L&) SnAD) ;f (“)Sm(ﬁ")—% / £/(t) sin(At) dt.

Majorons maintenant chacun des deux termes du membre de droite. Comme
|sin| < 1, le terme tout intégré vérifie

f(b) sin(Ab) — f(a) sin(Aa)
A

O+ @
- A

Pour le second terme, la fonction f” est continue sur le segment [a, b] (car f est

b
de classe C'), donc M = / |f’(t)| dt est un réel bien défini, indépendant de A.

a
L’inégalité triangulaire pour les intégrales et la majoration |sin| < 1 donnent
alors

|z

b
< %/a [f'(t)] [sin(At)| dt <

b
% / £(8) sin(At) dt

En posant C = |f(a)| + |f(b)| + M, qui ne dépend pas de A, on obtient par
inégalité triangulaire :

0< <

>0 0

b
/ f(t) cos(At) dt

— 0, et

b
/ f(t) cos(At) dt

C
Or 77 0 quand A — +o0. Par encadrement,

donc

b
Alim / f(t) cos(At) dt = 0.
—+00 J g

2. Commencons par établir la formule de linéarisation utilisée (on note ici les
variables x et y, pour ne pas les confondre avec les bornes a et b de la question
1). Pour tous réels x et y, les formules d’addition donnent

cos(x+y) = cos(x) cos(y)—sin(x) sin(y) et cos(x—y) = cos(x) cos(y)+sin(x) sin(y).

En additionnant ces deux égalités, les termes en sin(x) sin(y) se simplifient et
il reste

cos(x + y) + cos(x —y) = 2 cos(x) cos(y).
(2k + 1)t

t
Appliquons cette identité avec x = kt et y = 7 Onaalorsx +y = 5

(2k — 1)t
2

COS(kt) COS (é) = % (COS (@) + cos ((2k2— 1)t)) '

3. L’idée est de reconnaitre une somme télescopique. Posons, pour k > 1,

(2k — 1)t
2 )

etx—y= ,d’ol, pour tout k € Nettoutt e R:

e = (=1)F! cos(
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Multiplions I'identité de la question 2 par (=1)* :

(=1)k cos(kt) cos (%) _ % ((_1)k cos (@) + (—1)* cos ((2k2— 1)t)) |

Or le premier terme entre parenthéses vaut exactement cx.; (remplacer k par
k +1 dans la définition de cx), et le second vaut —cy puisque (=1)% = —(=1)%"1.
Autrement dit, pour tout k > 1:

(-=1)* cos(kt) cos (%) = % (Ck+1 — Ck) -
En sommant pour k allant de 1 a n, la somme du membre de droite est télesco-
pique :
< ty 1% 1
D (~DF cos(kt) cos (=) = =" (crt =) = 5 (enn 1)
k=1 2 2 k=1 2

II ne reste qua expliciter les deux termes restants : cu4q =
2n+ 1)t t t
(-1)"cos (%) et ¢ = (=1)°cos (5) = cos (5) On obtient

bien

kz:(—l)k cos(kt) cos (%) = % ((_1)'1 cos (@) ~ cos (%)) .

sin(k)
k

utiliser la question précédente. Pour k > 1, une primitive de t — cos(kt) est
sin(kt)
'—)
k

. L’idée est de faire apparaitre comme une intégrale, afin de pouvoir

, donc

! _ sin(k)
==

/1 cos(kt) dt = [sin](ckt)
0

0

t T t
Par ailleurs, pour t € [0,1] on a ) € [O, B C [O, E] donc cos (5) > 0:o0n

peut diviser ’égalité de la question 3 par cos (5)’ ce qui donne, pour tout
te[0,1] :

n (-1)"cos (M) — cos () _cos (W) 1

Z(—l)k cos(kt) = 2 =(-1) _ 2

= 2 cos (%) 2

oo

2 cos (%)

Toutes les fonctions en présence étant continues sur [0, 1], on peut intégrer
cette égalité entre 0 et 1. Le membre de gauche donne, par linéarité de I'intégrale
et d’apres le calcul ci-dessus,

/12(‘1)"‘:05(“) dt:zn:(—l)kflcos(kt) dt:Zn:(—nk_sm(k)’
¢ k=1 k=1 0 k

k=1

((2n+l)t)
1 cos | ~=5—=
tandis que le membre de droite donne (—1)" /

dt 1 D’ov
_ - —. u,
0 2 cos (%) 2

pour toutn > 1:

L cos ((2n+1)t)

O kS _ e [P ) 1
;( DF— _(1)/0 reos () dt - -
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la somme partielle d’ordre n de la série étudiée,

5. Notons S,, = Z(—l)kw
k=1

t
et posons g(t) = pour ¢t € [0,1]. Comme cos (5) ne s’annule pas sur

2 cos (%)

[0, 1], la fonction g est de classe C! sur [0, 1] comme quotient de fonctions de
classe C! dont le dénominateur ne s’annule pas. La question 4 se réécrit alors

2n+1

1
1
S, = (—1)"/ g(t) cos(A,t) dt — —, ol An = .
o 2 2

Comme A, — +0c0 quand n — +o0, la question 1 appliquée a g sur le segment
[0, 1] donne (par composition de limites)

1
/ g(t) cos(Ant) dt —— 0.
0 n—+0o
1
Le facteur (—1)" étant borné, le produit (-1)" / g(t) cos(A,t) dt tend lui
0
aussi vers 0 (produit d’une suite bornée par une suite de limite nulle). Ainsi

la suite (S,) des sommes partielles converge vers =5 par définition, la série

Z u, converge et

2

= psin(n) 1
2=y
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Révisions

1. Généralités

Proposition 1.26 (Relation de Chasles)

Pour toute fonction f: I — K continue sur un intervalle I et tous a,b,c € I :

/abf(t)dt+/bcf(t)dt:/acf(t)dt.

Cet énoncé ne suppose rien sur 'ordre de a, b et c. Il est en effet adossé a la convention

d’orientation :
/af(t)dt:—/bf(t)dt.
b a

On la retrouve d’ailleurs en faisant ¢ = a dans la relation de Chasles, puisque

[Efwde=o.

Proposition 1.27 (Positivité, croissance et inégalité triangulaire)

Soient a < b deux réels.
NG On2 (@9 q e b
1. Positivité. Si f: [a,b] — R est continue et positive, alors fa f()dt > 0.

2. Croissance. Si f,g: [a,b] — R sont continues et vérifient f < g sur [a, b],
alors /ab f()dt < /ab g(t)dt.

3. Inégalité triangulaire. Si f: [a, b] — K est continue, alors

/a " fyal < / ol

En particulier, si f: [a,b] — K est continue et s’il existe M > 0 tel que |f(¢)| < M

pour tout t € [a, b], alors :
b
[ o

<M(b-a).

Les deux premiers points sont réservés aux fonctions a valeurs réelles : écrire « f > 0 »
ou « f < g» n’a pas de sens sur C, faute de relation d’ordre. Le troisiéme, lui, ne
compare que des modules : il vaut donc aussi bien pour K =R que pour K = C.
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Remarque

Attention a ’ordre des bornes. Ces trois énoncés supposent tous que a < b : avec
la convention d’orientation, I'intégrale d’'une fonction positive prise « a 'envers »
est négative. C’est 'erreur classique; il faut toujours vérifier le sens des bornes avant
d’écrire une inégalité entre intégrales.

Il est donc commode de disposer d’une version de la derniére majoration qui, elle, ne
suppose rien sur Pordre des bornes. Si g: I — K est continue, si u,v € I et §’il existe
M > 0 tel que |g(t)| < M pour tout ¢ situé entre u et v, alors :

/uvg(t) dt

En effet, si u < v c’est la proposition précédente, et si v < u on applique celle-ci &
fu “ g, qui ne différe que par le signe. La valeur absolue | — | rend ainsi la majoration
valable quel que soit le signe de v —u : changer l'orientation ne change que le signe de
lintégrale. C’est sous cette forme que nous nous en servirons dans la démonstration
du théoréme fondamental de ’analyse.

<Mlo—-u.

Théoréme 1.28 (Théoréme fondamental de ’analyse — premiére forme)

Soit f: [a, b] — K une fonction continue. La fonction

F:xl—>/axf(t)dt

est de classe C! sur [a, b] et vérifie F = f.

Théoreme 1.29 (Théoréme fondamental de I’analyse — seconde forme)

Soit f: [a,b] — K une fonction continue et G une primitive de f sur [a, b]. Alors

b
[ #wa=60)-6@ = 6.

Montrons que chacune des deux formes se déduit de Pautre.

La premiére forme entraine la seconde. Soit f continue sur [a, b] et soit G une primitive de
f sur [a, b]. D’apreés la premiére forme, la fonction F: x fa * f(t) dt est dérivable sur [a, b]
de dérivée f. Ainsi (F — G)" = f — f = 0 sur intervalle [a, b], donc F — G y est constante :

F(b) — G(b) = F(a) — G(a).

Or F(a) =0 et F(b) = [ f(t)dt, dot [ f(1) dt = G(b) - G(a).

La seconde forme entraine la premiére. Supposons la seconde forme acquise, ainsi que
Pexistence d’une primitive G de f sur [a, b]. Pour x € [a,b], la fonction f est continue sur
[a,x] et G y est une primitive de f; la seconde forme donne donc :

Vx € [a,b], /xf(t) dt = G(x) — G(a),

c’est-a-dire F = G—G(a). Ainsi F est dérivable sur [a, b], F/ = G’ = f, et comme f est continue,
F est bien C!. m]
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Remarque

II faut connaitre les deux formes du théoréme, car elles ne servent pas du tout a la
méme chose.

La seconde forme est'outil de calcul : on cherche une primitive, on1’évalue aux bornes,
c’est terminé. C’est elle que 'on utilise dans presque tous les calculs d’intégrales.
La premieére forme est 'outil d’existence et de régularité : a partir d’une simple fonction
continue f, elle fabrique une fonction dérivable, sans qu’aucune expression close ne
soit nécessaire.

Il reste donc a démontrer la premiere forme, c’est-a-dire a fabriquer effectivement une primitive.

Revenons pour cela a la définition de la dérivée, par les taux de variation.
Soit xo € [a, b] et soit h # 0 tel que xo + h € [a, b]. La relation de Chasles donne :

xot+h X0 xo+h
F(x0+h)—F(x0)=/ £(t) dt—/ £(t) dt:/ £(t) dt.

Par ailleurs, I'intégrale de la fonction constante égale a f(x,) vaut fx j°+h f(xo) dt = h f(xp).

En divisant par h et en retranchant f(xo), il vient donc :

B xo+h
F(xy + h})l F(x) — f(xo) = %/ (f(t) = f(xo)) dt.

X0

Soit maintenant ¢ > 0. Comme f est continue en xy, il existe § > 0 tel que :
Vi€ [ab], [t—x]| <6 = |f(t) - f(x)| <e.

Supposons 0 < |h| < §. Tout ¢ situé entre xy et xo + h vérifie alors |t — xo| < |h| < §, donc
[f(#) — f(x0)| < e. La majoration orientée rappelée plus haut, appliquée a g: t — f(t) — f(xo)
avec M = ¢, donne :

xXo+h
[ - ey <em
et par conséquent :
'F(X() + h;l = F(.X'()) —f(xo) <e

Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, le taux de variation de F en x, tend vers f(x,) lorsque h tend
vers 0. Autrement dit, F est dérivable en xj et F'(x) = f(xo) — aux extrémités a et b, il s’agit
respectivement de la dérivabilité a droite et a gauche.

Enfin F’ = f est continue sur [a, b], donc F est bien C*. O

Remarque

Interprétation graphique. Supposons f positive. Alors F(x) = /a * £(t) dt est laire
du domaine situé sous le graphe de f, entre les abscisses a et x. Faire varier x de h
revient a ajouter a ce domaine la tranche verticale comprise entre x et x + h.
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aire ~

h (]x)
) pemmemmeaa=

F(x) i

Si h est petit, f varie peu sur [x, x + h] : cette tranche est presque un rectangle de
largeur h et de hauteur f(x), donc d’aire h f(x). Autrement dit :

Pt h)—F() ~hf(n),  cestadie 0T NTIO) g

C’est exactement F’(x) = f(x) : la vitesse a laquelle I’aire croit en x est la hauteur
du graphe en x. Toute la démonstration ci-dessus consiste a rendre ce « presque »
rigoureux, au moyen de la continuité de f.

t

Commencons par l'usage le plus direct. La fonction ¢ — e~ * est continue sur R,

donc .
F:x+— / e_"2 dt
0

est Cl sur R, avec F/(x) = e~ ’ pour tout x € R.

Le théoréme est pourtant énoncé sur un segment, alors que ’'on vient de conclure sur
R tout entier. La raison est qu’étre de classe C! est une propriété locale : il suffit de la
vérifier au voisinage de chaque point. Fixons donc x € R et soit A tel que x € [—-A, A].
La fonction t + e~"" est continue sur [—A, A]; le théoréme s’y applique donc et
donne F/(x) = e™*", avec F’ continue au voisinage de x. Comme x était quelconque,
F est bien de classe C? sur R.

On en déduit aussitdt, sans avoir calculé la moindre intégrale : F > 0, donc F est
strictement croissante sur R; F(0) = 0; et F est impaire, car F et x — —F(—x) ont la
méme dérivée et s’annulent toutes deux en 0.

Il faut bien mesurer ce qui vient de se passer. La fonction F n’admet aucune expression
a laide des fonctions usuelles : on ne peut donc pas ’étudier en la calculant. Et
pourtant on connait son existence, sa régularité, sa dérivée, et donc ses variations.

X

Soient f continue sur un intervalle I et a € I. Que dire de G: x — /x ¢ f(t)yde?
Ici c’est la borne inférieure qui varie, et le théoréme fondamental ne s’applique pas
directement. Mais la convention d’orientation permet de s’y ramener :

6= [ rwyar=- [ fwa=-reo

ouF: x> /axf(t) dt est C! sur I de dérivée f. Donc G est Cl surI et G'(x) = —f(x).
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Le signe vient uniquement de ’orientation.

Montrons que

x2
2
G:x r—)/ e U dt
-x

est C! sur R, et calculons sa dérivée.

Cette fois les deux bornes dépendent de x : aucun des deux exemples précédents ne
s’applique tel quel. Cependant, puisque t e~* est continue (en fait C*), il existe
une primitive F de cette fonction. Alors, pour tout x € R :

2

G(x) = [x e dt = F(x%) - F(-x).

X

Les fonctions x — —x et x > x* sont C! sur R, et F est C! sur R puisque F’ = f est
continue : par composition puis par différence, G est C! sur R. En dérivant :

2

G'(x) = 2x F'(x%) — (=1) F'(=x) = 2xe™™ +e™ .

Terminons par un exemple d'une autre nature. Etudions
1 2
h: x —> / e dt.
0

Le parameétre x n’est plus dans les bornes mais dans la fonction intégrée : le théoréme
fondamental ne dit rien tel quel. L’idée est de faire passer x de la fonction intégrée
vers les bornes par un changement de variable.

Fixons x # 0 et posons ¢: u — xu, qui est C! sur [0, 1], avec ¢(0) =0 et (1) = x.
Le théoreme de changement de variable, appliqué a f: ¢t — e’’, donne :

[Fea= [ rwa= [ o) owa=x [ b rhin.

(0) 0
On obtient :

fox el dt

1
h(x) ==—— six#0, et h(0)=/ 1dt = 1.
x 0

On peut alors conclure. La fonction h est C* sur R*, comme quotient de fonctions
C®* dont le dénominateur ne s’annule pas.

On peut méme montrer que h est C! sur R. En effet, x — /Ox e’ dt est C® sur R
d’apreés le théoréme fondamental de I'analyse (en effet sa dérivée est C*).

En particulier, on a le développement de Taylor a 'ordre 2 :

X
1 .
/ e dt=0+e"x+ 2 ><2><O><e°zx2+o(x2) =x + o(x?).
0
Ainsi :
h(x) = 1 +o(x).
~——

=h(0)
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Donc h admet un DL1 en 0 : elle y est dérivable, avec h’(0) = 0. De plus, pour tout
x €R* ona:

K (x) =

e x — fox e’ dt  (1+o0(x)x— (x +0(x%) o(x?)
2 = " = 22 =o0(1).

Donc A’ (x) — 0 quand x — 0 : la fonction A’ est continue en 0, et h est bien C! sur
R.

On peut en fait montrer que h est C*, mais on verra des techniques pour cela plus
tard dans ’année.

Remarque

Le dernier exemple utilise le théoréme de changement de variable, qui n’est énoncé
que dans la sous-section suivante. Il n’y a pas de cercle vicieux : ces deux résultats
sont au programme de premiére année et sont supposés connus tous les deux.

2. Méthodes de calculs

Proposition 1.34 (Intégration par parties)

Soient u,v: [a,b] — K de classe C!. Alors

b b
/ u’(t)v(t)dtz[u(t)v(t)]g—/ u(t) o’ (t) dt.

Exemple 1.35

Commencons par un grand classique : une primitive de In. L’astuce est d’écrire
In =1 X In, d’intégrer le facteur 1 et de dériver le logarithme.

Soit x > 0. Posons u’(t) = 1, donc u(t) =t, et 0(¢t) = In(¢), donc v’ (t) = % Ces deux
fonctions sont C! sur le segment d’extrémités 1 et x, qui est inclus dans ]0, +oo].
L’intégration par parties donne :

‘/1xln(t)dt: [tln(t)]’f—/lxtx%dtlen(x)—/lxldt:xln(x)—x+1.

Autrement dit, t — ¢In(¢) — t est une primitive de In sur |0, +oo].

Exemple 1.36

Le méme procédé fonctionne pour arctan. Soit x € R; posons u’(¢) =1, u(t) =t, et

v(t) = arctan(t), donc v’(t) = 177 :

t
1+1¢2

dt.

‘/0 arctan(t) dt = [t arctan(t)]; —/0

N A PN . ’ 4 \ by
Il reste a reconnaitre, dans la derniére intégrale, la forme - a un facteur % preés, avec
w(t) =1+1t%:

Tt g2l 2* 2 1 2
/0thdt_z[1n(1+t)]0_21n(1+x).
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Finalement fox arctan(t) dt = x arctan(x) — %ln (1+x?%), et donc t — tarctan(t) —
1n (1 + %) est une primitive de arctan sur R.

Exemple 1.37

. s s . 1,

Terminons par un usage différent de I'intégration par parties. Calculons _/0 te~tdt.
L’intégrande est un produit « polyndme X exponentielle ». On dérive le polyndome —
ce qui fait baisser son degré — et on integre 'exponentielle — ce qui ne cotite rien.

Posons donc v/ (t) = e™! et u(t) = —e™, puis v(t) =t et v/(t) = 1, toutes C' sur
[0,1] :
1 1
1 1 1 2
/ te tdt = [—te_t]; +/ etdt=—=+ [—e_t]; =—+1--=1--.
0 0 e e € e

Si le facteur polynomial avait été de degré d, il aurait fallu répéter d fois opération
pour Iépuiser.

Proposition 1.38 (Changement de variable)

Soient I un intervalle de R, f: I — K continue et ¢: [a, f] — I de classe C'. Alors

@(B) B
/ f(e)de =/ flo@) ¢ (w) du.
o(a) a

Exemple 1.39

Commencons par le sens de lecture le plus visible : on pose t = ¢(8), c’est-a-dire que
l'on remplace la variable d’intégration par une fonction. Calculons ainsi /01 V1-—t2dt
en posant t = cos(6).

La fonction ¢: 6 +— cos(0) est C! sur [0, /2], avec ¢(7/2) = 0 et (0) = 1, et
f:t+ V1—1t2 est continue sur [0,1] = ¢ ([0, 7/2]). La formule donne donc :

1 ¢(0) 0
/ V1-—t2dt = / f()dt = / V1 = cos?(0) (—sin(0)) dé.
0 @ /2

(7/2)

C’est ici que se joue la validité du calcul : \/1 —cos2(0) = \/sin2(9) = [sin(60)],
et c’est parce que 6 parcourt [0, 7/2], ou le sinus est positif, que 'on peut écrire
|sin(0)| = sin(0). Le signe — et ’échange des bornes se compensent alors :

1 0 /2
/ V1-1t2dt = / (—sin®*(0)) do = / sin®(9) dé.
0 /2 0
Il ne reste qu’a linéariser :
/2 /2 1- 20 in(20 /2
/ sin2(0)d9=/ ﬂdng_[w] _T
0 0 2 4 4 0 4

. TR 1 . . o
Le résultat était prévisible : /0 V1 — 2 dt est laire du quart de disque unité situé
dans le premier quadrant, c’est-a-dire % X % 12,
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Exemple 1.40

Passons a l’autre sens de lecture, celui que 'on utilise le plus souvent en pratique :

. « : & Reesfl 4
on ne pose rien, on reconnait ¢’ dans la fonction intégrée. Calculons /()ﬂ/ tan(z) dt.

Ecrivons tan(t) = zt)r;((g = —% avec ¢(t) = cos(t). Cette fonction est C! sur

0, 7/4] et ne s’y annule pas, avec ¢ (0 1 et p(r/4 \/_ ; ainsi w > L
[0, /4] y p @(0) = p(r/4) =

w

est continue sur ¢ ([0, 7/4]) = [‘/_ ] La formule, lue de la dr01te vers la gauche,
donne :
74 w4 ) @(n/4) V2/2 44,
/ tan(t)dt=—/ o) ¢'(®) dt:—/ fw) dw=—/ dw
0 0 (0) 1 w

Il ne reste qu’a conclure :

/
/ " tan(r) dt = - [In(w)]"?? = —1n (g) - %m(z).
0

s
2 b
—In (cos(t)) est une primitive de tan sur cet intervalle. C’est le motif -, qu’il faut

apprendre a repérer d’emblée : il donne systématiquement un logarithme.

Théoréme 1.41 (Sommes de Riemann)

Soit f: [a,b] — K une fonction continue. Alors

Le méme calcul, mené sur un segment quelconque de | — 7, 7[, montre que ¢ +—

n-1
b—a

f(a+k—) — /f(t)dt

k=0

Ce théoreme se lit surtout de la droite vers la gauche : il donne la limite d’'une somme
que I'on ne sait pas calculer, en la remplacant par une intégrale que I'on sait calculer.
Cherchons par exemple la limite de :

nk:l 1+ =

Le facteur % en téte et les quotients % a lintérieur sont la signature d’'une somme de
Riemann sur le segment [0, 1] :avec a =0 et b = 1, la subdivision du théoréme est

a+k % = & et son pas est b .- Les termes de la somme sont donc les f ( )
pour :
1
f: t— R
V1+t

qui est continue sur [0, 1].

Un détail : I'indice varie ici de 1 a n, alors que le théoréme somme de 0 a n — 1. Les

deux sommes ne différent que par le terme k = n, ajouté, et le terme k = 0, retiré,

c’est-a-dire par % (f(1) = f(0)), qui tend vers 0. Elles ont donc la méme limite :
bode

1
S =[2\/1+t] =2V2-2.
n n—+oo 0 \/m 0
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Remarque

Retenons la méthode, qui ne varie pas. Devant une somme dont on cherche la limite,
on cherche a I'écrire sous la forme :

()

autrement dit a faire apparaitre deux choses : la variable % partout ou figurent k et
n, et un unique facteur % global, en dehors de la somme.

On peut d’ailleurs toujours se ramener ainsi a a = 0 et b = 1. En effet, le changement
de variable t = a + (b — a)u donne :

b 1
/f(t)dt=(b—a)‘/0 f(a+ (b-a)u)duy,

de sorte que le cas général du théoréme n’est que le cas [0, 1] appliqué a g: u —
f (a+ (b — a)u). En pratique, on ne fabrique donc jamais I'intervalle : c’est la somme
qui indique la fonction f, sur [0, 1].

Enfin, comme dans I’exemple ci-dessus, les bornes exactes de 'indice sont sans
importance : que k aillede 0an—1,de 1 anoude 1 an— 1, on ne modifie la somme
que d’'un nombre borné de termes, chacun d’ordre % La limite est la méme.
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EXERCICES — INTEGRALES SUR UN SEGMENT
8 Nl —~ _\\ N

Exercice 1.28 o

Calculer les intégrales suivantes :

1
1. / (3t2 -2t +1)dt
0

/2
2. / sin(t) cos(t) dt
0

3./mdt
1 t

Exercice 1.29 e

En utilisant les sommes de Riemann, calculer les limites suivantes :

Exercice 1.30 ee

Déterminer la limite :

Exercice 1.31 e

CCP 2011. Etudier la convergence et calculer la limite de la suite (S,),en+ définie par
n
1
Sp = .
" ; k+n

Exercice 1.32 e

Calculer les intégrales suivantes a 'aide d’une intégration par parties ou d’'un changement
de variable :

1
1./ t2e 7t dt
0
1
t
2. —dt
‘/0 (1+12)2

/4
5 / sin(t) dr
o cos?(t)
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Exercice 1.33 e

Soit f: [0,1] — R continue. On note M = sup, (g7 |/ (x)|. Montrer que :

l\JIUJ

() +xf(1-x))dx| <

Exercice 1.34 o

Soient (a,b) € R? tel que a < b, et f: [a,b] — R continue telle qu’il existe x; € [a, b] tel
que f(x1) > 0et fabf = 0. Montrer qu’il existe x; € [a, b] tel que f(x2) < 0.

27
/1+
I:/ COS X
0 2

Exercice 1.35 e

Calculer :

Exercice 1.36 e

Calculer :

1
1nf/ |x — al dx.
aeR

Exercice 1.37 e

Dans chacun des exemples suivants, montrer que la suite, dont on donne le terme général
un, converge et calculer sa limite :

. Z Vn2+2kn

n k2 1/n
2. H(HP) .

k=1

Exercice 1.38 ee

Déterminer : .
1+ x"

n—+oo Jo 2 — x2n

Exercice 1.39 ee

Calculer :
B /1 dx
) @@+ D)(x2+1)

Exercice 1.40 ee

Soit f: [0,1] — R continue telle que :

[r=fr=]r
Montrer que f =0 ou f = 1.

Exercice 1.41 ee
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Déterminer la limite suivante :

/2
lim e UsInx gy
u—0*
Exercice 1.42 ee
Déterminer la limite suivante :
) U cosx
lim dx.
u—0* J, X

Exercice 1.43 ee

Déterminer ’ensemble des applications f: [0, +co[— R continues, telles que f > 0 et que :

VxE[Q%mLfW)S/meﬁh
0

Exercice 1.44 oo

Etude et représentation graphique de la fonction f définie par :

f(x) = ‘/xzx e dt.

Exercice 1.45 e o o

Soientk € Ry et f: [0, +0o[— R une application k-lipschitzienne. On pose F: [0, +c0o[— R
définie par :

il?ﬂnw Six#0,
f(0) six =0.

F(x) =

Montrer que F est %-lipschitzienne.

Exercice 1.46 e o o

Soit f: [0,1] — R continue telle que :

V(x,y) € [0,1]% xf(y) +yf(x) < 1.

/'ﬂ@d s%

Montrer que :

Exercice 1.47 e o o

Soient (a,b) € R? tel que a < b, f: [a,b] — R de classe C! telle que f(a) = 0 et :
Vx € [a,b], 0 < f'(x) < 1. Montrer que :

2

I "p< ( I bf) .
Exercice 1.48 e o o

Soient (a,b) € R?tel que a < b, f: [a,b] — R de classe C! telle que f(a) = 0.
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1. Onnote F: [a,b] > R, x > F(x) = /ax |f’(t)| dt. Montrer que :
Vx € [a,b], |f(x)| < F(x).
2. En déduire :

b-a
2

b b
/ G f ()] dx < / (F/ () d.

Exercice 1.49 e o o

Soit f: R — R deux fois dérivable sur R et telle que f et f”’ soient bornées sur R. On note
Mo = sup,c |f(x)| et My = sup,.cp |/ (x)].

1. Montrer que :

M 1
Va € R, Vx € R, |f'(x)] < — + EMga.
a
2. En déduire que f” est bornée sur R et que, en notant M; = sup, . |f/(x)|, ona:

M, < \2MoM,.

Exercice 1.50

Soient (a,b) € R? tel que a < b et f: [a,b] — R continue et positive. Montrer que :

b 1/n
[ era) o s s,

x€[a,b]

Exercice 1.51 e

Calculer une primitive de x? In x.

Exercice 1.52 o

Calculer une primitive de x? cos x et de x? sin x.

Exercice 1.53 e

1

Calculer une primitive de m

Exercice 1.54 o

KH+xd—x+1

Calculer une primitive de
P x2(x%+1)

Exercice 1.55 e

4

Calculer une primitive de ——.
xP+1

Exercice 1.56 ee

Calculer une primitive de x exp(x) cos(x).

Exercice 1.57 ee

Calculer une primitive de cos* x.

Exercice 1.58 ee
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Calculer :

E
4

sin x
— dx.
o Sinx +cosx

Exercice 1.59 ee

COS3 X

Sll’l2 x

Donner une primitive de

Exercice 1.60 ee

Donner les primitives de
3+Inx
" (4+1Inx)%’
) exp(x)
" (exp(x) + 1) In(exp(x) + 1)’
1++/x

avec leurs ensembles de validité.

Exercice 1.61 e o o

Calculer les primitives suivantes en indiquant 'ensemble de validité :
arcsin \/_ arctan x
et ——dx.
(1- x) 2 x

Exercice 1.62 e o o

Calculer : .
2 dx
- [
o 3+cosx
Exercice 1.63 e e e
1
Donner une primitive de ———— avec son ensemble de validité.

3 + ch(x)

Exercice 1.64 e o o

Calculer :

4 ln(x)
I(a) =
(@) ,/a 1+ x2
pour a € R}.

Exercice 1.65 e o o

Calculer : .
I= / ' In(1 + tan x) dx
0
puis :
ln(l + x)
J= / T 14x2
et enfin :

1
arctan x
K/ arctanx 4.
0 1+x
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Révisions d’analyse
CORRECTIONS DES EXERCICES — INTEGRALES SUR UN
SEGMENT

1
/ (B2 -2t+ 1) dt = [P - +t] =1-1+1=1.
0

2. On utilise sin(t) cos(t) = % sin(2t), d’ot

1 [_cos(Zl‘)]”/2 1

/2 ) 1
‘/0 sin(t) cos(t) dt = > 5 ) =1 (= cos(r) + cos(0)) = 5

3. On reconnait la forme ”T' -uavec u(t) =1In(t) :

/emdt_[ﬂ]e_l_o_l
ot 2 |, 2 2

1. C’est une somme de Riemann associée a f(t) = ﬁ sur [0,1] :

1i ! /1 4 n(1+ ]! =In2
n£d1+k/n noveo Jo 1+t L

2. C’est une somme de Riemann pour f(t) = e sur [0, 1] :

1n—l
—Zek/"—> etdt:[et](l):e—l.

1
n n—-+oo
k=0 0

3. On prend le logarithme :

1< k !

—Zln 1+—] —— In(1 + ¢) dt.

n — n| n—o+co 0

Par intégration par parties (1’ = 1,0 =In(1+ 1)) :
1
/ In(1+t)dt =[(1+t)In(1+t) - (1+1t)]g=2In2-1.
0

2lnz-1 _ 4
e

Donc la limite vaut e
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Tous les facteurs sont strictement positifs; notons P, le produit élevé a la puissance
% et passons au logarithme :

1 n
In(P,) = ;Zln(l + S + %)
k=1
k

Ce n’est pas une somme de Riemann : le terme - ; ne s’exprime pas a l'aide de % seul,

et aucune fonction f ne permet d’écrire le terme général sous la forme f (%) On

isole donc la partie qui, elle, en est une :

n n k
1 kK 1 nZ
ll’l(Pn) = ;Zh’l(l + ;)4‘;211’1(1 + 1n_k)’
k=1

k=1

An Rn

k/n?
1+k/n |*

Le terme A, est la somme de Riemann de la troisiéme question de ’exercice précé-
dent :

ou l'on a simplement écrit 1 + % + % = (1 + %) (1 +

1
A, —— In(1+¢)dt =2In(2) — 1.

n—+oo  Jo

2 k/n?
Il reste a montrer que R, tend vers 0. Posons x = E Comme k < n,ona % <1

1+k/n" = n
et le facteur m est majoré par 1; donc 0 < x; < % En utilisant In(1 + x) < x pour
x2>0:

1\ 1 1 1
0SR, <= ) m<-Xnx—=2,
n £ n n o n

Par encadrement, R, — 0.
Finalement In(P,) — 21n(2) — 1, et par continuité de ’exponentielle :

p 2In(2)-1 _ 4
n n—+oo e.

Le point de méthode. Une somme presque de Riemann se traite en deux temps :
on extrait la somme de Riemann exacte, puis on majore le reste au lieu de le négliger.
Ici la perturbation % est uniformément un O (%), ce qui suffit; une perturbation du
méme ordre que E changerait au contraire la limite.

. 1
On factorise par — :
n

1 1
Sp=-— .
" nZ1+§

On reconnait une somme de Riemann pour la fonction f : x

[0, 1]). Donc
S /1 dx = [In(1 + x)]} =|1n(2)
" ot o 1+x 0 i

(continue sur
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n
Remarque. Attention a ne pas confondre : Z

k=1
fixée d’une série en k, car la borne dépend aussi de n. C’est pourquoi on ne peut pas

n’est pas une somme partielle
+n

conclure avec les théorémes sur les séries.

1. Intégration par parties avec o(t) = t? et u/(t) = e”?, soit v’ (t) = 2t et u(t)

1 1 1 1 1
/tze_tdt:[—tze_t]o+2/ te‘tdt:——+2/ te ' dt.
0 0 € 0

On reconnait I'intégrale calculée en exemple dans les rappels, qui vaut 1 —
(une seconde intégration par parties la redonne). D’our :

1
1 4 5
/ tefdt=—-+2--=2-">,
0

—€

€ (S €

2. Changement de variable u = 1 + t2, du = 2t dt :

/1 t dt_l/Zdu_l 1 1 AT

o (A+t)2 20 w2 2| uf, 2\ 2 4

3. Changement de variable u = cos(t), du = —sin(¢)dt. Quand t = 0, u = 1;
quandtzyr/4,u=\/§/2.

/4 V2/2 1 1
/ 51n2(t) dt:—/ d_Z‘ :/ d_LZ‘ - [_l] = —1+2.
o  cos?(t) 1 u Vzj2 U uf\z/

Par linéarité puis inégalité triangulaire,

‘/Ol(f(x)+xf(1—x))dx s/Ollf(x)ldx+/01x|f(1_x)|dx’

la seconde majoration utilisant x > 0 sur [0, 1].
Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée et |f| < M. Donc

/01 |f| < M, et comme 1 — x décrit aussi [0, 1] :

/1x|f(1—x)|dx$M/1xdx:M
0 0

5

Finalement I'intégrale cherchée est majorée en valeur absolue par M + % = %M .

Raisonnons par I’absurde en supposant f > 0 sur [a, b].
On utilise alors le résultat classique suivant : si g est continue et positive sur [a, b]

b o q
et si fa g =0, alors g est identiquement nulle. En effet, s’il existe xq € [a, b] tel que
g(x9) > 0, la continuité de g en x, fournit un segment [, f] C [a, b] avec @ < f§ sur
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lequel g > ICORS positivité de g ailleurs donne alors

2
b 5
/agz/a gz(ﬁ—a)g—(;q’)w,

ce qui contredit ’hypothese.
Appliqué a f, ce résultat donne f = 0 sur [a, b], en contradiction avec f(x;) > 0.
L’hypothése f > 0 est donc absurde : il existe x; € [a, b] tel que f(x3) < 0.

La formule de duplication donne 1 + cos x = 2 cos? (%), donc

\/1 + cosx \/ X X
— = _/cos? (—) = |cos (—)|
2 2 2
JT

Pour x € [0,27], on a % € [0, 7] : le cosinus y est positif sur [0, 5] et négatif sur

[%, JT]. On découpe donc I'intégrale en x = 7 :

1= [Teos () ax— [ eos(Z)ar=[asin (3)] - [2sin (3]

Le premier crochet vaut 2 — 0 = 2, le second 0 — 2 = -2, d’ou [ = 4.

Le point de méthode. Ecrire Vu? = u au lieu de |u| donnerait ici [2 sin(x/2)](2)’r =0:
c’est Uerreur classique. Une racine carrée impose toujours de discuter le signe.

1
Posons g(a) = / |x — a| dx pour a € R.
0

Cas a < 0. Sur [0,1] onax—a>0,doncg(a):fol(x—a)dx:%—a>

D= D=

Casa > 1.Sur [0,1] onax — a < 0, donc g(a) =/01(a—x)dx=a—% >
Cas a € [0, 1]. On coupe l'intégrale en a, ou la valeur absolue change d’expression :

2 2
a 1—a
@ (-a9°
2 2

g(a):‘/oa(a—x)dx+‘/l(x—a)dx:

Cette fonction polynomiale est dérivable, de dérivée ¢’(a) = a— (1 —a) = 2a — 1,
1 en changeant de signe (négative puis positive) : g atteint sur [0, 1]

2
son minimum en a = %, et
1\ _1,1_1
T\2) "8 8
Comme % < %, ce minimum local est global :
! 1
inf |x —aldx = -,
aeR 0 4

borne atteinte en a = % (c’est donc un minimum).

qui s’annule en
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2

1. On factorise n° sous la racine pour faire apparaitre % :

un:n;—lif(g), ot f(t) = —
k=1

k=tnyf1+ 2% Lo dy

La fonction f est continue sur [0, 1] : c’est une somme de Riemann, donc

1
dt [ 1

u = \/1+2t] =V3-1.
n”_’+°°./o 1+ 2t 0

2. Tous les facteurs sont strictement positifs; on passe au logarithme :

1 n kz 1
ln(un) = ; Zln (1 + ﬁ) :—_H:o_} / 11’1(1 + tz) dt,
k=1 0

car t — In(1 + t2) est continue sur [0, 1]. Une intégration par parties (u’ = 1,
v = In(1 + t?)) donne

n(142) dt = [¢1 N T L 1 L )4
1+t t=|t 1+t - = 2—2 1-— t,
,/0 (-6 [ T )]0 /0 1+ t2 n /0 ( 1+t2)

soit In2 — 2 + 7. Par continuité de I'exponentielle,

In2-2+% z_2

U, ——e€ =2e2

n—+o0o

1+x" 2n 2n
- Pourx € [0,1]] ona 0 < x* < 1,donc2-x"2>1>0:

Notons f,(x) = P
-x

chaque f, est bien définie et continue sur [0, 1].

On ne peut pas passer a la limite sous l'intégrale sans justification; on majore donc

directement I’écart 4 la limite pressentie 3 :

1 2(1+x") - (2-x")  2x"+x™"
) =35 = 2(2 — x2n) T 2(2-x%n)’

Comme 2 — x2" > 1 et x2" < x" sur [0, 1], il vient

1 2x"+x" 3
0< fulx) — =< ——— ==x".
fw -5 s Z 22 =2

En intégrant cet encadrement sur [0,1] :

1 3 [! 3
0< fn(x)dx——s—/ x"dx = — —— 0.
2= 2/, 2(n+1) no+oo

Par encadrement, lim
n—+o0 Jo 2 — x%n
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L’intervalle d’intégration est symétrique par rapport a 0 : on effectue le changement
de variable affine x = —t, qui donne

1 dt 1 et
I'= /_1 T+ )(2+1) [1 Tre@+n

aprés multiplication du numérateur et du dénominateur par e’.
En additionnant les deux écritures de I, I’exponentielle disparait :

! 1+¢e* U dx 1
2l = ————dx = —— = [arctanx]_, = — + — =
1 (T+e)(x2+1) -1 1+ x?

N
R
SE

7T
Doul = —.

4
Le point de méthode. Devant un facteur ex% sur un intervalle symétrique, le
réflexe est le changement de variable x = —x : la somme des deux expressions de
Pintégrale élimine ’exponentielle.

L’idée est de fabriquer un carré a partir des trois intégrales égales. En développant :

[e-pr=[-apsm=[r-a [ p+ [ r=0

puisque les trois intégrales ont la méme valeur.
Or (f2 - f)* est continue et positive sur [0,1], d’intégrale nulle : elle est donc
identiquement nulle. Ainsi

Vx € [0,1], f(x)? = f(x), Cclest-a-dire f(x) € {0,1}.

Enfin f est continue sur 'intervalle [0, 1], donc ([0, 1]) est un intervalle contenu
dans {0, 1} : c’est nécessairement un singleton. Autrement dit f est constante, égale
aloual.

Pouru > 0etx € [0, %], ona0 < sinx < 1, donc —u < —usinx < 0, puis, par
croissance de 'exponentielle,

e—u S e—usmx S 1

En intégrant cet encadrement sur [0, ’—Z[] 2
2

Ee—u < /”/ e—usinxdxS E

2 0 2

Les deux membres extrémes tendent vers 7 quand u — 07, donc par encadrement

/2

) — T
lim e UMY dyx = —.
u—0t 0 2
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Cos X
X

Pour u > 0, la fonction x — est continue sur [u, 3u] C R}. On isole la partie

singuliére en écrivant
cosx 1 cosx—1

>

X b X
ce qui donne
3u 3u
~1
/ % dx = [Inx]* + R(u) =In3+R(u),  R(u) = / LOSX ~ 2 4y,
u X u X

PR . x?
L’inégalité classique |cosx — 1| < ] donne, pour x € [u, 3u],

cosx —1 x 3
— <<=,
X 2 2
d’ou
3u 9
[R(u)] € — x Bu—u) =3u* —— 0.
2 u—0+t
3u
cos x
Finalement lim dx =1n3.
u—0* J, X

X
Soit f une telle application et posons F(x) = / f(t)dt. Comme f est continue sur
0

[0, +00[, 1a fonction F y est de classe C!, avec F’ = f et F(0) = 0. L’hypothése s’écrit
Vx>0, F'(x)<F(x).
On considére alors g(x) = F(x) e™, dérivable sur [0, +oo[, de dérivée
9'(x) = (F'(x) - F(x))e™™ <0.

Ainsi g est décroissante, donc g(x) < g(0) = 0 pour tout x > 0, c’est-a-dire F(x) <0
(car e™ > 0).

Mais f > 0 entraine F > 0 par positivité de 'intégrale. Donc F = 0 sur [0, +oo[, puis
f=F =0

Réciproquement la fonction nulle convient. L’ensemble cherché est donc réduit a la
fonction nulle.

t

. 2 . o .
La fonction t > e~ est continue sur R; notons G sa primitive qui s’annule en 0.

Alors
f(x) =G(2x) - G(x),

donc f est de classe C! (et méme C*) sur R.

Parité. L’intégrande étant paire, G est impaire, donc f(—x) = G(-2x) — G(—x) =
—G(2x) +G(x) = —f(x) : lafonction f est impaire. On ’étudie sur R, et on complete
par symétrie par rapport a origine.

Signe. Pour x > 0,onax < 2x et e >0, donc f(x) >0, avec égalité seulement en
0.

62



CHAPITRE 1. REVISIONS D’ANALYSE

Variations. On a
f(x)= 2e™# _ e = ¢’ (Ze_3x2 - 1) .

X

Comme e™ > 0, le signe de f” est celui de 23 ‘-1, qui est positif si et seulement si

3x? < In2. En posant a = 4/ 1“72 ~ 0,48, la fonction f est donc strictement croissante
sur [0, a] et strictement décroissante sur [a, +oo[ : elle admet un maximum en a
(numériquement f(a) ~ 0,285). Au passage f’(0) = 1: la courbe traverse 'origine
avec une tangente de pente 1.

e —t? -x?
Limite en +oco. Pour x > Oett € [x,2x],onae™ <e™, donc

0<f(x) <xe X — 0

x—+00

par croissances comparées. Ainsi f tend vers 0 en 4o, et vers 0 en —co par imparité :

I’axe des abscisses est asymptote aux deux extrémités.
Allure de la courbe.

Le point délicat est le raccord en 0; on commence donc par écrire F sous une forme
valable partout. Pour x > 0, le changement de variable affine t = xu donne

x 1
F(x):§'/0 f(t)dt:—/0 f(xu) du,

et cette derniére expression vaut encore en x = 0, ou elle donne /01 f(0)du = f(0) =
F(0). Ainsi

Vx € [0,+00[, F(x) = /1f(xu) du.
0

Soient alors x, y € [0, +oco[. Par linéarité puis inégalité triangulaire,

< / F ) - fyu)] dus.

1
700 - F)l = [ ) = s
0
Comme f est k-lipschitzienne etu > 0 :

|f(xu) = f(yw)| < k|xu —yu| =kulx -y,
d’ou

1
k
F) - @l <klx-gl [ udu=31x-y.
0

La fonction F est donc %—lipschitzienne sur [0, +oo[.
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L’hypothése vaut pour tout couple de [0, 1]? : on va la spécialiser le long du quart de
cercle unité, ce qui expliquera I’apparition de 7.

Pour 0 € [0, ’—ZI] les réels cos 6 et sin 6 appartiennent a [0, 1] ; en prenant x = cos 0
ety =sinf:

VO € [o, g] . cosf f(sin@) + sing f(cosd) < 1.

Les deux membres sont continus; on intégre sur [0, %] :

/2 /2
/ cos O f(sin6) dg + / sinf f(cos6) df <
0 0

B

Le changement de variable u = sin 6 transforme la premiére intégrale en /01 f(u)du;
le changement de variable u = cos @ transforme la seconde en — /10 fuw)du =
/01 f(u) du. 1l vient donc

2‘/01f(u)du$§, soit /Olf(x)dxs

R

Commencons par observer que f’ > 0 rend f croissante sur [a, b]; avec f(a) = 0,
cela donne f > 0 sur [a, b].

L’idée est de transformer I'inégalité a démontrer en une étude de fonction. Posons,
pour x € [a,b],

ho=2 [ f-f@? e 9(x)=(/axf)2—/axf3-

Ces deux fonctions sont de classe C! et s’annulent en a.
Signe de h. On a

h'(x) =2f(x) = 2f(x) f"(x) = 2f (x) (1 = f'(x)) 2 0,

puisque f > 0 et f’ < 1. Donc h est croissante et, comme h(a) = 0,onah > 0 sur
[a,b].
Signe de g. On a

g =21 [ 0 = f) (z i xf—f<x>2) - f(x) h(x) > 0.

Donc g est croissante et, comme g(a) =0, on a g(b) > 0, c’est-a-dire

2

[r=(f)

1. Comme f est de classe C! et f(a) = 0, on a pour tout x € [a,b] :

£ = f(a) + / T de = / "o
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Les bornes étant dans le bon ordre (a < x), 'inégalité triangulaire donne

/axf’(t) dt

. La fonction F est de classe C! sur [a, b], avec F/ = |f’| et F(a) = 0. En utilisant
la question précédente puis la croissance de I'intégrale :

()] =

< / F ()] d = F(x).

b b b
/ FGOF ()] dx < / F() |f ()] dx = / F)F (x) dx,

et cette derniere intégrale se calcule :

b 21b 2
/ F(x)F'(x)dx = [F?] =F(§) )

a

Il reste a majorer F(b) = fa b |f’]. L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée
aux fonctions continues 1 et |f’| donne

F(b)? = (/ablx If’l) < (/ablz) (/ab<f')2) - (b—a)/ab(f’(x))de.

En reportant :

2

b b
/a £ lar< 20 / (F ()2 dx.

. Soient a € R} et x € R. La formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2, appliquée
a f entre x et x + a puis entre x et x — a, fournit deux réels c; et c; tels que

a2
flx+a)=f(x) +af (x) +—f"(c1),

flx=a) = f(x) = af (x) + = f" ().

En soustrayant, les termes en f(x) disparaissent :

2
2af'(x) = fx +0) = f(x =) = = (f"(e1) = f(c2)).

L’inégalité triangulaire donne alors 2a [f’(x)| < 2M, + “72 X 2M,, d’ol1, en
divisant par 2a > 0 :

, My 1
|f (x)| < 7 + EMza.

. Le majorant obtenu ne dépend pas de x : la fonction f” est donc bornée sur R,
et en passant a la borne supérieure,

M, 1
Ya € RI, M; < = + —Msa.
a 2
11 ne reste qu’a choisir le meilleur a.

Si M, = 0, faire tendre a vers +co donne M; < 0, donc M; = 0 = \2MyM,.
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Si M, > 0, alors My > 0 (sinon f serait nulle, donc f”’ aussi). La fonction

M - 2o My, M

@:ar— =2+ %Mza est dérivable sur RY, de dérivée ¢'(a) = == + 52, qui
. L . o 2M

s’annule en changeant de signe (négative puis positive) en ay = /5. Le

minimum de ¢ vaut donc

[My M, ZMO \/MOMZ \/M0M2
=My — +— = M .
¢(ao) 0 2Mo 5 oM>

En prenant a = ay dans l'inégalité précédente, on conclut M; < V2MyM,.

La fonction f est continue sur le segment [a, b] : elle y est bornée et atteint ses
bornes. Posons
M= sup f(x)= max f(x) >0,

x€lab]

atteint en un point x € [a, b], et notons I, = (fab f”)l/n (bien défini car " > 0).
Cas M =0.Alors 0 < f <0,donc f =0etl, =0 — M.

On suppose désormais M > 0.

Majoration. De 0 < f < M on tire f" < M", donc

L<((b-aMH)""=M@®B-a)/" et (b-a)/"= o 1,
n—+0o

Minoration. Soit ¢ € ]0, M[. Par continuité de f en xy, il existe un segment [, f] C
[a,b], avec a < B, surlequel f > M — ¢. Comme f > 0 sur [a,b] :

b B
/f"Z/ fr>(B-a)(M—-¢)" donc I,>(f-a)/"(M-p¢),

et (f—a)/" - 1.

Conclusion. Pour I’ fixé ci-dessus et n assez grand, on a a la fois M(b—a) /" < M+¢

et (f—a)/"(M —¢) > M - 2¢, donc M — 2¢ < I, < M + ¢. Ceci valant pour tout
e]o,M[:

b 1/n
([ weras) = s s,

x€la,b]

Le point de méthode. La continuité est essentielle : c’est elle qui garantit que f
reste proche de son maximum sur tout un segment [, ] non réduit a un point,
ce qui donne la minoration. Pour une fonction seulement positive et intégrable, le
résultat tombe en défaut.

La fonction x — x*Inx est continue sur R¥. Une intégration par parties, avec
u' (x) = x% (soit u(x) = x;) et v(x) =Inx, donne sur R} :

3 3 3 3
X X 1 X X

/lenxdx:—lnx—/—x—dxz—lnx——.
3 3 3
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Primitive de x? cos x. Deux intégrations par parties successives abaissent le degré :

/xzcosxdx=xzsinx—2/xsinxdx,
et/xsinxdx:—xcosx+/cosxdx:—xcosx+sinx.D’of1, sur R:

/ x? cosx dx = x% sin x + 2x cos x — 2 sin x.
Primitive de x? sin x. De méme,

/xzsinxdx=—x2c05x+2/xcosxdx:—xzcosx+2xsinx+2cosx,

en utilisant / x cosx dx = x sinx + cos x.

Le point de méthode. On peut obtenir les deux résultats d’un seul coup en calculant
/ x? e dx = (—ixz + 2x + 2i) e,

puis en prenant partie réelle et partie imaginaire.

Le dénominateur est scindé a racines simples : on décompose en éléments simples

sous la forme
1 a b c

_ = — + :
x(x+1)(x+2) x x+1 x+2

En multipliant par x puis en évaluanten 0 : a =
par x + 1 et en évaluanten —1: b = (—1—1)><1 =-ljeten-2: ¢ = (5 = 2-
Sur chacun des quatre intervalles | — oo, —-2[, | — 2, -1[, ] — 1,0[ et ]0, +oo[, une

primitive est donc

1 _1 R 1
s = 3. De meme,len mult11p11ant

1 1 1
—In|x|—-In|x+1/+=-In|x+2|==1n
2 2 2

IX(X+2)|)

(x +1)2

Le numérateur est de degré 5 et le dénominateur x?(x? + 1) = x* + x? de degré 4 : on
commence donc par la division euclidienne. Comme x> + x> — x + 1 = x (x* + x%) +
(1-x):

C+xd-x+1 1-x

— =Xt .

x2(x%+1) x2(x%+1)

On décompose ensuite la fraction restante, dont le dénominateur a un péle double
en 0 et un facteur irréductible x* + 1 :

1-—x a b cx+d
_— ==+
x(x2+1) x x* x2+1

En multipliant par x? et en évaluant en 0 : b = 1. En multipliant par x? + 1 et en

évaluanteni: % =—-1+i=ci+d,doncc=1etd=-1.Enfin, 'identification du
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coefficient de x> dans
1-x=ax(x*+1) +b(x*>+1) + (cx + d)x*

donne 0 = a + ¢, soit a = —1.
Ainsi, sur | — oo, 0[ comme sur |0, +oo :

O+ —-x+1 1+1+x—1
I S B )
x2(x% +1) x x2 x2+1

et une primitive est

2
X 1 1
— —In|x|-=+=In (x2+1) — arctan x.
2 x 2

On reconnait au numérateur, a un facteur pres, la dérivée de x — X2

x4 1 5x*

— = —
x0+1 5 (x5)% 41

du
u+1’

5

Le changement de variable u = x> rameéne donc a é

tout entier est

et une primitive sur R

% arctan (x5 ) .

On passe par I'exponentielle complexe : x e* cosx = R (x e ). Une intégration
par parties donne

/xe(1+i)x e xe(1+i.)x B e(1+i.)x _ (1) x(1-1) 4 l ’
1+1i (1+1)2 2 2

1 _ 1-i N2 _ o
car 77 = —- et (1+1i)” = 2i, donc

1 i
(1+i)2 = 27

x(lz_i) + % = x+i(21_x), la partie réelle vaut

(1+i)x

En écrivant e =¢e* (cosx +isinx) et

X

e
) (xcosx — (1 —x)sinx).

Une primitive de x e* cos x sur R est donc

ex
el (xcosx + (x—1)sinx),

ce que l'on vérifie immédiatement en dérivant.

o 2 0 1+cos(2x
On linéarise. Avec cos® x = % g

5

4 (1 + cos(2x) )2 1+ 2cos(2x) + cos?(2x)
cos’ x = > = .
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1+cos(4x) |

puis, en linéarisant a son tour cos?(2x) = 5

4 3+4cos(2x) + cos(4x)
cos” x = S :

Une primitive sur R est donc

3x sin(2x sin(4x
, sin(@0) _sin(4x)

8 4 32

Sur [0, %] on asinx + cosx >

1 > 0 :l'intégrale est bien définie. Plutdt que de
calculer I directement, on 1’associe a

cosx
= —dx.
sin x + cos x

Somme. On a immédiatement

i n
I+J:/ dx = —.
0 4

’ A 4 .
Différence. On reconnait 7 avec u(x) = sinx + cosx > 0:

T el P 1 2
]—I=/4 COSX 7 MY 4y = = [In(sinx + cos x)] =InV2- lnlznT.
0

sinx + cos x

En soustrayant les deux relations :

1_1 In2 o In2
“2\la 2] 8 47

Le cosinus apparait a une puissance impaire : on peut donc isoler un facteur cos x
et exprimer tout le reste a ’aide de sin x, ce qui invite au changement de variable
u = sinx.

On écrit donc
cos’x 1-sin®x
sin’ x sin’ x

CoSs X,

de sorte qu’avec u = sinx et du = cosx dx :

3 2
Ccos” X 1—u 1 1

/ ) dx:/ > du=/(—z—1)du=———u.
sin” x u u u

Une primitive est donc

- — sin x;,
sin x

sur chacun des intervalles |k, (k + 1)z[, k € Z, ou le sinus ne s’annule pas.

1. La fonction est définie et continue sur ]0,e™*[ et sur Je™, +

3+lnx
(4+Inx)?

oo[. Le quotient
ressemble a la dérivée d’un quotient dont le dénominateur est 4 +1In x;
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on vérifie que

x v (4+lnx)-xx3 3+Inx
(4+lnx)  (4+1nx)? "~ (4+1nx)?

sur chacun des deux intervalles.

X
Une primitive est donc ,
4+ Inx
2. Posons u(x) =In (exp(x) + 1). Comme exp(x) + 1> 1,onau > 0sur R, et
exp(x)

R

de sorte que la fonction proposée est exactement " Une primitive sur R est
donc
In (In (exp(x) + 1)) .

3. La fonction est définie et continue sur R,. On pose t = /1 + v/x, c’est-a-
dire x = (* - 1)2 avec t > 1; ce changement de variable est de classe C! et
dx =4z (t* - 1) dt, d’ou

5 3
/\/1+\/3_cdx=/4t2(t2—1)dt %—%.

Une primitive sur R, est donc

3/2

{2 )”

arcsin y/x
m
On pose x = sin” u, changement de variable de classe C! qui réalise une bijection de
[0 [sur 0, 1[. Alors dx = 2 sinu cos u du, arcsin Vx = u et (1-x)3/? = (cos?u) 32 _
cos> u (car cosu > 0), d’ou

Premiére primitive. La fonction x — est définie et continue sur [0, 1].

arcsin \/_ 2usinu

(1-x)3/2 2 ¢ cos®u
Une intégration par parties, en remarquant que 25 est la dérivée de , donne

cos“u cosu
2usinu 2u du
S—du = -2 .
cos?u cosu cosu
— cosu — 3 .

Or, en écrivant —— = ez, Ctenposants =sinu :

du ds 1 1+s 1+sinu
= =—In =ln[{——|.
cosu 1-s2 2 1-—s cosu
En revenant a la variable x, avec sinu = \/E et cosu = V1 — x, une primitive sur
[0, 1] est

2 arcsin v/x —21n(1 +\/§) 2 arcsin v/x
V1-x V1-x V1-x

—21n(1+\/_)+1n(1—x)
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arctan x
P
par parties avec u’(x) = é (soit u(x) = —%) et v(x) = arctan x donne

/ arctan x arctan x / dx
—dx=——+ _
x2 x x (1+ x2)

1
x(1+x2) x 1+x2

Seconde primitive. La fonction x — est continue sur R*. Une intégration

Comme une primitive sur | — 0o, 0[ comme sur |0, +oo[ est

arctan x 1 5 arctan x |x|
———— +hnlx|-=In(1+x°) =——— +In| ——| .
x 2 X V1 + x2

On utilise le changement de variable « universel » t = tan %, qui ramene toute fraction
rationnelle en cos x et sin x a une fraction rationnelle en ¢. C’est une bijection de

2
classe C! de [0, %] sur [0, 1]. Avec cosx = i+§2 et dx = % g

3(1+8%)+1-12 2(*+2)
3+ cosx = = s
1+ 2 1+¢2

; /1 1+ ¢2 L 2de /1 dt 1 o L !
= = = —— |arctan — a
o 2(t2+2) 1+1t2 0o 242 2 V21,

Finalement

donc

1
I = — arctan — = — arctan —.
) V2 2 2

La fonction est définie et continue sur R, puisque 3 +chx >3+1=4> 0.
On pose u = exp(x), changement de variable de classe C! et strictement croissant
de R sur R}, avec dx = d;”. Comme

u+u! ur+o6u+1
B 2u

3+chx=3+

>

il vient

X—=[ —————.
ut+6u+1 u (u+3)2-38

dx / 2u du 2du
3+ chx

Le trindme u® + 6u + 1 a pour racines —3 + 2V?2, toutes deux strictement négatives :
: > 13 do  _ 1 v—a _

il ne s’annule donc pas pour u > 0. En utilisant | = = ;- In }m| avec a = 2V2,
on obtient une primitive sur R tout entier :

1 In exp(x) +3 - 2V2
24/2 exp(x)+3+2\/§ .

La fonction x +— 112 =7 est continue sur RY, qui contient le segment d’extrémités % et

a : l'intégrale I(a) est bien définie.
Les deux bornes étant inverses 'une de l'autre, on effectue le changement de variable
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x = %, de classe C! sur R, avec dx = —% ; lorsque x va de % aa,tvadeaa % Alors

i —Int dt i Int ¢ Int

a —n a n n
I(a) = ——| = dt = - ——dt =-I(a).
(@) /a 1+tizx( t2) /a 1+ t? /a 1+t @

Donc 2I(a) = 0, c’est-a-dire

—

VYa € R}, I(a) =0.
Le point de méthode. Des bornes inverses I'une de 'autre appellent x — % ; le
logarithme, qui change alors de signe, fait apparaitre I(a) = —I(a) sans qu’aucune
primitive n’ait été calculée.

Calcul de I. Sur [0, %] onatanx € [0,1],donc 1 + tanx > 0 : U'intégrale est bien
définie. On effectue le changement de variable x = 7 — t, qui échange les bornes.
Comme

T 1—tant 2
1+tan(——t):1+ = .
4 1+tant 1+tant
il vient .
4 2 T
I=/ Inf[———|dt=—In2-1,
0 1+tant 4
d’ou

T
I=—1In2.
8

Calcul de J. Le changement de variable x = tanu est une bijection de classe C' de
[0, ’7:] sur [0, 1], avec dx = (1 + tan? u) du et 1+ x? = 1+ tan® u. Le facteur 1 + tan® u
se simplifie et

]2/4ln(1+tanu)du=1=%1n2.
0

Calcul de K. Une intégration par parties, avec u’(x) = ﬁ (soit u(x) =In(1+x)) et
v(x) = arctan x, donne

'In(1 + x) T

— 1_ = = —
K = [arctan(x) In(1 + x)], '/0 T2 dx i In2-]J.

Finalement . . .
K=—In2-—-—In2=—-In2 :
4 8 8

les trois intégrales sont égales.
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Révisions d’analyse

1. Equations du premier ordre

Définition 1.43 (Equation différentielle linéaire du premier ordre)

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation de la forme

y' (1) +a(t) y(1) = b(1)

ou a et b sont des fonctions continues sur un intervalle I. L’équation est dite homogene
sib=0.

Théoréme 1.44 (Solutions de ’équation homogéne du premier ordre)

Les solutions C' sur I de y’ + a(t) y = 0, avec I un intervalle et a : I — K continue,
sont les fonctions
y(t) = ce™d® CceKk

ou A est une primitive de a sur I.

Soit y : I — K supposée C*.
Comme a : I — K est continue, il existe A une primitive de a sur I. Posons :

g(t) = y()e*™.

Par composition et produit, g est C! sur I. Calculons pour tout ¢ € I :
g 1) =y (e +y(na(net.
Ainsi, on a I’équivalence suivante :
Viel, v (t) +at)y(t) =0 @ Vi e I, ¢ (e +a(t) y(t)e P =0 o Vi eI, ¢'(t) =0.

Et donc y est solution de I’équation différentielle si et seulement si g est constante sur 'intervalle
L

Or g est constante sur I peut aussi s écrire : il existe C € K tel que V¢ € I, y(t)e**) = C. Donc
y est solution de I’équation différentielle si et seulement s’il existe C € K tel que :

y(t) = Ce 4,

Exemple 1.45

Les solutions C! sur R de y’ +y = 0 sont les fonctions de la forme y : t > C exp(—t).
Les solutions C! sur | — 7.5 de y’ + tan(t)y = 0 sont les fonctions de la forme
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C
cos(t) "

y:t — Cexp(—In(cos(t))) c’est-a-direy : t >

Remarque

Si y est dérivable sur I et si y vérifie y’ + a(t) y = 0 alors y est C!. En effet, on a alors :

y' =-a(t)y

ett — —a(t)y(t) est continue par produit.
Ainsi, le théoréme précédent donne en fait ’ensemble des solutions dérivables de
I’équation différentielle.

Remarque

Lorsque I'on résout une équation différentielle (en fait lorsque ’on résout n’importe

quelle équation), il est important de bien définir dans quel ensemble on se place.
Cela a deux roles principaux. D’abord, cela donne un sens a I’équation elle-méme.

Dans notre contexte par exemple, que signifie y’ ? Pour y une fonction dérivable, y’
désigne sa fonction dérivée. On ne peut méme pas donner de sens a I’équation sans
ce contexte.

Et cela permet aussi de savoir quelles sont les opérations autorisées pour la résolution.

Si je suppose y dérivable, je ne peux pas, a priori, dériver y’ et parler de y”’.

Cela peut changer la résolution. Regardons par exemple la simple équation x*+1 = 0.
Si on la résout dans R, comme on manipule des réels, on peut utiliser des inégalités.
On arrive rapidement & montrer que x? +1 > 0 et donc I'équation n’a pas de solution.

Mais si on travaille dans C, deux choses se passent. D’une part, il n’y a pas de notions
de positif ou négatif dans C. D’autre part, il existe un nombre i tel que i* = —1. On
peut donc par exemple écrire :

rl1=x>-?=(x-1)(x+1i)

Et on en déduit qu’il y a deux solutions dans C.

C’est pareil pour les équations différentielles : on précise bien dans quel ensemble
de fonctions on travaille. Ce sera particulierement important lorsqu’on utilisera des
séries entiéres pour résoudre les équations différentielles.

Méthode 1.46 (Variation de la constante)

Pour résoudre y’ + a(t) y = b(¢) :
1. Résoudre I’équation homogéne : y;,(t) = Ce™4),
2. Chercher une solution particuliére sous la forme y, () = C(t) erd®)
3. En substituant dans I’équation, on obtient C’(t) = b(t) e4®),

4. La solution générale est y = yp, + y,,.

Commencons par un exemple simple. Essayons de résoudre y’ + y = exp(—t).

1. ¥ +y = 0 a pour solutions (C! sur R) les fonctions de la forme y : t
Cexp(—t).
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2. Posons y,(t) = C(t) exp(—t) avec C C!surR.

3. y, est C' par produit. y, est solution si et seulement si :
Vt € R, y, (1) +yp(t) = exp(-t).
Cela revient a dire :
Vi € R, C'(t) exp(—t) — C(t) exp(—t) + C(t) exp(—t) = exp(—t)

qui se simplifie en :
VteR, C'(t) =1.

Une primitive de ¢t + 1 estt + t. Ainsiy, : t +— texp(—t) est solution
particuliére.

4. Ainsi'ensemble des solutions C! sur R de y’ + y = exp(—t) sont les fonctions
de la forme : y : t — Cexp(—t) + texp(—t).

Remarque

L’idée de la variation de la constante peut se formuler de plusieurs fagons.

La premiére facon de le comprendre est de voir que y’ + a(t)y ressemble fortement
a la dérivée d’un produit. En fait, c’est la dérivée d’un produit a un facteur pres. La
forme que I'on propose est donc adaptée pour isoler le bon terme.

La seconde maniére est de se dire que 1’on sait résoudre y’ + a(t)y = 0 et donc,
vraisemblablement, on sait simplifier cette écriture en utilisant la solution.

Cela est en fait relativement généralisable : on peut souvent trouver des solutions
d’une équation différentielle en déformant une solution connue. Voir par exemple
Pexercice 1.90.

Prenons un deuxieme exemple sensiblement plus compliqué. Cherchons les solutions
C! surR de:

t2
' —ty = -——1.
Yy [} exp( 2)

Commengons par trouver I'ensemble des fonctions C! sur R qui vérifient y’ — ty = 0.

Une primitive de t — —testt — —é. Donc ce sont les fonctions de la forme :
2
t— Cexp (E) .

Maintenant, on pose donc y,(t) = C(t) exp (%) avec C C' sur R. y,, est solution de

I'équation différentielle (non-homogene) si et seulement si :

’ tz
Vt e R, y,(t) — ty,(t) = exp (—?) .

Cela peut aussi s’écrire :

2

: ) +C(t)texp (t ) — tC(t) exp (%) = exp (_%)

VteR, C'(t — —
€ ()exp(2 7
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c’est-a-dire :

Vt e R, C'(t) = exp(t?).

Une primitive est donnée par : t /Ot exp(s?) ds.
Ainsi une solution particuliere de I’équation différentielle est :

12 t
t > exp (5) / exp(s®) ds
0

et donc les solutions de I’équation différentielle sont les fonctions de la forme :
£2 £2 t
t — Cexp (—) + exp (—) / exp(s?) ds.
2 2] J,

Remarque

Cet exemple illustre un point : il est tout a fait possible de ne pas avoir de forme
simple apres une variation de la constante. Pire, il est possible que la forme simple
existe mais qu’elle ne se voit pas immédiatement a cause de I'intégrale.

Cela souligne un point important : la variation de la constante est a connaitre mais
c’est notre derniére arme. S’il est possible de trouver une solution particuliére sans
passer par une variation de la constante, c’est souvent mieux.

En général, on peut commencer par chercher une solution de la méme forme que le

second membre et ne chercher des choses plus compliqués qu’en deuxiéme recours.

Théoréme 1.49 (Théoréme de Cauchy linéaire d’ordre 1)

Soient I un intervalle, a,b : I — K deux fonctions continues, t, € I et yy € K. Alors
le probleme de Cauchy

{vr e L y' (1) +a(t) y(t) = b(t),
y(t) =Yyo

admet une unique solution C' sur I.

Comme a est continue sur l'intervalle I, elle y admet une primitive, et méme exactement une
P s t 2 .
qui s’annule en ty : C’est A : t fto a(s) ds. Posons également ¢ : t — b(t)e?), qui est

continue sur I.

Soit y : I — K de classe C! et posons, comme pour I’équation homogéne, g(t) = y(t)e4®) ;

la fonction g est C' sur I et ¢’(t) = (v (t) + a(t)y(t)) eA?). Comme e4) ne s’annule pas, on
obtient I’équivalence :

Viel y(t)+a(t)y(t) =b(t) = Vtel, ¢'(t) =o(t),

C’est-a-dire : y est solution de I’équation si et seulement si g est une primitive de ¢ sur I. Or ¢
est continue sur l'intervalle I : elle y admet des primitives, et deux d’entre elles différent d’une
constante. Ainsi y est solution si et seulement s’il existe C € K tel que :

t
Vtel g(t) =C +/ @(s) ds.
ty

Il reste a traduire la condition initiale. Comme A(ty) = 0, on a y(ty) = g(ty) = C : la condition
y(to) = yo équivaut donc a C = y. Il y a une et une seule valeur possible de C, donc une et une
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seule solution au probléme de Cauchy, a savoir :

t
y:tr— e AW (yo + / b(s) eA® ds) .

ty

Remarque

La démonstration n’est rien d’autre qu’une variation de la constante menée jusqu’au
bout : la « constante » C de la solution homogéne devient la fonction t — C + /t: o,
et la condition initiale fixe C.

Deux points méritent d’étre soulignés. D’abord, la solution est définie sur I tout
entier : il n’y a ni explosion ni obstruction en cours de route, quel que soit 'intervalle
I sur lequel a et b sont continues. Ensuite, ’équation doit étre sous forme résolue,
c’est-a-dire que le coefficient de y” doit valoir 1. L’équation t ¢y’ — y = 0, par exemple,
n’est pas sous cette forme sur un intervalle contenant 0 : on vérifie sans peine que
t — At en est solution sur R pour tout A € R, si bien que le probléeme de Cauchy en
to = 0 avec y(0) = 0 a une infinité de solutions, et celui avec y(0) = 1 n’en a aucune.

Résolvons le probléme de Cauchy :

VteR, y'(t) +y(t) =e,
y(0) = 2.

Icia:t+> lethb:t > e ! sont continues sur R : le théoréme garantit 'existence et
I'unicité de la solution sur R avant méme tout calcul.

Nous avons déja déterminé les solutions C! sur Rde ¢/ +y = e
fonctions y : t > (C + t)e™! avec C € R. La condition initiale s’écrit y(0) =C =2 :
une seule valeur de C convient, conformément au théoréme. L’unique solution est
donc :

~t . ce sont les

y:tr— (2+t)e "l

Le théoreme précédent repose de facon essentielle sur la linéarité de I'équation. Voici
deux équations différentielles non linéaires qui montrent que ses deux conclusions —
Pexistence sur I tout entier et 'unicité — peuvent chacune tomber en défaut.

L’unicité peut échouer. Considérons le probléme de Cauchy :
y'() =2yly@®l,  y(0) =0.
La fonction nulle en est évidemment solution sur R. Mais pour tout ¢ > 0, posons :

sit <c,

0
ye(t) = {(t -c)? sit>c.

Les deux expressions coincident en t = ¢ (elles y valent 0) et leurs dérivées aussi (elles
y valent 0), donc y. est dérivable sur R avec y..(¢) =0 pour t < cety.(t) =2(t —c)
pour t > c¢. Comme 2+/|y.(t)| = 2|t — c| = 2(t — ¢) pour t > c, la fonction y, est bien
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solution, et y.(0) = 0. Le probléme de Cauchy admet donc une infinité de solutions
sur R.

L’existence globale peut échouer. Considérons cette fois :

y()=1+y(t)’,  y(0)=0.

Soit J un intervalle contenant 0 et y une solution dérivable sur J. Comme 1 + y° ne
s’annule pas, on peut écrire pour tout t € J :

y'(t)
1+y(1)?

En intégrant entre 0 et ¢ et en utilisant y(0) = 0, il vient arctan(y(t)) = ¢ pour tout
t € J. Or arctan est a valeurs dans ]—%, %[ : nécessairement J C ]—%, %[ Aucune
solution n’est donc définie sur R, et I'unique solution sur ]—E Z [ esty:t > tant,

22
qui « explose » aux deux bords.

Ces deux phénomenes sont typiques du cas non linéaire : on n’y dispose en général
que d’un énoncé local (une solution existe au voisinage de t), et I'unicité demande
une hypothese supplémentaire sur la fonction, plus forte que la continuité. Ce cadre
général n’est pas au programme.

=1, c’est-a-dire (arctanoy)’ (t) = 1.

2. Equations du second ordre

Définition 1.52 (Equation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants)

Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants est une
équation de la forme

ay” (1) + by’ (t) + cy(t) = f(¢)

ouab,ceKaveca#0,et f:I— Kest une fonction continue sur un intervalle I.

Définition 1.53 (Equation caractéristique)

Soient a, b, c € K avec a # 0. L’équation caractéristique associée a I’équation homo-
geéne ay” + by’ + cy = 0 est ’équation d’inconnue r € C:

ar’ +br +c¢ =0.

Son discriminant est A = b — 4ac.

Proposition 1.54 (Cas des coefficients complexes, solutions complexes)

Soient a,b,c € C avec a # 0 et I un intervalle. Les solutions C? de I dans C de
Péquation ay”” + by’ + cy = 0 sont :

— si A # 0, équation caractéristique a deux racines complexes distinctes r; # r;
et les solutions sont les

+pe, ALpueC;

rit

y:t de
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— si A = 0, ’équation caractéristique a une racine double ry = —% € Cetles
solutions sont les
y:t— (A+pt)e™, ApeC.

L’équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 admet au moins une racine r; € C (si A # 0, il y en
adeux;si A =0, il y en a une).
Soit maintenant y : I — C que I'on suppose C? sur I et posons :

g(t) =y(t)e ", desorte que y(t) =g(t)e™.

—rit

Comme t — e~ "/ est C*, la fonction g est C2. Calculons, pour tout t € I :

y'(t) = (¢’ (t) + rig(t)) e puis y”(t) = (9" (t) + 2r1g’(t) + rig(t)) e’

En reportant dans I’équation, il vient :

ay” (t) + by’ (t) + cy(t) = e"" | ag” (t) + (2ar; + b)g' () + (ar? + br; +¢) g(2)
| —
=0
car r; est racine de ’équation caractéristique. De plus 2ar; +b = a (2r; — (r; + r2)) = a(ry—rs)
ou r, est la seconde racine de 1’équation caractéristique (on a r; = ry si A = 0), puisque
ri+r,=—L2 Ainsi:

ay” (1) + by’ (t) + cy(t) = ae™ (¢" (1) + (r = r2)g' (1)) .

rit

Comme a # 0 et e** # 0, on obtient ’équivalence :

Viel, ay’(t) +by'(t) +cy(t) =0 < Vi el, ¢ (t) + (r; —rz)g’ (¢) =0.

Posons h = ¢/, qui est C! sur I. La condition de droite s’écrit b’ + (r; — r2)h = 0 : c’est une
équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre, dont une primitive du coefficient
constant r; —ry est t > (ry — rp)t. D’apres le théoréme sur ’équation homogeéne du premier
ordre, cela équivaut a 'existence de K € C tel que :

Vi eI, ¢'(t) = Kelz )t

Distinguons alors les deux cas.

— SiA # 0,alors r, —ry # 0 et une primitive de ¢ > Ke>~")% est t %e(”_”)t. Ainsi
g’ est de la forme ci-dessus si et seulement s’il existe A € C tel que :

elre—rt 4 )

Vtel g(t) =

ro—n

K
rp—ri 2

En posant y = qui décrit C lorsque K décrit C, et en multipliant par e"’ :

vt eI, y(t) = Ae"" + pe™’.

— SiA=0,alorsr; =1y, = —% (carry + ry = —%) et la condition devient ¢’ = K sur I,
c’est-a-dire qu’il existe A € C tel que Vi € I, g(t) = A + Kt. En multipliant par e"! et en
posant y =K :

Vt eI, y(t) = (A + pt)e™.

Toutes les étapes étant des équivalences, on a bien décrit exactement 'ensemble des solutions.
O
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Proposition 1.55 (Cas des coefficients réels, solutions réelles)

Soient a,b,c € R avec a # 0 et I un intervalle. Les solutions C? de I dans R de
Péquation ay”” + by’ + cy = 0 sont :

— si A > 0, ’équation caractéristique a deux racines réelles distinctes r; # r; et
les solutions sont les

y:t|—>/1e”t+;1er2t, ApeR;

— si A = 0, I'équation caractéristique a une racine double rp = —Z € R et les

2a
solutions sont les
y:t> (A+pt)e™, ALpeR;

— siA < 0,1’équation caractéristique a deux racines complexes conjuguées o +iw
(avec @, w € R, w # 0) et les solutions sont les

y:t e* (Acos(wt) + psin(wt)), A peR.

Une solution a valeurs réelles est en particulier une solution a valeurs complexes. La proposition
précédente en donne donc la forme, et il ne reste qu’a déterminer lesquelles de ces solutions
sont a valeurs réelles. Pour cela, on utilise a chaque fois le critére : y est a valeurs réelles si et
seulement si y(t) = y(t) pour tout ¢ € I.
Nous aurons aussi besoin du lemme suivant. Soient r # r’ deux nombres complexes et A, B € C
tels que :

Vt eI, Ae" +Be" = 0.
Alors A = B = 0. En effet, en divisant par " qui ne s’annule pas, on obtient A + Be"” =" =0
pour tout ¢ € [; en dérivant, B(r’ — r)e(r/_r)t =0, donc B = 0 puisque r’ # r, puis A = 0.

Cas A > 0 et A = 0. Les racines sont alors réelles, et Pargument est le méme dans les deux cas.
Si A > 0, les solutions complexes s’écrivent y(t) = de"! + pe™' avec A, u € C. Comme ry et 1,
sont réels, y(t) = Aet? + fie™!, et y est & valeurs réelles si et seulement si :

Vtel, (A—Ae + (u—pe™ =0,

ce qui, d’apres le lemme, équivaut a A = Aet y=f, cest-a-dire a A, y € R. Si A =0, on obtient
de méme ((A—A) + (4 — f))t) €™ = 0 sur I, donc la fonction affine t — (A — 1) + (u — )t est
nulle sur I'intervalle I et ses deux coefficients sont nuls : 14 encore A, p € R.

Cas A < 0. Comme q, b et ¢ sont réels, les deux racines de I’équation caractéristique sont
conjuguées et non réelles : notons-lesr; = o +iw et r; = o —iw, avec 2,0 € Ret w # 0.
D’apres la proposition précédente, les solutions C? de I dans C sont les fonctions :

(a+iw)t

y:t— Ae +pel@i@t ) e C.

Soit y une telle fonction. Comme «, w et t sont réels, on a W = e(@-10)? ot donc :
M — Ze(a—iw)t + ’ae(a+iw)t.

Ainsi y est a valeurs réelles si et seulement si :

Vi el (A—p)el@Ht 4 (y— Del@ @)t =g,

Comme w # 0, les deux exposants « + iw et @ — iw sont distincts, et le lemme donne A = j,

c’est-a-dire p = A. Les solutions a valeurs réelles sont donc exactement les fonctions :

y:to Jelatio)t | 7 o(a-iw)t _ oq (Ae(‘“i’”)t) , leC.
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11 reste & retrouver la forme annoncée. Ecrivons A = 1(p — i) avec p, q € R : cette écriture est
unique et (p, g) décrit R? lorsque A décrit C. Comme e'? = cos(wt) + isin(wt), il vient :

2R (Ae(‘”i“’)t) =e™ R ((p —ig) (cos(wt) +isin(wt))) = e* (p cos(wt) + gsin(wt)) .

Les solutions a valeurs réelles sont donc bien les fonctions ¢ — e* (p cos(wt) + g sin(wt))
avec p,q € R. O

Remarque

Lorsque a, b et ¢ sont réels, les deux propositions s’appliquent : la premiére décrit
les solutions a valeurs complexes, la seconde les solutions a valeurs réelles. Il faut

donc, ici encore, préciser dans quel ensemble de fonctions on cherche les solutions.

En revanche, si 'un des coefficients n’est pas réel, la question des solutions réelles
ne se pose plus : seule la premiere proposition a un sens.

Résolvons ¢/ -3y’ +2y =0.Icia=1,b = -3 etc =2sontréels,et A=9-8=1> 0.

L’équation caractéristique r? — 3r + 2 = 0 a pour racines r; = 1 et r; = 2.
Les solutions C? de R dans R sont donc les fonctions de la forme :

y:t e +pe”, ALpeR.

Mais on peut aussi chercher les solutions a valeurs complexes : ce sont les fonctions
de la méme forme, cette fois avec A, u € C. Les solutions réelles sont exactement
celles pour lesquelles A et i sont réels.

Résolvons y”' +2y’+5y = 0.Icia = 1,b =2 et c = 5sont réels, et A =4-20 = -16 < 0.

Les racines de r? + 2r + 5 = 0 sont —1 + 2i et —1 — 2i.
Les solutions C? de R dans R sont les fonctions de la forme :

y:t> e ! (Acos(2t) + psin(2t)), A pueR.
Les solutions C? de R dans C sont, elles, les fonctions de la forme :
y:t o AeTHEE (71720 2 e C

Les deux ensembles sont bien différents : le premier est un R-espace vectoriel de
fonctions a valeurs réelles, le second un C-espace vectoriel de fonctions a valeurs
complexes.

Résolvons y”” — (1 + 1)y’ +iy = 0.Icia =1, b = —(1 + i) et ¢ = i ne sont pas tous
réels : on cherche donc les solutions C? de R dans C.
Le discriminant vaut :

A=(1+1)?-4i=1+2i—-1-4i=-2i#0.

Comme (1 —i)? =1 —2i—1 = —2i, le nombre 1 — i est une racine carrée de A, et les
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racines de I’équation caractéristique sont :

=M=1 et rz:M:i.

.
! 2 2

Les solutions sont donc les fonctions de la forme :

y:t el +pe, ApecC.

Remarque

Lorsque a, b et ¢ sont réels et que A < 0, les deux écritures des solutions complexes
coincident. En effet, si les racines sont « + iw, les formules d’Euler donnent :

eleil = e (cos(wt) +isin(wt)) et e = e (cos(wt) - isin(wt))

et réciproquement :

e(a+iw)t + e(a—iw)t e(a+iw)t _ e(a—im)t

e cos(wt) = et e*sin(wt) = -
2 21

Autrement dit, les familles (e(@+H®)? e(@=i©)t) et (e% cos(wt),e™ sin(wt)) en-
gendrent le méme C-espace vectoriel : les solutions complexes peuvent aussi s’écrire

y:t > e (Acos(wt) + psin(wt)), A peC.

On retrouve alors les solutions réelles en imposant A, u € R.

Méthode 1.59 (Recherche d’une solution particuliére)

Pour trouver une solution particuliére de ay”” + by’ + cy = f(¢) :

— Si f(t) = P(t) e avec P polynome de degré d : chercher y,(t) = t°Q(t) "
ou Q est un polynome de degré d et s est la multiplicité de y comme racine de
I’équation caractéristique.

— Si f(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) : chercher y,(t) = y cos(wt) + § sin(wt), sauf
si iw est racine caractéristique (résonance), auquel cas on cherche y,(t) =
t (y cos(wt) + d sin(wt)).

La solution générale est la somme de la solution générale homogeéne et d’une solution
particuliére.

Exemple 1.60

Commencons par le cas le plus simple. Résolvons y”’ — 3y’ + 2y = e/ sur R.
L’équation homogeéne associée a déja été résolue plus haut : ses solutions réelles
sont les t — Ae’ + pe?’ avec A, i € R, les racines caractéristiques étant 1 et 2.

Le second membre est de la forme P(t)e'’ avec P = 1 (de degré 0) et y = 3. Comme 3
n’est pas racine de I’équation caractéristique, sa multiplicité est s = 0 : on cherche
donc y,(t) = Ce’" avec C € R. On calcule :

Yy (1) = 3y (1) + 2y, (1) = (9 — 9 +2) Ce** = 2Ce¥,

1

> 3 est une solution particuliére,

. 3t . . _ 1 . . .
qui vaut e” si et seulement si C = 3. Ainsiy, : t
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et les solutions réelles de I’équation sont les fonctions :

1
y:t»—>)tet+/1e2t+§e3t, ApeR.

Passons a un cas nettement plus délicat : résolvons y”” — 2y’ + y = t e’ sur R.
L’équation caractéristique est 72 — 2r + 1 = (r — 1)2 = 0 : elle a 1 pour racine double.
Les solutions réelles de 1’équation homogéne sont donc les t +— (A + pt)e’ avec
ALpeR

Le second membre est de la forme P(t)e!’ avec P(t) =t de degré 1 et y = 1. Cette
fois y est racine double, donc s = 2 : on cherche y, (t) = t*Q(t)e’ avec Q de degré 1,
c’est-a-dire y, (1) = u(t)e’ ouu(t) = at® + bt? avec a,b € R.

Pour toute fonction u deux fois dérivable, on a (ue’)’ = (v’ + u)e’ et (ue?)” =
(v’ +2u’ +u)e’, donc :

Yp =2y, +yp = (U +2u" +u) —2(u" +u) +u) el =u”e.

C’est précisément parce que 1 est racine double que les termes en u et en v’ dispa-
raissent. L’équation se raméne donc a u”’(t) = t, c’est-a-dire 6at + 2b = t, soit a = %
eth=0.

Une solution particuliére est donc y,, : t =

sont les fonctions :

3

< e, et les solutions réelles de I’équation

£3
y:t|—>(/1+yt)et+get, ALp€eR,

Terminons par un exemple relevant du second point, dans son cas d’exception.
Résolvons y”” + y = cos(t) sur R.

L’équation caractéristique r? + 1 = 0 a pour racines i et —i : on est dans le cas
A < 0avec ¢ =0 et w =1, et les solutions réelles de I’équation homogene sont les
t — Acos(t) + usin(t) avec A, u € R.

Le second membre est de la forme A cos(wt) + Bsin(wt) avec w = 1. Or iw =1 est
racine de I’équation caractéristique : il faut donc chercher une solution particuliére
de la forme y,, (t) =t (y cos(t) + dsin(t)) avec y, € R. En effet, une fonction de la
forme y cos(t) + J sin(t) est solution de I’équation homogéne et ne peut donc pas
convenir.

Calculons :

y;,(t) =ycos(t) + §sin(t) + t (—ysin(¢t) + § cos(t)),
yj','(t) =2 (—ysin(t) + dcos(t)) + t (—y cos(t) — §sin(t)),
et les termes en t se simplifient dans la somme :
Y, (1) +yp(t) = =2y sin(t) + 28 cos(2).

Cela vaut cos(t) pour tout t € R si et seulement siy = 0etd = % Une solution
particuliére est donc y, : t > £ sin(t), et les solutions réelles sont les fonctions :

t
y:t > Acos(t) + usin(t) + 2 sin(t), A pueR.
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On observe que toutes les solutions sont non bornées : c’est le phénoméne de
résonance, 'amplitude croissant linéairement en ¢.

Théoréme 1.63 (Théoréme de Cauchy linéaire d’ordre 2 a coefficients constants)

Soient a, b, c € K avec a # 0, I un intervalle, f : I — K une fonction continue, t; € I
et (yo,y;) € K2 Alors le probléme de Cauchy

Vtel, ay”(t) + by’ (t) + cy(t) = f(1),
y(t) =v0. Y'(t0) =u1

admet une unique solution C? sur I.

Cas K = C. Notons r; et r; les racines complexes de I’équation caractéristique (confondues si
A =0). Soit y : I — C de classe C? et posons g(t) = y(t)e™"1! : comme t — e~ " est C*™ et ne
s’annule pas, se donner y ou se donner g revient au méme, et g est C? sur I. Le calcul mené
dans la démonstration de la proposition sur ’équation homogéne donne :

ay” (1) + by’ (t) + cy(t) = ae"' (¢" (1) + (r —r2)g' (1)) .

En posant ¢ : t — 1 f(t)e™""!, qui est continue sur I, 'équation équivaut donc a :

Vel g’ (t)+ (ri—r2) g (t) = (2).

rit

Par ailleurs y = ge’! ety’ = (¢’ + r1g) e, de sorte que les conditions initiales se traduisent

exactement en :

—rity —rity

g(ty) =yoe et g'(to) = (y1 —riyo) e

Posons enfin h = ¢, qui est C! sur I. Le probléme de Cauchy en y équivaut donc a la conjonction
des deux problémes :

h + (rl — rz)h =0, . g/ — h,
e
h(to) = (y1 = riyo) e 9(to) =yoe .

Le premier est un probléme de Cauchy linéaire d’ordre 1, dont le coefficient (la constante
r1 — ry) et le second membre ¢ sont continus sur I : d’aprés le théoréme précédent, il admet
une unique solution A, de classe C! sur I. Cette fonction h étant continue sur I'intervalle I, elle
y admet une unique primitive g valant ype "% en to, et cette primitive est C? puisque ¢’ = h
est C!. Il y a donc une et une seule fonction y = ge"’ convenable, et elle est C? sur I.

Cas K = R. Supposons maintenant a, b, c, f, yo et y; réels. D’apres ce qui précede, le probléme
admet une unique solution y a valeurs complexes. Comme la conjugaison commute a la
dérivation et que les coefficients et le second membre sont réels, § est encore C? sur I et vérifie
ay”’ +by’ +cij = f = f, ainsi que §(ty) = Go = yo et §’ (ty) = §; = v : c’est donc une solution du
méme probléme de Cauchy. Par unicité, § = y, autrement dit y est a valeurs réelles. C’est bien
I'unique solution réelle, puisqu’une solution réelle est en particulier une solution complexe. O

Exemple 1.64

Résolvons le probléme de Cauchy :

Vi €R, y” (1) = 3y (t) + 2y(t) = e,
y(0) =0, y'(0) =0.
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Le second membre est continu sur R : le théoréme garantit 'existence et 'unicité de
la solution sur R.

Nous avons déja déterminé les solutions réelles de I’équation : ce sont les fonctions
y:t > el + pe® + 1e¥ avec A,y € R. Onaalors y/ (1) = Ae! + 2pe? + 2e* et les
conditions initiales s’écrivent :

A+y+%=Q
A+2u+3=0.

C’est un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues, de déterminant

1 1 . . . . 2
‘1 5| = 1 # 0: il admet bien une unique solution, comme annoncé. En soustrayant
la premiére ligne a la seconde, on obtient g+ 1 =0,d’ou g = -1 puis A = % L’unique

solution du probléme de Cauchy est donc :

1 1
y:tr— —el —e? + =&,
2 2

Remarque

Le théoreme contient aussi une information de structure. Prenons f = 0 et notons Sy
P’ensemble des solutions de I’équation homogene sur I. Le théoréeme dit exactement
que 'application :
Sy — K2
y +— (y(to)y'(t0))

est bijective : tout couple de conditions initiales est atteint (existence) et une seule
fois (unicité). Comme elle est de plus linéaire, Sy est un K-espace vectoriel de
dimension 2. C’est ce que confirment les formules explicites obtenues plus haut :
deux constantes A et y, donc deux degrés de liberté, donc deux conditions initiales a
imposer.

Remarque (Ce qui se passe si les coefficients ne sont pas constants)

Le théoréme s’étend, et nous 'admettons, a une équation y” + p(t)y’ + q(t)y = f(¢)
ou p, q et f sont continues sur I : la encore, il y a une unique solution sur I tout
entier pour chaque couple de conditions initiales. Le point crucial est que I’équation
soit sous forme résolue, c’est-a-dire que le coefficient de ¢’ vaille 1. Ce résultat est
hors-programme. Cependant, certains sujets (écrits ou a 'oral) I'utilisent, il est donc
bon de le connaitre.

Dés que ce coefficient s’annule, tout peut changer : voir 'exercice 1.90 pour le
traitement d’un tel exemple.
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EXERCICES — EQUATIONS DIFFERENTIELLES

I

Exercice 1.66 o

Résoudre I’équation différentielle
y +2y=3e"

sur R, puis déterminer la solution vérifiant y(0) = 1.

Exercice 1.67 e

Résoudre I’équation différentielle
Yy’ -3y +2y=¢’
sur R.

Exercice 1.68 e

Résoudre I’équation différentielle
y” +y = cos(t)
sur R. On identifiera le phénomeéne de résonance.

Exercice 1.69 e

Résoudre y’ — xy = x.

Exercice 1.70 e

Résoudre y’ + 2y = 4exp(x) + sinx + cosx avecy: R — R.

Exercice 1.71 e

Résoudre y” — 4y’ + 3y =0 avecy: R — R.

Exercice 1.72 e

Résoudre y” — 6y" + 9y =0 avecy: R —» R.

Exercice 1.73 e

Résoudre y”” + y = exp(x) avecy: R — R.

Exercice 1.74 o

Résoudre y”’ — 5y’ + 6y = (2x? — 4x + 1) exp(x) avecy: R — R.

Exercice 1.75 e

Résoudre y” — 4y’ + 4y = 7sinx — cosx avec y: R — R.

Exercice 1.76 ee
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Résoudre y’ = ytanx +sinx avecy: | — /2, 7/2[— R.

Exercice 1.77 ee

Résoudre xy’ — 2y = —Inx avec y: |0, +oo[— R.

Exercice 1.78 ee

Résoudre (x° — x)y’ — (x* —x + 1)y = 0 avec y: I — R pour tout I intervalle ouvert de R.

Exercice 1.79 ee

Trouver toutes les applications f: R — R continues telles que :

Vx € R, f(x)=x(/xtf(t)dt+1).

0

Exercice 1.80 ee

Trouver toutes les applications f: R — R dérivables telles que :

Vx e R, /() = 2 (fG)+ f(=x).

Exercice 1.81 ee

Trouver toutes les applications f: R — R continues telles que :

Vx € R, f(x)=1+/xtf(t)dt.

0

Exercice 1.82 oo

Trouver toutes les applications f: R} — R dérivables telles que :

Vx € R, f’(x)f( ) _L

1
x X

Exercice 1.83 e oo

Trouver toutes les applications f: Ry — R continues telles que :

Vx € Ry, /x(x =30 f(t)dt = x;
0

Exercice 1.84 e o o

exp(—x)
X

Résoudre y” + 2y +y = avecy: Ry - R.
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CORRECTIONS DES EXERCICES — EQUATIONS DIFFEREN-
TIELLES

Equation homogéne : y’ + 2y = 0 donne y,(t) =Ce™?,C € R.

Solution particuliére : on cherche y,(t) = Ae™" (car —1 n’est pas solution de
I’équation caractéristique r + 2 = 0). En substituant : —1e™" + 2Ae™" =3e7!, d’ou
A=3.

Solution générale : y(t) = Ce ™ +3e™!,C e R.

Condition initiale : y(0) = C + 3 = 1, donc C = -2. La solution est y(t) =
—2e7 % + 3¢t

Equation caractéristique : v — 3r + 2 = 0, soit (r — 1)(r — 2) = 0. Les racines sont
rir=1letry =2.

Solution homogeéne : y,(t) = Ae’ + pe®, A, u e R.

Solution particuliére : le second membre est e’ et r = 1 est racine simple de
I’équation caractéristique. On cherche donc y, (1) = a te’.

On calcule : yj, = a(1 + t)e ety = a(2 + t)e’. En substituant :

a(2+t)e' —3a(1+t)e’ +2ate’ =¢,

soit a(2 +t — 3 — 3t + 2t)e! = e, c’est-a-dire —ax e’ =e’, d’ott & = —1.
Solution générale : y(t) = e’ + pe* —te!, L, ueR.

Equation caractéristique : 7> + 1 = 0, donc r = +i.

Solution homogene : y,(¢) = Acos(t) + psin(t), A, € R.

Solution particuliére : le second membre est cos(t) et i est racine de 1’équation
caractéristique. I y a résonance. On cherche donc y, () = t(a cos(t) + fsin(t)).
On calcule :

y;, = (acos(t) + fsin(t)) + t(—a sin(t) + f cos(t)),
Yy, = 2(—asin(t) + fcos(t)) + t(-acos(t) — Bsin(t)).

En substituant dans y”” + y = cos(t) :
2(—asin(t) + fcos(t)) + t(—acos(t) — fsin(t)) + t(a cos(t) + fsin(t)) = cos(t).
Les termes en t s’annulent et il reste :

—2a sin(t) + 2f cos(t) = cos(?).

Par identification: @« =0 et f = 1/2.
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Solution générale :
t
y(t) = Acos(t) + psin(t) + - sin(t), A pueR.

Le terme £ sin(t) est caractéristique de la résonance : I'amplitude croit linéairement
avec le temps.

Equation homogéne : y' = xy conduit a % = x, dont une primitive du second

membre est %2 ; les solutions sont donc y(x) = C e’/ 2 CeR.

Solution particuliere : 1a fonction constante y, = —1 convient, puisque 0—xX(-1) =
X.

Solution générale sur R :

y(x) =Ce*/2-1, CeR.

Equation homogeéne : y’ + 2y = 0 donne y;(x) = Ce ¥, C € R.

On traite ensuite les deux morceaux du second membre séparément, puis on super-
pose.

Second membre 4 exp(x) : comme 1 n’est pas racine de r + 2 = 0, on cherche
y1(x) = Aexp(x). En substituant : 1 + 21 =4, d’ou 1 = %.

Second membre sin x + cos x : on cherche y,(x) = @ cos x + f sin x. Alors

Yp + 2y = (2a + f) cosx + (2 — @) sinx,
et I'identification donne le systéme 2a + f =1 et —a + 2f8 = 1, dont la solution est

a= % etf = %
Solution générale sur R, par principe de superposition :

4 1 3
y(x) =Ce ™ + 5 exp(x) + 5 C0sX + 5 sinx, CeR.

Equation caractéristique : r> — 4r + 3 = 0, de discriminant A = 4 > 0 et de racines
rpr=1etry =3.
Solution générale sur R :

y(x) =Ae* +pe®™, ApeR.

Equation caractéristique : 2 — 6r + 9 = (r — 3)? = 0, de discriminant nul et de
racine double r = 3.
Solution générale sur R :

y(x) =(A+px)e*, ALpeR.
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Equation caractéristique : 2 + 1 = 0, de racines +i. La solution générale réelle de
I’équation homogéne est y,(x) = Acosx + pysinx, A, u € R.

Solution particuliére : 1 n’est pas racine de I’équation caractéristique, on cherche
donc y,(x) = aexp(x). En substituant: a + @ = 1, dott a = %
Solution générale sur R :

exp(x)
2 bl

y(x) = Acosx + psinx + A peR.

Equation caractéristique : r2—5r+6 = 0, de racines 2 et 3, donc yp,(x) = A e**+pe®*.
Solution particuliére : le second membre est de la forme P(x) exp(x) avec P
de degré 2, et 1 n’est pas racine de I’équation caractéristique : on cherche donc
Yp = Qexp(x) avec Q polynomiale de degré 2. Comme y;, = (Q" + Q) exp(x) et
yp = (Q" +2Q0" + Q) exp(x) :

Yp =5y, +6yp = (Q" = 3Q" + 20Q) exp(x).
1l s’agit donc de résoudre Q"' — 3Q’ + 2Q = 2x? —4x + 1. Avec Q = ax* + bx + ¢

Q" —30Q" +20 =2ax* + (2b — 6a)x + (2a — 3b + 2¢),

et I'identification donne successivement a = 1, puis b = 1, puis ¢ = 1. Ainsi y,(x) =
(x? + x + 1) exp(x).
Solution générale sur R :

y(x) = 1e® + pe* + (x2 +x+1)exp(x), ApeR.

Equation caractéristique : r2 — 4r + 4 = (r — 2)? = 0, de racine double 2, donc
yn(x) = (A + px) €.

Solution particuliére : le second membre est une combinaison de cos et sin, et i
n’est pas racine de I'équation caractéristique : on cherche y,(x) = @ cos x + fsinx.
Un calcul direct donne

Yp — 4y, +4yp = (3a — 4p) cosx + (4a + 3p) sinx.

L’identification avec 7 sin x — cos x conduit au systéme

{3a —4f =1,

4o +3 =7,

dont la solution est @ = f§ = 1.
Solution générale sur R :

y(x) = (A + px)e*™ + cosx +sinx, A, p€R.

Surl = ]—%, = [, I’équation s’écrit y’ — (tanx) y = sin x, avec tan continue sur I :

c’est une équation linéaire du premier ordre résolue.
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Equation homogeéne : le cosinus étant strictement positif sur I, une primitive de
tan y est —In(cos x). Les solutions homogenes sont donc

yn(x) =Ce

Variation de la constante : on cherche y(x) =
cos x

dérivant,
€ ’( )

y'(x) =~ —+Cx)

—In(cosx) _

sinx  C'(x)

cos? x

C eR.

cosx’

C(x)

avec C dérivable sur I. En

+ (tanx) y(x),
cos x

/

de sorte que I’équation devient = sin x, soit C’(x) = sinx cos x. D’ou C(x) =

sin® x

oS X

+A AeR.

smzx _ 1—cos’x
t 2

Solution générale sur [ : en écrivan et en absorbant la constante 5

dans A :
_ cosx, 1eR.

Ccos X 2

y(x) =

Sur I =0, +oo[, on peut diviser par x : ’équation s’écrit

, 2 Inx

At

Equation homogeéne : une primitive de x — }%

Ce*lnx =Cx%, CeR
Variation de la constante : on pose y(x)
C’(x)x?, et 'équation devient

sur I est 2Inx, donc yp(x) =

= C(x)x? avec C dérivable. Alors y’ — %y =

, Inx
C'(x) =——.
x3
Une intégration par parties donne
Inx . Inx N dx Inx 1
70 2x2 2 ) x3 2x2 4x?
donCx) =2+ L i1aer
ou C(x
2x2 4x2
Solution générale sur I :
1 1
y(x) = Ax? +ﬂ+—, A€eR.
2 4

Notons (E) I’équation proposée. Son coefficient dominant x> — x = x(x — 1) (x + 1)

s’annule en —1, 0 et 1 : I’équation n’est pas résolue en ces points, et il faudra recoller.

Résolution la ou le coefficient ne s’annule pas. Sur tout intervalle ne rencontrant
pas {-1,0,1}, (E) équivaut a

X2 —x+1
xx—Dx+1)”

’

y:
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La décomposition en éléments simples donne

xX—x+1 1 1 1 3 1

— = 4+-x + =X ,
x(x—1)(x+1) x 2 x-1 2 x+1

dont une primitive est —In |x| + % In|x—1|+ % In |x + 1]. Les solutions y sont donc
lesy =Ap, A € R, ou
e+ 11372 y/lx = 1

p(x) =

|x]

C’est en particulier la solution générale sur chacun des quatre intervalles | — oo, —1],
] —1,0[]0,1[ et ]1, 4+oo[.

Recollements. Soit maintenant I un intervalle ouvert quelconque et y une solution
de (E) sur I. Sur chaque composante connexe J de I \ {—1,0, 1}, ce qui précéde
donne y = Ay pour un certain A; € R. Par ailleurs, en évaluant (E) en un point
xo € {~1,0,1} N1, le terme en v’ disparait et il reste — (x5 — xo + 1) y(x9) = 0, donc
y(xo) = 0 (le trindme x? — x + 1 n’a pas de racine réelle). Reste a voir ce que la
dérivabilité impose de part et d’autre de chaque point singulier.

— En 0. On a ¢(x) ~ ﬁ, qui n’est pas bornée au voisinage de 0; or y y est
continue. Donc A; = 0 pour les deux composantes bordant 0.

— En 1.On a ¢(x) ~ 2V2+/|x — 1], dont le taux d’accroissement en 1 tend vers
400 : y ne serait pas dérivable en 1. Donc A; = 0 pour les deux composantes

bordant 1.
— En —1. Cette fois ¢(x) = |x + 1%/ ¥/(x) avec i continue et non nulle en —1,
donc ‘fc(—ﬁ — 0 : la fonction obtenue en recollant A;¢ a gauche, 0 en —1 et A,

a droite est bien dérivable en —1, de dérivée nulle, et vérifie (E) en —1 (les deux
termes y sont nuls). Aucune condition ne relie donc 4; et A,.

Conclusion. Une solution sur I est déterminée par un coefficient A; par composante
connexe J de I \ {-1,0, 1}, soumis a la seule contrainte A; = 0 des que J admet 0
ou 1 pour extrémité intérieure a I. L’espace des solutions est ainsi de dimension
1 sur chacun des quatre intervalles ci-dessus, de dimension 2 sur un intervalle du
type | — 1 — ¢ —1 + ¢[, et réduit a la fonction nulle sur tout intervalle contenu dans
] — 1, 4+00[ qui contient 0 ou 1.

Analyse. Soit f une solution. La fonction ¢t +— f(t) est continue sur R, donc
F:x fox tf(t) dt est de classe C!, avec F’(x) = xf(x) et F(0) = 0. L’hypothése
s’écrit f(x) =x (F(x) + 1).

Posons g = F + 1 : la fonction g est de classe C!, g(0) = 1 et

g (x) = F'(x) = xf(x) = x x x (F(x) + 1) = x°g(x).

C’est une équation différentielle linéaire homogeéne du premier ordre, dont les solu-
tions sur R sont g(x) =C e*'/3; la condition g(0) = 1 impose C = 1. Par conséquent

f(x) =xg(x) = xe* /3,

Syntheése. Réciproquement, pour cette fonction,
* * 3 3/9% 3
/ tf(t)dt=/ e P dt = [et /3] =¥ 31,
0 0 0
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et x (ex3/3 -1+ 1) =xer/? = f(x) : elle convient.

5 . . 3
L’unique solution est donc f: x > xe* /3.

Analyse. Soit f une solution. Le membre de droite x +— % (f(x) + f(—x)) est
dérivable puisque f l'est; donc f” est dérivable, c’est-a-dire f est deux fois dérivable.
Par ailleurs, en remplacant x par —x dans ’équation, le membre de droite est in-
changé :

VxeR, f(=x) = f'(x),

autrement dit f” est paire. En dérivant I’équation, il vient alors
44 1 ! 4
frx) =2 (0 - f (=) =0
Ainsi f”” = 0 sur R, donc f est affine : f(x) = ax + b avec (a,b) € R%

Synthése. Pour une telle fonction, f'(x) = aet

%(f(x) + f(—x)) = % ((ax +b) + (—ax + b)) = b.

L’équation équivaut donc a a = b.
Les solutions sont exactement les fonctions f: x — a(x + 1), a € R.

Analyse. Soit f une solution. La fonction ¢ + tf(t) étant continue sur R, le membre
de droite est de classe C!; donc f Lest aussi, et en dérivant :

f(x) =xf(x),  f(0)=1.

C’est une équation différentielle linéaire homogeéne du premier ordre, dont les solu-
tions sur R sont f(x) = Ce*’/2; ]a condition f(0) =1 impose C = 1.
Syntheése. Réciproquement, pour f(x) = ex'/2

x x
1+/ te!’/2dt =1+ [etm]o — /2 i)
0

L’unique solution est donc f: x — e*'/2,

Analyse. Soit f une solution. Comme f”(x)f (}C) = % # 0, la fonction f ne s’annule
pas sur R} ; étant continue, elle y garde un signe constant. De plus, en remplagant x
par i dans I’équation :

T (%) ) =52

L’astuce. Posons g(x) = f(x) f ()lc) dérivable sur R}. En utilisant les deux relations :

1 1

40 =1 (3)- Zor (1) =2 - Sxrmo

X

Donc g est constante sur R¥, égale a g(1) = f(1). Notons ¢ = f(1)* > 0.
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Résolution. De f (%) = ﬁ et de ’équation, on tire

1 f&
— = .
xf(3) ex
C’est une équation différentielle linéaire homogeéne, dont les solutions ne s’annulant

pas sont f(x) = Ax'/¢ avec A € R*. En évaluant en 1, A = (1), donc ¢ = A%,
Syntheése. Réciproquement, soit A € R* et f(x) = Ax!/ 2 Alors

fl(x) =

1
by X

f’(x)f( )=%x112_1></1x‘;2 :1

Les solutions sont donc exactement les f: x +— Ax!/ 2 ) eR*.

Analyse. Soit f une telle application. En développant x — 3¢, la relation s’écrit

x x 2

Vx >0, x/ f(t)dt—3/ tf(t)dtzx?.

0 0

Les fonctions F: x +— foxf et G: x — /Ox tf(t) dt sont de classe C! (car f est

continue), et la relation devient xF(x) — 3G(x) = x; En dérivant :
F(x) + xf(x) =3xf(x) =x, soit F(x)—2xf(x) =x.

F(x) —x

Pour x > 0, on en tire f(x) = : comme F est de classe C!, la fonction f est

de classe C! sur R*. On peut donc dériver a nouveau la relation F(x) — 2xf(x) = x :

f(x)=2f(x) —2xf'(x) =1, soit 2xf'(x)+ f(x)=-1.

Sur }gi‘ cette équation s’écrit f’ + % f= —%. L’équation homogeéne a pour solutions
Ce zlnx = % et la fonction constante —1 est une solution particuliére évidente ;
donc .

Vx>0, f(x)=—2=-1, CeR.

Vx
Or f est continue en 0, donc bornée au voisinage de 0 : cela impose C = 0. Par
continuité, f = —1 sur R, tout entier.
Synthése. Réciproquement, pour f = —1:

x 3t2 X 3 2 2
/ (x=30)(~Ddt =— |xt - | =24+ 22 =%
0 2 |, 2 2

L’unique solution est donc la fonction constante égale a —1.

Equation homogeéne : r? + 2r + 1 = (r + 1)? = 0 a pour racine double —1, donc

yn(x) = (A + px) e,
Solution particuliére : le second membre n’est pas de la forme P(x)e™, on ne peut
donc pas deviner la forme de y,,. On pose plutét y(x) = z(x) e™ avec z deux fois
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dérivable sur R} ; alors y’ = (2/ —z)e ™ ety = (2" — 22 + z)e™™, d’ou
v ' +2y +y=(z"-22"+z+27 —2z+z)e ¥ =z"e".
)z L < 1 * . , .
L’équation équivaut donc a z”/(x) = — sur R}, ce qui donne z’(x) = Inx + g, puis
x

z(x) =xInx —x+ax+b, (ab)eR>

Solution générale sur RY, aprés absorption du terme —x dans la constante a :

X

y(x) =(xlnx+Ax+p)e™, ALpeR.
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Y¢ POUR ALLER PLUS LOIN
I 0 Nl 4 N

Séries numériques

Exercice 1.85 ee

2im
. bl eT A
Sommation d’Abel. Pour n > 1, on pose u, = —,oua € R.
n

n

1. Etudier la convergence de Z u, pour a > 1, puis pour a < 0.
n 9
2. On suppose maintenant 0 < @ < 1. On pose A, = Z e’ 7 . Montrer que la suite

k=1
(A,) est bornée.
3. Montrer que pour tout n € N*,
n 217 I n—1
e’ A 1 1
=—+ ) Al——-—————].
; k@ na ; k(k“ (k+1)a)

4. En déduire la convergence de Z Up.

Exercice 1.86

Théoréme de réarrangement de Riemann. Soit Z u,, une série réelle convergente mais pas

neN
absolument convergente (on dit qu’elle est semi-convergente), et soit £ € R.

Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe une permutation de N, c’est-a-dire une

bijection ¢ : N — N, telle que Z Up(n) = £. Autrement dit, en réarrangeant les termes

neN
d’une série semi-convergente, on peut obtenir n’importe quelle somme.
OnnoteP={neN:u, >0}et N={neN:u, <0}, et'on suppose (sans perte de

généralité) que ces deux ensembles sont infinis. On note (px)r>o et (qx )k >0 les énumérations
strictement croissantes de P et N respectivement, et on pose v = uy,, > 0 et wix =ug, <O0.

1. Montrer que Z U = +oo et Z Wi = —00,

2. Construire ¢ par récurrence « gloutonne » : a chaque étape, on ajoute des termes
positifs (par ordre d’apparition) jusqu’a ce que la somme dépasse ¢, puis des termes
négatifs jusqu’a ce qu’elle repasse en dessous de ¢, et ainsi de suite. Montrer que
chaque phase termine (c’est-a-dire finit par franchir ¢).

3. Montrer que ¢ est bien une bijection de N dans N.

4. Soit (Tny)N>o la suite des sommes partielles réarrangées. Montrer que Ty — £.

N—+oo

96



CHAPITRE 1. REVISIONS D’ANALYSE

Intégrales sur un segment

Exercice 1.87 e o o

Moyennisation et lemme de Riemann—Lebesgue. Lorsqu’une fonction oscille de plus en plus
vite, elle se comporte, vue a travers une intégrale, comme sa valeur moyenne. C’est ce
phénomeéne que 'on quantifie ici.

1. Soit f de classe C! sur [a, b]. Montrer, 4 I'aide d’une intégration par parties, qu’il
existe une constante C > 0 ne dépendant que de f telle que

Vn € N*, <

=10

b
/ f(t) sin(nt) dt

2. Soit g : R — R continue et 1-périodique, de valeur moyenne m = /01 g(u) du. On
note G la primitive de g — m nulle en 0. Montrer que G est 1-périodique, puis qu’elle
est bornée sur R.

3. Soient f de classe C? sur [a, b] et g comme & la question précédente. Montrer qu’il
existe une constante C’ > 0 telle que

/
Vn € N*, < —.
n

b b
/ F(B)g(nt) dt —m / Fd

. . b b
En particulier, /a f(t)g(nt) dt — mfa f(t)dt.
4. Applications.

(a) Vérifier que la question 3 reste valable si g est T-périodique, la valeur moyenne
étant alors m = %fOT g(u) du.

1
dt

(b) Déterminer lim _—

n—+oo Jo 2+ sin(nt)

1
(c) Soit f de classe C! sur [0, 1]. Déterminer lirP / |sin(nst)| f(t) dt.
n—+0oo 0

Exercice 1.88 ee

Inégalité de Tchebychev intégrale. Soient a < b et f, g deux fonctions continues sur [a, b].
On pose, pour x € [a,b],

O(x) = (x - a) / F(1)g(t) di - / £ty dr / g(t) dt.

1. Justifier que @ est de classe C' sur [a, b] et calculer @’ (x).

2. Montrer que ®’(x) = fux (f(t) = f(x)) (g(t) — g(x)) dt. En déduire que si f et g sont
toutes deux croissantes,

b b b
(b—a) / F(Dg(t)dt > / o) dr / g(t) dt.

3. Que devient I'inégalité lorsque f est croissante et g décroissante ?
4. Application. Soit f continue et strictement positive sur [a, b].
T 5o s " 5e s .. b b4
(a) Retrouver, a I’'aide de I'inégalité de Cauchy—-Schwarz, I'inégalité fa f fa 72
(b — a)?, et préciser le cas d’égalité.
(b) Redémontrer cette inégalité par la méthode de ®, et discuter a nouveau le cas
d’égalité. Que constate-t-on quant a I’hypothése de monotonie ?
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Exercice 1.89

Comment démontrer que < % L’approximation 7 =~ %

Une seule intégrale permet de la controler avec précision.

est connue depuis ’Antiquité.

1. Effectuer la division euclidienne de X*(1 — X)* par 1 + X? et en déduire

/1x4(1—x)4 22
———dx=—-m.
0

1+ x2 7

2. En déduire que 7 < %

3. A laide de I'encadrement % <7 +1x2 < 1, valable sur [0, 1], montrer que

122 1
— <= -r<—.
1260 = 7 630

4. Question ouverte : l'irrationalité de . Pour n € N, on pose

1 T
I,=— / x" (o — x)" sin x dx.
n! 0

(a) Montrer que I, > 0 et que I, —— 0.
n—+oo

(b) On suppose & = g avecp.q € N*, et on pose P, (x) = W_ Montrer que
n! P, est une fonction polynomiale a coefficients entiers, que P, (7 —x) = P,(x),
et enfin que P,(,k) (0) e Zet P,(,k) () € Z pour tout k € N.

(c) On pose Q,, = ;’zo(—l)jP,(lzj). Montrer que Q, + Q) = P,, puis que ¢"I,, =
0n(0) + On ().

(d) Conclure que 7 est irrationnel.

Equations différentielles

Exercice 1.90 e o o

Abaissement de lordre.
A — La méthode

On considére I’équation différentielle
(E) : (1+x%)y" -2y =0 sur R.
1. Vérifier que la fonction yo : x — 1 + x* est solution de (E), et qu’elle ne s’annule pas

sur R.

2. Soit y une fonction deux fois dérivable sur R. On pose z = % Montrer que
y est solution de (E) &= (1 +x%)2" +4xz’ = 0.

Indication : aucun terme en z ne subsiste dans I’équation obtenue. Identifier le calcul
qui le garantit, et expliquer pourquoi c’est précisément I’hypothése «y, est solution de
(E) » qui sert ici.

3. En posant u = z’, on obtient une équation différentielle linéaire du premier ordre. La

résoudre.

4. Déterminer une primitive de x — —L sur R.
(14x2)2

5. En déduire que I'ensemble des solutions de (E) sur R est
S = {x —a(l+x3) +b (x+ (14 x?) arctanx) ; (a,b) € Rz} i

Vérifier que les deux fonctions ainsi obtenues ne sont pas proportionnelles. Quelle
est la dimension de S?
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6. Montrer que pour tout couple (a, f) € R? le probléme de Cauchy

(1+x%)y” -2y =0,
y(0) =a, y'(0) =45

admet une unique solution sur R. On vient ainsi de démontrer « & la main », sur cet
exemple, un cas particulier du théoréeme de Cauchy linéaire.

B — Avec second membre

Soit g une fonction continue sur R.

7. Montrer que la substitution y = (1+x?)z transforme I’équation (1+x?)y” —2y = g(x)
en

((1+5%)%2)" = g().
8. Résoudre sur R I’équation

1

1+x%)y -2y = ——.
(A+xy" -2y =1

rctan x
1+x2%)2

Indication : pour le calcul de f ? dx, utiliser le changement de variable x = tan't.

C — Ce qui peut mal se passer

On considére I’équation différentielle
(F) : iy +xy’ -y =0.

9. Vérifier que y, : x — x est solution de (F) sur R. Pourquoi la méthode de la partie A
ne peut-elle pas étre appliquée directement sur R tout entier ?

10. Résoudre (F) par abaissement de I'ordre sur 'intervalle des réels strictement positifs,
puis sur celui des réels strictement négatifs.

11. Déterminer I’ensemble des solutions de (F) sur R tout entier. Quelle est sa dimension ?
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. 1 : :
1. Sia > 1, |uy| = —, terme général d’une série de Riemann convergente. Donc
n
Z up, converge absolument.
. 1 B S .\
Sia <0, [up| = — 7> 0, donc la série diverge grossiérement.
n

2. A, est une somme géométrique :

iz 1—e7"
‘A"::e27 2im
1—e7
donc )
|A |S 2im = M
’1 —e 7

3. Convenons de poser A, = 0. Avec cette convention, on a Ay — Ay_; = €7
pour toutk >1:c est vrai pour k > 2 par définition de Ay, et pour k = 1 cela
donne A; —Ap=e e , ce qui est bien exact.

Fixons n € N*. Remplacons chaque numérateur par cette différence, puis
séparons la somme en deux :

n 2im

Ze7k_iAk—Ak—1_nAk 5 Ao
k=1 ka k=1 ka k=1 ka k=1 ka

Occupons-nous de la seconde somme. Le changement d’indice j = k — 1 donne

Ag-1
k Z(Hl)“ Z(Hl)“

le terme d’indice j = 0 étant nul puisque A = 0.

k=1

Isolons maintenant, dans la premiére somme, le terme d’indice n :

in%

n

k=1

=~

En reportant ces deux calculs, les deux sommes qui restent portent sur les
mémes indices : on peut donc les regrouper et mettre Ay en facteur, ce qui
donne

sz
e An
= = A
£ e e Z(k+1)a n« Z "( (k+1)a)
ce qui est la formule demandée.
M
4. D’une part, | —| < — —— O cara > 0.
n% n—o+oo

D’autre part, pour k > 1,
1 LN Y PR O - a
ke (k+1)* ke k kott’

1
et cette quantité est positive. Comme & > 0, ¢ + 1 > 1, donc E —
kot

1

1
k_‘x - m) converge.

converge. Par critere d’équivalence, la série Z (
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Bt A (= - — || < M= ! d itere de domi
ke Ta (L1 1a n r criter mina-
k k< (k + 1)“ - k« (k + l)a , donc par critere de do a
1 1
tion, ZAk k_“ - m converge absolument.

Finalement, la suite des sommes partielles de Z u, est la somme de deux
suites convergentes, donc converge. La série converge.

K K
. On note V¢ = Z v et W = Z wi. Pour N € N, en notant Sy la somme

k=0 k=0

N

partielle Z u, et Xy celle de Z || :
n=0
SNZZUk+ZWk, ZNZZZ)k—Zwk.
k k k k
PkSN qrk<N PKEN qr<N

Par hypothese, Sy — S = Zun (finie), tandis que ¥y — +oo (semi-
S+ (+0) 3
> =

convergence). En additionnant et soustrayant, Z U = +00

etZwk:@=—

. Construction formelle : posons Ty = 0 (somme vide). A I’étape suivante, on
compare T, a ¢ :

— SiT, < ¢, on ajoute le prochain terme positif non utilisé.

— SiT, > ¢, on ajoute le prochain terme négatif non utilisé.

Cela définit ¢ (n) comme le prochain indice positif ou négatif non encore utilisé
selon le cas. Chaque « phase » (suite d’ajouts positifs ou suite d’ajouts négatifs)
termine par franchir ¢, car la somme des positifs restants est +co (on finit donc
toujours par dépasser £), et symétriquement pour les négatifs.

. Comme les phases alternent et chacune utilise au moins un terme, la construc-
tion consomme une infinité de py et de g. En fait, comme chaque phase ajoute
au moins un terme mais termine en un nombre fini d’étapes, tous les py et
tous les gx sont finalement utilisés. Comme aucun indice n’est utilisé deux
fois, ¢ : N — P U N =N est une bijection.

. A chaque point de flip (moment ot 'on vient de franchir ¢ et ot on change
de signe d’ajout), la somme partielle T, est a distance au plus |u,p(n)| de ¢ (car
avant ’ajout du terme qui a fait franchir #, on était de 'autre coté de ¢). Entre
deux flips, la somme reste entre £ et Tp;,, donc aussi a distance au plus |uq,(,,)|
de ¢ pour tous les n dans la phase.

Or u, — 0 (condition nécessaire de convergence de Z ), donc uy(n) — 0
(car ¢ est une bijection avec ¢(n) — +o0). Ainsi |T,, — ¢] — 0, et T,, — £.

. 8. s . ceps . cos(nt)
. Soit n > 1. On intégre par parties, en primitivant ¢ + sin(nt) en t -
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4.

et en dérivant f (les deux fonctions sont de classe C! sur [a, b]) :

[_f(t) cos(nt)]b 1
n

b b
/a F(t) sin(nt) d = . / F(8) cos(nt) dt.

a

En majorant |cos| < 1, on obtient

b 1 b
[ rasnanal < 2 (is@i+ o [ iroia)

5 8 p b
d’ou le résultat avec C = |f(a)| + |f(D)| + fa |f"(¢)|dt.
C’est le lemme de Riemann—Lebesgue dans le cas C! : il reste vrai pour f
seulement continue, mais la démonstration demande d’autres outils.

. Posons G(x) = fox (9(u) — m)du; G est de classe C! sur R car g — m est

continue. Considérons
x+1
Y(x) =G(x+1) - G(x) = / (g(u) — m) du.

La fonction i/ est dérivable, de dérivée ¢’ (x) = (g(x + 1) — m)—(g(x) —m) =0
par 1-périodicité de g. Donc i est constante, égale a /(0) = fol g(u)du—m =0.
Ainsi G(x + 1) = G(x) pour tout x : G est 1-périodique.

G est continue sur le segment [0, 1], donc y est bornée ; par périodicité, G est
bornée sur R, avec supg, |G| = sup(, ) |G|.

. Notons M = supy, |G|. Pour n > 1, la fonction t %G(nt) est de classe C! et

sa dérivée vaut g(nt) — m : c’est donc une primitive de t — g(nt) — m. Une
intégration par parties donne

[f(t)G(nt)]b 1

b b
[ 5 o - myas = L pwemar

Comme fa b f(t)g(nt)dt —m fa b f(t) dt est exactement le membre de gauche,
on en déduit

b
<2 is@r+ vens o)

b b
/ F(Dg(nt) dt — m / £ty dt

c’est-a-dire le résultat voulu avec C’ = M C, ou C est la constante de la question
1. En particulier, la différence tend vers 0.
(a) La démonstration précédente n’utilise la période que par l'intermé-
3.3 02 o T 3 SRES 282 q
diaire de I’égalité _/0 (gT— m) = 0, qui définit prec;sement m. Si g est
T-périodique et m = % /0 g, la fonction ¢/(x) = fx . (g — m) est encore
de dérivée nulle et vaut 0 en 0 : la primitive G de g — m nulle en 0 est
T-périodique, donc bornée, et 'intégration par parties de la question 3
est inchangée.
(b) Lafonctiong: t +— m est bien définie et continue sur R (car 2+sin ¢ >
1 > 0) et 2z-périodique. Avec f = 1, qui est de classe C! sur [0, 1], la
question précédente donne

booodr ! 1 [ dt
- m dt =m, m=— —,
o 2+ sin(nt) n—+eo 0 2 Jo 2+sint
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Calculons cette moyenne. Le raisonnement de la question 2 (dérivée nulle)

2 2
montre que x > /xx+ ng est constante, donc fo ﬂg = f_’; g. Posons, pour

—-T<t<um,
H(t) 2 (Ztané + 1)
t) = —arctan | ————| .
V3 V3
2
En posant u = tan % onasint = % donc 2 +sint = % et le
calcul de H’ donne
2 3 1+u? 1+u? 1

H(t)=—" . = = .
®) V3 3+ Qu+1)2 43 2w +u+1) 2+sint

Comme tan £ — +oco quand t — 7, H se prolonge par continuité a
[—7m, ] en posant H(xm) = J_r‘/%. La fonction x — H(x) — f_x”g est
continue sur [—7, ], de dérivée nulle pour —7 < x < =, donc constante;
en comparant les valeurs en —r,

/_” de =H(n)—H(—n):%.

x 2+sint

et

/1 dt
o 2+ sin(nt) n—+oo

(c) La fonction g : u + [sin(su)| est continue sur R et 1-périodique, et
|sin(nzt)| = g(nt). Sa valeur moyenne vaut

1
m= ‘/01 |sin(7u)| du = '/01 sin(zru) du = [_cos(nu)]o = %,

T

Finalement m =

5

ol%

car sin(7u) > 0 sur [0, 1]. Donc

/ ' Jsin(rt)] £(8) dt ——s 2 / oy
0 n—o+oo 1 J,

1. Les fonctions fg, f et g sont continues sur [a, b], donc x — fax fg,x— faxf

etx — fax g sont de classe C!, de dérivées respectives f(x)g(x), f(x) et g(x).
Par produits et sommes, ® est de classe Clet

¥@= [ fo+x-0f@ew -0 [ g-900 [ F.
2. Développons l'intégrande proposé :

(f (1) = f(x)) (9(2) = g(x)) = f(1)g(t) = f(x)g(t) = g(x) f (1) + f(x)g(x).

En intégrant sur [a, x] (ol x est une constante), il vient

/ (F(1) - F()) (g(t) - g(x)) dt = / A o)
—f(x)/xg—g(m/xf,

103



CHAPITRE 1. REVISIONS D’ANALYSE

c’est-a-dire exactement @’ (x).
Supposons maintenant f et g croissantes. Pour ¢t € [a,x], onat < x, donc
f(t) — f(x) < 0etg(t) —g(x) < 0:leur produit est positif. Par positivité
de lintégrale, ' (x) > 0 pour tout x € [a, b], donc P est croissante. Comme
®(a) = 0, on obtient ®(b) > 0, ce qui est exactement I'inégalité annoncée.

3. Si f est croissante et g décroissante, alors —g est croissante et la question pré-

cédente appliquée au couple (f, —g) donne (b —a) /abfx (—g) = /abffab(—g).
En multipliant par —1, I'inégalité change de sens :

b b b
-0 [ fogwas [ fou [ oo

4. (a) Rappelons que I'application

b
{u, v) =/ u(t)o(t)dt

définit un produit scalaire sur ’espace des fonctions continues de [a, b]

dans R : elle est bilinéaire et symétrique, et si (u, u) = 0 alors u?, qui

est continue et positive d’intégrale nulle, est identiquement nulle, donc

u aussi. C’est a ce produit scalaire que nous appliquons I'inégalité de

Cauchy-Schwarz.

Comme f est continue et strictement positive sur [a, b], les fonctions
\/J_‘ et v = —= sont continues sur [a, b]. L’inégalité de Cauchy-

\/?

Schwarz donne

(/abuU)ZS/abuz/ab& soit (b—a)zs—/abf/ab%’

puisque uo = 1. Il y a égalité si et seulement si u et v sont colinéaires;
comme u ne s’annule pas, cela s’écrit v = Au, soit == = A4/f, c’est-a-dire

f constante (et réciproquement, f constante donne bien I’égalité).

(b) Reprenons I'identité de la question 2 avec le couple ( f, ]%) : en posant

d(x) = (x —a)? - f f/ , on obtient

1
() = / () - fx ))(f(t) f(x))dt
X (F(8) - F(x))?
0T B

Ainsi @ est décroissante et ®(a) = 0, donc ®(b) < 0, ce qui redonne
b . b

b-a’< [ f[ %

S’il y a égalité, alors ®(b) = 0; comme P est décroissante et nulle en a et

en b, elle est identiquement nulle, donc @ = 0. En x = b,

/ () - f)*
Cff®)
et I'intégrande est continu et positif : il est donc identiquement nul, ce

qui impose f(t) = f(b) pour tout t € [a, b]. On retrouve bien : égalité si
et seulement si f est constante.

dt =0,
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Enfin, ce calcul de @’ n’a utilisé aucune hypothése de monotonie : seul
le fait que (f(t) — f(x)) (ﬁ - ﬁ) soit toujours négatif a servi. La
méthode de ® redonne donc ici I'inégalité de Cauchy-Schwarz en toute
généralité, alors que la question 3 ne s’appliquait qu’aux f monotones.

1. Endéveloppant, X*(1-X)* = X8—4X"+6X°—4X>+X*. La division euclidienne
par X% + 1 donne

X*(1-X)* = (1+X?) (X® - 4X° +5X* —4X* +4) — 4,

ce que l'on vérifie en développant le membre de droite. Donc, pour tout x €
[0,1],

4 4

x*(1—-x

¥:x6—4x5+5x4—4x2+4— .
14 x2 1+ x?2

Les deux membres sont continus sur [0, 1] ; en intégrant,

12 4 1 22
R S R o=
7 3 3 7 7

1
/ (x6 —4x° +5x* —4x? + 4) dx
0

4dx
1+x2

= 4 [arctan x|} = 4 X % = m. D’ot le résultat.

x*(1-x)*
1+x2

tandis que /01

2. La fonction x +— est continue et positive sur [0, 1], et n’est pas

identiquement nulle (elle vaut --= > 0 en x = 3). Son intégrale est donc
strictement positive : % — 1 > 0, c’est-a-dire 7 < %
3. Sur [0,1] ona 1l < 1+ x? < 2,donc £ < =, < 1. En multipliant par

2 = 1+x2 —
x*(1 - x)* > 0 et en intégrant,

11, 4 22 ' 4
— x(1—-x)dx<—-x < x*(1—x)"dx.
2 Jo 7 0

Or
1
1 4 6 4 1 126 — 420 + 540 — 315+ 70 1
/x4(1—x)4dx:———+———+—: = —
0 5 6 7 8 9 630 630
s 10 1 22 1
doulencadrementms7—ﬂsm.

En particulier, en combinant les deux inégalités, 3,1412 < 7 < 3,1421 : une
seule intégrale donne deux décimales exactes de et encadre la troisieme.

4. (a) Sur [0, 7], la fonction x — x"(r — x)" sinx est continue et positive,
et strictement positive pour 0 < x < 7 : son intégrale est strictement
positive, donc I,, > 0.

Par ailleurs, pour x € [0, ], I'étude du trinéme x( — x) donne 0 <

x(m —x) < 7, et sinx < 1. Donc

T 7T2 "
o<, <—|—] —80
n'\ 4 n—+oo

7z ’ ’ o
car 7y — 0 pour tout ¢ > 0 (terme général d’une série convergente, celle

de 'exponentielle). Par encadrement, I, — 0.
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(b) Comme gz = p,onaq™(r—x)" = (p—gx)",doncn! P,(x) = x"(p—qx)":
c’est bien une fonction polynomiale a coefficients entiers, de degré 2n,
dont les mondmes sont tous de degré > n. Ecrivons n! P,(x) = Z,i’; 0 crxk
avec c; € Z.

L’égalité P,(m — x) = Pp(x) est immédiate sur 'expression P,(x) =

qnxn (r—x)"
n!

Pour k < nouk > 2n, P,(,k)(O) =0.Pourn < k < 2n, P,(,k)(O) =K et

n!
% =(n+1)(n+2)---k est un entier : donc P,(,k) (0) € Z dans tous les
cas. Enfin, en dérivant k fois la relation P,,(r — x) = P,(x), on obtient
(-1)kP® (x = x) = P¥)(x), puis, en x = 0, P () = (=1)*P{F(0) € Z.

(c) Comme degP, =2n,0ona P,(12n+2) =0, donc

, qui est symétrique en x et 7 — x.

n n
Qn+Qf = ) (-1PE) + 3 (-1)/PD.
j=0 j=0

Dans la seconde somme, le terme j = n est nul; en réindexant j — j — 1,
elle vaut Z;?:l(—l)j_lP,SZJ ), qui annihile tous les termes j > 1 de la
premiére. Il reste Q,, + Q) = P,.

Posons alors R(x) = Q;,(x) sinx — Q,(x) cosx. On a

R'(x) = Q) (x) sinx + Q;,(x) cos x — Q,(x) cos x + Qp(x) sinx
= (Q)/(x) + Qn(x)) sinx = P,(x) sinx,

donc

/ﬂP,l(x) sinxdx = [R]g = On(7) + 0n(0),
0

puisque sin0 = sinz = 0, cost = —1 et cos0 = 1. Comme P,(x) =
qnxn(ﬂ_x)n

] , le membre de gauche vaut ¢q"I,,.

(d) D’apreés la question précédente, g"I,, = Q,(0) + Q, () est une somme de
valeurs iP,SZJ ) (0) et iP,ﬁzJ )(n), donc un entier. Or I, > 0 et ¢ > 0, donc
q"I, est un entier strictement positif : g"I,, > 1 pour tout n.

Mais la majoration de la question (a) donne

qr\"
(%)
_ O,

n! n—+oo

0<q"I,<m

donc ¢"I, < 1 pour n assez grand : contradiction. L’hypothese « 7 est
rationnel » est donc absurde, et 7 est irrationnel.

A — La méthode

1. La fonction yo : x — 1+ x? est polynomiale, donc deux fois dérivable sur R,
avec y,(x) = 2x et yy'(x) = 2. Ainsi

(1+ x*)yy (x) = 2y0(x) = 2(1 + x*) = 2(1 + x%) =0,

et yo est bien solution de (E). Enfin yo(x) =1+ x* > 1 > 0 pour tout x € R :
Yo ne s’annule pas.
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y

2. Comme y, ne s’annule pas et est de classe C*, les fonctions y et z = = sont

Yo
simultanément deux fois dérivables sur R : se donner y ou se donner z, avec

Y = Yoz, revient au méme. On dérive deux fois ce produit :
’ ’ ’ 74 24 7 7
Y =1z + Yoz, Yy =yyz+2yyz + Yoz .

En reportant et en regroupant les termes selon z, z’ et z” :

(1+x%)y” -2y = [(1 +xY)yl - 2y0] z+ (1+x%) (2y;2" + yoz”’)

=0
= (1+x%) (4x2’ + (1 + xH)2").

C’est ici, et seulement ici, que sert ’hypothese « y, est solution de (E) » : le
coefficient de z est exactement le premier membre de (E) évalué en y,, donc
il est nul. Comme 1 + x? # 0 pour tout x, on peut diviser, d’ot1 I’équivalence
annonceée.

. Avec u = z/, I'équation s’écrit (1 + x*)u’ + 4xu = 0, soit, en divisant par

1 + x* qui ne s’annule pas, ' = —7%5u. Une primitive de x > —73%; est
x — —2In(1 + x?), donc les solutions sur R sont les
u(x) — Ae—Zln(1+x2) — A , A1eR.
(1+x2%)2
. Posons x = tant, avec —’—Zt <t< % Alorsdx = (1+tan?t) dt et m = cos*t,

d’ou

dx 9 t sintcost
———= = [ cos“tdt = -+ ———.
(1 + x2)2 2 2

Comme t = arctan x, cost = \/%7 etsint = \/ﬁ, on obtient le candidat

F(x) w S x)
X) = — larctan x .
2 1+ x2

Vérification directe, qui dispense de toute justification sur le changement de
variable :

1'(1+x2)+(1—x2) 1

-2 (1+x52  (1+x0)2

F,(x)_1 L, 1-x* )
T2 \14x2 0 (1+x2)2

. D’apreés les questions 3 et 4,z = u = #2)2 équivaut a z = AF + p avec

(1+x
(A, ) € R% Donc y = yoz est solution de (E) si et seulement si

A
y(x) = 2 ((1+ x?) arctan x + x) +p(l+ x?),

ce qui est bien la description de S aveca = petb = ’% Notons y; : x — 1+ x?
etyy : x — x + (1 + x?) arctan x. Si y» = cyy, I'évaluation en 0 donne 0 = c,
donc y, = 0; or y»(1) = 1+ Z # 0. Les deux fonctions ne sont donc pas
proportionnelles, et (y1, y2) est une famille libre génératrice de S : dimS = 2.
. Onay;(0) =1, y;(x) = 2x donc y;(0) =0, et

2

, 1+
Yp(x) =1+ 2xarctanx + o 2 + 2x arctan x,

X2
donc y2(0) = 0 et y;,(0) = 2. Pour y = ay; + by, € S, les conditions initiales
s’écrivent a = a et 2b = f : il existe un unique couple (a, b) convenable, a

B
2
équivalence), le probléme de Cauchy admet une unique solution sur R.

savoir (0(, ) Comme S contient foutes les solutions (la question 2 était une
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B — Avec second membre

7.

Le calcul de la question 2 n’a jamais utilisé la nullité du second membre : avec
y = (1+x%)z, ona toujours (1+x?)y” —2y = (1+x?) ((1+x%)z" + 4xz’). Or

(1 +xD)?%2) = (1 + %)% + ax(1+xD)2" = (1 +x) (1 + xD)z" + 4x7') .

Les deux membres coincident, donc (1 + x?)y”’ — 2y = g(x) équivaut a

’
((1+x%2%2")" =g(x).
Icig(x) = ﬁ, dont arctan est une primitive. L’équation devient (1 + x

arctan x + A, soit

2)2 r_

arctan x A

A+x22 " (1+xB)2

Le second terme s’intégre en AF(x) (question 4). Pour le premier, le changement
de variable x = tant donne

arctan x , t* tsin2t cos2t
———dx= [ tcos tdt=Z+ + ;

Z'(x) =

(1 + x2)2 4 8
la derniére égalité s’obtenant en linéarisant cos® ¢ puis en intégrant par parties.
Avec t = arctan x, sin 2t = 13‘(2 et cos 2t = 11:22 d’ou
arctan x (arctanx)?  xarctanx 1 1
Q+x22 "7 4 20+x%) " a1+x2) 8

En multipliant par 1 + x? et en absorbant les constantes dans les solutions
homogeénes, on trouve la solution générale sur R :

_(1+ x?)(arctan x)? N x arctan x N 1

4 2 4
+a(1+x% +b(x+ (1+x) arctanx),

y(x)

avec (a,b) € R* On vérifie sans peine, en dérivant deux fois, que y,, : x >

(14+x?) (arctan x)? 4+ Xarctanx
4

i est bien une solution particuliére.

C — Ce qui peut mal se passer

9.

10.

Pour yo(x) = x,onay) =letyy =0,doncx*-0+x-1—x =0:yo est solution
de (F) sur R. Mais 1, s’annule en 0, si bien que z = % n’y est pas définie : la
substitution y = yyz n’a de sens que sur un intervalle ne contenant pas 0. De
surcroit le coefficient dominant x? s’annule lui aussi en 0, et on ne peut donc
pas mettre (F) sous forme résolue y” = ... au voisinage de 0.

Placons-nous sur un intervalle I ne contenant pas 0 et posons y = xz. Alors
Yy =z+xz ety” =22 +xz”,d’on

Xy +xy -y =2x*2 +x°2 +xz+x°2 —xz =x°2" +3x%7.

Comme x # 0 sur I, (F) équivaut a xz” + 3z" = 0. En posant u = 2, on obtient

u = —%u, dont les solutions sur I sont les u(x) = % Alors z(x) = —% + 1, et

A
y(x) =xz(x) = o + px.

Autrement dit, sur chacun des deux intervalles, I’ensemble des solutions est

b
{x|—>ax+—; (a,b)GRz},

X

espace de dimension 2, conformément au théoréme de Cauchy linéaire, valable
sur tout intervalle ou le coefficient dominant ne s’annule pas.
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11. Soit y une solution de (F) sur R tout entier. Ses restrictions aux deux demi-
droites sont du type précédent : il existe a,, by, a_, b_ tels que y(x) = a,x + b;"
pour x > Oety(x) =a_x+ bT‘ pour x < 0. Mais y est dérivable, donc continue
en 0, alors que |y(x)| — +co0 quand x — 0 dés que b # 0 : nécessairement
by = b_ = 0.1 reste y(x) = ax pour x > 0, y(x) = a_x pour x < 0, et
y(0) = 0 par continuité. La dérivée a droite en 0 vaut alors a4 et la dérivée a
gauche a_ : la dérivabilité en 0 impose a; = a_. Réciproquement, x +— ax est
bien solution sur R. Donc

Sr = Vect (x — x), dim Sg = 1.

Le coefficient dominant x? s’annule en 0 : le théoréme de Cauchy ne s’applique
sur aucun intervalle contenant 0, et la dimension 2 qu’il garantit sur chaque
demi-droite n’est plus assurée. Ici le recollement en 0 tue trois des quatre
paramétres. Le méme phénomeéne s’observe pour les équations xy’ — ay =0,
de solutions A |x|“ sur chaque demi-droite : pour a = 2 les deux branches se
recollent librement et ’espace des solutions sur R est de dimension 2, pour
a = 1il est de dimension 1, et pour a = —1 il est réduit a {0}.
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