Révisions d’algebre linéaire

James Joseph Sylvester (1814 — 1897)

L’algébre linéaire de premiére année est le socle de presque tout le programme
de seconde année. La réduction des endomorphismes, les espaces euclidiens et
les polynémes annulateurs en sont le prolongement direct; mais on la retrouve
aussi, plus discrétement, dans 1’étude des équations différentielles linéaires ou
des fonctions de plusieurs variables. Il est donc indispensable d’y revenir avant
d’aller plus loin.

Nous avons retenu trois thémes. D’abord les espaces vectoriels, avec le vocabu-
aire des familles libres, des bases et de la dimension, sans lequel aucune des

1 des familles libres, des b tdelad 1 1 d
notions de cette année ne peut méme étre formulée. Ensuite les applications li-
néaires et leurs matrices, du théoréme du rang aux formules de changement de
base, ainsi que le calcul des déterminants. Enfin les produits scalaires, I'orthonor-
malisation et les projections orthogonales.

C’est un chapitre de révisions. Nous ne redémontrons donc pas tout : chaque
section rappelle les résultats qu’il faut maitriser, avant de les mettre en ceuvre
dans les exercices.




Révisions d’algebre linéaire

I. ESPACES VECTORIELS
AT S NN R/ N AN

1. Généralités

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

Définition 2.1 (Espace vectoriel)

On appelle K-espace vectoriel tout ensemble E muni :

— d’une loi de composition interne +: E X E — E, appelée addition;

— d’une loi de composition externe -: K X E — E, appelée multiplication par un
scalaire;

vérifiant les propriétés suivantes.

1. L’addition vérifie :

— VY(x,y,2) €E}, (x+y)+z=x+(y+2) (associativité)
— V(x,y) €E? x+y=y+x (commutativité)
— il existe O € Etel que Vx € E, x + 0 = x (élément neutre)
— Vx€E 3x'€eE x+x' =0g (opposé)

2. Laloi externe vérifie :
— Vx€eE, 1-x=x
— V(Lp) eKEL Vx€E A-(u-x)=(Ap)-x
— V(ALp) eK:L Vx€e€E (A+p)-x=A-x+pu-x
— VAeK V(x,y) €E%, A-(x+y)=A-x+1-y
Les éléments de E sont appelés vecteurs, ceux de K scalaires. L’opposé de x est unique ;
on le note —x.

On écrit Ax plutot que A - x des que le contexte est clair. De méme, on note souvent
0 au lieu de 0g lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, mais il faut garder a 'esprit que le
vecteur nul Og et le scalaire nul 0 € K ne vivent pas dans le méme ensemble.

Cette liste d’axiomes peut sembler intimidante. Rassurez-vous : il est extrémement
rare d’avoir a la vérifier. En pratique, tous les espaces que vous rencontrerez seront ou
bien 'un des exemples de référence ci-dessous, ou bien un sous-espace vectoriel de
I'un d’eux — et il est alors bien plus économique de montrer que c’est un sous-espace

vectoriel (voir la proposition page 3).
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— Pour n € N*, K" est un K-espace vectoriel pour les lois définies terme a terme;
on y retrouve R” et C", ainsi que K lui-méme pour n = 1.

— Pour (n, p) € (N*)?, Mp(K) est un K-espace vectoriel pour les lois définies
terme a terme.

— K[X] est un K-espace vectoriel.
— Pour tout ensemble non vide X, 7 (X, K) est un K-espace vectoriel pour les
lois définies point par point.

— Soit I un intervalle de R. Pour n € N, les ensembles C°(I,K), D (I, K), C"(I, K)
et C* (I, K) sont des K-espaces vectoriels; ce n’est qu'une reformulation des
théorémes d’analyse sur les combinaisons linéaires de fonctions.

— K est un K-espace vectoriel pour les lois définies terme a terme; ce n’est
autre que 7 (N, K).
— L’ensemble des suites de KV dont la série converge est un K-espace vectoriel.

— Pour Q fini, I’ensemble des variables aléatoires réelles définies sur Q est un
R-espace vectoriel ; ce n’est autre que ¥ (Q, R).

Remarque

Un méme ensemble peut étre muni de plusieurs structures d’espace vectoriel. Ainsi
C est un C-espace vectoriel, mais aussi un R-espace vectoriel (en n’autorisant que la
multiplication par des réels). Ces deux structures sont bien différentes : la premiere
est de dimension 1, la seconde de dimension 2. Il faut donc toujours préciser si I’on
travaille sur R ou sur C.

2. Sous-espaces vectoriels

Définition 2.3 (Sous-espace vectoriel)

Soit E un K-espace vectoriel et F une partie de E. On dit que F est un sous-espace
vectoriel de E lorsque F, muni des lois de E restreintes a F, est lui-méme un K-espace
vectoriel.

Proposition 2.4 (Caractérisation d’un sous-espace vectoriel)

Soit E un K-espace vectoriel et F un ensemble. Alors F est un sous-espace vectoriel
de E si et seulement si :

1. FCE;
2. F+ @;
3. V(x,y) € F>, VA€ K, Ax+yeF.

Remarque

En pratique, on ne vérifie jamais le deuxiéme point sous cette forme : on montre que
0 € F. C’est en effet une condition nécessaire, puisqu’un sous-espace vectoriel de E
contient toujours le vecteur nul, et elle est le plus souvent immédiate a vérifier.
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Exemple 2.5

— {(x, 1,2) ER® | x+y+z= 0} est un sous-espace vectoriel de R3.
— Pour n € N, K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

— L’ensemble des matrices symétriques et I’ensemble des matrices antisymé-
triques sont des sous-espaces vectoriels de M, (K).

— Soit I un intervalle de R. Les ensembles C°(I, K), D(I,K), C"(I, K) et C* (I, K)
sont des sous-espaces vectoriels de ¥ (I, K).

— L’ensemble des suites convergentes et I’ensemble des suites de limite nulle
sont des sous-espaces vectoriels de K.

— L’ensemble des suites dont la série converge et ’ensemble des suites dont la
série converge absolument sont des sous-espaces vectoriels de K.

— Pour (a,b) € K?, I'ensemble des solutions sur I de I’équation différentielle
y” + ay’ + by = 0 est un sous-espace vectoriel de C*(I, K).

Exemple 2.6 (Commutant d’'une matrice)

Soit n € N* et A € M,,(K). On appelle commutant de A I’ensemble des matrices qui
commutent avec A :

C(A) ={Me M,(K) | AM = MA}.
Montrons que C(A) est un sous-espace vectoriel de M, (K) en vérifiant les trois

points de la proposition page 3.

1. C(A) ¢ M,(K) : c’est immédiat, puisque C(A) est défini comme un ensemble
de matrices de M, (K).

2. 0 € C(A) : la matrice nulle vérifie AX 0 =0=0X A.
3. Soit (M, N) € C(A)? et A € K. Alors :

A(AM + N) = AAM + AN = AMA + NA = (AM + N)A,

ou l'on a utilisé AM = MA et AN = NA. Donc AM + N € C(A).

Ainsi, C(A) est un sous-espace vectoriel de M, (K). Il n’est jamais réduit a {0} : il
contient I, ainsi que A et toutes ses puissances.

3. Base et dimension

Dans toute cette sous-section, E désigne un K-espace vectoriel.

Définition 2.7 (Famille libre)

Une famille (vy,...,0,) de vecteurs de E est libre (ou linéairement indépendante) si :
4
D Awi=05 = A=---=)p=0.
i=1
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Exemple 2.8

— La famille ((1,2), (2,1)) est libre dans R2.

— La famille ((1,0), (0, 1), (1, 1)) n’est pas libre dans R? : on a en effet (1,0) +
(0,1) — (1,1) = (0,0), ce qui est une combinaison linéaire nulle a coefficients
non tous nuls.

— Toute famille (Py, P;, . . ., P,) de polynomes non nuls échelonnée en degré, c’est-
a-dire telle que deg Py < deg P; < --- < deg Py, est libre dans K[X].

Une famille (v) réduite a un vecteur est libre si et seulement si v # 0g. Une famille
(u,v) de deux vecteurs est libre si et seulement si u et v ne sont pas colinéaires.
Attention : cela ne se généralise pas. A partir de trois vecteurs, une famille peut
étre formée de vecteurs deux a deux non colinéaires sans étre libre : c’est le cas de
((1,0),(0,1),(1,1)) ci-dessus.

Exemple 2.9 (La famille (exp, sin, cos) est libre)

Montrons que (exp, sin, cos) est libre dans F(R,R). Soit (a,b,c) € R> tel que
aexp +b sin +c cos = 0, c’est-a-dire :

Vt € R, ae' + bsin(t) + ccos(t) = 0.

Evaluons cette relation en trois points bien choisis :
—ent=0:a+c=0;
— ent=%:ae”/2+b=0;
—ent=mx:ae" —c=0.

La premiére égalité donne ¢ = —a. En reportant dans la troisiéme, il vient ae” +a = 0,
soit a(e” + 1) = 0. Comme e” + 1 # 0, on obtient a = 0, puis ¢ = —a = 0, et enfin
b = —ae™? = 0 grace a la deuxiéme égalité.

Les trois coeflicients sont nuls : la famille est libre.

Définition 2.10 (Famille génératrice)

Une famille (vy,...,0,) de vecteurs de E est génératrice si tout vecteur de E est
combinaison linéaire des v; :

p
Vx € E, I(Ay,..., Ap) €KP, x= Zmi.
i=1

Exemple 2.11

— Pour 1 <i < n, soit ¢; le n-uplet de K" dont la i-iéme composante vaut 1 et les
autres 0. La famille (ey, ..., e,) est génératrice de K", puisque (xy,...,x,) =
Z?:l Xi€j.

— Lafamille (1,X,...,X") est génératrice de K, [X].

— Pour1<i<netl<j<p,soitE;; la matrice de M,,,(K) dont le coefficient
d’indice (i, j) vaut 1 et les autres 0. La famille (E; ;) est génératrice de M,, , (K).
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— En notant j = e?7/3, la famille (1, j, j?) est génératrice de C vu comme R-
espace vectoriel, mais elle n’est pas libre : on a 1 + j + j* = 0. Une famille
génératrice n’est donc pas nécessairement libre.

Définition 2.12 (Base)

Une famille est une base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Définition 2.13 (Dimension)

On dit que E est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie. Dans ce
cas, E admet des bases, et elles ont toutes le méme cardinal : ce cardinal est appelé la
dimension de E et se note dim E.

Exemple 2.14 (Bases canoniques)

— (eq,...,ey) est une base de K", appelée base canonique; ainsi dim K" = n.

— (Eij)i<i<n 1<j<p est une base de M, ,(K); ainsi dim M,, ,(K) = np.
— (1L, X,...,X") est une base de K, [X] ; ainsi dim K, [X] =n + 1.

Proposition 2.15 (Caractérisations d’une base en dimension finie)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et (vy,...,v,) une famille de vecteurs
de E.

— Si(v1,...,0p) est libre, alors c’est une base de E si et seulement si p = n.

— Si(vy,...,0,) est génératrice, alors c’est une base de E si et seulement si p = n.

Exemple 2.16 (Une base de R?)

Montrons que ((1,1), (1,—1)) est une base de R2.

Cette famille compte 2 vecteurs et dim R? = 2. D’apreés la proposition précédente, il
suffit donc de montrer qu’elle est libre.

Soit (a,b) € R? tel que a(1,1) + b(1,-1) = (0,0). En identifiant les composantes,

cela s’écrit :
a+b=0,
a—b=0.

En sommant ces deux équations, on obtient 2a = 0, donc a = 0; la premiere équation
donne alors b = 0. La famille est donc libre.
Etant libre et de cardinal 2 = dimR?, ¢’est une base de RZ.

Proposition 2.17

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et (vy, .. .,v,) une famille de vecteurs
de E.

— Sip > n, alors la famille n’est pas libre.

— Sip < n, alors la famille n’est pas génératrice.
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Exemple 2.18

Dans R?, qui est de dimension 2 :
— la famille ((1, 2), (3,4), (5,6)) n’est pas libre, car elle compte 3 > 2 vecteurs;
— la famille ((1,1)) n’est pas génératrice, car elle compte 1 < 2 vecteur.

Aucun calcul n’est nécessaire pour le justifier.

Remarque

Une famille n’a pas de dimension : elle a un cardinal, c’est-a-dire un nombre de

vecteurs. La dimension est une propriété des espaces vectoriels. On ne dira donc
jamais « la-dimensien-delafamille », mais « le cardinal de la famille ».

Proposition 2.19 (Dimension d’un sous-espace vectoriel)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F est de dimension finie et :

dimF < dimE.

De plus, dim F = dim E si et seulement si F = E.

Définition 2.20 (Sous-espace engendré)

Soit A une partie de E. On appelle sous-espace vectoriel engendré par A, et on note
Vect(A), I'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant A :

Vect(A) = ﬂ F.
F sous-espace vectoriel de E
ACF
Lorsque A = {v1,...,0,} est fini, on écrit simplement Vect(vy, .. .,0,).

Proposition 2.21

Soit A une partie de E. Alors Vect(A) est un sous-espace vectoriel de E contenant A,
et c’est le plus petit au sens de l'inclusion : si F est un sous-espace vectoriel de E tel
que A C F, alors Vect(A) C F.

Notons S I'ensemble des sous-espaces vectoriels de E contenant A. Comme E est un sous-
espace vectoriel de lui-méme et contient A, on a E € S : cet ensemble n’est pas vide, et
Vect(A) = Nfes F est bien défini.
Vérifions les trois points de la proposition page 3.
1. Vect(A) C E : puisque E € S, 'intersection est en particulier incluse dans E.
2. 0p € Vect(A) : tout F € S est un sous-espace vectoriel de E, donc contient 0g. Le vecteur
nul appartient donc a tous les F, donc a leur intersection.
3. Soient (x,y) € Vect(A)2 et 1 € K. Soit F € S. Comme x € F,y € F et que F est
un sous-espace vectoriel, on a Ax + y € F. Ceci valant pour tout F € S, on obtient
Ax + y € Vect(A).
Donc Vect(A) est un sous-espace vectoriel de E.
De plus, tout F € S contient A, donc leur intersection aussi : A C Vect(A).
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Enfin, si F est un sous-espace vectoriel de E contenant A, alors F € S, et donc Vect(A) C F
par définition d’une intersection. ]

Proposition 2.22

Soit (vy,...,0,) une famille de vecteurs de E. Alors :

P
Vect(vy,...,0p) = Z/livi | (Ar,...,Ap) € KP
i=1

Notons G = {Zle Aivi | (A1,...,4p) € KP}.
Montrons d’abord que G est un sous-espace vectoriel de E.
1. G C E : une combinaison linéaire de vecteurs de E est un vecteur de E.

2. 0 € G : il suffit de prendre tous les A; nuls.
3. Soient x = Zle Av; ety = Zle u;v; deux éléments de G, et & € K. Alors :

P
ax+y = Z(a/li + pi)v; € G.

i=1

Donc G est un sous-espace vectoriel de E.

Il contient chacun des v; : il suffit de prendre A; = 1 et A; = 0 pour i # j. Ainsi {vy,...,0,} C G,
et la minimalité de Vect(vy, . ..,v,) donne Vect(vy,...,v,) C G.

Réciproquement, Vect(vy,...,v,) est un sous-espace vectoriel qui contient vy, ...,v,; il est
donc stable par combinaison linéaire, et une récurrence immédiate montre qu’il contient toute
somme Zle Ajv;. Ainsi G C Vect(vy, .. .,0,).

Les deux inclusions donnent I’égalité. m]
Remarque
Une famille (vy,...,0,) de vecteurs de E est génératrice de E si et seulement si

Vect(vy,...,0,) = E.

Remarque (Interprétation d’une famille libre)

Soit (v, ..., vp) une famille liée, c’est-a-dire non libre. Il existe alors des scalaires
A1,..., Ay non tous nuls tels que :

P
Z Ail)i = OE.
i=1

Quitte a renuméroter les vecteurs, supposons A, # 0. On peut alors diviser par A, et
isoler v, :

p—1
1 s s
0p = _E Aiv;, c’est-a-dire v, € Vect(vy,...,0p-1).
i=1

Cela traduit 'intuition attachée a ces notions : une famille est liée lorsque 'un de ses
vecteurs ne « sort » pas de I'espace engendré par les autres. De maniére équivalente,
une famille est libre lorsque chacun de ses vecteurs « sort » de 'espace engendré
par les autres : il apporte une direction nouvelle.
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4. Somme directe et supplémentaires

Définition 2.23 (Somme, somme directe)

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F et G l'en-
semble :

F+G={x+y|x€eF, yeG}.

C’est un sous-espace vectoriel de E.
On dit que F et G sont en somme directe lorsque F N G = {0g}; on note alors leur
somme F @ G.

Cette définition est propre au cas de deux sous-espaces vectoriels : la condition
F N G = {0g} ne se généralise pas telle quelle a trois sous-espaces ou plus. Nous
verrons plus tard dans ’année une définition de la somme directe valable pour un
nombre quelconque de sous-espaces.

Exemple 2.24 (Matrices symétriques et antisymétriques)

Soit n € N*. Notons S, (K) I'ensemble des matrices symétriques et A, (K) I'ensemble
des matrices antisymétriques de M,,(K). Montrons que leur somme est directe.
Soit M € S, (K) N A, (K). AlorsMT™ =M etM" = -M, d’ou M = —M, puis 2M =0
et donc M = 0.

Ainsi S, (K) N AL(K) = {0} : la somme S,,(K) & A, (K) est directe.

Exemple 2.25 (Fonctions d’intégrale nulle)

Soit E = C°([0,1],R). Posons :

1
F={f€E / f(t)dt=0} et G = Vect(1),
0

ou 1 désigne la fonction constante égale a 1. Montrons que leur somme est directe.
Soit f € FNG. Comme f € G, il existe A € R tel que f = AL. Comme f € F:

0:/01f(t)dt:/01/1dt:/1.

Donc A =0, puis f = 0. Ainsi FN G = {0} : la somme F @& G est directe.

Proposition 2.26 (Formule de Grassmann)

Pour deux sous-espaces vectoriels F et G de dimension finie :

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G).

Notons p =dim F, ¢ = dim G et r = dim(F N G). Comme F N G est un sous-espace vectoriel de
FetdeG,onar<petr<g.
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Soit (uy, ..., u,) une base de F N G. Cette famille est libre dans F; d’apres le théoréme de la
base incompléte, on peut la compléter en une base de F :

(ula' . ~;ur’ﬁ,~ . ~,f}7—r)~
Elle est également libre dans G, et on peut de méme la compléter en une base de G :
(Ut Urs Gt -+ -5 Gg—r)-

(Si FN G = {0g}, alors r = 0 et la famille (uy, ..., u,) est la famille vide; ce qui suit reste
valable.)

Montrons que la famille :

B=(up,....,ur, fise s fo-r Gt - > Gq—r)

est une base de F + G.

B est génératrice de F + G. Chacun de ses vecteurs appartient a4 F ou a G, donc a F + G.

Réciproquement, soit x € F+G :ilexistey € F et z € G tels que x = y+z. Or y est combinaison

linéaire de (us,...,ur, fi,..., f—r) et z est combinaison linéaire de (uy,...,ur,g1,...,9q-r)-

Donc x = y + z est combinaison linéaire des vecteurs de 5.
B est libre. Soient des scalaires a;, bj, c tels que :

r p—r q—r
Zaiui + ijfj + chgk = 0.
Jj=1 k=1

i=1

Posons w = ZZ;: ckgk- D’une part w € G, puisque les g sont dans G. D’autre part, la relation

ci-dessus donne :
r p-r
ve-Fau-Fib,
i=1 j=1

et les u; et les f; sont dans F, donc w € F. Ainsi w € F N G, et w se décompose dans la base
(u1,...,ur) de FN G : il existe des scalaires d; tels que w = }}}_; d;u;. On en déduit :

r q-r
Z diu; — ckgk = Of.
i=1 k=1
Comme (uy,...,Ur, g1, ...,gq-r) est une base de G, elle est libre, donc tous les d; et tous les c

sont nuls. La relation initiale se réduit alors a :

r

p-r
Zaiui + ijfj =0g,
7=t

i=1

et comme (uy, ..., U, fi,.. .,ﬁ,,r) est une base de F, elle est libre : tous les a; et tous les b; sont
nuls. La famille B est donc libre.
Ainsi B est une base de F + G, et elle compte r + (p — r) + (¢ — r) vecteurs. D’ou :

dim(F+G) =p+q—r=dimF + dimG — dim(F N G).

Dans K[X], posons F = Vect(1,X) et G = Vect(1,X?).OnadimF =2 et dimG = 2.
Déterminons FNG. Un élément de F s’écrit a + bX et un élément de G s’écrit ¢ + dX?,
avec (a,b,c,d) € K* L’égalité a + bX = ¢ + dX? impose, par identification des
coeflicients, b =0,d = 0 et a = ¢c. Donc F N G = Vect(1), qui est de dimension 1.

10
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La formule de Grassmann donne alors :
dim(F+G)=2+2-1=3,

ce que I'on retrouve directement puisque F + G = Vect(1, X, X?) = K,[X].

Définition 2.28 (Supplémentaires)

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont supplémentaires
dans E lorsque :

1. FNG ={0g}, c’est-a-dire que la somme de F et G est directe;
2. F + G =E, c’est-a-dire que cette somme est E tout entier.

On note alors E = F @ G. Cela équivaut a dire que tout x € E se décompose de
maniere unique en x = xp + xg avec xr € Fet xg € G.

Etre supplémentaires n’a de sens que relativement a un espace. On ne dit jamais que
F et G sont supplémentaires : on dit qu’ils sont supplémentaires dans E.

Exemple 2.29 (Fonctions d’intégrale nulle, suite)

Reprenons E = C°([0,1],R), ainsi que F et G = Vect(1) définis plus haut. Nous
avons déja montré que la somme de F et G est directe ; montrons que F + G = E.

Soit f € E. Posons A = /01 f(t) dt et écrivons :
f=({-11) + AL.

D’une part A1 € G. D’autre part :

1 1
/ (f(t)—/l)dt=/ f)ydt-A=0,
0 0

donc f—ALl € F. Ainsi f e F+ G, et E=F +G.
Finalement, F et G sont supplémentaires dans E.

Proposition 2.30 (Caractérisation en dimension finie)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de
E. Alors :
FNG={0e}

E=FoGCG <
dimF + dim G = dimE.

Comme E est de dimension finie, F et G le sont aussi, et la formule de Grassmann s’applique :

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G).

11
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Sens direct. Supposons E = F @ G. Par définition, F NG = {0}, ce qui est la premiére condition.
De plus dim(F N G) = dim{0g} =0 et F + G = E, donc la formule de Grassmann donne :

dimE = dim(F + G) =dim F + dimG - 0 =dim F + dim G.

Sens réciproque. Supposons FN G = {0g} et dim F + dim G = dim E. Alors dim(F N G) =0, et
la formule de Grassmann donne :

dim(F + G) =dimF + dimG — 0 = dim E.

Or F + G est un sous-espace vectoriel de E, et un sous-espace vectoriel de E ayant la méme
dimension que E est égal a E. Donc F+ G = E. Avec FNG = {0g}, on conclut que E=F & G. O

Exemple 2.31 (Matrices symétriques et antisymétriques, suite)

Reprenons S, (K) et A, (K). Nous avons déja montré que S,(K) N A, (K) = {0}.
Par ailleurs :

dim S,,(K) = @ dim AL (K) = "(”T_l)

5

de sorte que :

n(n+1) N n(n—1)

dim S,,(K) + dim A, (K) = s 5

=n? = dim M, (K).

D’aprés la proposition précédente, S,,(K) et A,(K) sont supplémentaires dans
M, (K).

Méthode 2.32 (Montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires)

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

— SiE estde dimension finie et que 'on connait dim F, dim G et dim E : montrer
que FN G ={0g}, puis que dim F + dim G = dim E.

— Sinon (si E n’est pas de dimension finie, ou si les dimensions ne sont pas
connues) : raisonner par analyse-synthése. On se donne x € E et I’on cherche
al’écrire x = xp + xg avec xp € Fet xg € G.

— Analyse : on suppose une telle écriture donnée et on en déduit les seules
valeurs possibles de xr et xg. Cela établit 'unicité.

— Synthése : on vérifie que les valeurs ainsi obtenues conviennent effective-
ment. Cela établit Pexistence.

Exemple 2.33 (Fonctions paires et impaires)

Soit E = ¥ (R,R), P 'ensemble des fonctions paires et I I’ensemble des fonctions
impaires. Comme E n’est pas de dimension finie, raisonnons par analyse-synthése.
Analyse. Soit f € E et supposons f = p +iavecp € Peti € I. Alors, pour tout
xeR:

f)=p)+ix) et f(=x) =p(=x) +i(=x) = p(x) - i(x).
En sommant puis en soustrayant ces deux égalités, on obtient nécessairement :

p(x) =w et i(x) :w‘
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La décomposition, si elle existe, est donc unique.
Synthése. Définissons p et i par les formules ci-dessus. Pour tout x € R :

(=) = 1B HE _ 6y i) = Jw _

5 —i(x),

donc p € Peti € I. Enfin p(x) + i(x) = f(x) pour tout x € R, c’est-a-dire f = p + i.
L’existence et I'unicité de la décomposition donnent ¥ (R,R) =P & I.

13



Révisions d’algebre linéaire

EXERCICES — ESPACES VECTORIELS
A e "N V.

Exercice 2.1 o

Sous-espace défini par des équations. On consideére 'ensemble
F= {(x,y,z,t) e R* |x+y—z=0et2x+t=0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.

2. Déterminer une base et la dimension de F.

Exercice 2.2 o

Un sous-espace de matrices. Soit E 'ensemble des matrices de la forme

b

M(a,b):(_ab a+b), (a,b) € R

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M;(R).

2. Déterminer une base et la dimension de E.

Exercice 2.3 o

Polynémes s’annulant en 1.
1. Montrer que F = {P € R3[X] | P(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de R3[X].
2. Déterminer la dimension de F et en donner une base.

3. Les sous-espaces F et G = Vect(1, X?) sont-ils supplémentaires dans R3[X] ?

Exercice 2.4 o

Deux familles engendrant le méme sous-espace. Montrer que, dans R3, les vecteurs x = (1, 1,0)
ety = (1,0,1) engendrent le méme sous-espace vectoriel que les vecteurs u = (1,3, -2) et
v =1(1,4,-3).

Exercice 2.5 o

Reconnaitre un espace vectoriel. Déterminer si les ensembles suivants sont des R-espaces
vectoriels.

L F={feF([0,1LR) | f(0) = f(1)};

2. F=E\ G, ou G est un sous-espace vectoriel d'un R-espace vectoriel E;
3. F= {(x,y,z,t) e R* |x+2y—z:2};

4. F = {(un) eRY | VneN, upyy =3upyq — un}.

Exercice 2.6 o

Sous-espaces vectoriels et bases. Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vecto-
riels et en donner une base.

1. F={(x,y,z)€R3|2x—y+z=0};

14
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2. E={P e R3[X] | P(0) = P(1) =0};
3. G={f e CXR,R) | f" +3f" +2f =0};
4. H:{(x,y,z,t)€R4|x—y=0et3x+y+z+2t:0}.

Exercice 2.7 o

Libre, liée, génératrice ? On considére dans R* les vecteurs f; = (1,1,0,1), f = (2,-1,1,0),
f,=(1,0,2,1) et fy = (-1,0, 1,3). La famille (fi, f5, f5, f1) est-elle libre ? Liée ? Génératrice ?

Exercice 2.8 oo

Une somme de carrés, selon le corps de base. Pour K = R ou K = C, on pose :
Ex = {(x,y,2) € K | x* + 2¢* + 2° + 2xy + 2yz = 0} .
L’ensemble Ex est-il un K-espace vectoriel ?

Exercice 2.9 oo

Trois familles de fonctions. Soient n € N* et (ay,...,a,) € R" tels que a; < - -+ < a,,. Dans
chacun des cas suivants, la famille (f;,, ..., f;,) est-elle libre ou liée ?

1L fo, : R>R x |x—al;
2. fo, : R—>R, x> %",

3. fa, ;R\ {a1,....,a,} = R, x>

X — daj

Exercice 2.10 ee

Un supplémentaire dans R,[X]. Soient n € N avecn > 3 et E = R,[X]. On pose F =
Vect(1,X, X?) et :
G={P€E|P(1) =P'(1) =P(2) =0}.

Démontrer que E = F @ G.

Exercice 2.11 ee

Deux sous-espaces de suites. Soit E = RN ’espace vectoriel des suites réelles. On pose :
F={(u,) €E|up=u; =0} et G={(up) €E|VneN, upy =0}.

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. Démontrer que E = F © G.

Exercice 2.12 ee

Une droite supplémentaire d’un hyperplan de fonctions. On note E = ¥ (R, R) le R-espace
vectoriel des applications de R dans R. On pose :

F={feE|f(0)=0} et A=E\F={geE]g(0)#0}.

1. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E. L’ensemble A en est-il un?

2. Montrer que, pour toute application g € A, la droite vectorielle Rg est un supplémen-
taire de F dans E.

15
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Exercice 2.13 e o o

Fonctions nulles sur une partie. Soient A un ensemble non vide et E = F (A, R) le R-espace
vectoriel des applications de A dans R. Pour toute partie X de A, on pose :

Nx ={f€eE|V¥xeX, f(x)=0}.

1. Vérifier que, pour toute partie X de A, Nx est un sous-espace vectoriel de E.
2. Montrer que, pour toutes parties X et Y de A :

(@ Nx+Ny=E & XnNnY=0;

(b) NxN Ny ={0} &< XUY =A;

(c) Nx®Ny =E < Y=A\X.

Exercice 2.14 e o o

Quand une réunion est-elle un sous-espace vectoriel ? Soient E un K-espace vectoriel et A, B
deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. AU B est un sous-espace vectoriel de E;

2. ACc BouB C A.

Exercice 2.15 e o o

Un supplémentaire de dimension finie. On note E = C1([0, 1], R) le R-espace vectoriel des
applications de classe C! de [0, 1] dans R. On pose :

F:{feE‘/olf(t)dtzo, £(0) =0, f’(l):O},

puis, pour k € {0,1,2}, e; : [0,1] > R, x xk etenfin G = Vect(ey, e1, €2).
Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

Exercice 2.16 e

Quatre sous-espaces de R*. On pose :

Fz{(x,y,z,t)€R4|x+y+z+t=Oetz=2x} et G =Vect((1,1,1,1), (1,3,1,-1)).

Déterminer une base et la dimensionde F, G, FN G et F + G.

Exercice 2.17 e

Cing polyndémes bien choisis. On note dans R[X] :
Ph=1 P =X, P=X-DXX+1), P;=X%X+1), Pi=X-DXX+1)2%
Montrer que (Py, Py, P, P3, Py) est une base de Ry[X].

Exercice 2.18 ee

Les puissances du sinus. Soit n un entier naturel non nul. Pour 1 < k < n, on considére la
fonction f; définie sur R par fi(x) = sin(x). Montrer que la famille (fi, f5, . . ., f,) est libre.

Exercice 2.19 ee

Le rang d’une famille de composées. Onnote f: R > R, x > x+1letg: R > R, x > x%
Quel est le rang de la famille A = (f, g, fof, fog, gof, gog), c’est-a-dire la dimension
du sous-espace vectoriel qu’elle engendre dans ¥ (R,R) ?

16
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Exercice 2.20 ee

Les polynomes (X — a)' (X — b)""". Soient n € N* et (a, b) € K? tel que a # b. On note, pour
touti € [0,n], Pi = (X — a)'(X — b)""'. Montrer que la famille (P;)y<;<, est une base de
Kn[X].

Exercice 2.21 ee

Les polynomes interpolateurs de Lagrange. Soient n € N* et ay,...,a, € K deux a deux
distincts. On note pour tout i € [0, n] :

B Hosjsm j;&i(X - aj)

HOSan, j;&i(ai - aj)‘

L;

Montrer que la famille (Ly, ..., L,) est une base de K, [X].

Exercice 2.22 ee

Une base extraite d’une partie. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et A une
partie non vide de E. Montrer qu’il existe une base de Vect(A) formée de vecteurs de A.

Exercice 2.23 eoe

Le complémentaire d’'un hyperplan. Soient E un espace vectoriel de dimension n > 2 et

H un hyperplan de E, c’est-a-dire un sous-espace vectoriel de dimension n — 1. Soit X =
(E\ H) U {0g}. L’ensemble X est-il un espace vectoriel ? Que vaut Vect(X)?

Exercice 2.24 oo

Matrices symétriques, matrices antisymétriques. Soit n € N*. On note S, (R) 'ensemble des
matrices symétriques et A, (R) I'ensemble des matrices antisymétriques de M, (R).

1. Déterminer une base et la dimension de S,,(R) et de A, (R).
2. En déduire une nouvelle démonstration de I’égalité S, (R) & A,(R) = M, (R).
3. Soit :

1 1 1
0 1

A=
0 0 1

Déterminer B € S,(R) telle que A — B € AL(R).

Exercice 2.25 eoe
Les différences V; — V;. Soient n € N* et V3,...,V,, € R". On note :

F=Vect(\/i—\/j, 1Si,j£n).
Montrer que dimF < n — 1.

Exercice 2.26 e o o

L'irrationalité de VN. Soit N € N tel que N ne soit le carré d’aucun entier. On rappelle
que les axiomes d’espace vectoriel s’appliquent mot pour mot avec Q comme corps des
scalaires : R, muni de son addition et de la multiplication par les rationnels, est ainsi un
Q-espace vectoriel. Montrer que :

1. VN ¢ Q;
2. la famille (1, VN) est libre dans le Q-espace vectoriel R.

17
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Exercice 2.27 e o o

Le défaut de rang est croissant. Soient E un K-espace vectoriel, n € N* et (xy,...,x,) € E".
Pour une famille finie de vecteurs, on appelle rang la dimension du sous-espace vectoriel
qu’elle engendre : rg(xy, ..., x;) = dim Vect(xy, . .., x;). Montrer que 'application :

5:{{1,...,n}. — N,

i > i—rgxg,...,x)

est croissante.

Exercice 2.28 e o o

Deux inégalités de dimensions. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

1. Montrer pour tous sous-espaces vectoriels F, U, V de E telsque V Cc U :

dim(U) — dim(V),

dim(F + U) — dim(F + V)
dim(U) — dim(V).

<
dim(FNU) -dim(FNV) <

2. En déduire pour tous sous-espaces vectoriels F, G, H de E :

dim(FNG) +dim(GNH) < dim(G) + dim(F N H),
dim(FNG) +dim(H) < dim(G+ H) + dim(F N H).
Exercice 2.29 e e o
Trois bases, un vecteur commun. Soit n € N*. Soient (ey,...,e,), (fi,---s fn)s (91, - -5 Gn)
trois bases de R". Soient i, j € N* tels que i + j — 1 < n. On note E = Vect(e;, ..., e,),

F = Vect(fj,..., fn) et G = Vect(gy, ..., gi+j-1). Montrer qu’il existe un vecteur non nul
dans l'intersection de E, F et G.

Exercice 2.30 e o o

Un supplémentaire commun. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient F et
G deux sous-espaces vectoriels de E de méme dimension. Montrer qu’ils possedent un
supplémentaire commun, c’est-a-dire qu’il existe un sous-espace vectoriel H de E tel que
F® H =G & H = E. On pourra faire une récurrence sur dim E — dim F.

18
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AN ISR N

1. On vérifie les trois points de la caractérisation d’'un sous-espace vectoriel
(page 3).
(@) F c R*:c’est immédiat, F est défini comme un ensemble de quadruplets
de R*.
(b) Og« =(0,0,0,0) € F : ce vecteur vérifie bien0+0—-0=0et2X 0+ 0 =0.

(c) Soient (x1,y1, 21, t1), (X2, Y2, 22,12) € F et A € R. Posons (x,y,z,t) =
A(x1, Y1, 21, t1) + (X2, Y2, 22, £2). Alors :

X+y—z=Ax1+y1—z1)+ (2 +y2—22) =0

et2x +t =A(2x1 + t1) + (2x2 + t,) =0, donc (x,y,z,t) € F.
Ainsi F est un sous-espace vectoriel de R*.

2. Lesysttmex+y—2z =0, 2x+t = 0donne z = x +y et t = —2x. En paramétrant
parxety:
(x,y,2,t) =x(1,0,1,-2) + y(0,1,1,0).

Les vecteurs u; = (1,0, 1,-2) et us = (0,1, 1, 0) forment une famille libre (non
proportionnels) et génératrice de F. C’est donc une base de F et dim F = 2.

1. On vérifie les trois points de la caractérisation d’un sous-espace vectoriel.
(a) E c M3(R) : c’est immédiat.
(b) Opt,m) = M(0,0) € E.
(c) Soient M(ay, by), M(as, by) € Eet A € R. Alors :

AM(ay, by) + M(as, by) = M(Aa; + ag, Aby + by) € E.

Ainsi E est un sous-espace vectoriel de M;(R).
2. OnaM(a,b) =aM(1,0) + bM(0,1) avec :

M(l,O):((l) ‘1’) M(o,l)z(_o1 i)

Ces deux matrices ne sont pas proportionnelles, donc (M(1,0), M(0,1)) est
une base de E et dimE = 2.

1. On vérifie les trois points de la caractérisation d’un sous-espace vectoriel.
(a) F c R3[X] : c’est immédiat.
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(b) 0 € F:le polynéme nul vérifie P(1) = 0.
(c) Soient P,Q € FetA € R. Alors (AP + Q)(1) = AP(1) + Q(1) = 0, donc
AP+ Q€ F.
Ainsi F est un sous-espace vectoriel de R3[X].

2. Soit P = a+bX +cX?+dX>? € F. La condition P(1) =0donne a+b+c+d =0,
soita =—b —c—d. Donc:

P=b(X-1)+c(X2—1) +d(X®-1).

La famille (X — 1, X2 — 1, X® — 1) est libre (degrés échelonnés) et engendre F :
c’est une base de F et dim F = 3.

3. OnadimG =2etdimF =3, donc dimF + dim G =5 > 4 = dimR3[X]. Deux
sous-espaces supplémentaires ayant des dimensions de somme dim R3[X], les
sous-espaces F et G ne le sont pas.

On peut aussi le voir directement : le polynéme X? — 1 appartient a F car
(X2-1)(1) =0,etaGcar X? —1=-1+ X2 Donc F NG # {0} : la somme
F + G n’est méme pas directe.

Il s’agit de montrer que Vect(x, y) = Vect(u, v), et pour cela on procéde par double
inclusion. Rappelons (proposition page 7) que Vect(u, v) est le plus petit sous-espace
vectoriel contenant u et v : il suffit donc de montrer que u et v appartiennent a
Vect(x, y) pour obtenir Vect(u,v) C Vect(x, y).

Premiére inclusion. Cherchons (a,b) € R? tel que u = ax + by. Comme ax + by =
(a+b, a, b), cela s’écrit :

a+b=1,
a=3,
b=-2.

Les deux derniéres équations donnent a = 3 et b = —2, valeurs qui vérifient bien la
premiére puisque 3 — 2 = 1. Donc u = 3x — 2y. De méme, v = 4x — 3y : on a bien
4 -3 =1. Ainsi u,v € Vect(x,y), d’ou:

Vect(u,v) C Vect(x,y).

Seconde inclusion. Inversons les relations précédentes. Le systéme u = 3x — 2y,
v = 4x — 3y donne, en calculant 3u — 2v et 4u — 30 :

3u—20=(9-8)x+ (-6 +6)y =x, du—30=(12-12)x+ (-8+ 9y =y.

On vérifie d’ailleurs directement : 3(1, 3, -2)—2(1,4,-3) = (1,1,0) = x et 4(1,3,-2) —
3(1,4,-3) =(1,0,1) = y. Donc x, y € Vect(u,v), d’'ou Vect(x, y) C Vect(u,v).
Les deux inclusions donnent Vect(x, y) = Vect(u, v).

Dans chaque cas, 'ensemble considéré est une partie d’un espace vectoriel de réfé-
rence : on applique donc la caractérisation des sous-espaces vectoriels (page 3). En
particulier, le point 2 de cette caractérisation fournit un réflexe tres efficace : si le
vecteur nul n’appartient pas a ’ensemble, ce n’est pas un espace vectoriel, et
c’est terminé.
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1. Oui. On vérifie les trois points.
(@) Fc ¥([0,1],R) : immédiat.
(b) La fonction nulle vérifie 0 = 0, donc appartient a F.
(c) Soient f,g € FetA € R. Alors:

(Af +9)(0) = Af(0) +g(0) = Af(1) + g(1) = (Af +9)(1),

donc Af +g € F.
Ainsi F est un sous-espace vectoriel de ([0, 1], R).

2. Non. Comme G est un sous-espace vectoriel de E, on a 0 € G, donc 0 ¢
E\ G = F. Un espace vectoriel contient toujours son vecteur nul : F n’en est
pas un.

C’est un phénomene général : le complémentaire d'un sous-espace vectoriel
n’est jamais un sous-espace vectoriel.
3. Non. Le vecteur nul (0, 0,0, 0) vérifie 0 + 0 — 0 = 0 # 2, donc Og+ ¢ F.

Retenons la regle : une équation homogeéne (second membre nul) définit un
sous-espace vectoriel, une équation affine (second membre non nul) n’en définit
pas.

4. Oui. On vérifie les trois points.
(a) F c RY : immédiat.
(b) La suite nulle vérifie 0 = 3 X 0 — 0 pour tout n € N, donc appartient a F.
(c) Soient (uy), (v,) € F et A € R. Posons w,, = Au,, + v,,. Pour toutn € N :

Wnaz = Apio + Opta = AQBUns1 — Up) + (30p41 — 0p) = 3Wpi1 — Wh.

Donc (wy) € F.

Ainsi F est un sous-espace vectoriel de RY.

Dans les trois premiers cas comme dans le quatriéme, la méthode est la méme : on
montre que I'ensemble est un sous-espace vectoriel d’un espace de référence, puis on
paramétre ses éléments pour I’écrire comme un Vect, et il ne reste plus qu’a vérifier
que la famille obtenue est libre.

1. L’ensemble F est une partie de R® contenant (0,0,0), et si
(21, Y1, 21), (X2, Y2, 22) € F et A € R, alors la combinaison
A(x1, Y1, 21) + (%2, Y2, 22) Vérifie :

2(Axy +x2) = (Ay1 +y2) + (Az1 +22) = A (2x1 —y1 +21) + (2x2 — Y2 + 23) = 0.

=0 =0

Donc F est un sous-espace vectoriel de R3,

L’équation 2x — y + z = 0 s’écrit y = 2x + z; en paramétrant par x et z :
(x,y,2) =(x, 2x + 2z, z) =x(1,2,0) + z(0,1,1).

La famille ((1,2,0),(0,1,1)) engendre donc F, et elle est libre car ses deux

vecteurs ne sont pas colinéaires. C’est une base de F, et dim F = 2.

2. L’ensemble E est une partie de R3[X] contenant le polynéme nul, etsi P,Q € E
et A € R, alors (AP + Q)(0) = 0 et (AP + Q)(1) = 0 : C’est un sous-espace
vectoriel de R3[X].
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Soit P € R3[X]. Les conditions P(0) = P(1) = 0 signifient que 0 et 1 sont
racines de P, c’est-a-dire que X (X — 1) divise P. Comme deg P < 3, on peut
écrire P = X(X —1)Q avec Q € R;[X], soit Q = a+ bX :

P=a(X>-X)+b(X®-X?).

La famille (X? — X, X® — X?) engendre donc E; elle est libre car échelonnée
en degré. C’est une base de E, et dim E = 2.

3. L’ensemble G est 'ensemble des solutions sur R de I’équation différentielle

linéaire homogeéne y”” +3y’ +2y = 0 : c’est un sous-espace vectoriel de C*(R,R)
(la fonction nulle est solution, et une combinaison linéaire de solutions est
solution par linéarité de la dérivation).
L’équation caractéristique est r* + 3r + 2 = 0, soit (r + 1)(r + 2) = 0 : ses
racines sont —1 et —2. Les solutions sont donc les fonctions x + ae™ + be™%*
avec (a,b) € R>. Ennotant g; : x = e * et g, : x — e~ ?*, la famille (g1, g»)
engendre G, et elle est libre : si ae™ + be™?* = 0 pour tout x € R, alors en
évaluant en x = 0 on obtient a + b = 0, et en multipliant par e?* il vient
ae* + b = 0 pour tout x, ce qui impose a = 0 (faire x — +00), puis b = 0. C’est
une base de G, et dim G = 2.

4. Comme au point 1, H est défini par deux équations linéaires homogenes : c’est
un sous-espace vectoriel de R*.

Le systtme x —y = 0,3x +y+z + 2t =0donne y = x puisz = -3x —y — 2t =
—4x — 2t. En paramétrant par x et ¢ :

(x,y,2,t) =x(1,1,-4,0) + (0,0, -2, 1).

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires (regarder la derniere composante) :
la famille ((1,1,—4,0), (0,0,—2, 1)) est une base de H, et dimH = 2.

Soit (a,b,c,d) € R* tel que afi + bf; + cfs + dfy = 0. En identifiant les quatre
composantes, cela équivaut au systéme :

a+2b+c—d=0,
a-b=0,
b+2c+d=0,
a+c+3d=0.

La deuxiéme équation donne b = a. En reportant dans la premiére : 3a + ¢ — d = 0,
soit ¢ =d — 3a. En reportant b = a et ¢ = d — 3a dans la troisiéme :

5a
a+2(d-3a)+d=0 — -5a+3d=0 dz?,
et dans la quatriéme :
a
a+(d-3a)+3d=0 = -2a+4d=0 < dZE'

Ces deux valeurs de d doivent coincider : 5?“ = % soit 10a = 3a, donc 7a =0 et a = 0.
On en déduit successivement b = 0, d = 0 puis ¢ = 0.

La seule combinaison linéaire nulle est donc la combinaison triviale : la famille
(fi, fo f3, f1) est libre, et par conséquent elle n’est pas liée.
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Enfin, elle compte 4 vecteurs et dim R* = 4 : étant libre de cardinal dimR*, c’est une
base de R*. Elle est donc en particulier génératrice.

Commencons par simplifier ’équation. En regroupant :

x2+2y2+22+2xy+2yz:(x2+2xy+y2)+(y2+2yz+z2):(x+y)2+(y+z)2.

=(x+y)? =(y+2)?

Autrement dit, Ex = {(x, 1,2) K| (x+y)? + (y+2)% = 0}. La réponse dépend
alors du corps de base.
Cas K = R : oui. Une somme de deux carrés de réels est nulle si et seulement si
chacun est nul. Donc :

ERZ{(X,y,Z)ER?’|x+y=0ety+z:0}.

C’est un ensemble défini par deux équations linéaires homogenes : c’est un sous-
espace vectoriel de R®, donc un R-espace vectoriel. En posant y = ¢, on obtient
x =—tetz=—t, dou Eg = Vect ((—1,1,—-1)) : c’est une droite vectorielle.

Cas K = C : non. Sur C, 'argument précédent s’effondre, car —1 est un carré. On a
en effet :

(x+y)’?+(y+2°=((x+y) +iy+2) (x +y) —i(y +2)),

et Ec est donc la réunion des deux plans d’équations x + y +i(y +z) =0etx + y —
i(y + z) = 0. Une réunion de deux plans distincts n’est pas un sous-espace vectoriel.
Explicitons un contre-exemple. Le vecteur u = (1,0,1) vérifiex + y =iety + z = 1,
donc (x +y)? + (y+2)2=-1+1=0:0nau € Ec. De méme v = (i, 0, 1) vérifie
x+y=-iety+z=1,donco € Ec. Maisu+v = (0,0,2) donnex+y =0ety+z =2,
dou (x+y)?+(y+2)2=4+#0:ainsiu+o ¢ Ec.

L’ensemble E¢ n’est pas stable par addition : ce n’est pas un C-espace vectoriel.

Les trois familles sont libres, mais chacune demande une idée différente. Dans les
trois cas, on part d'une relation ). ; A; fz, = 0, c’est-a-dire d’une égalité de fonctions :
elle est donc valable en tout point, et toute la difficulté consiste a exploiter cette
liberté de choix.

n
1. Libre. Supposons que Z Ai |x — a;| = 0 pour tout x € R, et notons S cette
i=1
fonction.

Posons ay = — et ap41 = +00. Sur chaque intervalle |ag, ax4+1[ (pour 0 < k <
n), on connait le signe de x — g; : il est positif pour i < k et négatif pour i > k.
Donc, sur cet intervalle :

S() =) Ai(x—a) + ) Ai(a; - x).
i<k i>k
C’est une fonction affine, de pente :

mi :Zﬂi—ZAi.

i<k i>k
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Comme S est la fonction nulle, elle est de pente nulle sur chaque intervalle :
my. = 0 pour tout k € {0,...,n}. Or, en passant de k — 1 a k, le terme A change
de camp :

Mg — Mp—q = 2Ak.

Ainsi Ay = %(m;C — my_1) = 0 pour tout k € {1,...,n} : la famille est libre.
Géométriquement, my — my_; mesure la « cassure » du graphe au point ay ;
le graphe de la fonction nulle n’ayant aucune cassure, chaque Ax est nul.
n
2. Libre. Supposons que Z A;e?™ =0 pour tout x € R. Montrons par récurrence
i=1
descendante que A, = A,_; =--- =1, =0.
Comme ay, est le plus grand des ga;, divisons la relation par e*=* (qui ne s’annule

pas) :

n—1
VxeR, A+ Z Lel@ian)x = ¢
i=1

Pouri <nonaa; —a, < 0,donc e(@~)X 0 En faisant x — +oo dans
X—+00

I’égalité ci-dessus, il reste A, = 0.
La relation initiale se réduit alors a Y,7' 1;e%* = 0, et le méme argument
appliqué a a,_; donne A,,_; = 0, et ainsi de suite jusqu'a A; = 0. La famille est

libre.
3. Libre. Supposons que Z =0 pour tout x € R\ {ay,...,a,}.
- r T
Fixons j € {1,...,n} et multiplions la relation par x — a; :
X —aj;
Vx e R\ {ay,...,an}, )L]-+Z)Lix_ai =0.

i#j

Faisons maintenant tendre x vers a;. Pour i # j, onaa; # aj, donc x —a; —
a;j — a; # 0 tandis que x — a; — 0 : chaque terme de la somme tend vers 0. Il
reste A; = 0.

Ceci valant pour tout j, la famille est libre.

Remarquons d’abord que F = R,[X], de sorte que dim F = 3, et que dimE =n + 1.
G est un sous-espace vectoriel de E, de dimension n — 2. L’ensemble G est une partie de
E contenant le polynéme nul, et si P, Q € G et A € R, alors AP + Q annule les trois
conditions par linéarité de I’évaluation et de la dérivation : G est bien un sous-espace
vectoriel de E.

Décrivons maintenant les éléments de G. Soit P € G. Comme P(1) = P/(1) =0, le
réel 1 est racine au moins double de P : il existe un polynéme R tel que

P =(X-1)*%R.

Evaluons cette égalité en 2 : comme P(2) =0 et (2—1)2 =1 # 0, il vient R(2) = 0.
Le réel 2 est donc racine de R, et il existe un polynéme Q tel que R = (X — 2)Q.
Finalement :

P=(X-1*X-2)0.

Réciproquement, tout polynéme de cette forme appartient a G : il s’annule en 1 et
en 2, et sa dérivée 2(X — 1)(X - 2)Q + (X — 1)*((X - Z)Q)' s’annule en 1.
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Enfin, deg P = 3 + deg Q lorsque Q # 0 : la condition deg P < n équivaut a deg Q <
n — 3 (ce qui a bien un sens puisque n > 3). Ainsi :

G={(X-1D(X-2)Q| Q € Rus[X]},

et Iapplication Q — (X — 1)?(X — 2)Q est une bijection linéaire de R,,_3[X] sur G,
d’ou:

dimG =dimR, _3[X] =n - 2.
La somme est directe. Soit P € F N G et supposons P # 0. Comme P € F =R,[X], on
adeg P < 2. Mais P € G s’écrit P = (X —1)%(X - 2)Q avec Q # 0 (sinon P = 0), donc
deg P =3 + deg Q > 3: C’est contradictoire. Donc P =0 et FN G = {0}.
Conclusion. On a :

dmF+dmG=3+(n—2)=n+1=dimE.

D’apreés la caractérisation page 11, on conclut que E = F @ G.

Décrivons d’abord ces deux ensembles avec des mots : F est 'ensemble des suites
dont les deux premiers termes sont nuls, et G I’ensemble des suites dont tous les autres
termes sont nuls. Le résultat devient alors trés naturel.

1. Traitons les deux cas en paralléle, en vérifiant les trois points de la caractérisa-
tion page 3.
() F C EetG C E : immédiat.

(b) La suite nulle appartient a F (ses deux premiers termes sont nuls) et a G
(tous ses termes le sont).

(c) Soient (uy), (v,) € Fet A € R. Alors Aug + vy = 0 et Au; + v; = 0, donc
A(up) + (v,) € F. De méme, si (uy,), (v,) € G, alors pour tout n € N on a
Alpyz + Upy2 = 0, donc A(u,) + (v,) € G.

Ainsi F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.
2. L’espace E = RY n’étant pas de dimension finie, on ne peut pas utiliser d’argu-
ment de dimension : raisonnons par analyse-syntheése.

Analyse. Soit u = (u,) € E et supposons u = v + w avec v = (v,) € F et
w = (wy) € G. Alors :

— pourn € {0,1} : v, =0, donc w,, = u;
— pour n > 2:wy, =0, donc v, = u,.

Les suites v et w sont donc entiérement déterminées par u :
v=1(0,0, uy, us, ...) et w = (ug, U1, 0, 0, ...).

La décomposition, si elle existe, est unique.

Synthése. Définissons v et w par les formules ci-dessus. On a bien vy = v; =0,
doncov € F, et wy42 = 0 pour tout n € N, donc w € G. Enfin v, + w, = u, pour
toutn € N, c’est-a-dire u = v + w.

L’existence et I'unicité de la décomposition donnent E = F & G.
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1. Vérifions les trois points de la caractérisation page 3 pour F.
(a) F C E: immédiat.
(b) La fonction nulle vérifie 0(0) = 0, donc appartient a F.
(c) Soient f,h € Fet A € R. Alors (Af + h)(0) = Af(0) + h(0) = 0, donc
Af +heF.
Ainsi F est un sous-espace vectoriel de E.
En revanche, A n’en est pas un : la fonction nulle vérifie 0(0) = 0, donc 0g ¢ A.
2. Soit g € A, c’est-a-dire g(0) # 0. En particulier g # 0, donc Rg = Vect(g) est
bien une droite vectorielle.
L’espace E n’étant pas de dimension finie, raisonnons par analyse-synthése.
Analyse. Soit f € E et supposons f =Ag + havec A € Ret h € F. En évaluant

en0:

f(0) =2g(0) + h(0) = Ag(0),

——
=0

et comme ¢(0) # 0, cela impose :

£(0) £(0)

A=—= h=f-—=

5(0) I~
La décomposition, si elle existe, est donc unique.
Synthése. Posons A = % eth=f —Ag.Onabien Ag € Ry, et :

(0)
) = £0) - L3 90 = r0) - £0) =0,

donc h € F. Enfin f = Ag + h par construction.
L’existence et 'unicité de la décomposition donnent E = Rg & F : la droite Rg
est un supplémentaire de F dans E.

Commentaire. Le résultat est valable pour n’importe quel g € A : un sous-espace
vectoriel admet en général une infinité de supplémentaires. Il n’y a donc jamais lieu
de parler de « le supplémentaire » de F, mais toujours de « un supplémentaire ».

Introduisons deux familles de fonctions qui vont servir de « témoins » dans les
raisonnements par contraposée. Pour a € A, notons §, la fonction qui vaut 1 en a et
0 ailleurs; notons également 1 la fonction constante égale a 1 sur A.

1. Vérifions les trois points de la caractérisation page 3.
(a) Nx C E : immédiat.
(b) La fonction nulle s’annule partout, donc en particulier sur X : 0 € Nx.
(c) Soient f,g € Nx et A € R. Pour tout x € X :

Af +g)(x) =Af(x) +g(x) =AX0+0=0,

donc Af + g € Nx.
Ainsi Nx est un sous-espace vectoriel de E.

Notons au passage une remarque utile pour la suite : pour toutes parties X, Y
de A, une fonction s’annule sur X et sur Y si et seulement si elle s’annule sur
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X UY, c’est-a-dire :
Nx N Ny = Nxuyy.

2. (a) Sens <. Supposons X NY = @ et soit f € E. Définissons g et h par :

0 six € X, e
900 = {f(x) sinon, h=f-9.

Par construction g € Nx. Montrons que h € Ny : soit y € Y. Comme

XNY=0g,onay ¢ X, doncg(y) = f(y) et h(y) = f(y) - f(y) = 0.

Ainsi h € Ny, et f =g+ h € Nx + Ny.
Comme Nx + Ny C E toujours, on conclut Nx + Ny = E.
Sens =. Raisonnons par contraposée : supposons X NY # @ et soit
a € X NY. Toute fonction de Nx s’annule en a (car a € X), et toute
fonction de Ny aussi (car a € Y). Donc toute somme g + h avec g € Nx et
h € Ny s’annule en a. Or 1 € E vérifie 1(a) =1 # 0: ainsi 1 ¢ Nx + Ny
et Ny + Ny # E.

(b) D’apres la remarque du point 1, on a Nx N Ny = Nxyy. Il suffit donc de
montrer que, pour toute partie Z de A :

Nz ={0} & Z=A.

SiZ = A, une fonction de Ny s’annule en tout point de A : c’est la fonction
nulle, donc Ny = {0}.

Réciproquement, si Z # A, choisissons a € A\ Z. La fonction §, s’annule
en tout point de Z (puisque a ¢ Z), donc 8, € Nz; et §; # 0 puisque
dq(a) = 1. Donc Nz # {0}.

En appliquant cecia Z = XUY, on obtient NyNNy = {0} &= XUY =
A.

(c) Par définition, Nx @ Ny = E signifie que Nx N Ny = {0} et Nx + Ny = E.

D’apreés les points (a) et (b), cela équivaut a :
XUY=A et XNY =0,

c’est-a-dire exactementa Y = A\ X.

Sens2 = 1.Si A C B, alors A U B = B, qui est un sous-espace vectoriel de E par
hypothése. De méme, si B C A, alors AU B = A, qui en est un également.

Sens 1 = 2. Supposons que A U B soit un sous-espace vectoriel de E. Il s’agit de
montrer une disjonction : supposons donc que A ¢ B, et montrons qu’alors B C A.

Comme A ¢ B, il existe a € A tel que a ¢ B. Fixons un tel a et soit b € B quelconque.

Les vecteurs a et b appartiennent tous deux a A U B, qui est stable par somme : donc
a+b € AU B. Deux cas se présentent.

— Sia+b e B:alorsb— (a+b) = —a appartient a B, car B est un sous-espace
vectoriel et b,a + b € B. Donc a = —(—a) € B, ce qui contredit a ¢ B. Ce cas
est impossible.

— Sia+Db e A:alors (a+b) —a = b appartient a A, car A est un sous-espace
vectoriel et a,a + b € A. Donc b € A.

Seul le second cas est possible, et il donne b € A. Ceci valant pour tout b € B, on
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conclut B C A.

Commentaire. Cet exercice explique pourquoi on ne définit jamais de « réunion »
de sous-espaces vectoriels : elle n’en est presque jamais un. C’est précisément pour
disposer d’un substitut que I'on introduit la somme A + B, qui est, elle, toujours un
sous-espace vectoriel — et c’est méme le plus petit contenant A U B.

F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Pour G, c’est immédiat : un Vect est
toujours un sous-espace vectoriel (proposition page 7), et ey, e1, e, sont bien de classe
C! sur [0, 1]. Pour F, on vérifie les trois points de la caractérisation page 3: F C E
par définition, la fonction nulle vérifie les trois conditions, et si f,g € Fet A € R,
alors par linéarité de I'intégrale, de I’évaluation et de la dérivation :

/ (Af+g) = A / f+ / g=0. (Af+9)(0) =0, (Af+g)(1) = Af ()¢ (1) =0.
0 0 0

Donc Af +g € F.
L’espace E n’est pas de dimension finie : raisonnons par analyse-synthese. Un élément
de G s’écrit g = aey + be; + cey, C’est-a-dire g : x > a + bx + cx?, avec (a, b, c) € R3;
on notera que :
! b ¢
g(0) = a, g’ (x) =b+ 2cx donc ¢’ (1) = b + 2c, / g=at,+3.
0

Analyse. Soit f € E. Posons @« = f(0), f = f'(1) et = folf(t) dt. Supposons
f=h+gavech € Fetg=aey+bey +ce; € G. Alors h = f — g doit vérifier les trois
conditions définissant F :

(f—9)(0) =0, a=a,
(f-9’@1) =0, c’est-a-dire b+2c=p,
/Ol(f—g)ZO, a+§+§:[.

Résolvons ce systéme. La premiére équation donne a = a. La deuxiéme donne
b =  — 2c; en reportant dans la troisiéme :

=% 2
a+ﬁ C+£:I<=>E—c+5:1—a<=>——czl—a—/—3,
2 3 2 3 3 2
d’ou : 3 35 5
=—(a-1)+— b=pf-2c=3(I-a)—--.
c=>(a-D+, p-2c=3(I-a)-%

Le systéme admet donc une unique solution (a, b, ¢) : la décomposition, si elle existe,
est unique.
Synthése. Réciproquement, posons a, b, ¢ égaux aux valeurs ci-dessus, g = aej + be; +
ce; € Geth = f —g. Comme (a,b,c) est solution du systéme, h vérifie h(0) = 0,
R (1) =0et /01 h=0:donch € F.Et f = h + g par construction.
Tout f € E se décompose donc de maniere unique en somme d’un élément de F et
d’un élément de G :

E=F&G.
Vérification. On peut contréler les formules sur un exemple : prenons f = ey, c’est-a-
dire f(x) =x. Alorsa =0, =1et]l = %,cequidonnea:O,c: % (O—%) + % =0
etb=3X% % = % = 1. On retrouve bien g = e; = f et h = 0, comme il se doit puisque
feaG.
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Le sous-espace F. 1l est défini par deux équations linéaires homogénes : c’est un
sous-espace vectoriel de R*. Le systéme z = 2x, x + y + z + t = 0 donne z = 2x puis
t =—x —y—2z=-3x —y. En paramétrant par x et y :

(x,y,2,t) =x(1,0,2,-3) + y(0,1,0,-1).

Les vecteurs u; = (1,0,2, —3) et uy = (0, 1,0, —1) ne sont pas colinéaires : (uy, uz) est
une base de F et dim F = 2.
Le sous-espace G. Les vecteurs g; = (1,1,1,1) et g = (1,3, 1, —1) ne sont pas coli-
néaires : (g1, g2) est une base de G et dim G = 2.
L’intersection. Un élément de G s’écrit agy + bgy = (a+ b, a+3b, a+ b, a—b) avec
(a,b) € R?. Ecrivons qu’il appartient a F :

— la premiére équation donne (a+b) + (a+3b)+ (a+b) + (a—b) =4a+4b =0,

soitb = —a;
— la seconde donne a + b = 2(a + b), soit a + b = 0 : c’est la méme condition.

Les éléments de F N G sont donc les a(g; — g2) = a(0,-2,0,2) : ainsi FN G =
Vect ((0,1,0,—1)) est de dimension 1, de base ((0,1,0,—1)). On remarque que ce
vecteur n’est autre que uy.

La somme. La formule de Grassmann donne :

dim(F + G) =dimF + dimG —dim(FNG) =2+2—-1=3.

Exhibons une base. La famille (uy, us, g1) est formée de vecteurs de F + G ; montrons
qu’elle est libre. Soit au; + fuy + yg, = 0. Alors yg; = —(au; + fuy) € F;org; ¢ F (la
somme de ses coordonnées vaut 4 # 0), donc y = 0, puis @ = f = 0 puisque (uy, uz)
est libre. Libre et de cardinal 3 = dim(F + G), la famille (uy, uz, g1) est une base de
F+G.

Développons d’abord les trois derniers polynomes :
P, =X?-X, Py =X3+ X2 P=(X-X)(X+1)=X*+X>-X*-X.

Tous sont de degré au plus 4 : la famille est bien formée de vecteurs de R4[X]. Elle
compte 5 vecteurs et dim R4 [X] =5 : il suffit donc de montrer qu’elle est libre.

Soit (ag, .. .,aq) € R tel que apPy + a1 Py + azP, + azPs + a4Py = 0. En identifiant les
coefficients de chaque mondéme :

X*: a4 =0,

X3: ay+as+as=0,
X?: az—a4 =0,
X': a1—a;—as =0,
X%: gy =0.

La premiere ligne donne a4 = 0; la troisiéme donne alors as = 0, puis la deuxiéme
a; =0, la quatriéme a; = 0, et enfin gy = 0. La famille est libre.

Libre et de cardinal 5 = dim R4[X], c’est une base de R4[X].

Commentaire. La famille n’est pas échelonnée en degré (P, et P; sont tous deux de
degré 3) : le critére des degrés échelonnés ne s’applique pas, et il faut réellement
faire le calcul.
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Soit (Ay,...,4,) € R" tel que 37, A fi =0, C’est-a-dire :

n
Vx € R, Z A sin® (x) = 0.
k=1

L’idée est de faire apparaitre un polynéme. Posons P = 3} | MTF € R,[T] : la
relation ci-dessus s’écrit P (sin(x)) = 0 pour tout x € R.

Or sin prend toutes les valeurs de [—1,1] : pour tout t € [—1, 1], il existe x € R tel
que sin(x) =t (par exemple x = arcsin(t)). Donc P(¢) = 0 pour tout t € [-1,1] : le
polynéme P admet une infinité de racines, c’est donc le polynoéme nul. Ses coefficients

A1, ..., A, sont tous nuls : la famille est libre.
Commentaire. La substitution ¢ = sin(x) raméne la liberté de la famille (sin®); a celle
des monémes (T¥);. Le méme argument montre que (¢, ¢ . .., ") est libre pour

n’importe quelle fonction ¢ prenant une infinité de valeurs.

Commencons par expliciter les six fonctions : pour x € R,
f=x+1 gx)=x" (fofix)=x+2 (fog)(x)=x"+1,

(go f)(x) = (x+1)* =x*+2x +1, (gog)(x) =x*

Ce sont toutes des fonctions polynomiales. Notons, pour k € N, pi la fonction
x > x*, et posons V = Vect(po, p1, p2, pa)- Les six fonctions de A appartiennent a
V:

f=potp1, g=p2 fof =2potp1, fog=potpa, gof = po+2pi1+p2,  gog = pa.

Comme V est un sous-espace vectoriel contenant la famille A, la minimalité du Vect
(proposition page 7) donne Vect(A) C V.

Réciproquement, chacun des quatre générateurs de V est combinaison linéaire de
fonctions de A :

po=fof-1, pr=f-po=2f—-fof, p2=9 pa=gog.

Donc V C Vect(:A), et finalement Vect(A) = V.

Il reste a calculer dimV, c’est-a-dire a vérifier que (po, p1, p2, p1) est libre. Soit
(a,b,c,d) € R* tel que apy + bp; + cp, + dps = 0 : la fonction polynomiale
x — a+ bx + cx? + dx* est nulle sur R, donc le polynéme a + bX + cX? + dX*
admet une infinité de racines : c’est le polynéme nuleta=b =c=d =0.

Ainsi (po, p1, p2. pa) est une base de V et le rang de la famille A vaut 4.
Commentaire. La famille compte 6 vecteurs pour un rang de 4 : elle est liée, et on
peut expliciter deux relations indépendantes :

fog=g+fof—-f et gof=g+3f-fof,

que 'on vérifie directement : x> + 1 = x> + (x +2) — (x + 1) et x* + 2x + 1 =
X2 +3(x+1) = (x +2).
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Chaque P; est de degré n, donc appartient a K, [X]. La famille compte n + 1 vecteurs
et dim K, [X] = n + 1 : il suffit de montrer qu’elle est libre.

Soit (Ao, ..., A,) € K" tel que 2o AiPi = 0. Montrons par récurrence finie que
Ak = 0 pour tout k € [0, n].

Initialisation. Evaluons la relation en a : pour i > 1, le facteur (X — a)! s’annule en a,
donc P;(a) = 0; tandis que Py(a) = (a — b)". Il reste Ag(a — b)" =0, et a # b donne
/10 =0.

Heérédité. Soit k € [[1,n] et supposons Ay = - - - = Ax_; = 0. La relation se réduit a :

Z)Li(X—a)i(X—b)"_izo soit (X—a)kZAi(x—a)i—k(x_b)"—i:0,
i=k i=k

Un produit de polyndémes est nul si et seulement si I’'un des facteurs I'est; comme
(X — a)* # 0, on obtient :

Zn: LX —a)F(X =) =0.
i=k

Evaluons en a : seul le terme i = k survit, et il vaut Ax(a — b)" . Donc A = 0.
Par récurrence, tous les A; sont nuls : la famille est libre. Libre et de cardinal n + 1 =
dim K,,[X], c’est une base de K, [X].

Remarquons d’abord que chaque L; est bien défini : les a; étant deux a deux distincts,
le dénominateur est un produit de scalaires non nuls. Le numérateur est un produit
de n facteurs de degré 1, donc deg L; = n et L; € K,[X].

La propriété clé. Pour tous i,k € [[0,n] :

Li(ap) 1 sik=1i,
i\dk) =
k 0 sik#1i.

En effet, si k # i, le facteur (X — ai) figure au numérateur, qui s’annule donc en ay ;
et en a;, le numérateur vaut exactement [[;,;(a; — a;), c’est-a-dire le dénominateur.
Liberté. Soit (Ao, ..., Ay) € K" tel que ). A;L; = 0. En évaluant en gy :

0= Z AiLi(ax) = Ak,

i=0

et ceci pour tout k : la famille est libre.
Libre et de cardinal n + 1 = dim K,,[X], c’est une base de K, [X].

Ecartons d’abord un cas dégénéré : si A = {0z}, alors Vect(A) = {0g}, dont la base
est la famille vide — qui est bien (vide de) vecteurs de A. On suppose désormais que
A contient un vecteur non nul.

Une famille libre maximale. Considérons les familles libres formées de vecteurs de A.

Il en existe : une famille (a) réduite a un vecteur non nul de A est libre. Par ailleurs,
une telle famille est une famille libre de Vect(A), qui est de dimension finie (c’est un
sous-espace vectoriel de E) : son cardinal est majoré par dim Vect(A).
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L’ensemble des cardinaux des familles libres de vecteurs de A est donc une partie
non vide et majorée de N : elle admet un plus grand élément m. Choisissons une
famille libre (ay, ..., an) de vecteurs de A de cardinal maximal m.

Elle engendre Vect(A). Soit a € A. La famille (ay, ..., am, a) est formée de vecteurs
de A et compte m + 1 > m vecteurs : par maximalité de m, elle est liée. Il existe donc
des scalaires A, . . ., Ay, f non tous nuls tels que :

Aar + -+ Apam + pa = 0.

Si p = 0, cette relation contredirait la liberté de (ay, ..., a,) : donc u # 0 et :
1
a=——(Aay +---+ Anay) € Vect(ay,...,am).
U
Ainsi A C Vect(ay, .. ., an,). Par minimalité du Vect (proposition page 7) :

Vect(A) C Vect(ay,...,an) C Vect(A),

la seconde inclusion venant de ay, . .., a,, € A. D’ou 'égalité : la famille (ay, ..., an),
libre et génératrice de Vect(A), est une base de Vect(A) formée de vecteurs de A.

X n’est pas un espace vectoriel. Comme dim H = n—1 > 1, Phyperplan H contient un
vecteur h # Og; et comme dimH < dimE,ona H # E : il existe e € E \ H.
Considérons les deux vecteurs e et h—e.On a e € X par choix dee. Deplush—e ¢ H:
sinon, e = h — (h — e) serait la différence de deux vecteurs de H, donc appartiendrait
a H. Ainsi h — e € X également. Or :

e+(h—e)=h,

et h € H avec h # Og, donc h ¢ X. L’ensemble X n’est pas stable par addition : ce
n’est pas un sous-espace vectoriel de E, ni donc un espace vectoriel (pour les lois
induites).
Calcul de Vect(X). Montrons que Vect(X) = E. L’inclusion Vect(X) C E est claire.
Réciproquement, soit y € E.
— Siy ¢ H, alors y € X C Vect(X).
— Siy € H, écrivons y = (y + e) — e. Le vecteur y + e n’appartient pas a H (sinon
e=(y+e)—y e H),doncy+e € X;ete € X. Ainsi y est combinaison linéaire
de deux vecteurs de X : y € Vect(X).

Donc E C Vect(X), et finalement Vect(X) = E.

Notons (E; j)1<i j<n la base canonique de M, (R).

1. Une matrice M = (m;;) est symétrique si et seulement si mj; = m;; pour tous
i < j:elle est alors entiérement déterminée par ses coefficients diagonaux et
ses coefficients au-dessus de la diagonale, et :

M = Z miiE,-,i + Z m;;j (Ei,j + Ej,i) .
i=1

1<i<j<n

La famille Bs formée des E;; (1 < i < n)etdes E;; + E;; (i < j) engendre

32



CHAPITRE 2. REVISIONS D’ALGEBRE LINEAIRE

donc S, (R). Elle est libre : dans une combinaison linéaire de ces matrices, le
coefficient de E;; se lit a la position (i, i) et celui de E; ; + E;; a la position
(i, j) ; si la combinaison est nulle, tous sont nuls. C’est une base de S,,(R), et :

dimS,(R) =n+ "= _nn+D

2 2
De méme, M est antisymétrique si et seulement si m;; = —m;; pour i < j et
m;; = —my;, C’est-a-dire m;; = 0, pour tout i. Alors :
M = Z mij (Eij — Eji) -

1<i<j<n

La famille des E; ; — E;; (i < j) engendre A,(R) et est libre pour la méme
raison que ci-dessus : c’est une base, et :

dim A,(R) = ”(”T_l)

2. La somme est directe : si M € S,,(R) N AL(R), alorsMT™ = M etM" = —M,
d’ot1 2M =0 et M = 0. De plus, d’apres la question précédente :

n(n+1) N n(n—1)
2 2

dim S, (R) + dim A, (R) = =n* = dim M,(R).

La caractérisation page 11 donne S,(R) & A,(R) = M,(R). (Cest Pargu-
ment des rappels de cette section; la premiere question en justifie les deux
dimensions.)

3. Cherchons B par analyse-synthése. Si B € S,,(R) vérifie A— B € A,(R), alors :

A+AT
(A~B)T=~(A-B) & A" -B=-A+B & B="——

en utilisantB" = B. La matrice B est donc imposée : c’est la partie symétrique
de A. Calculons-la : le coefficient (i, j) de A +AT vaut a;; + aj;, soit 2 sii = j
et 1sii# j(exactement un des deux coefficients a;;, a;; vaut 1). Donc :

2 1 1
1{1 2
B== :
2 oo 1l
1 1 2

c’est-a-dire la matrice dont les coefficients diagonaux valent 1 et les autres %
Réciproquement, cette matrice B est symétrique, et A — B a des coeflicients
diagonaux nuls, des coefficients % au-dessus de la diagonale et —% en dessous :
elle est bien antisymétrique.

L’espace F est engendré par les n? différences V; — V;, mais celles-ci sont trés redon-
dantes : elles s’expriment toutes a I'aide des seules différences avec V;. En effet, pour
tousi,j € [1L,n]:

Vi-Vi=(Vi- V) - (V; - ).
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Chaque générateur de F appartient donc au sous-espace G = Vect(V, = Vy, ..., V,, —
V1), et la minimalité du Vect (proposition page 7) donne F C G.
Or G est engendré par une famille de n — 1 vecteurs : sa dimension est au plus n — 1.
(Rappelons en effet qu'une famille de cardinal strictement inférieur a la dimension
n’est jamais génératrice : une famille génératrice de G compte donc au moins dim G
vecteurs.) Donc :

dimF < dimG <n-1.

Commentaire. La majoration est optimale : pour V; = e; (la base canonique), les
différences e; — e; ont toutes des coordonnées de somme nulle, donc F est inclus dans
Ihyperplan H = {x € R" | x; + - - - + x,, = 0}, que P’on retrouvera dans 'exercice
« Une droite et un hyperplan de K" » de la section suivante; et les n — 1 différences
e; — e1 (i > 2) forment une famille libre, de sorte que dim F = n — 1 exactement.

1. Raisonnons par I’absurde et supposons VN € Q. Comme VN > 0, on peut
écrire VN = § avec p € N, g € N* et la fraction irréductible : p et q sont
premiers entre eux. En élevant au carré :

qu =p2.

Comme g € N, deux cas se présentent: ¢ =1 ou g > 2.

Siq =1, alors VN = p, donc N = p? est le carré d’un entier : c’est exclu par
hypothese.

Siq > 2, soit d un diviseur premier de q : il en existe, puisque tout entier
supérieur ou égal a 2 admet un diviseur premier. Comme d divise g, il divise
Ng? = p>. Or p # 0 : sinon Ng* = 0 donnerait N = 0 = 0%, encore un carré.
Décomposons donc p en facteurs premiers :

p=p-pfr,  dou  pP=pi™...pker.
Par unicité de la décomposition en facteurs premiers, les diviseurs premiers
de p? sont exactement py, ..., p,, c’est-a-dire ceux de p. Le nombre premier d
divise p? : il divise donc p. Ainsi d divise a la fois p et g, ce qui contredit leur
primalité relative.
Les deux cas étant impossibles, VN ¢ Q.

2. Soit (A, u) € Q*telque A+ 1+ - VN =0.Si p # 0, alors :
A
VYN =--€Q
U

ce qui contredit la premiére question. Donc p = 0, et la relation se réduit a

A = 0. La famille (1, VN) est libre sur Q.

Notons, pour i € [[1,n], V; = Vect(xy, ..., x;) et r; = dim V;, de sorte que 6(i) =i —r;.
Remarquons d’abord que & est bien a valeurs dans N : 'espace V; est engendré par i
vecteurs, donc r; < iet §(i) > 0.
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La fonction § est définie sur des entiers consécutifs : il suffit de montrer que 6(i+1) >
8(i) pour tout i € [1,n — 1], c’est-a-dire :

(i+1)-rip2i-r & rigps<r+l

Autrement dit : ajouter un vecteur augmente le rang d’au plus 1.

Démontrons-le. Soit (b4, ..., b,,) une base de V;. Chacun des vecteurs xi, ..., x; ap-
partient a V; = Vect(by,...,b,,) C Vect(by,..., b, xi+1), et xi;q aussi, évidemment.
Le sous-espace Vect(by, ..., by, x;4+1) contient donc xy, . . ., Xj41, et par minimalité du

Vect (proposition page 7) :
Visr1 C VECt(bl, ceey bri’ Xl'+1).

Le membre de droite est engendré par r; + 1 vecteurs, donc de dimension au plus
ri+1,et:
riv1 <r;+ 1.

Ainsi §(i + 1) > 8(i) : Iapplication § est croissante.

Commentaire. Comme par ailleurs V; C Vi1 donne r; < riiq, le rang augmente de
0 ou de 1 a chaque nouveau vecteur : § progresse par paliers de hauteur 0 ou 1.
La quantité §(i) compte le « défaut de rang », c’est-a-dire le nombre de vecteurs
redondants parmi x, . . ., x; ; la croissance de § exprime qu’une redondance apparue
ne disparait jamais : §(i) = 0 si et seulement si (xy,. .., x;) est libre, et une famille
qui contient une sous-famille liée est liée.

1. Ecrivons la formule de Grassmann pour les couples (F,U) et (F,V) :

dim(F +U) =dim F + dim U — dim(F N U),
dim(F +V) =dimF + dimV — dim(F N V).

En soustrayant, dim F disparait :
dim(F+U)—-dim(F+V) =dimU-dimV - [dim(FNU) — dim(F N V)] . (x)

Or V c U entraine FNV c F N U, donc le crochet est positif : la premiére
inégalité en découle.

L’égalité () se relit aussi bien dans I’autre sens :
dim(FNU) —dim(FNV) =dimU — dimV - [dim(F + U) — dim(F + V)],

et V C U entraine cette fois F+V C F+U, donc le nouveau crochet est positif :
c’est la seconde inégalité.

2. Premiére inégalité. Appliquons la seconde inégalité de la question 1 au triplet
(F,U,V')=(H, G, FNG) —onabien FNG CG:

dim(HNG) —dim (HNFNG) <dimG — dim(F N G),
soit, en réordonnant :

dim(FNG) +dim(GNH) <dimG + dim(F NG N H).
Enfin FNGNH c FN H donne dim(FNG N H) < dim(F N H), dou:

dim(F N G) + dim(G N H) < dim G + dim(F N H).
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Seconde inégalité. La formule de Grassmann pour G et H s’écrit :
dim G = dim(G + H) — dim H + dim(G N H).
En reportant dans I'inégalité que 'on vient d’obtenir :
dim(FNG) +dim(GNH) < dim(G+H) —dim H + dim(G N H) +dim(FNH),
et apreés simplification par dim(G N H) :

dim(F N G) + dim H < dim(G + H) + dim(F N H).

Les dimensions. Une sous-famille d’une famille libre est libre : les familles (e;, . . ., e,),
(fi»---> fn) et (g1, - .., gi+j—1) sont libres, et chacune engendre le sous-espace qu’elle
définit. Ce sont donc des bases de E, F et G respectivement, et :

dmE=n—-i+1, dimF=n—-j+1, dimG =i+ j—1.

Un lemme de Grassmann. Pour deux sous-espaces vectoriels A et B de R”, on a
A+ B c R", donc dim(A + B) < n, et la formule de Grassmann donne :

dim(A N B) =dim A + dim B — dim(A + B) > dim A + dim B — n.
Application. D’abord :
dim(ENF)>(n—-i+1)+(n—-j+1)—n=n—i—j+2.
Puis, en appliquant le lemme aux sous-espaces EN F et G :
dm(ENFNG) 2dim(ENF)+dimG-n>(n—i—-j+2)+(i+j—-1)—-n=1.

Ainsi dim(E N F N G) > 1: cette intersection n’est pas réduite a {0}, elle contient un
vecteur non nul.

Suivons l'indication et démontrons par récurrence sur d € N la propriété suivante :
« P(d) : pour tout espace vectoriel E de dimension finie et tous sous-espaces vec-
toriels F et G de E tels que dimF = dimG = dimE — d, il existe un sous-espace
vectoriel Hde Etelque F®@ H=G®H =E.»
Initialisation (d = 0). Alors dim F = dim E, et un sous-espace vectoriel de méme
dimension que E est égal AE : F = G = E. Le choix H = {0g} convient: E® {0g} = E.
Hérédité. Soit d € N tel que P (d) soit vraie, et soient F, G avec dim F = dimG =
dimE — (d + 1) < dimE. En particulier F # E et G # E.
Etape 1:trouverx ¢ FUG. Comme F # E, il existe u ¢ F; comme G # E, il existe
v¢G.

— Siu ¢ G, alors x = u convient.

— Siov ¢ F, alors x = v convient.

— Sinon,u € Getov € F.Posonsx =u+wv.Six € F,alorsu = x—v € F (différence
de deux vecteurs de F), ce qui est exclu; si x € G, alorsv = x —u € G, exclu de
méme. Donc x ¢ F U G.

Etape 2 : agrandir F et G. Posons F’ = F + Vect(x) et G’ = G + Vect(x). La somme
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F + Vect(x) est directe : siy € F N Vect(x), alorsy = Ax avec A € K, et A # 0
donnerait x = %y € F,exclu;donc A =0 et y = 0g. Ainsi F’ = F @ Vect(x) et, comme
x # 0 :

dimF =dimF +1 =dimE — d,

et de méme G’ = G @ Vect(x) avec dimG’ = dimE — d.
Etape 3 : appliquer I’hypothése de récurrence. Par P (d) appliquée a F’ et G/, il existe
un sous-espace vectoriel H” de E tel que :

FeH =G'®H =E.

Posons H = Vect(x) + H’, et vérifions que H est un supplémentaire commun de F et
de G. Par symétrie des réles, il suffit de le faire pour F.
La somme F + H vaut E :

F+H=F+Vect(x)+H =F +H =E.

La somme est directe. Soit y € F N H. Ecrivons y = Ax + K avec A € Ket ' € H'.
Commey e FC FetAxe Fl,onah’ =y—-Ax € FFNH ={0g}, donc ' =0 et
y = Ax.Maisy € F et x ¢ F: comme a I’étape 2, cela impose A = 0, donc y = Og.
Ainsi FNH = {0g}.

Onadonc F® H =E, et de méme G @ H = E : la propriété P (d + 1) est établie.
Conclusion. Par récurrence, $(d) vaut pour tout d € N; en appliquant avec
d = dimE — dim F, deux sous-espaces de méme dimension possédent toujours
un supplémentaire commun.
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2

Révisions d’algebre linéaire

MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES
ANNT XN N

1. Généralités
Dans toute cette sous-section, E, F et G désignent des K-espaces vectoriels.

Définition 2.34 (Application linéaire)

Une application f: E — F est linéaire lorsque :

V(x,y) € E% V1 ek, fAx +y) = Af(x) + f(y).

On note L(E, F) U'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Cette condition unique remplace les deux conditions f(x + y) = f(x) + f(y) et
f(Ax) = Af (x) : elles lui sont équivalentes. En prenant A = —1 et y = x, on obtient
en particulier f(0g) = O, ce qui fournit un test de non-linéarité trés économique.

Définition 2.35 (Vocabulaire)

Soit f: E — F une application linéaire.

— Si F = E, on dit que f est un endomorphisme de E; on note L(E) = L(E, E).

— Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme, et que E et F sont isomorphes.
— Si f est un endomorphisme bijectif, on dit que f est un automorphisme de E.

— SiF =K, on dit que f est une forme linéaire sur E.

Exemple 2.36

— L’application f: R? — R? définie par f(x,y) = (x + y, x — y) est linéaire.

— L’application Idg: x — x est un automorphisme de E, et plus généralement
x = Ax pour A € K* (homothétie).

— L’application D: K[X] — K[X], P — P’, est un endomorphisme de K[X].
— L’application ®: C°(R,R) — C!(R,R) définie par

O(f): x Axf(t)dt

est linéaire : elle est bien définie par le théoréme fondamental de ’analyse, et
sa linéarité est celle de I'intégrale.

— P+ P(0) est une forme linéaire sur K[X], et f - fol f(t) dt est une forme
linéaire sur C°([0, 1], R).
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Proposition 2.37 (Opérations sur les applications linéaires)

— L(E, F) est un sous-espace vectoriel de ¥ (E, F); c’est en particulier un K-
espace vectoriel.

— Sife L(EF)etge L(F,G),alorsgo f € L(EG).

— Si f: E — F est un isomorphisme, alors ! est linéaire; c’est donc un isomor-
phisme de F sur E.

Sous-espace vectoriel. L’application nulle est linéaire, donc L(E, F) est une partie non vide de
F (E,F). Soient f et g dans L(E, F), p € K, puis (x,y) € E2et A € K:

(uf + 9 (Ax +y) = p(Af (x) + f(y)) + Ag(x) + g(y) = Auf + 9)(x) + (uf +9)(y).
Composée. Soient f € L(E,F),g € L(F,G), (x,y) e E2etAeK:
(go fH(Ax +y) = g(Af(x) + f(y)) = A(g o f)(x) + (g o f)(y).

Réciproque. Soit f un isomorphisme, et soient (u,0) € F? et A € K. Posons x = f~!(u) et
y = f1(v). Par linéarité de f, ona f(Ax + y) = Au + 0, d’ou

flAu+o)=Ax+y= Af_l(u) + £ H(v).

Définition 2.38 (Noyau, image)

Soit f: E — F une application linéaire. On appelle :
— noyau de f I'ensemble Ker f = {x € E | f(x) = 0p};
— image de f 'ensemble Im f = {f(x) | x € E}.

Proposition 2.39

Soit f: E — F une application linéaire. Alors Ker f est un sous-espace vectoriel de
E et Im f est un sous-espace vectoriel de F.

Vérifions les trois points de la caractérisation des sous-espaces vectoriels.
Pour Ker f. Par construction Ker f ¢ E. Comme f(0g) = Of, on a 0 € Ker f. Enfin, soient
(x,y) € (Ker f)’et A e K:

fx+y) =Af(x) + f(y) =4 - 0F + OF = Op,

donc Ax + y € Ker f.
Pour Im f. Par construction Im f C F, et O = f(0g) € Im f. Soient enfin (u,0) € (Im f)? et
A€ K il existe x et y dans E tels que u = f(x) etv = f(y), et alors

Au+ov=Af(x)+f(y) = f(Ax +y) € Im f.
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Proposition 2.40 (Caractérisation de l'injectivité)

Soit f: E — F une application linéaire. Alors :

f estinjective &= Ker f = {0g}.

Sens direct. Supposons f injective. L’inclusion {0g} C Ker f est acquise puisque f(0g) = Of.

Réciproquement, soit x € Ker f : alors f(x) = O = f(0g), et I'injectivité de f donne x = 0.
Sens réciproque. Supposons Ker f = {0z} et soient (x,y) € E? tels que f(x) = f(y). Par
linéarité :

flx—y) =f(x) - f(y) =0F,

donc x — y € Ker f = {0g}, c’est-a-dire x = y. Ainsi f est injective. ]

Remarque

C’est un gain considérable : pour une application quelconque, 'injectivité se teste sur
tous les couples (x,y) ; pour une application linéaire, il suffit de résoudre I’équation

f(x) = 0.

Reprenons f: R? - R%, f(x,y) = (x +y, x — y). Soit (x,y) € Ker f :

x+y=0 x=0
—
x—y=0 y=0.
Donc Ker f = {(0,0)} et f est injective.

En revanche, D: K[X] — K[X], P — P’, ne l'est pas : son noyau est 'ensemble des
polynémes constants, qui n’est pas réduit a {0}.

Proposition 2.42 (Caractérisation de la surjectivité)

Soit f': E — F une application linéaire et (ey, ..., e,) une famille génératrice de E.
Alors :

Im f = Vect (f(er), ..., f(ep)).

En particulier, f est surjective si et seulement si la famille (f(e1),...,f(ep)) est
génératrice de F.

Inclusion directe. Soit y € Im f : il existe x € E tel que y = f(x). Comme (ey,...,ep) est
génératrice, il existe des scalaires Ay, ..., 4, tels que x = Zle Aje;. Par linéarité :

p P
y=f (Z /L'ei) = Zlif(ei) € Vect (f(el), .. .,f(ep)) .
i=1 i=1

Inclusion réciproque. Chaque f(e;) appartient a Im f, qui est un sous-espace vectoriel de F.
Or Vect (f(e1), ..., f(ep)) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant ces vecteurs : il est
donc contenu dans Im f.

Les deux inclusions donnent I’égalité. La derniére assertion en découle : f est surjective si et
seulement siIm f = F, c’est-a-dire si et seulement si Vect (f(ey), . . .,f(ep)) =F. O
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Exemple 2.43

L’endomorphisme D: K[X] — K[X], P +> P’, est surjectif : la famille (X*)c est
génératrice de K[X], et

Xk+1
k+1

D(1) =0, D( ) = xk pour tout k € N.

L’image de D contient donc tous les X*, et par conséquent Im D = K[X].
Voila donc un endomorphisme surjectif mais non injectif : nous verrons plus bas que
cela est impossible en dimension finie.

2. Applications linéaires en dimension finie

Proposition 2.44 (Détermination par 'image d’une base)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B8 = (ey, ..., ep) une base de E et
(Y1, . - ., Yp) une famille quelconque de vecteurs de F. Il existe une unique application
linéaire f: E — F telle que f(e;) = y; pour tout j € [[1, p].

Définition 2.45 (Rang)

Soit f: E — F une application linéaire telle que Im f soit de dimension finie. On
appelle rang de f lentier rg f = dimIm f.

Théoréme 2.46 (Théoréme du rang)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f: E — F une application linéaire.
Alors Ker f et Im f sont de dimension finie et :

dimE = dimKer f + rg f.

Notons n = dim E. Comme Ker f est un sous-espace vectoriel de E, il est de dimension finie;
posons r = dim Ker f, de sorte que r < n.

Soit (ey, ..., e,) une base de Ker f. C’est une famille libre de E; d’aprés le théoréme de la base
incompléte, on peut la compléter en une base de E :

B = (elﬁ""er’er+1a""eﬂ)'

Montrons que (f(ey+1),-- ., f(en)) est une base de Im f.

Elle est génératrice de Im f. Comme B est génératrice de E, la proposition page 40 donne
Im f = Vect (f(e1), ..., f(en)). Or f(e;) = O pour i < r, puisque ces vecteurs sont dans Ker f.
Il reste donc Im f = Vect (f(ep+1), ..., f(en)).

Elle est libre. Soient Ar41, . . ., A, des scalaires tels que }}7,.,; Aif(e;) = Op. Par linéarité :
n
f(z /L'ei) =0,
i=r+1
doncx = )., Ase; appartient & Ker f. Il se décompose alors dans la base (ey, ..., e,) de Ker f:
il existe des scalaires i, . . ., g, tels que x = 3.7, pie;. On en déduit :
r n
Zﬂiei = Z Aie; = 0.
i=1 i=r+1
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Comme B est libre, tous les y; et tous les A; sont nuls. La famille (f(e,+1),. .., f(en)) est donc
libre.

C’est ainsi une base de Im f, qui est par conséquent de dimension finie avec rg f =n —r.D’ou
dimE=n=r+(n—-r) =dimKer f +rgf. ]

Corollaire 2.47 (Noyau d’une forme linéaire non nulle)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et ¢ une forme linéaire non
nulle sur E. Alors Ker ¢ est un hyperplan de E, c’est-a-dire un sous-espace vectoriel
de dimension n — 1.

L’image Im ¢ est un sous-espace vectoriel de K, qui est de dimension 1 : elle vaut donc {0} ou
K. Comme ¢ n’est pas I'application nulle, il existe x € E tel que ¢(x) # 0 : ainsiIm ¢ = K et

rgo = 1.

Le théoréme du rang donne alors n = dimKer ¢ + rg ¢ = dimKer ¢ + 1, d’out dimKerp =n— 1.

]

Proposition 2.48 (Caractérisation de la bijectivité en dimension finie)

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie de méme dimension, et
f: E — F une application linéaire. Alors :

f injective &= f surjective &= f bijective.

Posons n = dim E = dim F. Le théoréme du rang s’écrit n = dimKer f + rg f. Or:

— f est injective si et seulement si Ker f = {0g} (proposition page 40), c’est-a-dire si et
seulement si dimKer f = 0;

— f est surjective si et seulement si Im f = F. Comme Im f est un sous-espace vectoriel
de F, cela équivautarg f = dim F =n.

Le théoréme du rang montre alors que ces deux conditions sont équivalentes : dim Ker f =
0 & rgf =n.Léquivalence avec la bijectivité est immédiate. ]

Remarque

L’hypothése dimE = dimF < +oo est essentielle. Nous avons vu plus haut que
P +— P’ est surjectif mais non injectif sur K[X], qui n’est pas de dimension finie.

Exemple 2.49

Soitn € Net ¢: K, [X] — K, [X] définie par ¢(P) = P — P’. Elle est linéaire, et c’est
un endomorphisme de K,,[X] car deg(P — P’) < n.
Montrons qu’elle est injective. Soit P € Ker ¢, c’est-a-dire P = P’. Si P # 0, en notant

d = deg P, on aurait deg P’ =d—1 # d, ce qui est absurde. Donc P = 0 et Ker ¢ = {0}.

Comme K, [X] est de dimension finie et que ¢ est un endomorphisme, la proposition
précédente assure que ¢ est bijective. En particulier, pour tout Q € K, [X], 'équation
P — P’ = Q admet une unique solution dans K, [X].
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Proposition 2.50 (Isomorphisme et dimension)

Soient E et F deux espaces vectoriels et f: E — F un isomorphisme. Si E est de
dimension finie, alors F aussi et :

dim F = dimE.

Soit B = (ey, . . ., e,) une base de E. Montrons que (f(e1), ..., f(e,)) est une base de F.

Elle est génératrice. Comme f est surjective, la proposition page 40 donne F = Imf =
Vect (f(er),. .., f(en)).

Elle est libre. Soient Aj,...,A, des scalaires tels que 7, A;f(e;) = Op. Par linéarité,
f(ZF, Aie;) = 0p, donc Y7, Aie; € Ker f = {0g} puisque f est injective. La liberté de B

donne alors A; =--- =24, =0.
Ainsi F admet une base a n éléments : il est de dimension finie et dimF = n = dim E. O
Remarque

La réciproque est vraie : deux espaces vectoriels de méme dimension finie sont
toujours isomorphes. En particulier, tout K-espace vectoriel de dimension n est
isomorphe a K”".

Exemple 2.51 (Suites récurrentes linéaires d’ordre 2)

Soient (a, b) € K? et S 'ensemble des suites u € K" vérifiant :
VneN, 1w, =au, + bu,.

C’est un sous-espace vectoriel de K" : la suite nulle y appartient, et si u,0 € S et
A € K, la suite Au + v vérifie la méme relation. Montrons que dim S = 2.
Considérons I'application :

S — K?
u +—  (uo,uy).

Elle est linéaire, puisque les opérations sur les suites sont définies terme a terme.
V¥ est injective. Soit u € Ker ¥, c’est-a-dire uy = u; = 0. Montrons par récurrence
double que u, = 0 pour tout n € N. Les deux premiers termes sont nuls; et si
Up = Upy1 = 0 pour un certain n, alors up42 = aupy; + bu, = 0. Ainsi u = 0 et
Ker ¥ = {0}.

¥ est surjective. Soit (a, f) € K2 Définissons une suite u par uy = a, u; = ff et
la relation de récurrence ci-dessus : elle est bien définie, appartient a S et vérifie
¥ (u) = (2, f).

Donc ¥ est un isomorphisme de S sur K2, et la proposition précédente donne dim S =
dimK? = 2.

C’est ce résultat qui justifie la méthode de résolution vue en PCSI : il suffit d’exhiber
deux solutions non colinéaires pour les avoir toutes.
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3. Matrices et applications linéaires

Définition 2.52 (Matrice d’une application linéaire)

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, B = (ey, .. ., ep) une base
deEetC = (fi,...,fn) une base de F. Soit u € L(E, F).

On appelle matrice de u dans les bases B au départ et C a arrivée la matrice
Matceg(u) € M,,(K) dont la j-ieme colonne est formée des coordonnées de
u(ej) dans la base C.

Remarque (Sur la notation)

La fleche se lit comme celle d’une application : Matc g (u) transforme des coordon-
nées dans B en coordonnées dans C. L’intérét est que les bases se simplifient alors
deux a deux dans tous les produits, exactement comme dans une composée.
Attention : le programme n’impose aucune notation pour la matrice d’une application
linéaire, et celle-ci n’est pas la plus répandue. Vous rencontrerez souvent Matg ¢ (u),
ou C’est la base de départ qui est écrite en premier. Dans un devoir ou une épreuve,
suivez la notation du sujet.

Remarque

Retenez la regle : les images des vecteurs de la base de départ se lisent en colonnes. Le
nombre de colonnes est donc dim E et le nombre de lignes dim F.

Remarque

Lorsque u est un endomorphisme de E, on choisit presque toujours la méme base au
départ et a ’arrivée; on note alors simplement Matg(u) = Matg g(u), qui est une
matrice carrée de taille dim E. C’est le cas de loin le plus fréquent, et c’est le seul que
nous considérerons dans la suite de cette sous-section.

Reprenons f: R? — R?, f(x,y) = (x +y, x — y), et notons B = (e, e) la base
canonique de R?. On a :

FE) =fA0 = (L) =er+en  fle) =f0,1) = (1-1) = e — e
D’ou:
Mat8<f>=(1 _11).
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Exemple 2.54 (Opérateur de dérivation)

Soit n € N* et D: K,[X] — K,[X], P +— P’. Dans la base canonique 8 =
(1,X,...,X"),onaD(1) =0et D(X*) = kX* ! pour 1 < k < n.D’ou:

0 1 o0 0
0 0 2

Matg (D) = 0
5 - n
0 --- e 0

On lit sur cette matrice que D n’est ni injective (la premiére colonne est nulle) ni
surjective (la derniére ligne est nulle) : le rang de D vaut n, et non n + 1.

Proposition 2.55 (Compatibilité avec les opérations)

Soient E, F et G de dimension finie, munis respectivement des bases B, C et D.

1. Si X est la colonne des coordonnées de x € E dans B, alors Matg g(u)X est
la colonne des coordonnées de u(x) dans C.

2. Pouru,v e L(E,F)etAeK:
Mateg(Au + v) = AMateg(u) + Mate—g(0).

Plus précisément, u +— Matcg(u) est un isomorphisme de L(E, F) sur
M p (K.
3. Pouru € L(E,F)etve L(F,G):

Matpg(v o u) = Matpc(v) Matc—g(u).

4. Pour u € L(E) : u est un automorphisme si et seulement si Matg(u) est
inversible, et dans ce cas Matg(u™!) = Matg(u)~!.

Le point 2 donne dim £L(E,F) = np = dimE X dim F. Le point 3 explique enfin la
définition, si peu naturelle au premier abord, du produit matriciel : il est fait pour
traduire la composition.

Exemple 2.56 (Un projecteur lu sur sa matrice)

Soit B la base canonique de R? et p I'endomorphisme de R? dont la matrice dans B

est:
1 + +
A== (1 1), cest-a-dire  p(x,y) = (x Lz y) .

2\1 1 2 2

Un calcul immédiat donne :

1(2 2
z2_Z =
A _4(2 2) A

D’apreés le point 3 de la proposition, Matg(p o p) = A? = A = Matg(p), et comme
u — Matg(u) est injective, p o p = p : p est un projecteur.
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Ses éléments caractéristiques se lisent directement :
Im p = Vect ((1,1)), Kerp = {(x,y) € R* | x +y = 0} = Vect ((1,-1)).

1l s’agit donc de la projection sur Vect ((1, 1)) parallelement a Vect ((1, -1)).

Définition 2.57 (Matrice de passage)

Soient B = (ey,...,e,) et B” = (e],..., e,) deux bases de E. On appelle matrice de
passage de B a B’ la matrice P € M, (K) dont la j-iéme colonne est formée des
coordonnées de e;. dans la base B.

Remarque

Autrement dit, P = Matg. g/ (Idg) : c’est bien une matrice d’application linéaire,
mais avec deux bases différentes de part et d’autre. Attention a 'ordre : la nouvelle
base est écrite en colonnes dans I’ancienne.

Proposition 2.58 (Formules de changement de base)

Avec les notations ci-dessus, P est inversible et P~! est la matrice de passage de 8’ a
8. De plus :

1. si X et X’ sont les colonnes des coordonnées d’'un méme vecteur x € E dans
B et B, alors X = PX’;

2. pour tout endomorphisme u de E :

Matg (u) = P~! Matg(u) P.

Exemple 2.59 (Une symétrie)

Soit s la symétrie de R? par rapport a Vect ((1, 1)) parallélement a Vect ((1,-1)), et
$ la base canonique. Déterminer directement s(e;) et s(e;) demanderait un peu de
travail ; il est bien plus économique de commencer par une base adaptée.

Posons &1 = (1,1) et &, = (1,—1). La famille B’ = (¢}, £2) est une base de R?, et par
définition de s :

s(e1) = ey, s(e) = —é&, d’ou Matg (s) = ((1) _0 ) =D.

La matrice de passage de 8 a B’ est :

On vérifie que P? = 2I, ce qui donne P~! = 1P sans aucun calcul d’inverse. La

formule de changement de base s’écrit D = P! Matg(s)P, soit Matg(s) = PDP™! :

1(1 1)(1 o\({1 1) _1(0 2) (0o 1
MatB(s)=§(1 —1) (0 —1) (1 —1)25(2 0):(1 0)'

Autrement dit s(x, y) = (y, x) : on reconnait bien la symétrie par rapport a la droite
d’équation y = x.
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Définition 2.60 (Matrices semblables)

Deux matrices A et B de M,,(K) sont semblables lorsqu’il existe P € GL,(K) telle
que :

D’apreés la formule de changement de base, deux matrices sont semblables si et seule-
ment si elles représentent un méme endomorphisme dans deux bases éventuellement
différentes. La similitude est donc la relation qui identifie ce qui, dans une matrice,
releve de 'endomorphisme lui-méme et non du choix arbitraire d’une base.

B=PlAP.

4. Déterminant

Théoréme 2.61 (Existence et unicité du déterminant)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension net e = (ey, . . ., e,) une base de E. Il existe
une unique application
det,: E" — K

qui soit linéaire par rapport a chacune de ses n variables, alternée — c’est-a-dire nulle
dés que deux de ses arguments sont égaux — et telle que det.(ey, ..., e,) = 1.

De plus, toute application f: E® — K linéaire par rapport a chaque variable et
alternée est un multiple de det,.

La démonstration de ce théoréme est hors programme, de méme que la théorie
générale des formes multilinéaires. Retenez le principe : le déterminant n’est pas
défini par une formule, mais caractérisé par trois propriétés. Toutes les regles de
calcul que nous verrons en découlent.

Une conséquence immédiate du caracteére alterné : échanger deux arguments change
le déterminant en son opposé.

Proposition 2.62 (Changement de base)

Si e et e’ sont deux bases de E, alors :

det,s = det.(e) X det,.

Proposition 2.63 (Caractérisation des bases)

Soit e une base de E et (xy, ..., x,) une famille de n vecteurs de E. Alors :

(x1,...,xn) est une base de E < det.(x1,...,x,) # 0.

Définition 2.64 (Déterminant d’'une matrice, d'un endomorphisme)

— Le déterminant d’'une matrice A € M,,(K) est le déterminant de la famille de
ses colonnes dans la base canonique de M,, ; (K). On le note det(A), ou encore
entre barres verticales.
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— Le déterminant d'un endomorphisme u de E est det(u) =
det, (u(ey),...,u(e,)), ou e est une base quelconque de E : la proposi-
tion de changement de base montre que le résultat ne dépend pas du choix de
e.

Remarque

Avec ces définitions, det(u) = det (Matg(u)) pour toute base B de E. En particulier,
deux matrices semblables ont le méme déterminant : le déterminant est une propriété
de I'endomorphisme, pas de la base choisie pour le représenter.

Déterminants d’ordre 2 et 3

Proposition 2.65

En dimension 2 et 3, le déterminant s’exprime en fonction des coordonnées par :

a b
d

‘zad—bc,

c
fl=aei+bfg+cdh—ceg—afh— bdi.
i

Q U 9
>SS0 S

Remarque

La formule d’ordre 3 se retient par la régle de Sarrus : on recopie les deux premiéres
colonnes a droite du tableau, puis on somme les produits des trois diagonales des-
cendantes et on retranche ceux des trois diagonales montantes.

Attention : cette régle est fausse a partir de 'ordre 4. Au-dela de 3, on passe par les
opérations élémentaires et le développement par rapport a une ligne ou une colonne.
Plus encore, il vaut mieux éviter d’y recourir. L’étudiant qui calcule tous ses déter-
minants d’ordre 3 par Sarrus ne pratique jamais les opérations élémentaires ni le
développement; le jour ou il rencontre un ordre 4, ou un déterminant avec parameétre,
il ne sait rien faire. Prenez I’habitude des méthodes générales dés 'ordre 3 : elles
sont d’ailleurs le plus souvent plus rapides.

Remarque

Dans R?, |det, (x1, x2)| s’interpréte comme I'aire du parallélogramme construit sur x;
et x5 ; dans R, |det, (x1, x2, x3)| est le volume du parallélépipéde construit sur x;, x; et
x3. Le signe indique l'orientation. Un déterminant nul traduit donc un aplatissement :
les vecteurs sont coplanaires, ou colinéaires.

1 2
— =1X4-2X3=-2.

3 4
2 -1 QA
ol PR 2% (=2) = (=1) X4 = 0: les deux colonnes sont colinéaires, elles ne
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forment pas une base de K2.

— Par la régle de Sarrus :

1
0 =0+40+0-15-24-0=1.
5

A =N
S B W

Exemple 2.67 (Reconnaitre une base)

La famille ((1,0,5), (2,1,6), (3,4,0)) de R? est-elle une base? Ces trois vecteurs
sont exactement les colonnes de la matrice précédente, dont le déterminant vaut
1 # 0. C’est donc une base de R3.

Propriétés de calcul

Proposition 2.68 (Propriétés algébriques)

Soient A et B dans M, (K) et 1 € K.
1. det(l,) = 1.
2. det(AT) = det(A).
3. det(AA) = A" det(A).
4. det(AB) = det(A) det(B).
5

. A est inversible si et seulement si det(A) # 0, et dans ce cas :

1

det (A_l) = det(A)’

Les énoncés correspondants valent pour les endomorphismes : det(v o u) =
det(v) det(u), et u est un automorphisme si et seulement si det(u) # 0.

Attention : le déterminant n’est pas linéaire. En général det(A+B) # det(A)+det(B).
Ainsi,pour A=L et B=-I:

det(A + B) = det(0) =0, alors que det(A) + det(B) =1+1=2.

Le facteur A" du point 3 reléve du méme piége : multiplier la matrice entiére par A,
c’est multiplier chacune de ses n colonnes par A.

Proposition 2.69 (Effet des opérations élémentaires)

Soit A € M, (K). Les opérations sur les lignes (ou les colonnes) agissent ainsi sur le
déterminant :

— échanger deux lignes, L; <> L; : le déterminant est changé en son opposé;
— multiplier une ligne par A, L; <— AL; : le déterminant est multiplié par A;

— ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes, par exemple
Lj « L + ALj avec j # i : le déterminant est inchangg.
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C’est la troisieme opération qui fait tout le travail : elle permet de faire apparaitre
des zéros sans rien changer au résultat. Prenez garde a la deuxiéme, en revanche :
contrairement au pivot de Gauss appliqué a un systéme, diviser une ligne par 2 ici
divise le déterminant par 2, et il faut en tenir la comptabilité.

Exemple 2.70

Si A € M3(R) vérifie det(A) = 5, alors det(2A) = 23 X 5 = 40, et non 10.

Exemple 2.71

Soit A € M, (K) telle que A? = I,,. En passant au déterminant :
det(A)? = det (Az) =det(l,) =1,
donc det(A) = 1 ou det(A) = —1. C’est le cas par exemple de toute matrice de

symétrie.

Exemple 2.72

Calculons, a I’aide des opérations élémentaires :

1
A=|1
1

=N =
O W =

Les opérations L, «— Ly — L; et L3 <— L3 — Ly ne changent pas le déterminant :

1 1
A=(0 1
0 3

o0 DN =

Puis L3 — L3 — 3L2 :

A=

S O =

1 1

1 2|=2

0 2

la derniére égalité résultant de la proposition ci-dessous sur les matrices triangulaires.

Matrices triangulaires
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Proposition 2.73 (Déterminant d’une matrice triangulaire)

Le déterminant d’'une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est le produit
de ses coefficients diagonaux :

al,l * cee *
n
0 azo
= ai
: . . * i=1
0 000 0 an’n

C’est en particulier vrai pour une matrice diagonale.

Combinée aux opérations élémentaires, cette proposition fournit la méthode de calcul
la plus stire : on triangule la matrice en n’utilisant que des opérations L; «— L; + AL;,
qui ne changent rien, puis on multiplie les coefficients diagonaux.

Une conséquence utile : une matrice triangulaire est inversible si et seulement si

tous ses coefficients diagonaux sont non nuls.

Exemple 2.74

2 5 -1
— 10 3 7|=2X3X4=24.
0 0 4

— det(I,) = 1 et det(Al,) = A", ce qui est bien cohérent avec la propriété
det(1A) = A" det(A).

1 8 3
— Lamatrice|0 0 5]aun déterminant nul : elle n’est pas inversible.
0 0 2

Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Définition 2.75 (Mineur, cofacteur)

Soit A = (a;;) € M,(K) avec n > 2. Pour (i, j) fixé, on note A; ; la matrice de
M;—1(K) obtenue en supprimant la i-iéme ligne et la j-ieme colonne de A.
Le scalaire det (A; ;) est appelé mineur d’indice (i, ), et (—1)"*/ det (A; ;) le cofacteur

d’indice (i, j).

Proposition 2.76 (Développement par rapport a une ligne ou une colonne)

Soit A € M,,(K) avec n > 2. Pour toute ligne i fixée :

n

det(A) = > (~1)"*a; ; det (Ay),

Jj=1

et pour toute colonne j fixée :

det(A) = Z(—l)ﬂ—jai,]‘ det (Ai,j) .
i=1
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La démonstration n’est pas exigible. Les signes (—1)'*/ se retiennent en damier, en
commencant par un + en haut a gauche :

Le résultat ne dépend pas de la ligne ou de la colonne choisie : on a donc tout intérét
a retenir celle qui contient le plus de zéros.

Méthode 2.77 (Calculer un déterminant)

1. En taille 2 ou 3, appliquer directement les formules.

2. Sinon, chercher une ligne ou une colonne contenant beaucoup de zéros; s’il n’y
en a pas, en faire apparaitre par des opérations L; «— L; + AL; (ou 'analogue
sur les colonnes), qui ne changent pas le déterminant.

3. Développer par rapport a cette ligne ou cette colonne, et recommencer sur les
mineurs obtenus.

Exemple 2.78 (Développement suivant une colonne)

Reprenons le déterminant d’ordre 3 calculé plus haut par la régle de Sarrus, en
développant cette fois par rapport a la premiére colonne, qui contient un zéro :

1
0 =1xX
5

AN =N
S B W

140><23
6 0 6 0

2 3
esxft 3

1 4
Soit :
=1x(0—24) +5x (8—3) = —24+25 = 1,

ce qui confirme le calcul précédent.

Exemple 2.79 (Un déterminant d’ordre 4)

Calculons :
1 0 2 0
31 0 4
A= 0 0 5 0
2 0 1 3

La troisiéme ligne ne comporte qu'un seul coeflicient non nul : développons par
rapport a elle. Le cofacteur en position (3,3) a pour signe (—1)**> = +1, d’ou :

1
A=5x%]3
2

S = O

0
4.
3
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Ce déterminant d’ordre 3 a une deuxiéme colonne presque nulle : développons par
rapport a elle. Le seul coefficient non nul est en position (2, 2), de signe (—1)%*? = +1:

1 00

1 0
31 4:1><2 3‘23.
2 0 3

Finalement A = 5 X 3 = 15. Notez qu'un développement suivant la premiére ligne
aurait demandé deux déterminants d’ordre 3 au lieu d’un : le choix de la ligne n’est

pas neutre.

Exemple 2.80 (Un déterminant avec paramétre)

Soitx e Ket:
x 1 1
Alx)=|1 x 1.
1 1 x
Chaque colonne a la méme somme x + 2 : Popération C; < C; + C; + Cs laisse le

déterminant inchangé et fait apparaitre une colonne constante, que la linéarité par
rapport a la premiére colonne permet de factoriser :

x+2 1 1 1 1 1
Ax)=x+2 x 1|=(x+2))1 x 1f.
x+2 1 x 1 1 x

Puist <—L2—L1etL3<—L3—L1:

1 1 1
Ax)=(x+2)0 x=1 0 |=(x+2)(x—-1)%
0 0 x—1

la matrice obtenue étant triangulaire.
On en déduit que la matrice est inversible si et seulement si x # —2 et x # 1.
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Révisions d’algebre linéaire

EXERCICES — MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES
b S e, S, s

Exercice 2.31 o

Noyau, rang, injectivité. Soit f: R3 — R? définie par f(x,y,2z) = (x + 2y — z, 3x —y + 2).
1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer Ker f et rg f.

3. f est-elle injective ? Surjective ?

Exercice 2.32 o
La transposition. Soit ¢: My(R) — M, (R) définie par p(M) =M.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de M, (R).
2. Déterminer Ker ¢ et Im ¢.

3. Montrer que ¢? = Id. En déduire que ¢ est un automorphisme.

Exercice 2.33 o

Déterminants d’ordre 2 et 3. Calculer les déterminants suivants :

1 3 =2
51
2 -1 3
2.1 0 4
-2 5 1

Exercice 2.34 oo

a b ¢
Déterminant d’une matrice circulante. Soit A =|c¢ a b |une matrice circulante.
b ¢ a

1. Calculer det(A) en utilisant les opérations élémentaires.

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur a, b, c pour que A soit inversible.

Exercice 2.35 ee

Le déterminant de min(i, j). Soit n > 2. Calculer le déterminant de la matrice A € M, (R)
définie par :
a;j =min(i,j), 1<ij<n.

Exercice 2.36 e

Noyau et image d’une composée. Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et
g € L(F,G). Montrer que :

1. Ker(go f) = f(Kerg);
2. Ker f c Ker(go f);
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3. Im(g o f) = g(Im f);

4. Im(go f) c Img.
On rappelle que f~1(A) = {x € E | f(x) € A} désigne I'image réciproque de A par f : cette
notation ne suppose pas que f soit bijective.

Exercice 2.37 e

Deux identités sur les composées. Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et
g € L(F,G). Montrer que :

1. f(Ker(go f)) =KergNImf;
2. g7 (Im(go f)) =Kerg + Im f.

Exercice 2.38 oo

Quand la composée ne fait rien perdre. Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, f € L(E, F)
et g € L(F,G). Montrer que :

1. Ker(go f) =Kerf <= KergNImf ={0r};
2. Im(go f) =Img & Kerg+Imf =F.

Exercice 2.39 ee

Comparer deux noyaux, comparer deux images. Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels,
u,0 € L(E,F)etf,ge L(F,G). Montrer que :

1. Ker(gou) Cc Ker(fou) &= KergnNImu C Ker f;

2. Im(gov) CIm(gou) & Imo C Imu + Kerg.

Exercice 2.40 ee

Une composée qui vaut I’identité. Soient E et F deux K-espaces vectoriels, f € L(E, F) et
g € L(F,E) telles que f o g = Idr. Montrer que g o f est un projecteur de E, et déterminer
son noyau et son image.

Exercice 2.41 ee

Projecteur et endomorphisme qui commutent. Soient E un K-espace vectoriel, u € L(E) et p
un projecteur de E, c’est-a-dire un endomorphisme de E vérifiant p o p = p.

Montrer que u o p = p o u si et seulement si Ker p et Im p sont stables par u, c’est-a-dire
u(Kerp) c Kerp et u(Imp) c Imp.

Exercice 2.42 oo o

Somme de deux projecteurs. Soient E un C-espace vectoriel et p, g deux projecteurs de E.
Montrer que p + g est un projecteur si et seulement sipog=qgop =0.

Exercice 2.43 e o o

Une somme directe qui se transmet a la composée. Soient E un K-espace vectoriel et f, g deux
endomorphismes de F tels que :

Imf@®Kerg=E et Img®Ker f =E.

Montrer que :
Im(go f) ®Ker(go f) =E.

Exercice 2.44

Une caractérisation des homothéties. Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E). On suppose
que pour tout x € E, la famille (x, f(x)) est liée.
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Montrer qu’il existe A € K tel que f = AIdg.

Exercice 2.45 o

Deux systémes d’ordre 2. Résoudre les systémes suivants, d'inconnue (x,y) € R? :
dx -2y =1 x—-3y=-1
et
6x —3y =2 2x +y =5.

Exercice 2.46 o

Deux systémes d’ordre 3. Résoudre les systémes suivants, d’'inconnue (x,y,z) € R :

2x+y—z=4 x-2y+z=1
x—y+z=-1 et 2x —3y—-z=3
x—2y—-z=0 3x —4y -3z =4.

Exercice 2.47 o

Un systéme d un parameétre. Soit a € R. Résoudre et discuter, suivant g, le systéme d’inconnue
(x,y,z) € R3:

x+y—2z=2

x—-y+z=0

4x -2y +az =a.

Exercice 2.48 o

Un systéme symétrique. Soit a € R. Résoudre et discuter, suivant g, le systéeme d’inconnue
(x,y,z) € R3:

ax+y+z=1

x+ay+z=1

x+y+az=1.

Exercice 2.49 ee

Un systéme @ deux paramétres. Soit (a,b) € RZ? Résoudre et discuter, suivant (a, b), le
systéme d’inconnue (x,y,z,t) € R*:

x—y+2z+t=0

—2x+3y+z—4t =1
-3x+5y+4z—-7t=a
-x+2y+3z—-3t=0>.

Exercice 2.50 e

Un systéme de taille n. Soit n > 2. Résoudre le systéme suivant, d’inconnue (xy,...,x,) € R":
X1+x=1
x1+x3=1
X1 +x,=1
X1 +x2+---+x, =0.
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Exercice 2.51 e

Un systéme de taille n a second membre quelconque. Soient n > 2 et ay, ..., a, € C. Résoudre
le systéme suivant, d’inconnue (xi,...,x,) € C":

X1 — X2 = 4aq

X1 — X3 = dy

X1 — Xnp = dp-1

Xp = ap.

Exercice 2.52 ee

Un systéme a parameétre, de taille n. Soient n > 2 et A € C. Résoudre et discuter, suivant 4, le
systéme d’inconnue (xy,...,x,) € C*:

AXi+ x4+ +x, = x1

x1+Ax+ -+ x, =%

X1+ X2+ + Axy = xp.

Exercice 2.53 o

b
d

Une relation universelle en taille 2. Soit M = (j ) € M;(R). Montrer que :

M? = (a+d)M + (ad — be)l, = 0.

Exercice 2.54 o

Deux propriétés en entrainent une troisiéme. Soient n € N* et A € M,,(R). On considere les
trois propriétés :

1. ATA=1,;
2. A’ =1,;
3. AT = A

Montrer que deux quelconques d’entre elles entrainent la troisieme.

Exercice 2.55 e

L’inverse de la matrice min(i, j). Soit n > 2 et soit A = (min(i, j));<; j<n € Mn(R). Montrer
que A est inversible et calculer AL

Exercice 2.56 ee

Une identité avec un inverse. Soient n € N* et A,B € M,(R). On pose C = A+ Betl'on
suppose C inversible. Montrer que :

AC™'B = BC'A.

Exercice 2.57 ee

Une relation qui force la commutation. Soient n € N* et A, B € M,,(R) telles que :

AB=A*+ A +1,
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Montrer que AB = BA.

Exercice 2.58 ee

Puissances d’une matrice triangulaire. Soit (a, b, c) € K3. On pose :

1 a b
M=|0 1 c|e M3 (K)
0 0 1
1. Calculer M* pour tout k € N.

2. Montrer que M est inversible, et vérifier que la formule obtenue reste valable pour
tout k € Z.

Exercice 2.59 ee

Matrices a coefficients strictement positifs. On dit ici qu’une matrice a coefficients réels est
positive lorsque tous ses coefficients sont strictement positifs.
1. Montrer que la somme de deux matrices positives de méme taille est positive, et que
le produit de deux matrices positives de tailles compatibles est positif.
2. Soientn € N* et A € M,,(R) positive. On suppose qu’il existe k € N* et X € M,,;(R)
positive tels que AKX = X. Montrer qu’il existe Y € M, ;(R) positive telle que
AY =Y.

Exercice 2.60 ee

Le commutant d’une matrice diagonale. Soient n € N* et d, ..., d, € K deux a deux distincts.
On note D = diag(dy,...,d,) la matrice diagonale de coefficients diagonaux dy, ..., d,,.
Montrer que le commutant de D, c’est-a-dire ’ensemble :

C(D) = {A e M,(K) | AD = DA},
est exactement I’ensemble des matrices diagonales de M, (K).

Exercice 2.61 ee
Une équation matricielle. Soient n € N*, A € M,,(R) diagonale et B € M,,(R). On suppose :

AB+A+B=0.

Montrer que B est diagonale.

Exercice 2.62 e o e
Le centre de M, (K). Soit n € N*. Déterminer le centre de M,,(K), c’est-a-dire ’ensemble :

Z={A e M,(K) | VM € M,(K), AM = MA}.

Exercice 2.63 oo o

Inverse fourni par une relation polynomiale. Soient n € N* et A € M, (R) telle que A +A = I,,.
Montrer que A® + A + I,, est inversible et calculer son inverse.

Exercice 2.64 oo o

Une matrice de zéros et de uns. Soit n € N*. On note J € M,,(R) la matrice dont tous les
coeflicients valent 1. Soit A € M,,(R) une matrice dont tous les coefficients valent 0 ou 1.
On suppose qu’il existe g € N* tel que :

AAT =ql, + .

1. Montrer que A est inversible.
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2. Montrer que AJ = (¢ +1)J.

Exercice 2.65

Deux matrices sans relation. Soient A, B € GL,(R). On dit que le couple (A, B) est sans
relation lorsque, pour tout k € N* et tous ny,...,n; € Z*, le produit alterné a k facteurs
commengcant par une puissance de A :

AMB"mAMBM ... (qui se termine par B" si k est pair, par A" si k est impair)

est différent de I,,.

1. Montrer que si (A, B) est sans relation, alors (B, A) 'est aussi.

. 1 2 .
2. Soient A = 0 1 et B=AT. Soient k € N* et ny,...,n;x € Z*. On note Py = I, et,
pour 1 < m < k, Py, le produit alterné a m facteurs A" B™ . - .| puis :

Cm =

(Pm)21 sim est pair,
(Pm)22 sim est impair.

Montrer que ¢;;1+1 = 2lm+1 Cm + Cm—1 pour 1 < m < k — 1. En déduire que (A, B) est
sans relation.

Exercice 2.66 o

Noyau et image lus sur une matrice. On note :

1 0 2 1
A=12 3 1 1 |e M3,4 (R)
-1 2 -5 -3

et f: R* — R3 I'application linéaire de matrice A dans les bases canoniques.
1. Déterminer un systeme d’équations de Ker f, puis une base de Ker f et dim Ker f.

2. Déterminer une base de Im f. Quel est le rang de f?

Exercice 2.67 e

Un changement de bases au départ et a I'arrivée. Soient E un R-espace vectoriel de dimension
2, & = (ey, e7) une base de E, F un R-espace vectoriel de dimension 3 et ¥ = (fi, f2, f3) une
base de F. On note :

2 1
A=|3 -1 €M3,2(R)
0 2

etu € L(E, F) lapplication linéaire représentée par A dans les bases & et F.
1. Exprimer u(e;) et u(ez) sur fi, f; et fs.

2. Onpose e] = ey, e; = e +eyet & = (ef,ey),ainsique f = i+ fo, f, = fi + 5,
fi =fo+fret ¥ =(f].f,,f;). Montrer que &’ est une base de E et que ¥ est une
base de F, puis déterminer la matrice A’ de u dans les bases &’ et 7.

Exercice 2.68 e

Une matrice imposée en dimension 2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension 2 et
f € L(E) tel que f2 =0 et f # 0. Montrer qu’il existe une base B de E telle que :

Matg(f) = N = (‘1) g) .
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Exercice 2.69 e

Interpolation par des dérivées successives. Soient n € N* et (ay, ..., a,) € C"*'. On considére
I’application :
' Cn [X] - C"+1,
f: { P +— (P(ap),P'(ar),...,P"™(a,)).

Montrer que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Exercice 2.70 ee

La multiplication a gauche par une matrice. On note :

Mz (R) — MZ (R);

M — AM.

A:(§ :2)6M2(R) et f:{

1. Vérifier que f est linéaire.

2. (a) Déterminer une base et la dimension de Ker f.

(b) Déterminer une base et la dimension de Im f.

Exercice 2.71 ee

Renverser une matrice triangulaire. Montrer que toute matrice triangulaire supérieure est
semblable a une matrice triangulaire inférieure, et réciproquement.

Exercice 2.72 ee

La matrice du décalage. Soit n € N*. On note A la matrice carrée réelle d’ordre n + 1, dont
on indexe lignes et colonnes de 0 a n, et dont le terme situé a la ligne i et a la colonne j est
le coefficient binomial (/) — avec la convention (/) = 0 lorsque i > j.

1. Montrer que 'application :

] Ra[X] — Ry[X],
f: P(X) — P(X+1),

est un endomorphisme de R, [X], et préciser la matrice de f dans la base canonique
de R, [X].

2. En déduire que A est inversible et exprimer A~

Exercice 2.73 ee

Une matrice imposée en dimension 3, et son commutant. Soient E un K-espace vectoriel de
dimension 3 et f € L(E) tel que f> =0et f2 # 0.

1. Montrer qu’il existe une base 8 de E telle que :
0 0 O
Matg(f) =N=|1 0 0].
0 1 0

2. Déterminer le commutant de N dans Mj3(K), c’est-a-dire I'ensemble :
Cny ={A e M3(K) | AN = NA}.
3. En déduire que :

{ge L(E) | gof=fog}=Vect(lds f, f?).
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Exercice 2.74 e o o

Une relation qui égalise deux rangs. Soient n € N* et A, B € M, (K) telles que AB = A + B.
Montrer que :

rg(A) =rg(B).

Exercice 2.75 e o o

Un projecteur qui en engendre un autre. Soient n € N* et A, B € M, (K) telles que :
A% = A BAB =B, Im(B) c Im(A).
Montrer que B = B.

Exercice 2.76 o o o

Un endomorphisme de M, (C) construit sur deux matrices. Soient n € N* et A, B € M, (C).
On considére 'application :

] Ma(©) — M, (C),
f M +— AM- MB.

1. Vérifier que f est un endomorphisme de ’espace vectoriel M,,(C).
2. Etablir :

p
Vp e N, VM € My(C), fP(M)=) (i)(—nkAP—kMBk.
k=0

3. En déduire que si A et B sont nilpotentes, alors f est nilpotente.

Exercice 2.77 o

Un déterminant d’ordre 3 a factoriser. Soient a, b, c trois scalaires. Calculer :

b ab
c acl.
¢ bc

S Q Q9

Exercice 2.78 o

Un déterminant symétrique en a, b, c. Soient a, b, c trois scalaires. Calculer :

a be
b cal.
1 ¢ ab

Exercice 2.79 e

Un déterminant de type Vandermonde. Soient a, b, c trois scalaires. Calculer :

1 1 1
a® b P,
a 3

Exercice 2.80 e

Un déterminant dont les lignes se somment bien. Soient a, b, c trois scalaires. Calculer :

2a a-b-c 2a
b—c—a 2b 2b .
2¢ 2¢ c—a->b
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Exercice 2.81 e

Un déterminant d’ordre 4 symétrique. Soient a, b, c trois scalaires. Calculer :

Exercice 2.82 oo

ST S Q
o St -

ST o

Q St o

Rang et déterminant de la transposition. Soit n € N*. On note :

f: Ma(R) — M, (R),

1. Vérifier que f € L(M,(R)).
2. Calculer rg(f) et det(f).

Exercice 2.83 ee

Mr—MT.

Ajouter et retrancher la matrice de 1. Soient n € N*, A € M,,(R) et U € M, (R) la matrice

dont tous les coeflicients valent 1. Montrer que :

det(A+U) + det(A—U) = 2det(A).

Exercice 2.84 oo

Une diagonale 1,2, .. .,n noyée dans des n. Soit n € N*. Calculer :
1 n n n
n 2 n n
n 3 n|
n n n n

c’est-a-dire le déterminant de la matrice A = (a; ;) € M, (R) définie para;; =ieta;; =n

pour i # j.

Exercice 2.85 ee

Un déterminant tridiagonal. Soient n € N* et a un scalaire. Calculer :

1+ a?

a
D,=] o

Exercice 2.86 ee

a

1+ a®

0

0

0

1+ a? a
a 1+ a®

Le déterminant de a™*(:J)  Soient n € N* et a un scalaire. Calculer le déterminant de la

matrice A € M, (R) définie par :

ajj=a

max (i,j)
b

1<i,j<n.
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Exercice 2.87 ee

Le déterminant de ij + i + j. Soit n € N*. Calculer le déterminant de la matrice A € M, (R)
définie par :
a,-,j=ij+i+j, 1<i,j<n.

Exercice 2.88 e o o

Une question de parité. Soient n € N* et A = (a;;) € M, (R) telle que :
Vie{l,...,n}, ai i € 27,

V@i, j) €{1,....,n}% i#j = aj;€2Z+]1.
1. Montrer que n + det(A) € 2Z + 1.

2. En déduire que si n est pair, alors A est inversible.

Exercice 2.89 e o o

Quand 'inverse de la somme est la somme des inverses. Soient n € N* et A, B € M,,(R) telles
que les matrices A, B et A + B soient inversibles et que :

(A+B) '=A"1+B"
Montrer que det(A) = det(B).

Exercice 2.90 e o o

Une perturbation de rang 1 de xI,,. Soient n € N* et ay, . .., ap, x des scalaires. Calculer :
a+x aa - aia
1 142 1an
asaq a% +x -+  aa,
2
anaq and; -+ ap+x

Exercice 2.91

Un passage par les complexes. Soient A, B et C dans M;5(R) telles que :
det(B) = det(C) et det(A + iB) = det(A +iC).
Montrer que det(A + B) = det(A + C).

Exercice 2.92 o

Une droite et un hyperplan de K". Soit n € N tel que n > 2. Dans K", on considére le vecteur
e =(1,...,1) et D la droite vectorielle engendrée par e. Soit aussi :

H:{(X1,xz,...,xn) EK"|xl+x2+...+xnzo}.
Démontrer que D @ H = K".

Exercice 2.93 ee

Quand le noyau égale I'image. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, n = dim E
et f € L(E). Montrer que :

Kerf=Imf & (f*=0etn=2rg(f)).
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Exercice 2.94 oo

Un endomorphisme nilpotent d’ordre trois. Soit f un endomorphisme de R* nilpotent d’ordre
3, C’est-a-dire tel que f° = 0 et f2 # 0. Montrer que :

Ker(f*) =Imf, Im(f?) =Kerf, rg(f)=2 et rg(f?) =1.

Exercice 2.95 ee

Deux endomorphismes qui se partagent Uidentité. Soient E un K-espace vectoriel de dimension
finie, n = dimE et f,g € L(E) tels que :

frg=1dp et rg(f)+rg(g) <n.

1. Etablir que Im f et Im g sont supplémentaires dans E et que rg(f) + rg(g) = n.

2. En déduire que f et g sont des projecteurs.

Exercice 2.96 e o o

Le rang d’une composée. Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Soient f € L(E,F) etg € L(F,G).

1. Montrer que Ker (g|1mf) =Ker(g) N Im(f).
2. En déduire : rg(g o f) = rg(f) — dim (Ker(g) N Im(f)).
3. Montrer que : rg(g o f) > rg(f) +rg(g) — dim(F).

Exercice 2.97 e o o

Un inverse caché. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(E) tels que :

fz—fog+2f—IdE=O.

Montrer que fog=go f.
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Révisions d’algebre linéaire
'Y,
CORRECTIONS DES EXERCICES — MATRICES ET APPLICA-
TIONS LINEAIRES

1. Soient (x1,y1, 21), (x2, Y2, 22) € R¥et A € R. Le vecteur A(x1, y1, z1) + (x2, Yo, 22)
apour coordonnées (Axy +x2, Ay; +ya, Az1 +2,), donc sa premiére composante
par f vaut :

(Ax1 + x2) + 2(Ay1 + y2) — (Az1 + z2) = (o1 + 241 — z1) + (%2 + 2y2 — 22).
Le méme calcul sur la seconde composante donne :

[ (A(x1, 91, 21) + (32, Y2, 22)) = Af (X1, Y1, 21) + f (X2, Y2, 22),

donc f est linéaire.

2. Onrésout f(x,y,z) =(0,0) : x + 2y —z = 0 et 3x — y + z = 0. En additionnant :
4x+y =0,so0ity = —4x etz = x+2y = —7x. Donc Ker f = Vect ((1, -4, -7)) et
dimKer f = 1. Par le théoréme du rang : rg f = dimR®>—dimKer f =3-1 = 2.

3. Ker f # {0} donc f n’est pas injective. Comme rg f = 2 = dimR?, f est
surjective.

1. Pour toutes M, N € My(R) et A e R: p(AM+ N) =(AM+N)T = M7 +NT =
Ap(M) + $(N). Donc ¢ est linéaire, et c’est un endomorphisme de M;(R).

2. Ker¢p = {M € My(R) [M" =0} = {0}, carM" = 0 implique M = 0.
Pour I'image, toute matrice N € M(R) s’écrit N =(NT)T = ¢(NT), donc
Im¢ = M2(R).

3. Pour toute M € My(R), p?>(M) = p(MT) =MT)T = M, donc ¢? = 1d.
Cette seule égalité suffit a conclure, sans repasser par le noyau : elle fournit
un inverse pour ¢, a savoir ¢ elle-méme. Donc ¢ est bijective, ¢! = ¢, et ¢
est un endomorphisme bijectif de M;(R), c’est-a-dire un automorphisme.

=3x1-(-2)x5=13.
— (=2) x5

2. La deuxiéme colonne contient un zéro : c’est elle qu’il faut choisir. Les signes
des cofacteurs y sont —, +, —

'3 -2

2 -13 1 4 2 3 2 3
1 0 4:—(—1)‘_2 1+0><_2 1‘_5‘1 4‘,
-2 5 1

soit :
=(1+8)—5%x(8-3)=9—-25=-16.
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1. On ajoute les colonnes C; et C3 a Cy :

a+b+c b ¢ 1 b ¢
det(A) =|la+b+c a bl=(a+b+c){l a b|.
a+b+c ¢ a 1 ¢ a

On effectue Ly «— Ly — Ly et L3 « L3 — L; :

1 b c
=(a+b+c)l0 a-b b—c|=(a+b+c)[(a—b)(a—c)—(b-c)(c—D)].

0 ¢c—b a-c
Comme c—b = —(b—c), le crochet vaut (a—b)(a—c) + (b—c)?. On développe :
(a=b)(a—c)+(b—c)? = a*—ac—ab+bc+b*—2bc+c? = a® +b*+c*—ab—bc—ac.

Donc det(A) = (a + b + ¢)(a® + b* + ¢ — ab — bc — ac).

2. Aest inversible si et seulement si det(A) # 0, c’est-a-dire si et seulement si les
deux facteurs sont nonnuls: a + b +c # 0 et a> + b%> + ¢ — ab — bc — ac # 0.
Or:

1
a2+b2+cz—ab—bc—ac=§[(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2],

qui s’annule si et seulement sia =b =c.

Donc A est inversible si et seulement si a + b + ¢ # 0 et a, b, ¢ ne sont pas tous
égaux. Autrement dit :

det(A) =0 & a+b+c=0 ou a=b=c.

Attention : le cas a = b = ¢ # 0 annule bien le déterminant, alors méme que
at+b+c=3a+0.

La matrice A vaut :

1 1 1

1 2 2 2
A=|1 2 3 3

1 2 3 -~ n

On effectue L; «— L; — L;_ypouri=nn—1,...,2:

111 --- 1
o1 1 --- 1

det(A)=[0 O 1 -+ 1j—q
0 0 O 1

Donc det(A) = 1 pour tout n > 2.
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Les quatre points s’obtiennent en déroulant les définitions. Ils forment la boite a
outils des exercices qui suivent : il faut savoir les retrouver instantanément.

1. Pourx € E:
x € Ker(gof) & g(f(x)) =06 & f(x) eKerg & x € f '(Kerg).

2. Six € Ker f, alors f(x) = 0p, donc (g o f)(x) = g(0p) = 0g par linéarité de g.
Ainsi x € Ker(g o f).
On retiendra que l'inclusion est toujours vraie, et toujours dans ce sens : com-

poser a gauche ne peut qu’agrandir le noyau.

3. Les deux ensembles sont décrits par la méme liste d’éléments :

Im(gof) ={g9(f(x)) |x € E},  g(mf)={g9(y) |y €Imf} ={g(f(x)) | x € E}.
D’ou Iégalité.

4. D’apres le point précédent, Im(g o f) = g(Im f), et Im f C F donne g(Im f) C
g(F) =Img.

Ici encore, I'inclusion est toujours vraie et toujours dans ce sens : composer a
gauche ne peut que rétrécir I'image.

Les deux membres sont des parties de F : on procede par double inclusion.

1. Inclusion directe. Soit y € f (Ker(go f)) : il existe x € Ker(g o f) tel que
y = f(x). Alorsy € Im f, et g(y) = (g o f)(x) = Og, donc y € Kerg. Ainsi
yeKergNIm f.

Inclusion réciproque. Soit y € Kerg N Im f. Comme y € Im f, il existe x € E
tel que y = f(x). Comme y € Kerg, on a (g o f)(x) = g(y) = 0g, c’est-a-dire
x € Ker(go f). Doncy = f(x) € f (Ker(go f)).

2. Inclusion réciproque (la plus facile). Soit y = k + f(x) avec k € Kerget x € E.
Alors :

9(y) = g(k) + g (f(x)) =0 + (g0 f)(x) € Im(g © ),

donc y € g7! (Im(g o f)).
Inclusion directe. Soit y € F tel que g(y) € Im(g o f) : il existe x € E tel que
g(y) = g (f(x)). Par linéarité de g :

g(y—f(x) =9() —g(f(x)) =0c,

donc y — f(x) € Kerg, et :

y=(y-f(x)+ f(x) €eKerg+Imf.
N’ N——
€Kerg €lm f

Ces deux formules mesurent exactement ce que la composition fait perdre : le noyau
de g o f dépasse celui de f a la hauteur de Ker g N Im f, et 'image de g o f manque
celle de g a la hauteur de ce qui échappe a Ker g + Im f. L’exercice suivant en tire les
conséquences.
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On réutilise les deux exercices précédents plutét que de tout refaire.

1. L’inclusion Ker f C Ker(g o f) est acquise : la question est donc de savoir
quand l’inclusion inverse a lieu.

Or, pour une application linéaire f et un sous-espace H C E,ona f(H) = {0r}
si et seulement si H C Ker f. Appliqué a H = Ker(g o f) et combiné avec
I'identité f (Ker(go f)) =KergNIm f :

KergnImf = {0r} — f (Ker(go f)) = {0r} < Ker(go f) C Kerf.

Avec linclusion toujours vraie, cette derniére condition équivaut a Ker(go f) =
Ker f.

2. L’inclusion Im(g o f) C Im g est acquise.
Sens réciproque. Supposons Ker g+Im f = F. La deuxiéme identité de 'exercice
précédent donne g~! (Im(g o f)) = F : autrement dit, pour tout y € F, g(y) €
Im(g o f). Comme tout élément de Im g est de cette forme, Img C Im(g o f),
d’ou légalité.
Sens direct. Supposons Im(g o ) = Img. Comme ¢g(y) € Im g pour touty € F,
onag '(Img) =F, donc:

Kerg+Imf =g ' (Im(go f)) =g '(Img) = F.

C’est la version « a deux applications » de 'exercice précédent : on compare deux
noyaux au lieu de comparer un noyau a un autre.

1. Sens direct. Supposons Ker(gou) C Ker(f ou) et soity € KergNImu. D’apres
la premiére identité de I’avant-dernier exercice, appliquée au couple (u, g) :

KergNImu = u (Ker(g o u)).

1l existe donc x € Ker(g o u) tel que y = u(x). Par hypothése x € Ker(f o u),
donc f(y) = f (u(x)) = 0g, c’est-a-dire y € Ker f.

Sens réciproque. Supposons Ker g N Imu C Ker f et soit x € Ker(g o u). Alors
u(x) € Imu et g(u(x)) = 0g, donc u(x) € Kerg N Imu. Par hypothése
u(x) e Ker f, d’ou (f ou)(x) = f (u(x)) = 0g.

2. Sens direct. Supposons Im(g o v) C Im(g o u) et soit y € Imo : écrivons
y = o(x) avec x € E. Alors g(y) = (g o v)(x) € Im(g o v) C Im(g o u), donc
y € ¢! (Im(g o u)). La seconde identité de I'avant-dernier exercice, appliquée
au couple (u, g), donne g~! (Im(g o u)) = Kerg + Imu, dott y € Kerg + Imu.
Sens réciproque. Supposons Imv C Imu + Ker g et soit z € Im(g o v) : écrivons
z =g (v(x)) avec x € E. Comme v(x) € Imuo, il existe t € E et k € Ker g tels
que 0(x) = u(t) + k. Alors :

z=g(u(t) +k) =g u®) +g(k) = (gou)(t) € Im(gou).

Commentaire. L’exercice précédent en est le cas particulier « une seule application ».
En effet, si G = F, le point 1 appliqué a f = Idr donne :

Ker(gou) c Keru &= KergNImu C {0},
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c’est-a-dire, puisque I'inclusion Keru C Ker(g o u) est toujours vraie, la premiére
équivalence de I'exercice précédent. De méme, si E = F, le point 2 appliqué a v = Idg
donne :

ImgcIm(gou) & F CcImu+Kerg,

soit la seconde équivalence, I'inclusion Im(g o ) C Im g étant toujours vraie.

Posons p =go f € L(E).
p est un projecteur. L’associativité de la composition permet de faire apparaitre f o g
au milieu :

pop=(g9gof)o(gof)=go(foglof =goldrof =gof=p.
=Idr

Deux conséquences de Uhypothése. L’égalité f o g = Idp entraine :
— g estinjective : si g(y) = Og, alors y = Idr(y) = f (9(y)) = f(0g) = OF;
— f est surjective : poury € F,y = f (g(y)) € Im f.

Image. D’apres le premier exercice de cette série, Imp =Im(go f) = g(Im f). Or f
est surjective, donc Im f = F et :

Imp =g(F) =Img.

Noyau. Soit x € E. Alors p(x) = Og signifie g (f(x)) = Og, ce qui, g étant injective,
équivaut a f(x) = Op. Donc :
Kerp =Ker f.

On utilise librement les deux propriétés d un projecteur établies a 'exercice précé-
dent :

E=Kerp®Imp et Imp={x€E|p(x)=x}.
Sens direct. Supposons u o p = p o u.

— Soit x € Ker p. Alors :
p(u(x)) = (pou)(x) = (uop)(x) =u(p(x)) =u(0r) = 0,
donc u(x) € Kerp.
— Soit x € Imp, c’est-a-dire p(x) = x. Alors :
u(x) =u(p(x)) = (uop)(x) = (pou)(x) =p (u(x)),

donc u(x) est invariant par p : u(x) € Imp.
Sens réciproque. Supposons Ker p et Im p stables par u, et soit x € E. Décomposons
x=a+baveca € Imp etb € Kerp, ce qui est possible puisque E = Kerp & Im p.
On note que p(a) = a et p(b) = 0g, donc p(x) = a.
D’une part, par linéarité :

(pou)(x) =p (u(a) +p (u(b)).

Or u(a) € Im p par stabilité, donc p (u(a)) = u(a); et u(b) € Ker p par stabilité, donc
p (u(b)) = 0g. Ainsi (p o u)(x) = u(a).
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D’autre part :
(uop)(x) =u(p(x)) =u(a).

Les deux applications coincident entout x € E: uop =pou.

Mise en équation. Développons, en prenant garde de ne rien commuter :
(p+q@olptg)=pop+pog+qop+qog=p+q+(pog+qop),
puisque pop =petqgoq =gq.Donc:
p + q est un projecteur &< poqg+qop =0. (%)

Sens réciproque. Sip o g = q o p =0, alors () est vérifiée et p + g est un projecteur.
Sens direct. Supposons (). L’idée est de composer cette égalité par p, a gauche puis
a droite, et de comparer les deux résultats.

En composant () a gauche par p :

popoq+poqop=0,  soit pog+pogop=0. 1)

En composant () a droite par p :
poqop+qopop=0, soit poqop+qop=0. (2)
Le terme p o q o p est commun aux deux. En soustrayant (2) a (1) :
pog—qop=0.

En additionnant cette égalité a (*), il vient 2p o g =0, donc p o ¢ = 0 car 2 # 0 dans
C; puis, en reportant dans (x), go p = 0.

Aucune hypothese de dimension finie n’est faite : on ne peut pas conclure par un
argument de dimensions, et il faut établir séparément que la somme est directe et
qu’elle vaut E.

L’intersection est réduite a {Og}. Soit x € Im(g o f) NKer(g o f).

Comme x € Ker(gof),onag (f(x)) = 0g,donc f(x) € Kerg;etbiensir f(x) € Im f.
Or la somme Im f @ Ker g est directe, donc Im f N Kerg = {0z} et f(x) = 0, c’est-a-
dire x € Ker f.

Comme x € Im(go f) C Img, on obtient x € ImgNKer f = {0g}, la seconde somme
étant directe elle aussi. Donc x = Og.

La somme vaut E. La clé est 'observation suivante :

Im(g o f) =Imy.
En effet, Im(g o ) = g(Im f) ; et comme E =Im f + Ker g, la linéarité de g donne :
Img = g(E) = g (Im f +Kerg) = g(Im f) + g(Ker g) = g(Im f) + {0} = g(Im f).

Soit alors x € E. Utilisons la seconde hypothese pour écrire x =y + k avecy € Img
et k € Ker f. Alors :

— yelmg=Im(go f);
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— k € Ker f C Ker(g o f), cette inclusion étant toujours vraie.

Donc x € Im(g o f) + Ker(g o f), et finalement :

E=1Im(go f) ®Ker(go f).

Complément. On a en réalité montré davantage : Im(g o f) = Img, et 'on peut en
déduire Ker(g o f) = Ker f. En effet, Im g admet a la fois Ker f et Ker(g o f) pour
supplémentaire dans E, et Ker f € Ker(go f).OrsiA®@B=A®C =E avec B C C,
alors B = C : pour ¢ € C, écrivonsc = a+ b aveca € Aetb € B c C; alors
a=c—-beANC={0g},doncc=">b€B.

L’hypothése fournit, pour chaque vecteur x, un scalaire A, tel que f(x) = A,x. Toute
la difficulté est de montrer que ce scalaire ne dépend pas de x : c’est un piege classique
que d’écrire f(x) = Ax des la premiére ligne, en supposant sans le dire ce qu’il faut
démontrer.

SiE ={0g}, iln’y arien a démontrer : f =0 =0 - Idg. On suppose donc E # {0g}.
Le scalaire est bien défini. Soit x € E non nul. La famille (x, f(x)) étant liée, il existe
(a,B) # (0,0) tel que ax + Bf(x) = 0g. Si f = 0, alors ax = 0 avec a # 0, donc
x =0g:exclu. Donc f # O et:

flx) = —%x.

Il existe donc A, € K tel que f(x) = A,x; et ce scalaire est unique, car Ax = px avec
x # Og entraine (A — p)x = Og, donc A = p. C’est cette unicité qui va faire tout le
travail.

Le scalaire est constant. Soient x, y € E non nuls; montrons que A, = A,. On distingue
deux cas.

Premier cas : (x,y) est liée. Comme x et y sont non nuls, il existe p € K* tel que
y = px. Alors :

fW) = f(px) = pf(x) = phex = Ax(px) = Axy.

Par unicité du scalaire associé a y, 1, = Ax.
Second cas : (x,y) est libre. En particulier x + y # Of, et A4 est défini. Par linéarité :

Ay (x+y) = fx +y) = f(x) + f(y) = Aex + Ay,
d’ou, en regroupant :
(Ax = Axay) X + (Ay = Axry) y = Op.
La famille (x, y) étant libre, les deux coefficients sont nuls :

Ae = Axry = Ay.

Conclusion. Le scalaire A est donc le méme pour tous les x € E \ {Og}; notons-le A.
On a f(x) = Ax pour tout x # Og, et aussi pour x = Og puisque f(0g) =0g =1 - Of.

Ainsi :
f=Aldg.
Remargque. Avec la convention du cours, une homothétie correspond a A € K* : le cas

A = 0 donne 'application nulle, qui n’en est pas une. L’énoncé se lit donc : f est une
homothétie ou 'application nulle.
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. b ’ . 4 2\ 3
Premier systéme. Son déterminant vaut 6 —3| = —12+12 = 0: le systéme n’est donc

pas de Cramer, et il faut regarder de plus pres. En multipliant la premiere équation
par 3 et la seconde par 2 :

12x —6y =3
12x — 6y = 4.

Les deux membres de gauche sont égaux, les deux membres de droite ne le sont pas :
le systeme n’a aucune solution.

2 1
Cramer, il admet une unique solution. La premiére équation donne x =3y — 1; en
reportant dans la seconde :

Second systéme. Son déterminant vaut =1+6=7+#0:C’estun systeme de

2By—-1)+y=5 = Ty=7 & y=1,

puis x = 2. L’unique solution est (x,y) = (2, 1).

Premier systéme. La somme Ly + L, élimine d’'un coup y et z: 3x =3, donc x = 1. 1l
reste :
1-y+z=-1 z=y—2
Y Y
1-2y—-z=0 z=1-2y.

Douy—2=1-2y,soity = 1, puis z = —1. On vérifie sur L; : 2+ 1 + 1 = 4. L’unique
solution est (1,1, —-1).
Second systéme. On élimine x avec le pivot L; :

Lz(—Lz—ZLll y—BZ:L L3(—L3—3L12 2y—6z=1.

La derniére ligne s’écrit 2(y — 3z) = 1, alors que la précédente donne y — 3z = 1,
donc 2(y — 3z) = 2. On aboutit a 1 = 2 : le systéme n’a aucune solution.

Commencons par éliminer x :
Li—Li—Ly: 2y—3z=2, Ly —L3—4Ly: 2y+ (a—4)z=a.

En retranchant la premiére de la seconde, y disparait :

(a—4)z+3z=a-2, soit (a-1)z=a-2.
Cas a = 1. L’équation devient 0 = —1 : le systéme n’a aucune solution.
Cas a # 1. On obtient successivement :
a—2 14 3 50— 38 3a—4
z = s = =S e X=y—-z=——,
a—1 Y 2° T 2(a-1) Y 20a-1)

la derniére égalité venant de L,, qui s’écrit x = y — z. Le systéme admet donc une
unique solution :

3a—-4 56 -8 a-2
2(a-1) 2(a-1) a—-1/"
Vérification rapide pour a = 0 : on trouve (2,4,2), et 'on a bien 2 + 4 — 4 = 2,
2-4+2=0,8-8+0=0.

(x: Y Z) =
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Le systeme est invariant par permutation des trois inconnues : c’est ce qui va guider
les calculs. En additionnant les trois lignes :

(a+2)(x+y+2z)=3. (%)

Par ailleurs L; — L, donne (a — 1)(x —y) =0, et de méme (a — 1)(y — z) = 0.
Casa = 1. Les trois équations se réduisent a la seule équation x+y+z = 1. L’ensemble
des solutions est le plan affine :

{(x, yl—-x-y)| (xy) € RZ} =(1,0,0) + Vect ((-1,1,0),(-1,0,1)).

Cas a = —2. L’égalité () devient 0 = 3 : aucune solution.
Casa ¢ {1,-2}. Comme a # 1, les relations (a—1)(x —y) =0et (a—1)(y—2) =0
imposent x = y = z. En reportant dans L; : (a + 2)x = 1, et a # —2 donne :

1
a+2

XxX=y=z=

C’est bien une solution, et c’est la seule.

Commentaire. Le déterminant du systéme vaut (a—1)?(a+2) : on retrouve exactement
les deux valeurs critiques. Le calcul ci-dessus I’évite, mais il est utile de savoir que
les deux approches concordent.

On élimine x a I'aide de L; :

Ly —Ly+2Ly: y+5z-2t=1,
Ly «— L3+ 3L : 2y+102—4t=a,
Ly —Ly+1L;: y+5Z—2t:b.

Les trois lignes obtenues portent sur la méme quantité y+ 5z — 2t : la premiére impose
qu’elle vaut 1, la deuxiéme qu’elle vaut a/2, la troisiéme qu’elle vaut b.
Casa # 2 oub # 1. Le systéeme est incompatible : aucune solution.
Casa =2 etb = 1. Les lignes L3 et Ly deviennent redondantes et le systeme équivaut
a:

X—y+2z+t=0

y+5z—2t=1.

On prend z et t comme inconnues auxiliaires : la seconde ligne donne y = 1 -5z + 2t,
puis la premiére x =y — 2z —t = 1 — 7z + t. L’ensemble des solutions est le plan
affine :

{(1-7z+t, 1-5z+2t, 2 t) | (zt) € R*} =(1,1,0,0)+Vect ((-7,-5,1,0), (1,2,0,1)).

Il est de dimension 2, ce qui est cohérent : le systéme se rameéne a deux équations
indépendantes portant sur quatre inconnues.

Les n — 1 premiéres équations donnent toutes la méme chose :

Vje{2,...,n}, xj=1-xi.
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Toutes les inconnues sont donc déterminées par x;, et il ne reste qu’a exploiter la
derniére équation. En y reportant ces valeurs :

x1+(n-1)(1-x)=0 = 2-n)x;=—-(n-1).

Cas n = 2. L’équation devient 0 = —1 : aucune solution. C’est visible directement sur
I’énoncé, qui impose alors a la fois x; + x, = 1 et x; + x, = 0.

n
Casn > 3. On obtient x; = — puis, pour j > 2:
n—

n-—1 -1
.‘X'jzl— — = -t
n-—2 n—2

Le systéme admet donc une unique solution :

n—1 -1 -1
n-2"n-2"""n=-2/"

(X1,X2, oo -5xl’l) =

Vérification pour n = 3 : on trouve (2, —1,—1),et'onabien2—-1=1et2—-1-1=0.

L’énoncé ressemble au précédent, mais la derniére équation n’est plus une contrainte
globale : elle fixe directement une inconnue. Le systéme se résout donc de proche en
proche, sans discussion.

La derniére équation donne x, = a,. L’avant-derniére, x; — x, = a,—1, donne alors :

X1 =au + an—1.
Enfin, pour j € {2,...,n}, I'équation x; — x; = a;_; fournit :
Xj=X1—4aj-1=0an t+ap-1 — Gj_1.

Ces valeurs sont cohérentes : pour j = n, la formule redonne x,, = a, + ap_1 —a,-1 =
a,. Le systeme admet donc, quel que soit le second membre, une unique solution :

X1 = ap-1 + ap, Vie{z,...,n}, xj=an1+a,—aj_.

Posons S = x1 +x3 + - - - + x,,. La i-iéme équation s’obtient a partir de S en remplagant
x; par Ax; ; elle s’écrit donc :

S+(A-1x; =x, c’est-a-dire S=(2-2)x;.

Le systéme équivaut ainsi a : pour tout i, (2 — A)x; = S, ou S désigne la somme des x;.
Cas A = 2. Les n équations se réduisent toutes a S = 0. L’ensemble des solutions est
I’hyperplan :

{(x1,...,x0) €C" | x1 + -+ + x, =0},
de dimension n — 1.
Cas A # 2. Alors x; =

S = nc, et larelation S = (2 — A)c devient :

pour tout i : les x; sont tous égaux, disons a c. On a alors

nec=2-A)c < (n-2+A)c=0.

— Si A # 2 — n, on obtient ¢ = 0 : 'unique solution est le vecteur nul.
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— SiA =2 - n (valeur distincte de 2 puisque n > 2), I’équation est automatique-
ment vérifiée. L’ensemble des solutions est la droite :

Vect ((1,1,...,1)),

de dimension 1.

Il suffit de calculer. D’une part :
M2 = (@ b\ {a b _ a®> +bc ab+bd
c d)\c d ca+dc cb+d*)’

d’autre part :

a*+ad ab+bd
(a+d)M_(ac+cd ad+d2)'
En soustrayant, les deux coeflicients hors de la diagonale s’annulent, et :
bc —ad 0
2 _ = = —
M = (a+d)M ( i be — ad) (ad — be) L,

ce qui est I’égalité voulue.

Il y a trois implications a établir.
(1) et (2) entrainent (3). L’égalité A% = I, montre que A est inversible, d’inverse A
elle-méme. OrATA = I,, = AA; en multipliant a droite par A~ :

AT = A

(1) et (3) entrainent (2). 1l suffit de reporter AT = A dansATA = I, : on obtient
A2 =1,.
(2) et (3) entrainent (1). De méme, ATA=A-A =A% =1,.

On a déja calculé det(A) = 1 dans un exercice précédent, ce qui donne l'inversibilité;
mais la méthode ci-dessous la redémontre et fournit en plus I'inverse. Elle consiste a
résoudre le systéme AX =Y d’inconnue X, pour Y quelconque.
Notons X = (x1,...,x,) et Y = (y1,...,Yyn). La i-iéme équation du systéme AX =Y
s’écrit :
n

Z min(i, j) x; = y;.

j=1
L’idée est de retrancher deux équations consécutives. Pour i > 2, on a min(i, j) —
min(i — 1, j) = 1si j > i, et 0 sinon. Donc, en posant :

Si=xi+Xip1 + 0+ xp (1<i<n),

on obtient y; — y;—1 = S; pour i > 2. Par ailleurs la premiére équation s’écrit

2;min(1, j)x; = 3 x;, c’est-a-dire y; = S;.
Le systéme AX =Y équivaut donc au systéme :

S1 =y, Vie{2,...,n}, Si=yi—yi-1,

75



CHAPITRE 2. REVISIONS D’ALGEBRE LINEAIRE

qui détermine les S; sans ambiguité. Or on retrouve les x; a partir des S; par x; =
Si — Siy1 pour i < n, et x, = S,. Le systéme AX = Y admet donc, pour tout Y, une
unique solution : A est inversible. En reportant :

xX1=81=S=y1 — (Y2 — Y1) =2y1 — ya,

% =8; = Siv1 = (Ui — Yi1) — (Yir1 — i) = —Yi1 + 245 — Yin (2<i<n-1),
Xp =8, = —Yn—1 + Yn.

Autrement dit, A~! est la matrice tridiagonale :

2 1 0 0
12 -1

Al = 0

o2

0 0 -1 1

On prendra garde au dernier coefficient diagonal, qui vaut 1 et non 2.
Vérification pourn = 3.

1 1 1\/2 -1 © 1 00
1 2 2{|-1 2 -1]=|0 1 0f.
1 2 3/\0 -1 1 0 0 1

Le point de départ est la relation B = C — A, qui permet de faire disparaitre B :
ACT'B=ACY(C-A) =ACT!IC-AC'"A=A-AC'A.

Faisons le méme calcul pour 'autre membre, en écrivant cette fois B=C - A a
gauche :

BCT!'A=(C-AC'A=CC'A-AC'A=A-AC'A.

Les deux membres valent la méme quantité A — AC™'A, d’ou I'égalité.
Commentaire. Aucune hypothése de commutation n’est faite sur A et B; c’est l'intro-
duction de C = A + B qui crée la symétrie. Le lecteur vérifiera que le méme calcul
donne aussi AC"'!B=BC 'A =B-BC™!B.

Premiére étape : A est inversible. On isole I, dans la relation de I’énoncé :
[,=AB-A*-A=AB-A-1,).

En dimension finie, une matrice carrée admettant un inverse a droite est inversible;
donc A est inversible et :
Al'=B-A-1,

Seconde étape : conclusion. Une matrice commute toujours avec son inverse : AA™! =
A7'A = I,. En reportant I'expression obtenue :

AB-A-1)=(B-A—-1,)A,
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soit, en développant :
AB-A*-A=BA-A"-A

Les termes —A? — A se simplifient de part et d’autre, et il reste AB = BA.

1. Ecrivons M = I; + N avec :

0 a b 0 0 ac
N=|0 0 c], N2=|0 0 o], N3 =o.
0 0 0 0 0 0

Les matrices I5 et N commutent, donc la formule du binéme s’applique. Comme
N3 =0, seuls trois termes subsistent : pour tout k € N,

k
ESY (k)Nf =L +kN + —k(kz_ 2,

=0 \J

les coefficients binomiaux (]g) (’f) et (’;) valant respectivement 1, k et k(k —

1)/2 (cette écriture est correcte méme pour k = 0 et k = 1, ou les termes
surnuméraires sont nuls). Explicitement :

. 1 ka kb+ M ac
Mo =1y 4 ke
0 0 1
2. Introduisons, pour k € Z, la matrice :
k(k—1)

P(k) =L + kN + TNz.

Montrons que P(k)P(¢) = P(k + £) pour tous k, £ € Z. Comme N°> =0 :

kk=1) _t(e-1)

+kt| N2,
2

P(k)P(t) =L + (k+¢)N +

et le coefficient de N2 vaut :
Ke—k+e2—t+2kt  (k+0?—(k+0) (k+0)(k+t-1)
2 B 2 B 2
d’ou P(k)P(¢) = P(k + ¢).
En particulier P(k)P(—k) = P(0) = L5 : chaque P(k) est inversible, d’inverse
P(-k). Avec k = 1, on obtient que M = P(1) est inversible et :

5

1 —a -b+ac
M'l'=p(-1)=L-N+N*=[0 1 —c
0 0 1

Enfin, la question 1 donne M* = P(k) pour k € N; et pour k < 0 :
M = (M)

La formule M* = I; + kN + @Nz est donc valable pour tout k € Z.

1 =P(-k)"! =P(k).

Commentaire. Le mécanisme est général : si N est nilpotente, la matrice I + N est
inversible et ses puissances se calculent par le binéme, la somme étant finie. On
retiendra aussi la vérification (I+ N)(I— N+ N?—--.) = I lorsque N est nilpotente,
qui est ’'analogue matriciel de la somme d’une série géométrique.
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1. Pour la somme, c’est immédiat coefficient par coefficient : si a;; > 0 et b;; > 0,
alors a;j + b;; > 0.
Pour le produit, soient A € M, ,(R) et B € M, 4(R) positives, avec p > 1. Le
coefficient d’indice (i, j) de AB vaut :

p
Z aip bfj,

=1

somme de p > 1 termes tous strictement positifs : elle est strictement positive.

2. C’est le moment d’une idée : plutot que de chercher Y parmi les puissances de
A appliquées a X, on les additionne toutes. Posons :

k-1
Y:X+AX+A2X+---+A’<‘1X:ZAJ’X.
=0

D’abord, Y est positive : le terme j = 0 vaut X, positive par hypothése; et pour
1< j < k-1, lamatrice A’ est positive comme produit de matrices positives
(question 1), donc A’X I'est aussi; enfin une somme de matrices positives est
positive.

Ensuite, calculons AY en décalant I'indice :

k-1 k k-1
AY = ZAf“X = ZAJ’X = ZAjX _X+AX =Y -X+X=V,
j=0 j=1 j=0

ot 'on a utilisé I’hypothése A*X = X. Ainsi AY =Y avec Y positive.

Toute I'affaire tient dans un seul calcul de coefficient. Soit A = (a;;) € M,(K).
Comme D est diagonale, di, = 0 dés que k # £, et donc :

n

n
(AD);; :Zaikdkj = a;j dj, (DA);j :Zdikakj =d; a;;.
k=1 k=1

Autrement dit : multiplier par D a droite multiplie la colonne j par d;, multiplier par
D a gauche multiplie la ligne i par d;. On en déduit :

AD =DA < V(i,j), (d;—di)aij=0.

Inclusion directe. Supposons AD = DA et soit i # j. Les d,,...,d, étant deux a deux
distincts, d; — d; # 0, donc a;; = 0. Tous les coefficients hors de la diagonale sont
nuls : A est diagonale.

Inclusion réciproque. Si A est diagonale, alors a;; = 0 pour i # j, et la condition
(dj —d;)a;j = 0 est vérifiée pour tout couple (i, j) (elle est triviale pour i = j). Donc
AD = DA.

Les deux inclusions donnent 1’égalité annoncée.

Commentaire. L'hypothese « deux a deux distincts » est essentielle. Si par exemple
dy = d, la matrice D posséde un bloc scalaire de taille 2, et toute matrice diagonale
par blocs de la forme correspondante commute avec D : le commutant est alors
strictement plus gros que I’ensemble des matrices diagonales. A 'extréme, D = I,
commute avec tout le monde.
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L’astuce consiste a reconnaitre un produit dans le membre de gauche. En ajoutant I,
aux deux membres :

AB+A+B+I, =1,  Cesta-dire  (A+L)(B+1I,) =1,

puisque (A +I,)(B+1,) =AB+ A+ B+1,.
Deux matrices carrées dont le produit vaut I, sont inversibles et inverses I'une de
Pautre. Donc A + I, est inversible et :

B+I,=(A+1,)"".

Or A est diagonale, donc A + I, I'est aussi; et I'inverse d’une matrice diagonale
inversible est diagonale (ses coefficients diagonaux sont les inverses de ceux de
départ). Ainsi B + I, est diagonale, et B = (B + I,,) — I, également.

Montrons que Z est ensemble des matrices scalaires, c’est-a-dire :

Z={Al, | A€K}.

Inclusion facile. Pour tout A € K et toute M € M, (K), on a (AI,)M = AM = M(AL,).

Donc A, € Z.
Inclusion difficile. Soit A = (a;j) € Z. L’hypotheése vaut pour toutes les matrices M ;
il suffit donc de bien choisir M. On prend les matrices élémentaires E;;, dont tous
les coefficients sont nuls sauf celui d’indice (i, j), qui vaut 1. Un calcul direct donne,
pour tous k, ¢ :

(AE;j)ke = Z Ak (Eij)me = aki e, (EijA)ie = Z(Eij)km ame = ik aje,
m

m

ou ¢ désigne le symbole de Kronecker. En clair : AE;; a pour colonne j la colonne i
de A, et des zéros ailleurs; E;;A a pour ligne i la ligne j de A, et des zéros ailleurs.
Fixons i # j et écrivons AE;; = E;;A.

— Prenons k =iet ¢ = j:il vient a;; = a;;. Comme i et j sont quelconques, tous
les coefficients diagonaux de A sont égaux; notons A leur valeur commune.

— Prenons k # i et £ = j: il vient ag; = 0. Comme i est quelconque et k # i aussi,
tous les coefficients de A hors de la diagonale sont nuls.

Donc A = Al,, ce qui achéve la démonstration.

L’hypothése dit que la matrice A annule le polynéme P = X° + X — 1; on souhaite
inverser Q(A) avec Q = X? + X + 1. L’outil est la division euclidienne de P par Q.
La division. On effectue X° + X — 1 divisé par X*> + X + 1:

X+X-1=(X*+X+1)(X*-X*+1)-2.
On vérifie ce résultat en développant :
XP+X+1D)(XP=-X*+1)=X"+X+1,

d’ou le reste —2 aprés soustraction. Le reste étant une constante non nulle, P et Q
sont premiers entre eux : c’est exactement ce qu’il fallait.
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Conclusion. Les matrices I,,, A, A2, ... commutent entre elles, et 'on peut évaluer
I’identité polynomiale ci-dessus en A :

A+ A-I,=(A%+A+L)(A - A%+ 1,) - 2I,,
—— e
=0

d’ou :
(A2 +A+L)A-A%+1) =2, = (A’ - A’ + [) (A’ + A+ 1),

la seconde égalité résultant de la commutation. Ainsi A* + A + I,, est inversible et :

1
(A>+A+1,)""' = 3 (A*-A%+1,).

1. 1 suffit de montrer que det(ql, + J) # 0, car det(A)? = det(A)det(A") =
det(AAT).
Calculons donc le déterminant de gI,, + J, matrice dont les coefficients diago-
naux valent g + 1 et les autres 1. Toutes ses lignes ont la méme somme g + n;
Popération C; «— C; + C; + - - - + C,, rend donc la premiére colonne constante
égale a g + n, que l'on factorise :

1 g+1 - 1
det(gl, +J) = (q+n)|.
1 1 - g+1
On effectue ensuite L; «— L; — Ly pour i = 2,...,n. La ligne i du déterminant
restant vaut (1, 1,. .., 1)+qe;, ou e; est le i-iéme vecteur de la base canonique; en
lui retranchant la premiere ligne (1, 1,. . ., 1), il ne reste que ge;. Le déterminant
devient triangulaire supérieur :
1 1
0 q 000 0 .
det(gl + ) = (g+mn)|. . . .|=(q+n)q"".

Comme q > 1 etn > 1, ce nombre est non nul. Donc det(A)? # 0, puis
det(A) # 0 : A est inversible.

2. Regardons les coefficients diagonaux de AAT. Pour tout i :

n n n

(AAT);; = Z aix A7) = Z ay = Z Aiks

k=1 k=1 k=1

la derniére égalité provenant de ce que chaque a;; vaut 0 ou 1, donc a?k = aj.
Or (qI, + J)ii = q + 1. Ainsi chaque ligne de A contient exactement q + 1
coefficients égaux al:

n

Vie{l,...,n}, Zaik=q+1.

k=1
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Il ne reste qu’a calculer AJ. Tous les coefficients de J valant 1 :

n n

(A)ij = Zaik]kj = Zaik =q+1=(q+1)]Ji,

k=1 k=1

etdonc AJ =(g+1)J.

. Raisonnons par contraposée : supposons que (B, A) admette une relation, c’est-
a-dire qu’il existe k € N* et my, ..., my € Z" tels que le produit alterné W a k
facteurs commencant par B™ vaille I,. Fabriquons a partir de W une relation
pour (A, B) en conjuguant par une puissance de A — une conjuguée de I, vaut
encore [,,.

Si k est pair, W se termine par A™* :
I, =A™ W A Tk = AMEBM A™2 ... BMk-1 ATk ATTR = AT BT A2 L L. BITR-1

————
=I,

Le produit obtenu est alterné, commence par une puissance de A, comporte
k facteurs (on en a retiré un a droite, ajouté un a gauche) — donc un nombre
pair, et se termine bien par une puissance de B. Tous ses exposants sont dans
Z* : c’est une relation pour (A, B).

Si k est impair, W se termine par B™* et 'on conjugue simplement par A :
I, =AWA™ = A'B™MA™ ... A"-1B"k AT,

Ce produit est alterné, commence et se termine par une puissance de A, com-
porte k + 2 facteurs — donc un nombre impair — et tous ses exposants (1, my,
.., Mg, —1) sont non nuls : c’est encore une relation pour (A4, B).

Dans les deux cas, (A, B) n’est pas sans relation, ce qui établit la contraposée.

. La relation de récurrence. Un calcul immédiat donne, pour p € Z :

1 2p 10
P — P _
S e ]

Om ,Bm

Ecrivons P, = (}’m 5

), de sorte que ¢, =y, si m est pair et ¢, = Iy, sim

est impair. Les deux multiplications a droite s’écrivent :

(a ﬁ)AP:(zx 2p0(+/3) (a ﬁ)BP:(a+2pﬁ /3)
y o Y 2py+9)’ y o y+2pd 6

Retenons 'essentiel : multiplier a droite par une puissance de A laisse y inchangé,
et multiplier a droite par une puissance de B laisse § inchangé.
Soitmavecl1<m < k-1
Sim est pair (donc m > 2), on passe de Py, & P41 en multipliant par A"+, et
m + 1 est impair :

Cm+1 = Omi1 = 2Nmi1 Ym + O
Or ym = cm puisque m est pair. Et comme m est pair, on est passé de P,,_; a
P,, en multipliant par B"™, ce qui laisse § inchangé : 8, = d;y—1 = cm—1, car
m — 1 est impair. D’ol ¢p41 = 2Mpm41Cm + Cm—1-
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Si m est impair, on multiplie par B"*! et m + 1 est pair :

Cm+1 = Ym+1 = Ym + 2Nma1 Om.-

Ici 8y, = ¢y, puisque m est impair, et I'on est passé de P,,—1 & Py, en multipliant
par A", ce qui laisse y inchangé : y,,;, = ym—1 = ¢m—1, car m — 1 est pair (pour
m=1,y1 =y = (I2)21 =0 =cp). D’oll encore cp41 = 2Mp41Cm + Cry—1-
Croissance des |cp|. Ona ¢y = (I2)z1 = 0 et ¢; = (A™),2 = 1. Montrons par
récurrence que |cp,| > |cp—1| pour 1 < m < k.

C’est vrai pour m = 1, puisque 1 > 0. Supposons-le vrai au rang m, avec
m < k — 1. Comme n,,;; € Z*, on a |2nmy41| > 2, donc :

lem+1| = [20ms16m + cm-1] 2 2|em| = |em-1] > 2 |cim| = lem| = |eml
en utilisant ’hypothése de récurrence. La suite |cgl, |c1],- .., |ck| est donc
strictement croissante. Comme ce sont des entiers et que |¢y| = 0, on en
déduit :
Vm e {0,...,k}, lem| = m.

Conclusion. Supposons Py = .
— Sik est pair, alors k > 2 et ¢, = (L)1 =0, ce qui contredit |cx| > k > 2.
— Sik > 3 est impair, alors cx = (I2)22 = 1, ce qui contredit |cx| > k > 3.

0 1

Dans tous les cas, Py # I : le couple (A, B) est sans relation.

1 2
— Sik=1,alors P =A™ = ( n1) # I,, puisque n; # 0.

. Un vecteur (x,, z,t) € R* appartient a Ker f si et seulement si A(x,y,z,t)" =
0, c’est-a-dire :

x + 2z + t =0
2x + 3y + z + t =0
-x + 2y — 5z — 3t =0

Le pivot L; élimine x des deux dernieres lignes, via L, <— L, — 2L; et L3 «
Ls +L;:
x + 2z + t =0
3y — 3z - t =
2y — 3z — 2t = 0

(=)

puis L3 <— 3L3 — 2L, élimine y :

X + 2z + t =0
3y — 3z - t =0
3z + 4t = 0

C’est un systeme d’équations de Ker f. Il est échelonné de rang 3, d’inconnues
principales x, y, z et d’inconnue secondaire ¢ : son ensemble de solutions est
donc une droite. En posant t = —3s, la derniére ligne donne z = 4s, la deuxiéme
3y =3z +t =9s soit y = 3s, et la premiére x = -2z — ¢t = —5s. D’our :

Ker f = Vect ((-5,3,4,-3)),  dimKer f =1.
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2. Le théoréme du rang donne aussitot rg f = dimR* — dimKer f =4 -1 = 3.
Comme Im f C R® est de dimension 3 = dimR?, on a Im f = R® : la base
canonique de R3 convient, et f est surjective.

Si Pon tient a extraire une base des colonnes de A, les trois premieres
conviennent : leur déterminant vaut

1 0 2
2 3 1|=1x(-15-2)-0+2x(4+3)=-3£0.
-1 2 -5

1. Les colonnes de A se lisent comme les coordonnées des images des vecteurs
de & dans la base F :

u(ey) = 2f1 + 3/, et u(ey) = fi — fo + 2fs.

2. La matrice de passage de & a &’ et celle de ¥ a ¥’ sont :
1 1 0
p:(l 1), 0=[1 0 1.
0 1
0 1 1

OnadetP =1 # 0 et, en développant par rapport a la premieére ligne, det Q =
1X(0—1)—1%X(1-0)+0=-2# 0. Ces deux matrices sont donc inversibles,
ce qui signifie exactement que &’ et ¥ sont des bases.

Pour obtenir A’, inutile d’inverser Q : il suffit de calculer les images des vecteurs
de &’ et de les décomposer sur 7. D’une part :

u(ey) =uler) =2f1 +3f, u(ey) = uler) +u(ex) =3f1 + 2f> + 2fs.

D’autre part, pour tout (a, f,y) € R3:

af{ +pfy +vfi =(a+pfi+(a+y)fa+ (B+1)f.

Décomposer un vecteur af; +bf, +cfs sur ' revient donc a résoudre ¢+ = qa,

— — Qns B IE _ atb+c 3
a +y=Db, f+y =c. Enadditionnant les trois lignes, « + f + y = “5<, d’'ou
par soustraction :

a+b-c¢ a-b+c —-a+b+c

a=—, =) =
2 p 2 s 2

Pour u(e]), c’est-a-dire (a,b,c) = (2,3,0), on trouve (% —%, %) ; pour u(ey),
c’est-a-dire (a, b, c) = (3,2,2), on trouve (%, %, %) Finalement :
1 5 3
A = 5 -1 3
1 1

Commentaire. La formule générale est ici A’ = Q"'AP : on lit AP comme la matrice
des u(e}) dans ¥, puis Q7! les réexprime dans . Elle ne se réduit a P"!AP que
pour un endomorphisme représenté dans une méme base au départ et a I’arrivée. En
pratique, revenir aux images des vecteurs de base, comme ci-dessus, évite le calcul

de Q1.
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Dire que Matg(f) = N pour B = (¢1, €2), c’est dire, en lisant les colonnes de N :

fle) =€ et f(e) =0g.

La base cherchée est donc de la forme (x, f(x)), et la seconde condition est automa-
tique puisque f? = 0. Tout revient a trouver x tel que (x, f(x)) soit libre.

Comme f # 0, il existe x € E tel que f(x) # Og. Posons ¢; = x et & = f(x), et
montrons que la famille (¢;, &) est libre. Soient A, 1 € K tels que Ax + pf(x) = Og.
En appliquant f et en utilisant % =0:

Af (x) + uf*(x) = Af(x) = O,

et comme f(x) # Og, il vient A = 0. Il reste pf (x) = Og, donc u = 0.
La famille (&1, &5) est ainsi libre a 2 = dim E éléments : c’est une base B de E. Enfin
fle1) =f(x) =&, =0-¢;+1-¢& et f(e) = f2(x) = 0, donc Matg(f) = N.

Linéarité. Pour tous P, Q € C,[X], tout A € C et tout k € {0,..., n}, la dérivation est
linéaire, donc (AP + Q)% = AP*) 1+ Q) et en évaluant en gy :

fAP +Q) = Af(P) + f(Q).

Ainsi f € £ (C,[X],C").
Injectivité. Soit P € Ker f et supposons P # 0. Notons d = deg P; alors 0 < d < n, et
si o # 0 désigne le coefficient dominant de P, la dérivée d-iéme de P est le polynome
constant :

P9 =dla#0.

En particulier P(9 (a;) = d!a # 0, ce qui contredit f(P) = 0, dont la (d + 1)-iéme
composante est justement P(?) (a;). Donc P = 0 et, d’aprés la proposition 1, f est
injective.

Conclusion. Les espaces C,,[X] et C"*! sont tous deux de dimension n + 1. Une
application linéaire injective entre deux espaces de méme dimension finie est bijective
(proposition 2). Donc f est un isomorphisme.

1. Pour toutes M, N € M,(R) et tout A € R, la distributivité du produit matriciel
donne :

f(AM + N) = A(AM + N) = AAM + AN = Af(M) + f(N).

Donc f est un endomorphisme de M;(R).
2. L’observation qui gouverne tout ’exercice est que le produit AM se calcule
colonne par colonne : si M = (C; | Cy), alors AM = (AC; | AC;).

(a) Ainsi AM = 0 si et seulement si AC; = 0 et AC; = 0, cC’est-a-dire
si et seulement si les deux colonnes de M appartiennent a Ker A. Or
A(x,y)" =(2x — 4y, 3x — 6y) " s’annule si et seulement si x = 2y, donc
Ker A = Vect ((2,1) "), qui est une droite. Les matrices de Ker f sont donc
exactement celles de la forme :

_(2a 26\ (2 0 0 2 ;
w2 W) ool Yos0 ) @per
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Les deux matrices ci-dessus engendrent Ker f et sont clairement libres
(Pune a sa seconde colonne nulle, I’autre sa premiére) : elles en forment
une base et dim Ker f = 2.

(b) Lethéoréme durangdonnerg f = dim M;(R)—dimKer f = 4-2 = 2.Par
ailleurs, toujours colonne par colonne, Im f est 'ensemble des matrices
dont les deux colonnes appartiennent a Im A = Vect ((2,3)7) (les deux
colonnes de A sont proportionnelles). Cet ensemble est :

wll 1)

qui est de dimension 2, pour la méme raison que ci-dessus. Comme il
contient Im f et a la méme dimension que lui, il lui est égal : les deux
matrices ci-dessus forment une base de Im f, et rg f = 2.

Introduisons la matrice J € M,,(K) dont les coefficients sont tous nuls sauf ceux de
I’anti-diagonale, qui valent 1 :

0 0 0 1
1 sii+j=n+1, 0 010
Jii = ar exemple J= our n = 4.
Y 0 sinon, 5 o 0100 P
1 0 0 O
SiB = (ey,...,en) est une base de K", J est la matrice de passage de B a la base

renversée (e, . .., e;). En particulier J? = I, donc J € GL,(K) et J~! = J.
Effet de la conjugaison par J. Soit M € M, (K). Comme Jjx = 1 si et seulement si
k=n+1-iilvient (JM);j = Xg JueMkj = My41-;, j, puis de méme :

UMDy = D UMy = Mus1g, i1
k

Autrement dit, JM] s’obtient a partir de M en renversant simultanément l’ordre des
lignes et celui des colonnes.

Conclusion. Soit T une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-dire telle que T, =0
désque a > b. Posons T = JTJ.Pour j > i,onan+1—-i>n+1- j,donc:

4
Tij = Tav1-i, n+1-j = 0.

Ainsi T’ est triangulaire inférieure, et comme J~! = J :
T'=J'TJ,

donc T et T’ sont semblables. La réciproque s’obtient exactement de la méme facon :
si T est triangulaire inférieure, le méme calcul montre que JT] est triangulaire
supérieure.

1. SiP € R,[X], le polyndéme P(X + 1) est encore de degré au plus n (la substitu-
tion X — X + 1 ne change pas le degré), donc f est bien a valeurs dans R, [ X].
Elle est linéaire : pour P,Q € R,[X] et A € R, le polynéme AP + Q évalué en
X +1vaut AP(X + 1) + Q(X + 1). C’est donc un endomorphisme de R, [X].
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Notons B = (1, X,...,X") la base canonique. La formule du bindme donne,
pour0 < j<n:

J_o . nog.
fX)=(X+1) E (i)X E (i)X,
=0 i=0
la seconde écriture étant licite grace a la convention ({) =0pouri > j.La

colonne j de Matg(f) est donc (({)) , C’est-a-dire :
0<i

<i<n

Matg(f) = A.

2. L’application g: P(X) +— P(X — 1) est, pour les mémes raisons, un endomor-
phisme de R, [X], et pour tout P € R, [X] :

(go HH(P)=f(P)(X-1) =P((X-1) +1) =P(X),

et de méme f o g = Id. Donc f est bijective, d’application réciproque g. Par
conséquent A = Matg(f) est inversible, et :

A™! = Matg(g).

Or, toujours par la formule du binéme :

o) = (X -1/ = ) ({f)(—nf-ixi,

i=0

d’ot, en notant que (—1)/7% = (=1)"*/ :

).
L] o<ij<n

Commentaire. Vérifier directement que le produit de A par la matrice annoncée vaut
I,,.1 reviendrait a établir I’identité Zk(—l)k”(i) (’l‘) = J;j, ce qui est faisable mais
pénible. Le détour par R, [X] remplace ce calcul par une évidence : décaler de 1, puis

de —1, ne fait rien.

1. Les colonnes de N se lisent ainsi : si B = (&1, €3, €3), la condition Matg(f) = N
équivaut a
f(er) =&, f(e2) =&, f(e3) = 0.
On cherche donc une base de la forme (x, f(x), f%(x)), la derniére condition
étant automatique puisque > = 0.
Comme f? # 0, il existe x € E tel que f%(x) # Op. Montrons que
(x, f(x), f%(x)) est libre. Soient A, y1, v € K tels que :

Ax + pf(x) + vFi(x) = 0p.
En appliquant f%, et comme f> = f* = 0, il reste Af*(x) = 0g, donc A = 0. En
appliquant alors f a uf(x) + vf2(x) = Og, il reste uf?(x) = Og, donc y = 0;
enfin vf?(x) = 0g donne v = 0.
La famille B = (x, f(x), f%(x)) est libre a 3 = dim E éléments : c’est une base,
et par construction Matg(f) = N.
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2. Soit A = (a;;) € M3(K). Pour tous i, j :

aj—1,j sii=>2, aj,
(NA)j = ZNikakj = {0‘ Lj (AN);; = Zaikaj = { b

T sii=1, A 0

puisque Njr = 1 exactement pour k = i — 1, et Ni; = 1 exactement pour
k = j+ 1. L’égalité AN = NA équivaut donc au systéme obtenu en parcourant
les neuf couples (i, j) :

— j=3eti>2donnenta;_;3 =0,so0it a;3 = az =0;

— i=1et j < 2donnent a1 =0, soit aj;z = as;3 =0;

— les couples restants, i > 2 et j < 2, donnent a;_;; = a; j4+1, c’est-a-dire

a1 = agy, A1z = 4z, A1 = asz et az = ass.

Les coefficients strictement au-dessus de la diagonale sont donc nuls, les
coefficients diagonaux sont tous égaux, et il en va de méme des deux coeflicients
de la premiére sous-diagonale. Autrement dit :

Q

00
Cny=1|b a 0||(abc)eK}=Vect (L N,N?),
b a

o

la derniére égalité résultant de N* = (6; j42), 7 c’est-a-dire de la matrice dont
le seul coeflicient non nul est celui d’indice (3, 1), égal a 1. En particulier Cy
est un sous-espace vectoriel de dimension 3.

3. L’application g +— Matg(g) est un isomorphisme de L(E) sur Ms(K), qui
transforme la composition en produit matriciel. Ainsi, pour g € L(E), en
notant A = Matg(g) :

gof=fog & AN=NA & Ac Vect(;,N,N?).

Or I; = Matg(Idg), N = Matg(f) et N> = Matg(f?). Comme g — Matg(g)
est linéaire et bijective, elle envoie Vect (Idg, f, f2) sur Vect (I5, N, N?), d’ou :

{ge L(E)|gof=fog}=Vect(lds f, f?).

Commentaire. L’inclusion D était claire dés le départ : toute combinaison linéaire de
Idg, f et f? commute évidemment avec f. Tout le travail consiste & montrer qu’il n’y
a rien d’autre, et c’est le calcul matriciel de la question 2 qui I’établit. Le phénomene
n’est pas général : le commutant de Idg, par exemple, est £(E) tout entier. Ce qui le
déclenche ici, c’est que f possede un vecteur x dont les images itérées engendrent
E : un tel endomorphisme est dit cyclique, et son commutant se réduit toujours aux
polyndémes en f.

Faire apparaitre une matrice inversible. L’hypothése AB = A+ B se réécrit AB—A—B =
0, et il ne manque qu’un I, pour factoriser :

(A-1)(B-I,) =AB—A—-B+1, =1,.

Cette égalité, entre matrices carrées, suffit a conclure que A — I, est inversible,
d’inverse B — I,,.

sijj <2,
sij=3,
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Exprimer B a partir de A. Repartons de AB = A + B, sous la forme AB — B = A,
c’est-a-dire :
(A-1,)B = A

En multipliant & gauche par (A —I,) ! :
B=(A-1,)'A

Conclure. Rappelons que le rang d’une matrice M € M, (K) est la dimension du
sous-espace de K" engendré par ses colonnes, c’est-a-dire le rang de ’application
linéaire m: X — MX. Si P € GL,(K), alors Im(PM) = P (Im M), et X > PX est
un isomorphisme de K" : elle conserve donc les dimensions, d’ou rg(PM) = rg(M).
Appliqué a P = (A—1I,)"! et M = A, ceci donne :

rg(B) =g ((A-I,)'A) = rg(A).

L’ingrédient clé. Montrons d’abord que AB = B. Comme A? = A, la matrice A est
celle d’un projecteur, et I’on sait alors que :

Im(A) = {X € K" | AX = X}

En effet, si AX = X alors X € Im(A); réciproquement, si X = AY pour un certain Y,
alors AX = A%Y = AY = X.
Soit maintenant C une colonne quelconque de B. Elle appartient a Im(B), donc a
Im(A) par hypotheése, donc AC = C. Comme le produit AB se calcule colonne par
colonne, il vient :

AB = B.

Conclusion. Il ne reste qu’a insérer cette égalité dans I’hypotheése BAB = B :
B*=B-B=B-(AB) = (BA)B = BAB = B.

Donc B est également un projecteur.

1. Pour toutes M, N € M,,(C) et tout A € C, la bilinéarité du produit matriciel
donne :

F(AM+N) = A(AM+N)—(AM+N)B = A(AM—MB)+(AN=NB) = Af(M)+f(N).

Comme f est de plus a valeurs dans M,,(C), c’est bien un endomorphisme de
M, (C).

2. Introduisons les deux endomorphismes de M,,(C) :
L: M+— AM et R: M — MB,
de sorte que f = L — R. IIs commutent : par associativité du produit matriciel,
(L o R)(M) = A(MB) = (AM)B = (R o L)(M).

La formule du bindéme est donc licite dans 'anneau £ (M,,(C)) pour ces deux

éléments, et :
P

ff=@L-R¥=) (§)<—1)"LP"‘ o RF.

k=0
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Or une récurrence immédiate donne LY(M) = AIM et R*(M) = MB¥, d’ou
(Lp‘k o Rk) (M) = AP~k MB¥. En évaluant I'égalité précédente en M :

p
(M) = Z (i)(—l)kAp_kMBk.

k=0

3. Supposons A et B nilpotentes : il existe a, b € N* tels que A* = 0 et B” = 0.
Posons p = a+ b — 1 et soit M € M, (C). Dans la somme donnant ”(M),
examinons le terme d’indice k, avec 0 < k < p:

— sik > b, alors B = B?’B*~% = 0, donc le terme est nul;
— sik < b-1,alors p—k > (a+b—1)—(b—1) = a,donc AP~* = A9AP~Fk-a = ¢
et le terme est encore nul.

Tous les termes sont nuls, donc f? (M) = 0 pour toute M, c’est-a-dire fo*b1 =
0 : f est nilpotente.

La troisieme colonne est presque proportionnelle a la deuxiéme : ses deux premiers
coefficients valent a fois ceux de C;. L’opération C; < Cs; — aC, est donc tout
indiquée;; elle ne change pas le déterminant et fait apparaitre deux zéros :

a b ab a b 0
a ¢ acl=la c 0
b ¢ bc b ¢ bc-ac

On développe alors par rapport a la troisiéme colonne, dont le seul coefficient non
nul est en position (3, 3), de cofacteur + :

a b
a c¢

=c(b-a)

‘:c(b—a)a(c—b).

Finalement, en changeant deux fois de signe :

a b ab
a ¢ ac|=ac(a-"b)(b-c).
b ¢ bc

La premiére colonne est constante : on élimine avec elle. Les opérations L, «— L, — L;
et Ly « L3 — L, laissent le déterminant inchangé :

1 a be 1 a be
1 b cal=|0 b—a ca-bc|=
1 ¢ ab 0 c—a ab-bc

b—a c(a—>)
c—a b(a-c)

5

la derniere égalité étant le développement par rapport a la premiére colonne. On
factorise ce déterminant d’ordre 2 :

(b—a)b(a—c)—c(a—b)(c—a) =(b—a) [b(a—c) +c(c—a)] =(b—a)(a—c)(b—c),
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car —c(a —b) = c(b —a) et ¢(c — a) = —c(a — c). En réorganisant les signes :
1 a be
b cal=(a—-b)(b-c)(c—a).
1 ¢ ab

La premiére ligne est constante : on élimine avec la premiere colonne. Les opérations
Cy < Cy — Cy et C3 <= C3 — C1 ne changent pas le déterminant :

1 1 1] |1 0 0 22 o
a> b* A|=l|a® b:-a? cz—a2:b3 3 3 3

-a ¢ —a
a b o3 |ad P-a® 3-a

On factorise ensuite b — a dans la premiere colonne et ¢ — a dans la seconde, grace
aux identités x> —a? = (x —a)(x + a) et x> — a® = (x — a)(x® + ax + a°) :

b+a c+a

=b=dle=9 b°+ab+a*> c+ac+ad®

Il reste & développer le crochet :
(b +a)(c® + ac + a®) — (c + a)(b® + ab + a®) = bc? + ac® — b%c — ab?,
tous les autres termes se simplifiant deux a deux. On regroupe :
be? — bc + ac® — ab? = be(c — b) + a(c — b)(c + b) = (¢ — b)(ab + be + ca).
Finalement :

1 1 1
2l =(a-b)(b-c)(c—a)(ab+ bc + ca),

apres réorganisation des signes de (b — a)(c — a)(c — b).

Aucune ligne ni aucune colonne n’a de somme remarquable, mais la somme des trois
lignes est constante : colonne par colonne,

2a+(b—c—a)+2c = a+b+c, (a—b—c)+2b+2¢ = a+b+c, 2a+2b+(c—a-b) = a+b+c.

On effectue donc L; < L; + L, + L3, qui ne change pas le déterminant, puis on
factorise a + b + ¢ dans la premiére ligne :

2a a—-b-c 2a 1 1 1
b-c—-a 2b 2b =(a+b+c)lb-c—a 2b 2b
2¢ 2¢ c—a->b 2¢ 2c c—a-b

La premiére ligne étant maintenant constante, on élimine avec la premiere colonne :
Cy — Cy—CretC3 «— C3—C1.Comme 2b—(b—c—a) =a+b+cet(c—a—b)—2c =
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—(a+b+c):
1 0 0 a+b+c a+b+c

= (atb+e)|b-c—a a+b+c a+b+c |=(atbro)| —(@+b+c)|°
2 0 —(a+b+c)

Ce dernier déterminant est celui d’une matrice triangulaire : il vaut —(a + b + ¢).
Finalement :

2a a—-b-c 2a
b—c—a 2b 2b =—(a+b+c)’.
2c 2¢ c—a->b

Commentaire. Le signe mérite qu’on s’y arréte. En échangeant les deux premieres
colonnes de la matrice de départ, on obtient la matrice classique

a—-b-c 2a 2a
2b b-—c—-a 2b ,
2¢ 2¢ c—a->b

de déterminant (a+ b +c)* : un échange de colonnes change le signe, ce qui explique
le —.

La matrice est invariante par le décalage circulaire des lignes et des colonnes : L;
et L3, comme L, et Ly, ne différent que par un décalage de deux crans. On exploite
cette symétrie en soustrayant les lignes deux a deux. Les opérations L, « L; — L3 et
L, « L, — L4 ne changent pas le déterminant :

a b ¢ b la-c 0 c-a 0 10 -1 0
b a b ¢ 0 a-¢ 0 c—a 20 1 0 -1
c b a bl | c b a b ==g c b a bl
b ¢ b a b c b a b ¢ b

apres factorisation de a — ¢ dans chacune des deux premiéres lignes. On fait mainte-
nant disparaitre les —1 par C3 «— C3 + C1 et Cy «— C4 + Cy :

1 0 0 0
0 1 0 0 a+c 2b
(a2 — (2
=(6=9 c b a+c 2b 6=0) 2b a+c|’
b ¢ 2b a+c

le dernier déterminant s’obtenant en développant deux fois par rapport a la premiére
ligne. Il vaut (a + ¢)? — 4b?, d’ou :

=(a-c)*(a+c—2b)(a+c+2b).

0 S Q
o ST o
SUTQ S0
Q "o S
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1. L’application f va bien de M, (R) dans lui-méme, et pour toutes M, N €
M,(R) ettout A e R :

fAM+N) =(AM +N)T =T +NT = Af(M) + f(N).

Donc f € L(My,(R)).

2. Lerang.Ona fo f=1Id,car(M")" = M pour toute M. Ainsi f est bijective,
d’inverse elle-méme, donc Im f = M, (R) et :

rg(f) = dim M, (R) = n?

Le déterminant. On calcule la matrice de f dans la base canonique (E; j)1<i j<n
de M, (R). Comme f(E;;) = Ej;, la colonne d’indice (i, j) de Mat(f) est la
colonne d’indice (j, i) de la matrice identité I, : autrement dit, Mat( f) s’obtient
a partir de I,2 en permutant ses colonnes suivant I’échange (i, j) — (j, i).

Cet échange laisse fixes les n indices de la forme (i, i), et échange deux a

(n-1)

n
deux les indices (i, j) et (j,i) pour i < j:il y a exactement

-1
couples. On passe donc de I,z & Mat(f) par %

tels

échanges de colonnes

deux a deux disjoints, et chacun change le déterminant en son opposé. Comme
det(L;z:) =1:

n(n-1)

det(f) = (=1) 2

Notons Cy, ..., Cp les colonnes de A et u =(1,...,1) . Toutes les colonnes de U sont
égales a u : c’est la seule chose dont nous aurons besoin.

Soit t € R. Les colonnes de A + tU sont les C; + tu. Développons le déterminant
par multilinéarité, par rapport a la premiére colonne, puis a la deuxiéme, et ainsi
de suite : on obtient une somme de 2" déterminants, indexés par les parties S de
{1,...,n}, celui d’indice S ayant pour j-ieme colonne tu si j € S et C; sinon. En
sortant les facteurs ¢, et en notant |S| le nombre d’éléments de S :

u sijes,
det(A + tU) = Z tS! det(D},...,D]), ou D= { H
3 C; sinon.

Si|S| > 2, le déterminant correspondant a deux colonnes égales a u : il est nul, car
le déterminant est alterné. Il ne reste donc que les parties S vides ou réduites a un
élément :

n
det(A + tU) = det(A) +tA, o A= Z det(Cy,...,Cj_1,1,Cjs1, - ., Cn).
j=1

Le scalaire A ne dépend pas de t. En prenant ¢t = 1 puis t = —1 et en additionnant,
les deux termes +A se compensent :

det(A + U) + det(A — U) = (det(A) + A) + (det(A) — A) = 2 det(A).

Commentaire. On a montré davantage que I’énoncé : 'application t > det(A + tU)
est affine. C’est le cas général : si rg(B) =r, alors t > det(A + tB) est polynomiale
de degré au plus r, car tout déterminant faisant intervenir plus de r colonnes de B a
ses colonnes liées. Ici U est de rang 1, d’ou le degré 1.
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L’observation décisive tient dans la derniére ligne : son coefficient diagonal vaut
ann = n, comme tous les autres. Elle est donc entiérement constituée de n, et c’est
elle qui va servir de pivot.

Pouri € {1,...,n — 1}, effectuons L; « L; — L, : ces opérations ne changent pas
le déterminant. Le coefficient d’indice (i, j) de la nouvelle ligne L; vaut a;; — n,
Cest-a-dire Osi j #i,eti—nsij=1i:

1—-n 0 0 O
0 2—n 0

det(A) = 0
0 0 -1 0

n ... n

Cette matrice est triangulaire inférieure : son déterminant est le produit des coefi-

cients diagonaux, a savoir 1 —n, 2 —n, ..., —1, puis n. Or :
n—1 n—1
[la-m =[]0 =0 -
i=1 k=1

en posant k = n — i. Finalement :
det(A) =nx (-1)" Y(n-1)! = (-1)" ' n

2

= -2 =-92!. =
9 2’ 2 2!y pourn =3,

Commentaire. On vérifie sur les petits cas : pour n = 2, ‘

le calcul donne 6 = 3!.

Une relation de récurrence. Développons D,, par rapport a la premiére colonne, qui
ne comporte que deux coefficients non nuls, 1 + a® en position (1, 1) et a en position
(2,1):

D,=(1+ aZ) Dy_1—abp,

ou §, est le mineur obtenu en supprimant la deuxiéme ligne et la premiere colonne.
La premiére ligne de ce mineur est (4,0, ...,0), et ce qui reste aprés suppression de
sa premiere ligne et de sa premiére colonne est exactement le déterminant de méme
forme, d’ordre n — 2 : en développant par rapport a la premiére ligne, 6, = a Dy,_».
D’ou, pourn > 3:
Dp =(14a*)Dy_1 — a®Dy_s.

Avec la convention D, = 1, la relation vaut encore pour n = 2, puisque D; = 1 + a?
et Dy = (1+a?)? — a?.

Résolution. Plutdt que de passer par ’équation caractéristique, on remarque que la

relation se réécrit :
Dyp —Dy-q = a (Dn-1=Dn-2) .

La suite (D, — Dy—1),5; est donc géométrique de raison a?, de premier terme D; —
Dy = a*. Ainsi D, — D,_; = a*" pour tout n > 1, et en sommant en télescopant :

n

D, = Dy + Zn: (Dy — Dg—y) = Z a?*.

k=1 k=0
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Autrement dit :
1-— a2n+2

—_— sia® # 1,
D, = 1-a

n+1 sia=1loua=-1.

Ecrivons la matrice : sur la ligne i, les coefficients d’indice j < i valent al, et ceux
d’indice j > i valent a’ :

a 612 a3 n

2 &2 & n

A= S B B n
a®* a* a"’ a’

Deux lignes consécutives ne difféerent qu’au début. Effectuons donc L; «— L; — Lj4q
pour i =1, puis i = 2, et ainsi de suite jusqu'a i = n — 1 : a chaque étape, la ligne L;;;
utilisée n’a pas encore été modifiée, et le déterminant est inchangé.

Calculons la nouvelle ligne L;. Pour j < i, le coefficient devient a' — a'*!; pour
j =i+1,ildevient a*! — a'*! = 0; pour j > i + 1, il devient @/ — @/ = 0. La ligne L;
ne comporte donc que i coefficients non nuls, tous égaux a a’ — a'*!, et placés dans
les i premiéres colonnes :

a-a 0 0 0
a® - a’ a® - a’ 0
det(A) = 0
an—l —a an—l —at an—l —a" 0
a a a’ a

Cette matrice est triangulaire inférieure. Son déterminant vaut donc :

_

n-— n—-1
. X . n(n-1)
det(A) =a" | | (a' - a'*') =a" l_l d(l-a)=a"xa z x(1-a)"
i=1

1l
—

i

n(n-—1
puisque Y7 i = ¥ Finalement :

n(n+1)

det(A) =a 2z (1-a)" .

a az

2 2
a‘ a
a3(1—a)!. Le facteur (1 — a)""! s’interpreéte : pour a = 1, tous les coefficients valent

1 et la matrice est de rang 1, donc de déterminant nul des que n > 2.

4

Commentaire. On contrdle surn =2 : =a® - a* = a(1 - a), ce qui est bien

Le coefficient se factorise presque :

aij=ij+i+j=>G{+1)(+1) -1
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Notons v =(2,3,...,n+ 1) etu =(1,1,...,1)". La j-iéme colonne de A a pour
i-iéme coefficient (j + 1)(i + 1) — 1, c’est-a-dire :

Ci=(+1ov—u.

Toutes les colonnes de A appartiennent donc au sous-espace Vect(u, v), qui est de
dimension au plus 2.

Casn > 3. La famille (Cy,...,C,) compte n > 3 vecteurs dans un sous-espace de
dimension au plus 2 : elle est liée. On peut méme exhiber la relation :

C1—2C+C3=(2-2%X3+4)o0v-(1-2+1)u=0.

D’apres la caractérisation des bases par le déterminant, une famille liée de n vecteurs
a un déterminant nul : det(A) = 0.
Cas n = 1. La matrice est (3), donc det(A) = 3.

3 5
Cas n = 2. La matrice est (5 8)’ de déterminant 24 — 25 = —1.

Les hypothéses imposent en particulier que tous les coefficients de A sont entiers.
Rappelons au passage que le déterminant d’une matrice a coefficients entiers est un
entier : cela se voit par récurrence sur la taille, en développant par rapport a une
ligne.

1. Réduction modulo 2. Notons J € M,,(R) la matrice dont tous les coefficients
valent 1, de sorte que J —1I,, a des 0 sur la diagonale et des 1 partout ailleurs. Par
hypotheése, les coefficients de A — (J — I,,) sont tous pairs : il existe B € M, (Z)
telle que :

A=(J -1, +2B.

Développons det(A) par multilinéarité par rapport a chacune des n colonnes :
on obtient une somme de 2" déterminants, chacun ayant pour j-iéme colonne
soit celle de J — I,, soit 2 fois celle de B. Le terme ou toutes les colonnes
proviennent de J — I,, vaut det(J — I,,) ; tous les autres comportent au moins
un facteur 2 en facteur d’'un déterminant entier. Donc :

det(A) = det(J - I,,) (mod 2).

Calcul de det(J —1I,). L’opération C; «— C; +C; +- - - + C,, remplace la premiére
colonne par la colonne constante égale a n—1, chaque ligne de J—I,, comportant
n — 1 coefficients égaux a 1. On factorise n — 1, puis on effectue L; « L; — L;

pouri > 2:
10 --- 1 0o -1 --- 0
det(J-L)=(m-1|. . . .|=@-1|. . . .|,
11 --- 0 o 0o - -1

car la i-iéme ligne devient nulle partout sauf en position (i, i), ou elle vaut —1.
La derniere matrice est triangulaire supérieure, d’ou :

det(J~I,) = (n—1) (=1)""".
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Conclusion. Comme (—1)""! =1 (mod 2), on obtient det(A) =n—-1=n+1
(mod 2), puis :

n+det(A)=2n+1=1 (mod 2),
c’est-a-dire n + det(A) € 2Z + 1.

2. Sin est pair, alors det(A) = n+ 1 =1 (mod 2) : le déterminant de A est un
entier impair. En particulier il est non nul, donc A est inversible.

Commentaire. La parité de n est essentielle. Pour n impair, la question 1 dit que det(A)
est pair, ce qui n’interdit rien : la matrice A = (0) de taille 1 vérifie les hypotheses
et n’est pas inversible, tandis que A = J — I3 les vérifie aussi et est inversible, de
déterminant 2.

Exploiter la relation. Multiplions I’hypothése a gauche par A + B :
I,=(A+B) (A" +B") =L, + AB™' + BA™! + I,
en développant et en utilisant AA~! = BB™! = [,,. Il reste :
AB™' +BAT' +1, =0.

Une équation sur une seule matrice. Posons M = AB™!, qui est inversible comme

produit de matrices inversibles, d’inverse M~! = BA™!. La relation précédente s’écrit :

M+M1'+I,=0.

En multipliant par M :
M)+M+1, =0.

Passer au déterminant. L’identité (M — I,) (M* + M + I,) = M? — I, valable car M
commute avec elle-méme et avec I,,, donne :

M3 =1,

On prend le déterminant : det(M)> = 1. Or det(M) est un réel, et 1 est I'unique réel
dont le cube vaut 1. Donc det(M) = 1.
Conclusion. Enfin :

_ det(A)

det(M) = det (AB™!) = det(A) det (B!) = det(B)’

d’ou det(A) = det(B).
Commentaire. Le passage aux réels est indispensable : sur C, I'équation z> = 1 a trois
solutions, et I’énoncé devient faux. Pour n = 1 et j = e?”/3, les matrices A = (j) et
B = (1) vérifient bien (A + B)™! = A™! + B7!, alors que det(A) = j # 1 = det(B).
L’hypothése n’est pourtant pas vide sur R. Elle I’est en dimension 1, car a? + ab + b*

2 2
(a + g) + 32 ne s’annule pas pour (a, b) réels non nuls. Mais en dimension 2, la

4
0 -1
= (i 2
vérifie M2 + M + I, = 0, et le couple A = M, B = I, convient : on a bien det(A)
det(B) = 1.

matrice
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Notons a =(ay, . ..,a,) ", notons (ey, . .., e,) la base canonique de M, ;(K) et A le
déterminant cherché. Le coefficient d’indice (i, j) de la matrice est a;a; sii # j, et
a?+xsii=j:sa j-iéme colonne est donc :

Ci=aja+xe;.

Développons A par multilinéarité par rapport a chacune des n colonnes : on obtient
une somme de 2" déterminants, indexés par les parties S de {1,. .., n}, celui d’indice
S ayant pour j-iéme colonne ajasi j € S, et xe; sinon.

Si S contient au moins deux indices, le déterminant correspondant a deux colonnes
proportionnelles a a : il est nul. Il ne reste donc que deux familles de termes.

— Pour S =0 : det(xey, ..., xe,) = x" det(ey, ..., e,) =x".

— Pour S = {j}, on sort a; de la j-iéme colonne et x de chacune des n— 1 autres :
det(xes,...,aja,...,xe,) = a; x"1 det(ey,...,ej_1,a,€j41,...,€p).

Or, en développant une derniere fois par multilinéarité la colonne a = }I_; a;e;,

tous les termes d’indice i # j ont deux colonnes égales a e; et disparaissent;

il ne survit que a; det(ey,...,e,) = a;. Le terme d’indice S = {j} vaut donc
2 yn—1

a.x
J

En sommant :
n

n
A =x”+x"_12a§ =x""1 (x+2a§).
Jj=1 Jj=1
Commentaire. On controle sur n = 2 : (af + x) (a% + x) - afag =x*+x (af + a%),
conforme. Le résultat s’interpreéte : la matrice est ar” + xI,,, perturbation de xI,, par
une matrice de rang 1 (au plus). Le facteur x" ! traduit le fait que, pour x =0 et n > 2,
il ne reste qu'une matrice de rang au plus 1, donc de déterminant nul. C’est le méme
mécanisme que dans I'exercice sur det(A + U) + det(A — U) : seule la multilinéarité
travaille, et tout ce qui utilise deux fois la méme colonne s’évanouit.

Le déterminant comme polynome. Soit N € Ms(R), de colonnes Ny, N, N3, et soient
A1, Ay, As les colonnes de A. Pour tout t € C, développons det(A + tN) par multili-
néarité par rapport aux trois colonnes et regroupons selon la puissance de ¢ :

det(A + tN) = det(A) + t a(N) + t* B(N) + > det(N),

ou:
O{(N) = det(Nl,Az,Ag) + det(Al, Nz,A?,) + det(Al,Az, N3),

‘B(N) = det(Nl, Nz,Ag) + det(Nl,Ag, Ng) + det(Al, Nz, N3)

Le point décisif est que a(N) et S(N) sont réels : ce sont des déterminants de matrices
a coefficients réels.
Utiliser ’hypothése complexe. Appliquons la formule a t = i, pour lequel t? = —1 et
t3=—i:

det(A +iN) = (det(A) — f(N)) +i(a(N) — det(N)).

Cette écriture est la décomposition en partie réelle et partie imaginaire, puisque les
quatre quantités det(A), a(N), B(N) et det(N) sont réelles. L’hypothése det(A+iB) =
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det(A + iC) donne donc, par identification :
det(A) — f(B) = det(A) — S(C) et a(B) — det(B) = a(C) — det(C).

La premiere égalité donne f(B) = f(C). Dans la seconde, ’hypothése det(B) =
det(C) permet de simplifier, d’ou a(B) = a(C).
Conclure. Il ne reste qu’a appliquer la formuleat =1:

det(A + B) = det(A) + a(B) + f(B) + det(B),

det(A + C) = det(A) + a(C) + B(C) + det(C).

Les quatre termes coincident deux a deux, donc det(A + B) = det(A + C).
Commentaire. Tout Pexercice tient dans une idée : le déterminant n’est pas linéaire,
mais t — det(A + tN) est polynomiale de degré au plus 3, et ses coefficients sont
réels dés que A et N le sont. Evaluer en i un polynome a coefficients réels, c’est en
lire d’un coup les coefficients pairs (partie réelle) et impairs (partie imaginaire) : la
donnée de det(A + iB) et de det(B) équivaut a celle de a(B) et f(B). Le nombre i
n’a rien de magique : n’importe quel t non réel aurait fait I’affaire, ou méme deux
valeurs réelles non nulles et distinctes de ¢, jointes a det(B) = det(C).

L’ensemble H est le noyau de la forme linéaire ¢: (x1,...,%x,) — x1 + -+ - + Xy, qui
n’est pas nulle puisque ¢(e) = n # 0 : c’est donc un hyperplan de K" (corollaire
page 42), et dim H = n — 1. Par ailleurs e # 0, donc dim D = 1. Ainsi :

dmD+dimH =1+ (rn—-1) =n=dimK",

et il ne reste qu’a vérifier que la somme est directe. Soit x € D N H : il existe A € K
tel que x = de = (4,..., 1), et p(x) = nA = 0 donne A = 0, donc x = 0. D’apres la
caractérisation page 11, on conclut que D @ H = K".

Sens direct. Supposons Ker f = Im f.
Pour tout x € E, le vecteur f(x) appartient a Im f = Ker f, donc f (f(x)) = 0g :
ainsi f2 = 0.

Par ailleurs, le théoréme du rang donne :

n =dimKer f + rg(f) = dimIm f + rg(f) = 2rg(f),

puisque dim Ker f = dimIm f = rg(f).
Sens réciproque. Supposons 2 =0 et n = 2rg(f).
D’abord, 2 = 0 fournit une inclusion : pour tout x € E, on a f (f(x)) = Og, c’est-a-
dire f(x) € Ker f. Donc :
Im f c Ker f.

Ensuite, le théoréme du rang et ’hypothése n = 2rg(f) donnent :

dimKer f = n —rg(f) = 2rg(f) - rg(f) = rg(f) = dimIm f.

Un sous-espace vectoriel inclus dans un autre et de méme dimension lui est égal :
Im f =Ker f.

Commentaire. L’exemple le plus simple est f: (x,y) > (y,0) dans R? : son noyau et
son image valent tous deux R X {0}, avec 2 = 0 et 2 = 2 X 1. Noter que la condition
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n = 2rg(f) impose a n d’étre pair : en dimension impaire, aucun endomorphisme ne
vérifie Ker f =Im f.

Nous utiliserons librement I'identité Im(g o h) = g(Im h), établie dans I'exercice
« Noyau et image d’une composée » ; en particulier Im(f?) = f(Im f) et Im(f>) =

f (Im(f%)).

Deux inclusions. L’hypothése > = 0 se lit de deux facons : pour tout x € R,

F2(f(x)) =0 donne Imf c Ker(f?), f(f?(x)) =0 donne Im(f*) c Kerf.

Calcul de rg(f). Posons r = rg(f) et excluons une a une les valeurs autres que 2.
— Sir =0,alors f =0, donc f2 =0 : exclu.

— Sir =3, alors f est surjective, donc bijective (proposition page 42); alors f°
est bijective, ce qui contredit f> = 0.

— Sir =1:comme f? # 0,onarg(f*) > 1; et Im(f*) = f(Im f) C Im f donne
rg(f%) < r = 1. Les deux sous-espaces emboités Im(f?) C Im f ont alors la
méme dimension 1, donc Im(f?) = Im f. Mais alors :

Im(f%) = f (Im(f*)) = f(Im f) = Im(f*) # {0},

ce qui contredit f* = 0. Exclu.

Donc rg(f) = 2.
Calcul de rg(f?). L’inclusion Im f C Ker(f?) et le théoréme du rang appliqué a f?
donnent :

2=rg(f) < dimKer(fz) =3- rg(fz),

soit rg(f?) < 1;et f* # 0 donne rg(f?) > 1. Donc rg(f?) = 1.

Les deux égalités. Le théoreme du rang appliqué a f donne dimKer f =3 —rg(f) =1,
et appliqué a f? : dimKer(f?) = 3 — rg(f%) = 2. 1l ne reste qu’a comparer les
dimensions dans les deux inclusions du début :

— Im f C Ker(f?) avec rg(f) = 2 = dimKer(f?), donc Im f = Ker(f?);
— Im(f?) c Ker f avec rg(f*) = 1 = dimKer f, donc Im(f?) = Ker f.

Commentaire. Le modéle de cette situation est 'endomorphisme de R* défini sur la
base canonique par f(e;) =0, f(e;) = e1, f(e3) = ez, dont la matrice a des 1 juste
au-dessus de la diagonale et des 0 ailleurs. On y lit la chaine strictement croissante :

{0} € Ker f ¢ Ker(f?) ¢ R,

de dimensions 0, 1, 2, 3 : pour un nilpotent d’ordre maximal, les noyaux itérés
grimpent d’exactement une dimension a chaque étage.

1. Pour tout x € E, I’hypothese f + g = Idg s’écrit :

x=f(x)+g(x) €elmf+Img.

Donc E =Im f + Im g. Passons aux dimensions : par la formule de Grassmann,

n = dim(Im f +Img) = rg(f) +rg(g) —dim(Im f NImg) < rg(f) +rg(g) < n.
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Les deux inégalités de cette chaine sont donc des égalités : d’'une part rg(f) +
rg(g) = n, d’autre part dim(Im f NImg) = 0, c’est-a-dire Im f NIm g = {0g}.
La somme est directe et vaut E :

Imf®Img=E.

2. Le point clé est le suivant : pour x € E, Pécriture x = f(x) + g(x), avec
f(x) €Im f et g(x) € Img, est la décomposition de x selon la somme directe
Im f ® Im g — et cette décomposition est unique.

Appliquons-la a un vecteur y € Im f. Sa décomposition évidente est y = y + O,
avec y € Im f et O € Img. Par unicité :

f@=y et  g(y) =0k

De méme, pour z € Img : g(z) =z et f(z) = 0.

Il n’y a plus qu’a conclure. Pour tout x € E, le vecteur f(x) appartient a
Im f, donc f (f(x)) = f(x) : ainsi f2 = f et f est un projecteur. De méme,
g (g(x)) = g(x) pour tout x, et g est un projecteur.

Commentaire. On a montré au passage que g est nulle sur Im f et vaut I'identité sur
Img : avec Kerg O Im f et I'égalité des dimensions (dimKer g = n — rg(g) = rg(f)),
il vient Ker g = Im f. Ainsi f est la projection sur Im f paralléelement a Img, et g la
projection complémentaire.

Notons h = g|im, r la restriction de g au sous-espace Im f de F : c’est une application
linéaire de Im f dans G.

1. Poury eImf:
yeKerh — h(y) =0 < ¢g(y) =06 < y < Kery.
Un vecteur de Im f appartient donc a Ker h si et seulement s’il appartient a
Ker g, c’est-a-dire :
Ker (glim r) = Ker(g) N Im(f).

2. L’espace de départ de h est Im f, de dimension finie : appliquons-lui le théoréme
du rang :
dimIm f = dimKer h + rg(h).

Or I'image de h est exactement cellede g o f :
Imh =g (Imf) ={g(f(x)) [ x € E} =Im(g o f),

donc rg(h) = rg(g o f). Avec la premiére question, le théoréme du rang ci-
dessus se réécrit :

rg(f) = dim (Ker(g) N Im(f)) +1g(g © f),

c’est-a-dire rg(g o f) = rg(f) — dim (Ker(g) N Im(f)).
3. 1l suffit de majorer le terme soustrait : comme Ker(g) N Im(f) C Ker(g), on a,
en utilisant le théoréme du rang pour g cette fois :

dim (Ker(g) NIm(f)) < dimKer(g) = dim(F) — rg(g).
En reportant dans la formule de la deuxiéme question :

rg(g o f) 2 rg(f) = (dim(F) —rg(g)) = rg(f) +rg(g) — dim(F).
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Faire apparaitre un inverse. Isolons Idg dans la relation de ’énoncé :

Idp=f—fog+2f=fo(f—-g+21dg).

Posons h = f — g + 21dg, de sorte que f o h = Idg. Cette égalité montre que f est
surjective : tout x € E s’écrit x = f (h(x)). Comme E est de dimension finie, un
endomorphisme surjectif de E est bijectif (proposition page 42) : f est donc inversible,
et en composant f o h = Idg a gauche par f~!:

fl=h=f-g+21dg.

Conclure. Un endomorphisme commute toujours avec son inverse : fof~! = f~lof =
Idg, donc :

fo(f-g+2Idg) =(f-g+2Idg) o f,

soit, en développant :

ff=fog+2f=f—gof+2f.

Apreés simplification, il reste f og =g o f.
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Révisions d’algebre linéaire

PRODUITS SCALAIRES
AR WRR ) SN

1. Généralités

Définition 2.81 (Produit scalaire)

Un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E est une application (-, -) : EXE —» R
vérifiant :

— Bilinéarité : linéaire en chaque variable.
— Symétrie: ¥(x,y) € E?, {(x, y) = (y, x).
— Positivité : Vx € E, {(x, x) > 0.

— Définie: (x, x) =0 = x = 0.

La bilinéarité et la symétrie se recoupent : une application symétrique et linéaire par
rapport a sa premiere variable I’est automatiquement par rapport a la seconde. En
pratique, on vérifie donc la symétrie d’abord, puis la linéarité a gauche seulement.

Exemple 2.82 (Produit scalaire canonique sur R")

Pour x = (x1,...,x,) ety = (y1, ..., yn) dans R", on pose :

n
(x, y) = ) xiys.
i=1

C’est un produit scalaire sur R", appelé produit scalaire canonique.

Symétrie. Pour tous x,y € R, (x, y) = X; xiy; = >,; yix; = (y, x), car le produit dans R est
commutatif.

Linéarité a gauche. Soient x,x’,y € R" et A € R. La i-iéme coordonnée de Ax + x” est Ax; + x,
donc :

n

Ax+x', y) = Z(/lxi +x))y; = Ainyi + Z Xy = A y) +(x7, y).
i1 i—1

i=1

Avec la symétrie, I’application est bien bilinéaire.

Positivité. Pour tout x € R", (x, x) = 3,7, x? > 0 comme somme de carrés.

Caractére défini. Si (x, x) = 0, alors }}; x* = 0. Une somme de réels positifs est nulle si et
seulement si tous ses termes le sont, donc xi2 =0, c’est-a-dire x; = 0, pour tout i. Ainsi x = 0.0
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Exemple 2.83 (Produit scalaire intégral sur C°([0,1],R))

Sur E = C°([0,1],R), on pose :

1
(f. g) = /0 F(8) 9 dt.

C’est un produit scalaire sur E.

L’intégrale est bien définie : si f et g sont continues sur le segment [0, 1], leur produit P'est
aussi.

Symétrie. (f, g) = [ fg= [, 9f = (g f)-

Linéarité a gauche. Pour f, f',g € E et A € R, la linéarité de I'intégrale donne :

1

af 489 = [ Gf© -+ @)gd
0
1 1
=/1/ f(t)g(t)dt+/ f(g®)dt =2(f. 9y +(f". 9).

0 0
Positivité. Pour f € E, la fonction f? est continue et positive sur [0,1], donc {f, f) =
[)1 f(t)?dt > 0 par croissance de I'intégrale.
Caracteére défini. C’est le seul point délicat. Supposons f # 0 : il existe t, € [0,1] tel que

f(ty) # 0. La fonction f? est continue en ) et f(t))? > 0; en appliquant la définition de la
continuité avec ¢ = 1 f(#y)? > 0, on obtient un > 0 tel que :

Vie[o1], [t—tl<n = f()°> Lf(0)>

Posons [a, f] = [0,1] N [ty — 1, to + 1] : Cest un segment de longueur ¢ > 0, car il contient ;.
Comme f* est positive sur [0,1] :

1 ;
/of(t)ZdtZ/a f)?*dt > - 1f(1)* > 0.

Donc (f, f) # 0. Par contraposée, (f, f) = 0 entraine f = 0. ]

Le méme calcul vaut sur C°([a, b],R) pour n’importe quel segment avec a < b.
En revanche, I’hypothese de continuité est essentielle pour le caractere défini : la
fonction nulle partout sauf en t = 0 est d’intégrale nulle sans étre nulle.

Exemple 2.84 (Produit scalaire intégral sur les polynomes)

Sur E = R[X], on pose :

(P, Q) = /0 P(t) Q(t) dt.

C’est un produit scalaire sur R[X], et donc aussi sur chaque R, [X] par restriction.

La symétrie, la bilinéarité et la positivité se démontrent exactement comme dans ’exemple
précédent : seules interviennent la commutativité du produit, la linéarité et la croissance de
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Pintégrale.

Pour le caractére défini, on ne peut pas invoquer directement ’exemple précédent : rien
ne dit a priori que le polyndme P est nul lorsque la fonction ¢t +— P(t) est nulle sur [0, 1].
Supposons donc (P, P) = 0. La fonction polynomiale associée a P est continue sur [0, 1], donc,
par I'exemple précédent, elle est identiquement nulle sur [0, 1]. Le polynéme P admet ainsi
une infinité de racines; or un polynéme non nul de R[X] a au plus deg P racines. Donc P = 0.
]

Remarque

La méme démonstration fonctionne avec un poids : si w est continue et strictement
ot 1 . .
positive sur [0, 1], alors (P, Q) = fo w(t)P(t)Q(t) dt est encore un produit scalaire.

Définition 2.85 (Espace euclidien)

Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire.

Exemple 2.86

— R” muni du produit scalaire canonique est un espace euclidien de dimension
n.

— R,[X] muni de (P, Q) = fol P(t)Q(t) dt est un espace euclidien de dimension
n+1.

En revanche, R[X] et C°([0,1],R), munis du méme produit scalaire intégral, ne
sont pas euclidiens : ils sont de dimension infinie.

Définition 2.87 (Norme associée)

La norme associée au produit scalaire est :

llxll = Vx, x).

Théoréme 2.88 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire, de dimension finie ou non.
Pour tous x,y € E :

1<%, )] < Il - Nyl

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Siy =0, les deux membres sont nuls et x et y sont colinéaires : I’énoncé est vrai. On suppose
donc y # 0, c’est-a-dire ||y|| > 0.
Pour ¢ € R, développons ||x + ty|| par bilinéarité et symétrie :

(1) = llx + tyll* = (e + 1y, x + 1) = lyll* 1 +2¢x ) £+ |lxl]”.

Par positivité du produit scalaire, ¢(t) > 0 pour tout ¢ € R. Comme ||y||* # 0, ¢ est un trindme
du second degré de signe constant sur R : son discriminant est négatif ou nul, soit

4 (x, y)* = 4Ix|* llylI* < o.

Dot (x, y)* < |Ix]|* [lyl|%, et en prenant la racine carrée |(x, y)| < [|x]| |ly]l.
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Cas d’égalité. Supposons ’égalité. Le discriminant de ¢ est alors nul, donc ¢ admet une racine
(double) , € R. Ainsi ||x + toy||* = 0, et le caractére défini du produit scalaire donne x = —ty

les vecteurs x et y sont colinéaires.
Réciproquement, si x et y sont colinéaires avec y # 0, écrivons x = Ay. Alors |[(x, y)| =

ALyl = 1xI yll-

2. Bases orthonormées

Dans toute cette sous-section, E désigne un R-espace vectoriel muni d’un produit

scalaire.

Définition 2.89 (Orthogonalité)

Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, ce que I'on note x L y, lorsque (x, y) = 0.
Une famille (xy,...,x,) de vecteurs de E est :
— orthogonale si <x,~, xj> =0desquei#j;
— orthonormée (ou orthonormale) si elle est orthogonale et si de plus ||x;]| = 1
pour tout i.

Autrement dit, la famille est orthonormée lorsque (xi, xj> = §;j pour tous i, j.

Théoréme 2.90 (Théoréme de Pythagore)

Soient x,y € E. Alors :
2 2 2
llx +yll” = llx[I” + [[yl|” &= x Ly.
Plus généralement, si (x1, ..., x,) est une famille orthogonale :

P P
Dox| =Dl
i=1

i=1

2

En développant par bilinéarité et symétrie :
llx+yll* = (x + g, x +y) = [Ixl* +2 (e ) + NIyl

L’égalité annoncée équivaut donc a 2 (x, y) = 0, c’est-a-dire a x L y.
Pour le cas général, on développe de méme :

'ixi = i i (xi, x;) = Z 1%,

i=1

2

puisque tous les termes croisés (xi, xj> avec i # j sont nuls.

Remarque

Attention : contrairement au cas de deux vecteurs, la réciproque est fausse pour
p > 3. Légalité ||x; + x; + x3|° = 3 ||x;]|? signifie seulement que 2i<j <x,~, xj> =0,
ce qui n’oblige pas chaque terme a s’annuler.
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Proposition 2.91 (Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre)

Soit (x1,...,xp) une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls de E. Alors cette
famille est libre. En particulier, toute famille orthonormée est libre.

Soient Ay,..., 4, € R tels que Zle Aix; = 0. Fixons j € {1,..., p} et prenons le produit scalaire
de cette relation avec x; :

P P
0= <Z: Aixi, x,~> = le A (i, ;) = A [l
1= =

. . iy 2
car tous les autres produits scalaires sont nuls par orthogonalité. Comme x; # 0,on a ||x J” # 0,
d’ou A; = 0. Ceci valant pour tout j, la famille est libre. m]

Théoréeme 2.92 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)

Soit (ey,...,ep) une famille libre de E. Il existe une unique famille orthonormée
(€1,...,¢p) telle que :

Vk e {1,...,p}, Vect(ey,...,ex) = Vect(ey,...,ex) et (ex, &) > 0.

e
Elle s’obtient par récurrence en posant ¢ = —L puis, pour k > 2 :

llexll

_ S

k-1
fk=€k—Z(€k, &) Ei, & = .
= v Il ficll

Il n’y a pas lieu d’apprendre ces formules par coeur : on refait le calcul a chaque fois.
A Iétape k, on retranche a e; ses composantes selon les vecteurs déja construits, ce
qui rend le reste orthogonal a Vect(e, . .., ex—1), puis on normalise.

Exemple 2.93 (Orthonormalisation de (1, X, X?))

Munissons Ry [X] du produit scalaire (P, Q) = /01 P(t)Q(t) dt et orthonormalisons
la base canonique (1, X, X?).

Premier vecteur. Comme ||1]|* = fol dt =1, le polynéme constant 1 est déja unitaire :
on prend & = 1.

Deuxieme vecteur. Il faut retirer a e, = X sa composante selon €1, de sorte que le reste
soit orthogonal a ¢; :

&

Vect(&1)

& (ez, €1) &
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. 1 o
Ici (X, &) = _/0 tdt = %, qui n’est autre que la valeur moyenne de ¢ sur [0, 1]. On
pose donc f, =X — % : retrancher sa moyenne a un polynoéme, c’est exactement le

rendre orthogonal aux constantes, puisque (P, 1) = /0 1P 1l ne reste B memelhsar:
2 ! 1)2 1 3t 1
= [ 6=t =[36-2)7]) = o
0

dot e, =2V3 (X - 1) =V3(2X - 1).

Troisiéme vecteur. Méme principe, avec cette fois deux composantes a retirer. On a
2 1.2 1

(X% &)= [ Pdt=%et

<X2,€z>=‘/§/1t2(2t—1)dt:\/§(%—%):?,
0

donc

1 V3 1
ﬁ:XZ—g—%\/E(2X—1):X2—X+E.

Un calcul analogue donne ||f5||* = 1. et finalement &3 = 6V5 (X2 - X + 1) =
V5 (6X?% - 6X + 1).

La famille (1, V3(2X - 1), V5(6X? — 6X + 1)) est donc une base orthonormée de
Ry [X] :

2,
1
R—-21
1t — &
0.5 1 —5
_1 £
_2 £

Les deux derniers polynémes sont d’intégrale nulle sur [0, 1] : les aires situées
au-dessus et au-dessous de I’axe se compensent, ce qui traduit précisément leur
orthogonalité a ¢;.

Théoréme 2.94 (Existence de bases orthonormées)

Tout espace euclidien E non réduit a {0} posséde une base orthonormée.
De plus (théoréme de la base orthonormée incompléte), toute famille orthonormée de
E peut étre complétée en une base orthonormée de E.

Pour le premier point, il suffit d’appliquer I'algorithme de Gram-Schmidt & une base quelconque
(e1,...,en) de E : on obtient une famille orthonormée (¢4, . . ., &,), libre et de cardinal n = dim E,
donc une base.

Pour le second, soit (¢, .. ., &) une famille orthonormée. Elle est libre, donc le théoréme de la
base incompléte permet de la compléter en une base (1, . . ., €, €k+1, - - - » €,) de E. En appliquant
Gram-Schmidt a cette base, les k premiers vecteurs sont inchangés : en effet, si (e, ..., ¢;) est
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déja orthonormée, alors f; = ¢; a 'étape j et || f]” = 1. On obtient donc une base orthonormée
dont les k premiers vecteurs sont ceux de départ. ]

Proposition 2.95 (Calculs dans une base orthonormée)

Soit B = (e, ..., e,) une base orthonormée de E. Alors pour tous x,y € E :
n

1. x= Z (x, e;) e; : les coordonnées de x dans B sont les (x, e;);
i=1

n

2. {x, y) = Z (x, e;) (y, e;) =X Y, ou X et Y sont les colonnes de coordonnées ;
i=1

n
3. xll” = ) ¢x, e,
i=1

Ecrivons x = 2., x;e; dans la base 8. Pour tout j :

n
(x.e)) = D (en o) =
i=1

ce qui établit le premier point. Avec y = )’ ; y;e;, la bilinéarité donne alors :
n n n
(x, y) = Z Z XiYj <€i, ej> = inyi,
i=1

i=1 j=1

d’oui le deuxiéme point, et le troisiéme en prenant y = x. O

Remarque

Ces formules expliquent I'intérét des bases orthonormées : dans une telle base,
tout produit scalaire se calcule comme le produit scalaire canonique de R”, et une
coordonnée s’obtient par un simple produit scalaire, sans résoudre de systéme.

3. Projections orthogonales

Définition 2.96 (Orthogonal d’une partie)

Soit A une partie de E. L’orthogonal de A est :

At ={x€E|VacA, {x,a) =0}.

Proposition 2.97

Pour toute partie A de E, A* est un sous-espace vectoriel de E, et A* = (Vect A)™*.

Le vecteur nul appartient a A*. Si x,x” € A* et A € R, alors pour touta € A: {Ax + x’, a) =
Ad{x, a) + (x’, a) =0, donc Ax + x’ € A*. C’est bien un sous-espace vectoriel.

L’inclusion (Vect A)* Cc A est immédiate puisque A C Vect A. Réciproquement, si x € A+,
tout élément de Vect A s’écrit ), Agay avec a € A, et alors (x, D p Agar) = 2p Ak (x, ax) = 0.
[m}
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Remarque

En pratique, pour déterminer F*- ot F = Vect(ay, .. ., ap), il suffit d’écrire les p
équations (x, ar) = 0 : c’est un systéme linéaire homogeéne.

Théoréeme 2.98 (Supplémentaire orthogonal)

Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Alors :

E=F@®F*.

Si de plus E est euclidien, diim F* = dimE — dim F et (F*)" = F.

Somme directe. Si x € F N F*, alors x est orthogonal & lui-méme, donc {x, x) = 0, et le caractére
défini du produit scalaire donne x = 0.

Somme égale a E. Comme F est de dimension finie k > 1 (le cas F = {0} étant immédiat), il
posséde une base orthonormée (ey, . . ., ex). Soit x € E; posons :

k
y=Z(x,e,-)e,-€F, zZ=x-1y.
i=1

Pour tout j € {1,...,k}:

(e e)) = (5, e) - z (5, e ew ) = ) - {x, ) =0,

Ainsi z est orthogonal & tous les vecteurs de la base de F, donc a F tout entier: z € F*.On a
écritx =y+zavecy € Fetz € F-.

Dimension. Si E est euclidien, la formule des dimensions d’'une somme directe donne dim F +
dim F* = dimE. Enfin F C (F*)* de maniére évidente, et ces deux espaces ont la méme
dimension dim E — dim F*, donc ils sont égaux. m]

Remarque

L’hypothése « F de dimension finie » est essentielle et ne peut pas étre remplacée
par « E de dimension finie » : dans un espace préhilbertien de dimension infinie, un
sous-espace de dimension infinie n’admet pas nécessairement de supplémentaire
orthogonal.

Remarque (Hyperplans)

Soit H un hyperplan d’un espace euclidien E, c’est-a-dire un sous-espace de dimension
n— 1. Alors dim H*+ = 1 : il existe un vecteur a # 0, unique a un facteur prés, tel que
H~* = Vect(a). On dit que a est un vecteur normal a H, et :

H={x€E]|(x,a)=0}.

Définition 2.99 (Projection orthogonale)

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. La projection orthogonale
sur F, notée pr, est la projection sur F parallélement & F* dans la décomposition
E=Fe&F*.
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Autrement dit, pr(x) est 'unique vecteur de F tel que x — pr(x) € F*.

Proposition 2.100 (Expression dans une base orthonormeée)

Si (ey, ..., ex) est une base orthonormée de F, alors :

k
Vx € E, pp(x)= Z (x, e;) e;.
i=1

C’est exactement le vecteur y construit dans la démonstration du théoréeme précédent : il
appartient & F et x — y € F*. Par unicité de la décomposition, y = pr(x). ]

La formule exige une base orthonormée de F. Avec une base quelconque, elle est
fausse : il faut d’abord orthonormaliser par Gram-Schmidt, ou bien résoudre le
systéme donné par les conditions (x — pr(x), a;) = 0.

Théoréme 2.101 (Distance a un sous-espace)

Soit F un sous-espace de dimension finie de E et x € E. Alors, pour tout y € F :
llx = yll = [lx = pr(0)Il,

avec égalité si et seulement si y = pp(x). Autrement dit, pp(x) est 'unique élément
de F le plus proche de x, et :

d(x, F) = min||x —y[| = [lx - pr(x)]l.
yeF

Soit y € F. Décomposons :

x =y = (x—pr(x)) + (pr(x) = y).

€ Ft €F

Ces deux vecteurs sont orthogonaux, donc le théoréme de Pythagore donne :
llx = ylI* = llx = pr(OII* + [lpr (x) = yll* = lIx = pr(0)1I*.

L égalité a lieu si et seulement si [|pr(x) — y||* = 0, c’est-a-dire y = pr(x). O

Exemple 2.102 (Projection sur une droite)

Soit a € E non nul et D = Vect(a). La famille (a/||a||) est une base orthonormée de

D, donc :
(x, a) (x, a)*

llall? llall?
On retrouve au passage 'inégalité de Cauchy-Schwarz : le membre de droite étant
positif, (x, a)” < [lx||* [lall*.

pp(x) = a, d(x,D)* = lx|I* -
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Exemple 2.103 (Distance de X? aux polynémes de degré < 1)

Munissons R;[X] du produit scalaire (P, Q) = /01 PQ et posons F = R;[X]. On
a vu que (1, V3(2X - 1)) est une base orthonormée de F. Avec (Xz, 1) = % et

(X%, V3(2x -1)) = &,

1 3 1
pr(X?) ==+ £\/§(zx— D=Xx—-.
3 6 6
Le polyndme de degré < 1 qui approche le mieux X*? au sens de cette norme est donc

1 .
X—g,et.

1
d<X%F>=||x2—x+é||=\//o e dfar= L

Exemple 2.104 (Projection sur un plan de R?)

C’est un hyperplan de vecteur normal a = (1, 1, 1), donc P+ = Vect(a) et, pour tout
ueRd:
(u, a)
3
Par exemple, pp(1,0,0) = (1,0,0) — %(1, i, 1) = (% —%, —%) et la distance de (1,0, 0)

au plan P vaut B = %

a.

pr(u) =u—ppr(u) =u—

llall

Dans R* muni du produit scalaire canonique, soit P = {(x,y,2z) | x + y + z = 0}.
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Exercice 2.98 o

Gram-Schmidt dansR3. On munit R® du produit scalaire usuel. Soit F = Vect ((1, 1,0), (0,1,1)).

1. Déterminer une base orthonormée de F par I’algorithme d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt.

2. Calculer la projection orthogonale de v = (1,0, 0) sur F.

Exercice 2.99 e

Le produit scalaire canonique sur M, (R). Pour A = (a;j) € M,(R), onnote tr(A) = 21 a;
la somme de ses coefficients diagonaux.
Montrer que (A, B) = tr(A" B) définit un produit scalaire sur M, (R).

Exercice 2.100 o
Meilleure approximation linéaire de t3. On munit C°([-1, 1], R) du produit scalaire (f, g) =
1 _ 43
f_lf(t) g(t) dt, et on pose f(t) =t°.
1. Calculer [|f]l.

2. Calculer la projection orthogonale de f sur la droite F = Vect(u), ou u(t) =t.

3. En déduire la valeur de ¢ € R qui rend /_ ) (t* — ct)? dt minimale, ainsi que la valeur
de ce minimum.

Exercice 2.101 e

Dérivation et produit scalaire intégral. On note E I'ensemble des applications f: [-1,1] - R
de classe C™ telles que :

VneN, f"(-1)=r"(1)=o.

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel et que (f, g) = f_ 11 f(t) g(t) dt est un produit
scalaire sur E.

2. Vérifier que Papplication T: f +— f’ est un endomorphisme antisymétrique de E,
c’est-a-dire que :

V(f.9) € B>, (T(f), 9)=—(f. T(9)).

Exercice 2.102 ee

Un produit scalaire par les dérivées en 0. Soit n € N*. On pose E = R, [X] et, pour (P, Q) € E%:

n

o(P,Q) = > P (0) 0% (0).

k=0

1. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur E.
2. (a) Calculer ¢(X*, X7) pour tout (i, j) € {0,...,n}%
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(b) En déduire une base orthonormée de (E, ¢).

Exercice 2.103 ee

Une inégalité sur les polynomes a coefficients positifs. Soit P € R[X] un polynéme dont tous
les coefficients sont positifs ou nuls. Montrer que :

V(x,y) € (Ry)%,  P(vxy)® < P(x) P(y).

Exercice 2.104 ee

L’endomorphisme associé a une famille. Soit E un espace euclidien de dimension n et soit
F =(ey,...,ey) € E". On pose F = Vect(ey, ..., e,) et on considére :

n
f+E—>E, xHZ(ei,x) e;.
i=1

1. (a) Vérifier que f est un endomorphisme de E.
(b) Montrer que Ker f = Ft etIm f = F.
(c) En déduire que f est bijective si et seulement si ¥ est une base de E.

2. En déduire que, si B = (ey, ..., e,) est une base de E :

Y(ci,...,cn) €R™, v eE Vie{l,...,n}, (e, v)=c;.

Exercice 2.105 e e o

Reconnaitre un supplémentaire orthogonal. Soient E un R-espace vectoriel muni d’un produit
scalaire, et F, G deux sous-espaces vectoriels de E tels que :

FcG*H et F+G=E.
Démontrer que G+ = F et F- =G.

Exercice 2.106 e o o

Une caractérisation des bases orthonormées. Soient E un R-espace vectoriel muni d’un produit
scalaire, n € N* et (ey,...,e,) € E". On suppose :

n
Vie{1,...,n}, |lel] =1 et Vx € E, Z(ei, x)% = ||x||?.
i=1

Démontrer que (ey, ..., e,) est une base orthonormée de E.

Exercice 2.107

Une isométrie fixant l'origine est linéaire. Soient E et F deux R-espaces vectoriels, chacun
muni d’un produit scalaire et de la norme associée. Soit f: E — F une application telle que

F(0)=0et:

Vixy) € B NIf(x) = fll = llx -yl
Démontrer que f est linéaire.

Exercice 2.108

Projecteurs et contractions. Soient E un espace préhilbertien réel et p un projecteur de E.
Montrer que :

Kerp LImp & (Vx € E [lp(x)[l < Ixl}).
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CORRECTIONS DES EXERCICES — PRODUITS SCALAIRES
A e "N V.

1. On applique l'algorithme a la famille libre (e;,e;), ou e; = (1,1,0) et ez
(0,1,1).
€1 1
— =—(1,1,0).
ledl 2

Deuxiéme vecteur. On retranche a e, sa composante selon ¢;. Comme (e, £;)

%(0+1+0):L
,1).
fa

\/5:
EBY : 2 1 1 3 9~ 1
[l ne reste qu'a normaliser : || f3]|° = ;+7+1 = 3,dotle; = =~ = —(-1,1,2).

g 161~ Ve

Premier vecteur. Comme ||e;||* = 2, on pose & =

N | =

1 1
fé =€ — <ez’ £1> & = (03 1a 1) - 5(1’ 1: 0) = (_53

Ainsi (€1, €5) est une base orthonormée de F.

2. La famille (¢, ¢;) étant une base orthonormée de F : pp(v) = (v, 1) € +
(v, &2) 2.
Or (v, ¢1) = % et (v, &) = —%, donc :

pr(v) = (1L1L0)-— 1 (c1,1,2) = —(1 1, o)+ (1,-1,-2) = (E E _1)_

T V6 V6 333

N |

Commencons par expliciter (A, B). Le coefficient d’indice (i,i) de AT B vaut
k-1 Akibi, donc :

(A, By =tr(AT B) = Zn: Zn: akibii = Z aijbij.

i=1 k=1 Lj

On reconnait le produit scalaire canonique de R™, en identifiant une matrice a la
famille de ses n? coefficients. Il ne reste plus qu’a reprendre la vérification faite dans
le cours, en suivant le méme ordre : la symétrie d’abord, ce qui dispense de vérifier
la linéarité par rapport a la seconde variable.

— Symétrie : pour A, B € M, (R), (A, B) = X;; aijbij = X, ; bijaij = (B, A), car
le produit dans R est commutatif.

— Linéarité a gauche : soient A, A’, B € M, (R) et A € R. Le coeflicient d’indice
(i, j) de AA + A" est Aa;j + a ., donc :

(AA+ A, B = Z(/laij+a;j) bi; = A Z aijbij+z a;bij = A (A, B)+(A', B).
i,j i,j Lj

Avec la symétrie, 'application est bien bilinéaire.
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Donc

Positivité : (A, A) = 3, ; a?j > 0 comme somme de carrés.

Définie : si (A, A) =0, cette somme de carrés est nulle, donc tous les a;; sont
nuls, c’est-a-dire A = 0.

(-, -) est bien un produit scalaire sur M, (R).

1
. ||f”2 =/'_11 todr = [%]_1 =%,donc ”f” :\/g'

D’apreés la formule de projection sur une droite, pr(f) = <{’ ||u2> u.Or:
u
! 2 ! 2
I L
. 5 - 3
2/5 3 . 3
donc pr(f) = 23 u=cuc est-a-dire la fonction ¢ — t.

Les éléments de F sont exactement les fonctions ¢ + ct, avec ¢ € R, et pour
une telle fonction g :

I — gll? = / (et

D’apreés le théoréme de la distance a un sous-espace, cette quantité est minimale

si et seulement si g = pr(f), c’est-a-dire pour ¢ = %

La valeur du minimum s’obtient par le théoréme de Pythagore, appliqué a la

décomposition f = pr(f) + (f = pr(f)) :

/ (t3 - gt) at =11f = pr(DI = IFIP=lIpr(DIF = 2= _2 82

. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de C*([-1, 1], R). La fonction

nulle est de classe C™ et toutes ses dérivées sont nulles, donc 0 € E.Si f,g € E
et A € R, alors Af + g est de classe C* et, par linéarité de la dérivation, pour
toutn e N:

(Af +g) ™ (x1) = Af ™ (x1) + g™ (21) = 0.

Donc Af + g € E, et E est bien un R-espace vectoriel.

Pour le produit scalaire, il n’y a rien a recalculer : E est un sous-espace vectoriel
de C°([-1,1],R), et 'application proposée est la restriction a E X E du produit
scalaire intégral sur C°([-1,1],R) vu dans les rappels. Or la restriction d’un
produit scalaire a un sous-espace vectoriel en est encore un : la bilinéarité, la
symétrie et la positivité sont des identités ou des inégalités qui restent vraies
sur une partie plus petite, et le caractére défini également puisque I'implication
(f, f) =0 = f =0 vaut déja sur I’espace entier.

. T est bien a valeurs dans E. Si f € E, alors f” est de classe C™ et, pour tout

neN, (f)® = £+ gannule en —1 et en 1. Donc T(f) = ' € E. La
linéarité de T est celle de la dérivation : T est un endomorphisme de E.
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Antisymétrie. Soient f,g € E. Les fonctions f et g sont de classe C! sur le
segment [—1, 1], donc une intégration par parties donne :

(T(f), g) = / £ 9 dt = [F(H) g(1)]* / £ g (0) dr.

Le terme tout intégré vaut f(1)g(1) — f(-1)g(—1) = 0, puisque f s’annule en
+1 (le cas n = 0 de la définition de E). Il reste :

1
(T(f), 9) = - / O W=~ T(0).

1. Symétrie : pour P,Q € E, ¢(P,Q) = X;_,P®(0)0%(0)
k= QU (PE(0) = p(Q. P).
Linéarité a gauche : soient P,P’,Q € E et A € R. Comme (AP + P’)()
APE) 4 prk) .

n

0P +P,0) = 3" (2P0 (0) + PP (0)) 09 (0) = 20(P, Q) + 9 (P, Q).

k=0
Avec la symétrie, ¢ est bilinéaire.
Positivité : ¢(P,P) = 3/ _, (P(k) (0))2 > 0 comme somme de carrés.
Caractére défini : si ¢(P, P) = 0, cette somme de carrés de réels est nulle, donc

P*)(0) = 0 pour tout k € {0,...,n}. Or P est de degré au plus n, donc la
formule de Taylor pour les polynémes donne :

n
PR (0)
P:kz Xt =o.
=0

Ainsi ¢ est un produit scalaire sur E.
2. (a) Soiti€ {0,...,n}.Pourk <n:

il 4
) — X7k sik <, .
(xH® =4 (i -k)! donc  (XH)®)(0) = {
0 sik > i,

i! sik=1i,

0 sinon.

En effet, pour k < i le polynéme X% s’annule en 0. Dans le produit
(X" ®)(0) (X7)*)(0), le premier facteur n’est non nul que pour k =i et
le second que pour k = j; il n’y a donc de terme non nul que si i = j, et

alors seulement pour k = i. D’ou :
- iN? sii=j,

ot x7y = {7 =
0 sii# j.

(b) Lafamille (1,X,...,X") est donc orthogonale, et “X‘H = i! pour la norme
associée a ¢. En normalisant chaque vecteur :

X? X"
s:(l, x X _)
2! n!

est une famille orthonormée de E. Elle est libre, et de cardinal n + 1 =
dim E : c’est une base orthonormée de (E, ¢).
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Ecrivons P = Yioo arX* avec a; > 0 pour tout k, et fixons x,y > 0. Comme x et y
sont positifs, /X7 a un sens et (1/xy)* = x*/2y*/2, de sorte que :

n n

P(+/xy) = Zak xk/zyk/z — Z (\/a—kxk/z) (@yk/z) .

k=0 k=0

C’est 1a qu’il faut reconnaitre un produit scalaire. Munissons R"*! de son produit
scalaire canonique et posons :

(o)

osksn’ OskSn'

Ces deux vecteurs sont bien définis car ag > 0, et I'égalité précédente s’écrit P(1/xy) =
(u, v). Par ailleurs :

n n

lul® = > aex =P(x),  lloll* = > axy* = P(y).

k=0 k=0

L’inégalité de Cauchy-Schwarz (u, 0)* < ||lu||* ||0]|* donne exactement :

P(y/xy)* < P(x) P(y).

1. (a) L’application f est bien a valeurs dans E. Pour x,y € Eet A € R, la
linéarité du produit scalaire par rapport a sa seconde variable donne :

Fxay) = > Cep Ax+y) e =4 ) (ei, x) e+ ) er, y) & = Af () +(y).
i=1 i=1 i=1

Donc f € L(E).

(b) Noyau. Si x € F*, alors (e;, x) = 0 pour tout i, donc f(x) = 0:o0na
F+ c Ker f.
Réciproquement, supposons f(x) = 0. L’astuce consiste a prendre le
produit scalaire avec x lui-méme :

n n
0= (F(x), ) = ) e, %) ei, Xy = ) (es, )7

i=1 i=1
Cette somme de carrés est nulle, donc (e;, x) = 0 pour tout i, c’est-a-dire
x € F*. Ainsi Ker f = F*.
Image. Par construction, f(x) est combinaison linéaire des e;, doncIm f C
F. Pour conclure, on compare les dimensions. Le théoréme du rang et le
théoréme du supplémentaire orthogonal donnent :

rg f =n—dimKer f =n—dimF" =dimF,

puisque F+ = (Vect ¥)* est le supplémentaire orthogonal de F dans E.
L’inclusion Im f C F entre sous-espaces de méme dimension finie est
donc une égalité : Im f = F.

(c) Comme E est de dimension finie, f est bijective si et seulement silm f = E,
c’est-a-dire F = E. Or ¥ est une famille de n = dimE vecteurs : elle
engendre E si et seulement si c’est une base de E.
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2. Soit (¢1,...,¢p) € R" et posons ¢ = )1, cie; € E. Comme B est une base,
I’écriture d’un vecteur dans B est unique, donc, pour v € E :

n

Vied{1,...,n}, (e;, v) =¢;)) = Z(ei, v) ei:Zciei — f(v) =c.
i=1

i=1

D’apres la question précédente, f est bijective : cette équation admet une
unique solution v = f~1(c).

Commencons par une reformulation de ’hypothése F C G* : elle signifie que
(x, y) = 0 pour tous x € F et y € G. Cette condition étant symétrique en F et G, elle
équivaut aussi & G C F*. Comme I’hypothése F + G = E est elle aussi symétrique, les
deux égalités a démontrer se déduiront du méme raisonnement, aux notations pres.
Montrons G* = F. L’inclusion F C G* est ’hypothése. Réciproquement, soit x € G*.
Comme F + G = E, on peut écrire x =a+baveca € Fetb € G. Alors :

b=x-aeG

car x € Gt eta € F C G*, qui est un sous-espace vectoriel. Ainsi b € G N G*. Or
ce dernier est réduit a {0} : si b est orthogonal a lui-méme, alors (b, b) = 0, donc
b = 0 par le caracteére défini du produit scalaire. Il reste x = a € F, d’ou G* C F puis
G* =F.

Montrons F+ = G. C’est le méme raisonnement, en échangeant les roles de F et
G:onaG C Fl etsix € Fts’écritx =a+bavecaec Fetb € G C F*, alors
a=x—-beFNF*={0},doncx=0€G.

Notons F = Vect(ey, ..., en).

Premiére étape : la famille est génératrice. Si x € F*, la seconde hypothése donne
Ix]I? = 3; (ei, x)* = 0, donc x = 0. Ainsi F* = {0}. Comme F est de dimension finie,
le théoreme du supplémentaire orthogonal s’applique :

E=F®F'=F.

En particulier E est de dimension finie, avec dimE < n.
Deuxiéme étape : la famille est orthonormée. Fixons j € {1,...,n} et appliquons
I'’hypothése a x = e; : en isolant le terme i = j,

n

||ej||2 = Z (es €f>2 = ||ej||4 v Z (es €f>2 :

i=1 i#]

Tous les termes de la derniére somme étant positifs, il vient ”ejH4 < ”ejuz. Or
||ej|| > 1 > 0, donc on peut diviser par ||ej”2 : ||ej”2 < 1, c’est-a-dire ”ej” < 1. Avec
I’hypothése ”ej” > 1, on conclut ||e;|| = 1.

L’égalité précédente se réduit alorsa 1 =1+ 3;,; <ei, ej>2, donc 2;; (e,-, ej>2 =0:
cette somme de carrés étant nulle, (ei, ej> = 0 pour tout i # j. La famille est bien
orthonormée.

Conclusion. Une famille orthonormée est libre, et 'on a vu qu’elle engendre E :
(eq,...,en) est une base orthonormée de E (et dim E = n).
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Les normes et les produits scalaires de E et de F sont notés de la méme facon, le
contexte levant 'ambiguité.
Premiére étape : f conserve la norme. En prenant y = 0 dans ’hypothese et en utilisant

f()=0:
Vx€E  [If)l = If(x) - FOI = llx - ofl = lIx].

Deuxiéme étape : f conserve le produit scalaire. Soient x,y € E. Développons les deux
membres de ’hypotheése par bilinéarité :

G = F@I* =IO =2 (F ), FOHIFWIE, lx = ylI* = lxl1*~2 (x y)+lyll*

D’apres la premiere étape, ||f(x)|| = ||x|| et ||[f ()|l = llyll : les termes carrés se
simplifient et il reste :

Vixy) € E%  (f(x), f(y)) = (x ).

Troisiéme étape : f est linéaire. Soient x,y € E et A € R. Pour montrer que le vecteur
w = f(Ax + y) — Af(x) — f(y) est nul, il suffit de montrer que ||w||* = 0, et c’est ici
que la conservation du produit scalaire va tout faire : en développant,

Wil = IIf Ax + I + A2 IF I + If W)II?
—2A{f(Ax +y), f(x)) = 2{f(Ax +y), f(y)) +2A(f(x), f(y)).

Chacun de ces six termes se calcule dans E d’aprés les deux premiéres étapes :

wl? = l2x + yll* + 2% [Ix]1* + [lyl|?
—2 0 {Ax+y, x) —2(Ax+y, y) + 2A{x, ).

Or le membre de droite n’est autre que le développement de ||(Ax + y) — Ax — y||%,
c’est-a-dire ||0]|* = 0. Donc ||w||* = 0, puis w = 0 par le caractére défini du produit
scalaire de F :

fAx +y) = Af(x) + f(y).

Ainsi f est linéaire.

Rappelons les deux faits sur les projecteurs qui vont servir : on a E = Ker p @ Im p,
et p(a) = a pour tout a € Imp.
Sens direct. Supposons Ker p L Im p et soit x € E. On décompose :

x=(x-p(x)+ p(x),

—_—— ——
€Kerp €lmp

la premiére appartenance venant de p (x — p(x)) = p(x) — p?(x) = 0. Ces deux
vecteurs étant orthogonaux par hypothese, le théoréme de Pythagore donne :

IxI1? = llx = p(OIZ + lp (O = lIp(x) 117,
d'ou [lp(x)[ < [lx]l.

Sens réciproque. Supposons ||p(x)|| < ||x|| pour tout x € E, et soient a € Imp et
b € Kerp. L’idée est de tester I'hypothese sur toute la droite a + Rb : pour t € R,
pla+1tb) =p(a) +tp(b) =a,donc:

VteR, |lal®=|lp(a+th)||* < |la+tb]|* = ||a||* + 2t {a, b) + t* ||b||*.
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Autrement dit, le trindme 1/(t) = ||b]|* t* + 2 (a, b) t est positif sur R. Si b = 0, alors

(a, b) = 0 trivialement; sinon, le choix ¢ = — (g, b) /||b||* donne :
(a, b)°
0<y(t)=- ,
l1b]”

donc {a, b)* < 0, puis {(a, b) = 0. (On peut aussi remarquer que i est positive et
s’annule en 0 : elle y atteint son minimum, donc ¢’ (0) = 2 (a, b) =0.)

Dans tous les cas (a, b) = 0, et ceci pour tous a € Imp et b € Kerp : les deux
sous-espaces sont orthogonaux.

120
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Y¢ POUR ALLER PLUS LOIN
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Espaces vectoriels

Dans tout le chapitre, le corps des scalaires est R ou C. Rien n’y oblige pourtant : la
définition d’un espace vectoriel garde un sens des que les scalaires forment un corps, et Q
en est un. L’exercice qui suit prend Q comme corps de base et regarde R tout entier comme
espace vectoriel.

Exercice 2.109 e e o

Les logarithmes des nombres premiers.

On munit R de son addition usuelle et de la multiplication par les rationnels : pour A € Q
et x € R, le produit externe A - x est simplement le produit Ax calculé dans R. Tous les
axiomes de la définition d’un espace vectoriel se lisent alors mot pour mot sur les regles de
calcul usuelles dans R : ainsi R est un Q-espace vectoriel. C’est celui-la, et non le R-espace
vectoriel R, que I'on étudie ici; les mots « libre », « génératrice » et « dimension » sont
donc 4 comprendre relativement 4 Q. L’exercice « L’irrationalité de VN » en donnait un
premier exemple : la famille (1, V2) y est libre sur Q, alors qu’elle est évidemment liée sur
R.

On note P 'ensemble des nombres premiers. On rappelle que tout entier n > 2 s’écrit, de
maniere unique a 'ordre des facteurs pres, comme un produit de puissances de nombres
premiers, et que # est infini.

1. Soient py, ..., p, des nombres premiers deux a deux distincts et ay, . . ., a, des entiers

relatifs tels que
n

Zailnp,- =0.

i=1
Montrer que a; =--- =a, =0.
Indication : séparer les indices selon le signe de a;.

2. En déduire que la famille (Inp;, ...,Inp,) est libre dans le Q-espace vectoriel R.

. In2 .
3. En déduire que log,,2 = nio est irrationnel.
n

4. On pose
A={lnn|neN, n>2} et B={lnp|peP}.

Montrer que Vect(A) = Vect(B).

5. Montrer que le Q-espace vectoriel R n’est pas de dimension finie.

Matrices et applications linéaires

Les résultats les plus commodes de cette section — « injective équivaut a surjective », le
théoréme du rang, I'unicité de 'inverse — reposent tous sur ’hypothése de dimension finie.
Le premier exercice la retire, et regarde ce qu’il en subsiste sur R[X] : presque rien. Les deux
suivants font le mouvement inverse ; ils mettent le calcul matriciel au service de questions
qui n’en relévent pas a priori — compter des mots, décrire tous les carrés magiques — et
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montrent que la dimension d’un sous-espace bien choisi est souvent la réponse la plus
rapide. Le dernier construit, avec un déterminant, un test qui décide si deux polynoémes ont
une racine commune.

Exercice 2.110 e e o

Inverse a gauche, inverse a droite.
Soient E un K-espace vectoriel et u € L(E). On dit que v € L(E) est un inverse a droite de
u lorsque u o v = Idg, et un inverse d gauche de u lorsque v o u = Idg.

A — Ce que la dimension finie garantit
1. On suppose E de dimension finie. Soient u,v € L(E) telles que v o u = Idg. Montrer
que u est bijective, puis que u o v =Idg.

2. En déduire qu’en dimension finie un endomorphisme posséde au plus un inverse a

droite et au plus un inverse a gauche, et que ceux-ci, s’ils existent, sont égaux a u L.

B — SurR[X]
On travaille désormais sur E = R[X], qui n’est pas de dimension finie. On note D l'applica-
tion P +— P’ et, pour a € R, J,(P) 'unique primitive de P qui s’annule en a.
3. Justifier que J, est bien définie, que c’est un endomorphisme de R[X], et que Do J, =
IdR[ X]-
4. En déduire que D est surjective et non injective, et que J, est injective et non surjective.
Calculer J, o D et reconnaitre I'endomorphisme obtenu.

5. Montrer que les J,, pour a € R, sont deux a deux distinctes. Combien D possede-t-elle
d’inverses a droite ? Et d’inverses a gauche ?
C — Une partie aussi grande que le tout
6. Montrer que XR[X] est un sous-espace vectoriel strict de R[X], et que Jp induit un
isomorphisme de R[X] sur XR[X].

7. Montrer qu'un espace vectoriel de dimension finie n’est jamais isomorphe a I'un de
ses sous-espaces stricts.

8. Soit k € N. Exhiber un endomorphisme de R[X] qui soit surjectif et dont le noyau
soit de dimension k. Commenter.

Exercice 2.111 ee

Compter les chemins.
Soient n € N* et A = (a;j) € M, (R) une matrice dont tous les coefficients valent 0 ou 1.
On lui associe un graphe dont les sommets sont les entiers de [ 1, n] : on trace une fleche
de i vers j lorsque a;; = 1. Pour k € N, un chemin de longueur k de i a j est une suite de
sommets (09,01, . . ., vx) telle que vy = i, v = j et ay,q,,, = 1 pour tout £ € [0,k — 1].
1. Montrer que, pour tout k € N et tous i, j, le coefficient (Ak)ij est le nombre de
chemins de longueur k de i a j.

2. Application. Pour m € N*, on note u,, le nombre de mots de longueur m écrits avec
les lettres 0 et 1 et ne comportant jamais deux 1 consécutifs. On consideére le graphe
a deux sommets suivant, ou le sommet 1 représente la lettre 0 et le sommet 2 la lettre
1:
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Exercice 2.112 ee

Ecrire sa matrice A, expliquer pourquoi u,, est la somme des coefficients de A™"!,
vérifier que A> = A+1, et en déduire une relation de récurrence sur (u,,). Reconnaitre
la suite obtenue.

. On revient au cas général, en supposant A symétrique : les fleches vont alors toujours

par paires, et on parle simplement d’arétes. On dit que le graphe est connexe lorsque,
pour tous sommets i et j, il existe un chemin de i a j. Montrer que le graphe est
connexe si et seulement si tous les coefficients de (I, + A)"~! sont non nuls.

Les carrés magiques.

Soit n € N*. On dit qu’une matrice M = (m;;) € M,(R) est magique lorsque ses n sommes
de lignes et ses n sommes de colonnes sont toutes égales a un méme réel, noté s(M). On
note M,, Pensemble des matrices magiques de taille n, et U € M, (R) la matrice dont tous
les coefficients valent 1.

1.

Exercice 2.113

Montrer que M, est un sous-espace vectoriel de M, (R) et que s est une forme
linéaire sur M,,.

On note MY = Kers et, pour M € M, (R), (M) € M,,_1(R) le bloc formé des n — 1
premieres lignes et des n — 1 premiéres colonnes de M. Montrer que ® induit un
isomorphisme de M sur M,,_;(R), et en déduire dim M? = (n — 1)%.

. Montrer que M, = M? & RU et en déduire dim M,,. Que vaut dim M3 ?

On se place désormais en taille 3 et on note C 'ensemble des matrices magiques de
M5 dont les deux diagonales ont également pour somme s(M). Montrer que C est

un sous-espace vectoriel de Ms et que, pour tout M € C, le coeflicient central vaut
s(M)

Moy = .
3

. En déduire que dim C = 3, en montrant que les éléments de C sont exactement les

matrices
c+a c—a->b c+b

c—a+b c c+a->b|, (a,b,c)€R3.
c—-b c+a+b c—a

A quel triplet correspond le carré

= o N

7 6
5 1|7
3 8

Le résultant.
Soient P et Q deux polynomes de C[X], de degrés exactement n et m, avec n,m > 1.

A — La matrice de Sylvester

1.

2.

Vérifier que les n + m polynémes
F=(0,XQ, ..., X" 'Q, P, XP, ..., X" 'P)

appartiennent a C,1,—1[X], et que cet espace est de dimension n + m. On note
B =(1,X,...,X"™m 1) sa base canonique et on pose

Res(P, Q) = detg(F).

Ecrire la matrice correspondante pour P = a; X% + a; X + ag et Q = b1 X + by.
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B — Ce que le résultant détecte

3. Montrer que ¥ est liée si et seulement s’il existe deux polynémes U et V, non tous
deux nuls, tels que

degU < n, degV < m, UQ+ VP =0.

4. On suppose que P et Q ont une racine commune « € C. Construire un tel couple
(U,V).

5. Réciproquement, on suppose qu’il existe un tel couple (U, V). Montrer d’abord que
U et V sont tous deux non nuls, puis, en raisonnant sur les multiplicités des racines
de P, que P et Q ont une racine commune.

6. Conclure : Res(P, Q) = 0 si et seulement si P et Q ont une racine commune dans C.
C — Le discriminant est un déterminant

7. Soit P = aX? + bX + c avec a # 0. Calculer Res(P, P’) et retrouver le critére de racine
double.

8. Soit P = X® + pX + q. Calculer Res(P, P’) et en déduire une condition nécessaire et
suffisante portant sur p et g pour que P admette une racine multiple.

Produits scalaires

La définition d’un produit scalaire empile quatre exigences : bilinéarité, symétrie, po-
sitivité, caractére défini. Le premier exercice en retire une seule, la positivité, et reprend
les résultats des rappels un par un. L’objet que ’on étudie alors est celui de la relativité
restreinte. Le second exercice reste dans un espace euclidien, et établit une formule générale
de distance a un sous-espace.

Exercice 2.114 e e o

Le plan de Minkowski.
On travaille sur E = R?, dont on note les vecteurs x = (xg, x;), et on pose :

plry) =xog —xayr et q(x) = p(xx) =x; - .
La notation ¢, et non (-, -), est un avertissement : ce n’est pas un produit scalaire. On
dira qu’un vecteur x # 0 est isotrope lorsque q(x) = 0, et que deux vecteurs x et y sont
orthogonaux lorsque ¢(x,y) = 0. Pour une partie A de E, on note A* '’ensemble des vecteurs
orthogonaux a tous les éléments de A.

A — Ce qui se casse

1. Montrer que ¢ est bilinéaire et symétrique, mais qu’elle n’est ni positive ni définie.

2. Etablir que, pour tous x,y € E, g(x + y) = q(x) + 2¢(x,y) + q(y), et en déduire que
le théoréme de Pythagore reste vrai : x et y sont orthogonaux si et seulement si
q(x +y) = q(x) + q(y). Quels axiomes la démonstration des rappels utilise-t-elle ?

3. En considérant u = (1,1) et v = (2, 2), montrer que la proposition « toute famille
orthogonale de vecteurs non nuls est libre » devient fausse. Ou la démonstration des
rappels cesse-t-elle d’étre valable ?

4. Soit D = Vect(u), avec u = (1, 1). Déterminer D~ et en déduire que E n’est pas somme
directe de D et de D*. Reprendre la question avec D’ = Vect ((1,0)). Qu’est-ce qui
distingue les deux droites ?
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B — Cauchy-Schwarz renversée

5. Identité de Lagrange. Montrer que, pour tous x,y € E :
(%, y)? = q(x) g(y) = (xoy1 = x190)".

6. En déduire que ¢(x,y)? > g(x) q(y) pour tous x,y € E, avec égalité si et seulement
si la famille (x, y) est liée. Comparer a I'inégalité de Cauchy-Schwarz et a son cas
d’égalité, et repérer 'endroit précis ou la démonstration des rappels s’effondre.

C — Le cbne du futur
On pose

C={x€E|q(x)>0etxy >0} et, pour x € C, N(x) =+/q(x).

7. Montrer que x € C si et seulement si xo > |x1|. En déduire que ¢(x,y) > 0 pour tous
x,y € C, puis que C est stable par somme et par multiplication par un réel strictement
positif.

8. Montrer que ¢(x,y) > N(x)N(y) pour tous x,y € C.

9. Inégalité triangulaire renversée. En déduire que, pour tous x,y € C,
N(x+y) = N(x) + N(y),

avec égalité si et seulement si la famille (x, y) est liée.

Exercice 2.115

Les déterminants de Gram. Soit E un espace euclidien. Pour n € N* et (x3,...,x,) € E*, on
note :

G(xy,...,x,) = ((xl-, xj>)1§i,j§n e M,(R) et y(x1,. .., xn) =detG(xy, ..., x,).

1. Etablir que rg G(xy, ..., xp) =1g(x1, ..., Xn).
2. En déduire que :

(%15, xp) lide = y(x1,...,%,) =0 et (x1,...,%xp) libre &= y(x1,...,x,) > 0.

3. On suppose (x1, ..., xy) libre. Soient X = Vect(xy,...,x,), x € E, px(x) le projeté
orthogonal de x sur X et d = ||x — px(x)|| la distance de x a X. Montrer que :

g Yy, x1, ..., xn)
Y. xn)
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1. Séparons les indices selon le signe de a; :
I"={ie[tn]|a >0} et I"={ie[1,n]|a <o0}.

Ces deux ensembles sont disjoints. En faisant passer a droite les termes d’indice
dans I~, la relation de départ s’écrit

Z ailnp; = Z (—a;) Inp;,

iel* iel”

les indices n’appartenant ni & I* ni a I~ ayant un coefficient nul. Tous les
coefficients écrits sont maintenant des entiers strictement positifs. En passant
a l'exponentielle, et en utilisant e"? = p?

l_[pl.“":ﬂpi_“" = N.

iel* iel-

Ce nombre N est un entier naturel non nul, et I’égalité ci-dessus en fournit
deux décompositions en facteurs premiers (avec la convention qu’un produit
vide vaut 1).

Soit alors iy € I'". Dans le membre de gauche, I'exposant de p;, vaut a;,. Dans
le membre de droite, seuls interviennent les p; pour i € I~ ; comme les p; sont
deux a deux distincts et que iy ¢ I~, le nombre premier p;, n’y figure pas,
et son exposant vaut 0. L'unicité de la décomposition en facteurs premiers
impose donc a;, = 0, ce qui contredit a;, > 0.

Ainsi I* = @. Le méme raisonnement, en échangeant les roles des deux

membres, donne I~ = @. Tous les a; sont donc nuls.
n

2. Soient A4, ..., A, des rationnels tels que Z Ai In p; = 0. Ecrivons ces rationnels
i=1
sur un dénominateur commun : il existe b € N* et ay,...,a, € Z tels que

Ai = % pour tout i. En multipliant la relation par b :

n

Zailnpi =0,

i=1
et la question précédente donne a; =--- =a, =0,donc A; =--- =4, =0.
La famille (In py, .. .,In p,) est donc libre dans le Q-espace vectoriel R.

. In2 a .
3. Supposons log;,2 € Q et écrivons o _ p 2veca € Zetb € N*. Alors
n

bln2 =aln10, et commeIn10 =In2 +In5:
(b—a)In2+ (—a)In5=0.

Les coeflicients b — a et —a sont entiers, et 2 et 5 sont deux nombres premiers
distincts : la premiére question donne b —a = 0 et —a = 0, d’'ou a = 0 puis
b = 0. Cela contredit b € N*.
Donc log, 2 est irrationnel.

4. Procédons par double inclusion, en utilisant a chaque fois que Vect(X) est le
plus petit sous-espace vectoriel contenant X (proposition page 7).
o Tout nombre premier est un entier supérieur ou égal a 2, donc B ¢ A. Comme
A C Vect(A), on a B C Vect(A) : ainsi Vect(A) est un sous-espace vectoriel
contenant B, d’ou Vect(B) C Vect(A).
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e Réciproquement, soit n > 2. Décomposons n en facteurs premiers : il existe
des nombres premiers q, . . ., ¢, deux a deux distincts et des entiers ay, ..., @, €
N* tels que n = g{" - - - g;". Le logarithme transformant les produits en sommes :

-
Inn = Z i In gy.
k=1

Chaque In g; appartient a B, donc a Vect(B) ; et Vect(B) est un sous-espace
vectoriel, donc stable par combinaison linéaire (les o sont des entiers, en
particulier des rationnels). Ainsi Inn € Vect(B). Ceci valant pour tout n > 2,
onaA C Vect(B), d’ou Vect(A) C Vect(B).

Les deux inclusions donnent Vect(A) = Vect(B).

5. Raisonnons par I’absurde et supposons que le Q-espace vectoriel R soit de
dimension finie ; notons d sa dimension. Comme R # {0},onad > 1.
L’ensemble ¥ étant infini, on peut choisir d + 1 nombres premiers deux a deux
distincts py, .. ., pg+1. D’aprés la question 2, la famille (Inpy, ..., Inpgyq) est
libre.

Or, dans un espace vectoriel de dimension d, une famille de plus de d vecteurs
n’est jamais libre. On obtient une famille libre de d + 1 > d vecteurs : c’est
absurde.

Le Q-espace vectoriel R n’est donc pas de dimension finie.
Commentaire. La question 4 est un exemple concret de famille génératrice redondante :

pour engendrer Vect(A), les Inn avec n composé ne servent a rien, puisqu’ils sont
combinaisons linéaires des In p avec p premier. C’est exactement le mouvement de

Pexercice « Une base extraite d’une partie », a ceci prés qu’ici la partie est infinie.

On peut d’ailleurs montrer que les In p forment une base de Vect(A), mais I’énoncer
proprement demande d’étendre la notion de base aux familles infinies, ce qui dépasse
le programme.

La question 5 dit que R posséde, sur Q, des familles libres de taille arbitrairement
grande : c’est donc un espace vectoriel de dimension infinie. Il admet tout de méme
des bases, nécessairement infinies, appelées bases de Hamel ; on démontre qu’il en
existe, mais on ne sait en construire aucune.

Enfin, cet exercice illustre une derniere fois que la dimension dépend du corps des
scalaires, et pas seulement de ’ensemble : R est de dimension 1 sur lui-méme, C
est de dimension 2 sur R, et R n’est pas de dimension finie sur Q. C’est le méme
phénomeéne que celui signalé  la fin de I'exercice « L’irrationalité de VN ».

A — Ce que la dimension finie garantit

1. Soit x € Keru. Alors x = Idg(x) = v (u(x)) = v(0g) = 0g, donc Keru = {0g} et
u est injective. Comme E est de dimension finie et que u est un endomorphisme
de E, la caractérisation de la bijectivité en dimension finie assure que u est
bijective.

1 on obtient v = u~ !, d’ou

En composant a droite I’égalité v o u = Idg par u~
uov=uou ! =Idg.

2. Soit v un inverse a gauche de u. La question précédente donne v = u~! : il n’y

en a donc qu’un.
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Soit maintenant v un inverse a droite de u, c’est-a-dire u o v = Idg. Cela signifie
exactement que u est un inverse a gauche de v; la question 1 appliquée au
couple (v,u) donne u =v~!, doncov =u~".

Ainsi, en dimension finie, un endomorphisme posséde au plus un inverse d’'un
coté ou de I'autre, et tous coincident avec u~!. En particulier, posséder un

inverse d’un seul cbté équivaut déja a étre bijectif.

B — SurR[X]

d
3. Soit P = Z ckX*. Les polynomes F tels que F’ = P sont exactement les
k=0

d

Ck k+1

F = X+ A, AeR,
g;k+1

puisque deux primitives différent d’'un polynoéme de dérivée nulle, donc d’une
constante. La condition F(a) = 0 détermine A de maniére unique : J, est bien
définie, et

d k+1 k+1

Ja(P) = :E]Ck 51———::1——n

pn k+1

Linéarité. Soient P,Q € R[X] et A € R. Le polynoéme J,(P) + 1J,(Q) a pour
dérivée P + AQ et s’annule en a; par unicité, il est égal a J,(P + AQ).

Enfin, par définition, D (J,(P)) = (Jo(P))" = P, donc D o J, = Idg[x].

4. L’égalité D o ], = Idr[x] donne aussitdt : tout P s’écrit P = D (J,(P)), donc D
est surjective; et si J,(P) = J,(Q), en appliquant D on obtient P = Q, donc J,
est injective.

En revanche D(1) = 0 avec 1 # 0 : D n’est pas injective, et Ker D est la
droite des polynémes constants. Quant a J,, tous les polynémes de son image
s’annulent en a; le polyndme constant 1 n’est donc pas atteint et J, n’est pas
surjective.

Calculons J, o D. Pour P € R[X], le polynéme P — P(a) a pour dérivée P’ et
s’annule en a : c’est donc la primitive de D(P) nulle en a, et

JaoD(P) =P —P(a).

On reconnait le projecteur sur 'hyperplan H, = {P € R[X] | P(a) = 0} paral-
lelement a la droite des constantes. C’est exactement ce qu’annonce l'exercice
« Une composée qui vaut I'identité », dont on tient ici un exemple non trivial.

5.O0na J,(1) =X —a:sia#b,alors J,(1) # Jp(1) et J; # Jp. Les applications
Ja, a € R, sont donc deux a deux distinctes, et ce sont toutes des inverses a
droite de D : D posséde une infinité d’inverses a droite. La question 2 I'interdisait
formellement en dimension finie.
En revanche D n’a aucun inverse a gauche : si w o D =1d, le raisonnement de
la question 1 montrerait que D est injective, ce qu’elle n’est pas.

C — Une partie aussi grande que le tout

6. L’ensemble XR[X] est 'image de R[X] par I'application linéaire P — XP :
c’est un sous-espace vectoriel de R[X]. Il est strict, car le polyndme constant
1 n’y appartient pas (tous ses éléments s’annulent en 0).
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Montrons que Im J; = XR[X]. D’une part, J;(P) s’annule en 0, donc est
divisible par X : Im J, ¢ XR[X]. D’autre part, soit R € XR[X]; alors R(0) =0,
et R est une primitive de R’ nulle en 0, donc R = Jo(R’) par unicité. Ainsi
XR[X] € Im Jp.

Comme Jj est injective d’apres la question 4, elle induit un isomorphisme de
R[X] sur XR[X].

7. Soient E de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E et f: E — F
un isomorphisme. Alors dim F = dim E. Or un sous-espace vectoriel de E de
méme dimension que E est égal a E : F n’est pas un sous-espace strict.

La question 6 exhibe donc un phénoméne strictement réservé a la dimension
infinie.
8. Prenons D¥, la dérivation itérée k fois. C’est une composée d’applications

surjectives, donc une application surjective. Et D¥(P) = 0 si et seulement si
P =0, c’est-a-dire si et seulement si degP <k-1:

Ker D* = Ri_;[X], dimKer D = k

(avec la convention R_;[X] = {0} pour k = 0).

En dimension finie, le théoréme du rang appliqué a un endomorphisme surjectif
donnerait dim Ker = 0. Ici, le noyau est de dimension arbitrairement grande :
le théoréme du rang ne laisse aucune trace.

Commentaire. Cet exercice isole ce qu’apporte I’hypothése de dimension finie. La
question 1 en est la clef : c’est elle qui rend 'inverse unique et bilatére, c’est-a-dire
inverse a la fois a gauche et a droite. Elle repose sur I’équivalence entre injectivité et
surjectivité, elle-méme conséquence du théoréme du rang. Sans dimension finie, il
n’en reste rien : un endomorphisme peut étre surjectif sans étre injectif, avoir une
infinité d’inverses d’un c6té et aucun de l’autre, et avoir un noyau de dimension
arbitrairement grande tout en restant surjectif.

La question 6 mérite un mot de plus. Elle dit que R[X] est isomorphe a une partie
stricte de lui-méme. C’est en réalité une caractérisation : un ensemble est infini,
au sens de Dedekind, exactement lorsqu’il est en bijection avec une partie stricte
de lui-méme. La version populaire de cette propriété est 1’hotel de Hilbert, dont les
chambres sont numérotées par N : bien qu’il soit complet, on y loge un client de plus
en demandant a chacun de passer dans la chambre suivante. L’application J, ne fait
rien d’autre, puisqu’elle envoie X* sur un multiple de X**!.

Enfin, le couple (D, J,) est le premier exemple d’une situation qui reviendra sans
cesse en analyse : dériver perd de I'information — la constante — que 'intégration
ne peut pas restituer sans une condition supplémentaire. Le choix du point a est
exactement cette condition, et c’est pourquoi il y a une infinité d’inverses a droite :
un par condition initiale.

1. Raisonnons par récurrence sur k.

Initialisation. Pour k = 0, un chemin de longueur 0 de i a j est une suite a un
seul terme (vg) avecvg =ietvg =j:il yenaunsii = j, aucun sinon. C’est
bien le coefficient (A%);; = (I);;-

Hérédité. Supposons le résultat acquis au rang k. Un chemin de longueur k + 1
de i a j est déterminé de maniére unique par son avant-dernier sommet £ = vy,
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par le chemin de longueur k de i a £ qu’il commence par parcourir, et par
Pexistence de la fleche de ¢ vers j. En classant les chemins selon la valeur de ¢ :

n
# {chemins de longueur k + 1 de i a j} = Z(Ak)if agj = (Ak“)ij,
=1

car ayj vaut 1 s’il y a une fleche de ¢ vers j et 0 sinon. C’est exactement la
définition du produit matriciel.

. Le seul enchainement interdit est celui d’un 1 suivi d’un 1, donc le graphe
posséde toutes les fleches sauf celle du sommet 2 vers lui-méme :

A:(i (1))

Un mot wyw; - - - Wy, sans deux 1 consécutifs correspond exactement au chemin
(v, .. .,Um—1), OU Uy est le sommet associé a la lettre w,41; la condition sur les
mots dit précisément que chaque passage d’une lettre a la suivante emprunte
une fleche. Cette correspondance est bijective, et un mot de longueur m donne
un chemin de longueur m — 1. En sommant sur toutes les extrémités possibles,

la question 1 donne
2 2
= :E] :g:(/anl 1)U

i=1 j=1

Azz(i 1) =A+ .

Un calcul direct donne

En multipliant cette égalité par A™~!, on obtient A™*! = A™ + A™~! pour tout
m > 1. Notons o(M) la somme des coefficients de M : c’est une forme linéaire
sur Mz(R), et up, = (A™ ). En lui appliquant ’égalité précédente :

Umso = Ums1 + Um, u; =o(lp) =2, up, = o(A) =3.

C’est la relation de récurrence de la suite de Fibonacci (F,,), définie par F; =
F, =1etF,,4o = Fy41 + F,. Comme F3 = 2 = uy et F4, = 3 = uy, une récurrence
double donne u,, = Fy,+; pour tout m > 1.

On peut aussi voir directement les choses avec 'exemple « Suites récurrentes
linéaires d’ordre 2 » des rappels : 'ensemble des suites vérifiant up,+2 = U1 +
U, est un plan vectoriel, et deux conditions initiales suffisent a y déterminer
une suite.

. Les matrices I, et A commutent, donc la formule du bindme s’applique :
n-1 n—1
n-1 _ - k
(L, +A)" " = ké_o ( P )A :

Tous les coefficients des A* sont des entiers positifs ou nuls (ce sont des
nombres de chemins), et les binomiaux sont strictement positifs : aucune
compensation n’est possible dans cette somme. Ainsi

((I +A)"‘1)l.j #£0 & 3Jke[on-1], (A%, #0,
C’est-a-dire si et seulement s’il existe un chemin de longueur au plus n — 1 de i

aj.
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Sens direct. Si tous les coefficients de (I,, + A)"~! sont non nuls, alors pour tous
i, j il existe un chemin de i a j : le graphe est connexe.

Réciproque. Supposons le graphe connexe et fixons i, j. Il existe un chemin
de i a j; choisissons-en un de longueur k minimale, disons (vy, ..., v). Ses
sommets sont deux a deux distincts : si I'on avait v, = vs avec r < s, alors,
comme v, = v, la suite (v, ..., 0y, Ust1, . .., 0) serait encore un chemin de i a
Jj, et il serait plus court. Le chemin visite donc k + 1 sommets distincts parmi
n,dou k + 1 < n, c’est-a-dire k < n — 1. Le coefficient d’indice (i, j) est donc
non nul.

On remarquera que la symétrie de A n’a servi a rien dans cette démonstration :
elle garantit seulement que le mot « connexe » a bien son sens usuel, la relation
« il existe un chemin de i a j » étant alors symétrique.

Commentaire. La question 1 mérite d’étre relue a I'envers : elle dit que la définition
du produit matriciel, avec ses sommes de produits d’indices accolés, n’est pas une
convention arbitraire, mais la traduction fidele de la composition des chemins. Le fait
que le produit soit associatif et non commutatif se lit alors tout seul sur les chemins.

La question 2 illustre un principe de dénombrement trés général. Dés qu’un probléme
de comptage posséde un « état » en nombre fini qui résume tout ce qu’il faut savoir du
passé — ici, la derniére lettre écrite — passer d’un rang au suivant est une application
linéaire, donc une matrice ; le comptage devient un produit de matrices, et 'existence
d’un polynéme annulateur de cette matrice (ici X? — X — 1) fournit une récurrence
linéaire.

On peut aussi remplacer les coefficients 0 et 1 par des probabilités de transition :
on tombe alors sur la théorie des chaines de Markov. C’est sur elle que s’appuie
I'algorithme PageRank, qui classe les pages web selon la fréquence de visite d'un
marcheur aléatoire.

n
1. Pour M € M, (R), notons L;(M) = Z m;; la somme de la i-ieme ligne et

Jj=1
n

C;i(M) = Z m;; celle de la j-iéme colonne : ce sont des formes linéaires sur

i=1
M, (R). Alors
ﬂ Ker(C; - Ly),
=1

Jj=

n
M, = ﬂ Ker(L; — L) N
i=2

intersection de noyaux de formes linéaires : c’est un sous-espace vectoriel de
M, (R). Sur M,,, on a s = Ly par définition, donc s est la restriction d’une
forme linéaire : c’est une forme linéaire sur M,,.

2. L’application ® est clairement linéaire. Restreignons-la a M, c’est-a-dire aux
matrices magiques dont toutes les sommes de lignes et de colonnes sont nulles.
Injectivité. Soit M € MY avec ®(M) = 0, c’est-a-dire m;; = 0 désque i < n—1et

n—1
j <n—1.Pouri < n—1,lanullité de la i-ieme ligne donne m;,, = — Z mi; =0;
j=1
de méme m,; = 0 pour j < n — 1. Enfin la nullité de la derniére ligne donne
Mun, = 0. Donc M = 0.
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Surjectivité. Soit B = (b;;) € Mp_1(R). Posons m;; = b;; pour i, j < n— 1, puis

n—1 n—1 n—-1n-1
Min = — E bij, Mpj = — E bij: Mpn = E Zbij:
j=1 i=1 i=1 j=1

pour i,j < n — 1. Par construction, les n — 1 premiéres lignes et les n — 1
premieéres colonnes de M sont de somme nulle. Reste la derniere ligne :

n n-1n-1 n—

1 1
j=1 1

j=1 i

n—

1
bij =0,
Jj=1

i=1 i=
et le méme calcul vaut pour la derniére colonne. Ainsi M € M9 et ®(M) = B.
C’est donc un isomorphisme, et dim M? = dim M,,_;(R) = (n — 1)°.

. La matrice U est magique avec s(U) = n # 0 : la forme linéaire s n’est pas nulle

sur My, et U ¢ MO. Comme RU est une droite non contenue dans I’hyperplan
Mg =Kersde M,,ona M, = Mg @ RU. Concrétement, pour M € M,, :

M:(M_MU)+MU,
n n

et le premier terme est bien de somme nulle. D’ou
dimM, =(n—1)*+1, et en particulier dim M; =5.

. Les deux conditions ajoutées, my; +may+mss = s(M) et myz+mos+ms; = s(M),
sont linéaires en M (puisque s l'est) : C est un sous-espace vectoriel de Ms.
Soit M € C et s = s(M). Additionnons les quatre sommes suivantes, toutes
égales a s : la deuxiéme ligne, la deuxiéme colonne, la diagonale principale et
I’antidiagonale. Chacun des neuf coefficients de M apparait alors exactement
une fois, sauf my,, qui apparait quatre fois. Comme la somme de tous les
coefficients de M vaut 3s (somme des trois lignes), on obtient

4s = 3s + 3mya,
. s
d’ou Mmooy = —.
3
. Soit M € C. Posons ¢ = myy, a = my; — c et b = my3 — c; d’aprés la question

précédente, s(M) = 3c. Toutes les autres cases se déduisent alors les unes apreés
les autres :

M3z =3c—mjy— My =C—a (diagonale principale),
ms1 =3c—mi3—mMmgp =c—0>b (antidiagonale),

Mz =3c—myy—mizs=c—a-—>b (premiére ligne),

mo =3c—myy—m3y=c—a+b (premiére colonne),
M3y =3c—m3; —m33 =c+a+b (troisiéme ligne),

My3 =3c—myz—m33=c+a—> (troisiéme colonne).

Toute matrice de C a donc la forme annoncée. Réciproquement, on vérifie
sur la matrice de I’énoncé que ses trois lignes, ses trois colonnes et ses deux
diagonales ont toutes pour somme 3c : elle appartient bien a C.
L’application (a, b, c) — M ainsi obtenue est linéaire et surjective de R? sur
C; elle est injective, puisque ¢ = myy, a = my; — ¢ et b = my3 — ¢ se lisent sur
la matrice. C’est un isomorphisme, donc dim C = 3.

Pour le carré proposé, c = my =5, a=my; —c=-3etb=my3—c=1:il
correspond au triplet (-3, 1, 5).
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Commentaire. Pour décrire un ensemble défini par des contraintes linéaires, il est
souvent plus court de construire une application linéaire vers un espace connu et
d’en calculer la dimension que de résoudre le systéme. C’est ce que fait la question
2 :les (n — 1)? cases du coin supérieur gauche sont libres et le reste s’en déduit; le
seul point a vérifier est que la derniére case, my,,, imposée a la fois par sa ligne et
par sa colonne, recoit deux fois la méme valeur.

L’algébre linéaire donne la forme de tous les carrés magiques, mais ne dit rien de
la question combinatoire associée : combien y a-t-il de carrés magiques d’ordre n
a coefficients 1,2, ...,n%? En taille 3, le carré de la question 5, appelé Lo Shu, est le
seul a une symétrie du carré pres : ses huit images par les rotations et les réflexions
sont les huit solutions. En taille 4, il y en a 880; en taille 5, plusieurs centaines de
millions, et le compte n’est connu que par ordinateur.

Une variante de M, intervient en optimisation : les matrices bistochastiques, c’est-a-
dire les matrices magiques a coefficients positifs dont toutes les sommes valent 1. Le
théoréme de Birkhoff dit qu’elles sont exactement les barycentres a coeflicients posi-
tifs des matrices de permutation; ajouter une condition de positivité aux contraintes
linéaires fait quitter ’algébre linéaire pour la géométrie des polyédres convexes.

A — La matrice de Sylvester

1. Pour 0 < k < n—l,deg(XkQ) =k+m<n+m-1letpour0 <k <m-1,
deg(X*P) =k +n < n+m—1:lesn+mpolynémes de ¥ appartiennent bien
a Cpym-1[X], qui est de dimension n + m (base 8). La famille ¥ ayant autant
d’éléments que la dimension de I’espace, son déterminant dans B a un sens, et
la caractérisation des bases des rappels s’applique.

2. Icin=2etm=1,donc ¥ = (Q, XQ, P) dans C,[X]. On lit les coordonnées de
Q =by+ b X,de XQ = byX + b1 X? et de P = ayp + a;X + a,X? en colonnes :

b() 0 aq
Res(P, Q) = bl bo ai| .
0 bl asz

B — Ce que le résultant détecte

3. Une combinaison linéaire de ¥ s’écrit

n—1 m—1 n—1 m—1
D wXkQ+ Y uX*P=UQ+VP, U= wXt V=) uxk
k=0 k=0 k=0 k=0

et les contraintes deg U < n, deg V < m traduisent exactement le fait que U et
V parcourent tous les polynémes possibles. Les scalaires de la combinaison
sont les coeflicients de U et de V : ils ne sont pas tous nuls si et seulement si
(U,V) # (0,0). Dire que F est liée, c’est donc dire qu’il existe un tel couple
avecUQ + VP =0.

4. Puisque « est racine de P et de Q, écrivons P = (X — a)P; et Q = (X — a) Oy,
avec degP; = n—1etdegQ; = m— 1. Posons U = P; et V = —Q; : alors
degU=n-1<n,degV=m—-1<m,U=#0,et

UQ + VP =P(X - a)Q; — Q:1(X — a)P; = 0.
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5. Supposons UQ = —VP avec (U,V) # (0,0) et les contraintes de degré. Si
U =0, alors VP =0 avec P # 0, donc V = 0 et le couple est nul : exclu. Donc
U # 0, et symétriquement V # 0.
Supposons maintenant, par I’absurde, que P et Q n’aient aucune racine com-
mune. Comme C est algébriquement clos, écrivons

P=a]o-ap
i=1

-
avec A # 0, les o; deux a deux distincts et Z y; = n. Fixons i. Le polyndéme
(X — a;)* divise P, donc divise VP = -UQ. 6; Q(a;) # 0 par hypothese, donc
X — a; ne divise pas Q et (X — a;)" est premier avec Q : on peut le simplifier,
et (X — a;)* divise U.

Les polynomes (X — a;)*, pour i variant, sont deux a deux premiers entre
eux; leur produit divise donc U, ce qui donne degU > Z,u,- = n. Clest

i
incompatible avec deg U < n, puisque U # 0. Contradiction : P et Q ont une
racine commune.

6. Lafamille ¥ compte n+m éléments dans un espace de dimension n+m : d’apres
la caractérisation des bases, elle est libre si et seulement si Res(P, Q) # 0. En
combinant les questions 3,4 et 5 :

Res(P,Q) =0 < ¥ liée &< P et Q ont une racine commune dans C.

C — Le discriminant est un déterminant

7. AvecP =aX? +bX +cetQ =P =2aX +b,onan =2 m=1;laformule de
la question 2 s’applique avec by = b, by =2a,ap =c,a; =b,ay =a:

b 0 ¢
Res(P,P')=|2a b b|=b(ab - 2ab) + ¢ - 4a* = —a (b? — 4ac),
0 2a a

en développant selon la premiére ligne. Comme a # 0, ce déterminant s’annule
si et seulement si b? — 4ac = 0. Or P a une racine double si et seulement si P et
P’ ont une racine commune : on retrouve le critére du discriminant.

8. IciP =X +pX+qetQ =P =3X*+p,doncn =3, m=2etF =
(0, X0, XZQ, P, XP) dans C4[X]. En rangeant les coordonnées en colonnes
selon B = (1,X, X%, X3, X*%) :

Res(P,P’) =

o o w oy
o W oy o
w o o o
o = o N
— o O

Développons selon la premiére colonne, dont les seuls coefficients non nuls
sont p en position (1, 1) et 3 en position (3, 1), tous deux de cofacteur + :

p 0 p q 00 g0

N _0p 0 p _p 0 p q
Res(P,P’) =p Ay +3A,, A = 3 0 1 ol Ay = 30 1 0
0 3 0 1 0 3 0 1
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Pour A4, développons selon la troisiéme ligne, dont les coefficients non nuls
sont3etl:

A1:3

wy o
c o~
o o
wy o

q q

p|+ p|=3x2p” + (=2p%) = 4p”,

1 1

les deux déterminants d’ordre 3 se développant respectivement selon leur
deuxiéme et leur premiére colonne.

Pour A,, la deuxiéme colonne n’a qu'un coefficient non nul, 3, en derniére
ligne, de cofacteur + :

Ay =3 =3x3q* = 9¢°,

oSN O

q
P
1

wy o

en développant le déterminant d’ordre 3 selon sa derniére colonne.

Finalement
Res(P,P’) = 4p> + 27¢°.

Ainsi P = X® + pX + q admet une racine multiple dans C si et seulement si
4p°® +27¢* = 0.

Commentaire. Un déterminant répond ici a une question qui n’est pas linéaire — deux
polyndmes ont-ils une racine commune ? — par un nombre fini d’opérations sur les
coefficients, sans calculer aucune racine. Le mécanisme est celui de la question 3 :
une relation de dépendance linéaire entre les X*P et les X*Q est une relation de
divisibilité.

La quantité —a (b? — 4ac) de la question 7 et la quantité 4p® + 27¢* de la question
8 sont, au signe et a un facteur pres, le discriminant de P. Pour le cubique réduit
X® + pX + q a coefficients réels, le signe de —(4p> + 27¢*) décide du nombre de
racines réelles; c’est la quantité sous le radical dans les formules de Cardan.

Le résultant est le point de départ de la théorie de I'élimination. Etant données deux
équations polynomiales en x et y, on peut les voir comme deux polynémes en y dont
les coefficients dépendent de x; leur résultant en y est alors un polynéme en x seul,
qui s’annule exactement aux abscisses des points d’intersection. On a éliminé une
inconnue. Les systémes de calcul formel emploient ce procédé.

Enfin, la matrice construite a la question 1 porte un nom : c’est la matrice de Sylvester
de P et Q, du nom de celui dont le portrait ouvre ce chapitre.

A — Ce qui se casse

1. Lalinéarité par rapport a la premiére variable est immédiate : pour x,x’,y € E
etA eR,

@(x + Ax',y) = (xo + Axy)yo — (x1 + Ax)y1 = (x,y) + Ap(x', y).

La symétrie est tout aussi claire, puisque yoxo — y1x; est la méme expression;
la linéarité par rapport a la seconde variable s’en déduit, donc ¢ est bilinéaire
symétrique.
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En revanche q ((0,1)) = 0> — 12 = —=1 < 0 : ¢ n’est pas positive. Elle n’est
pas non plus définie, puisque le vecteur u = (1,1) est non nul et vérifie
q(u) =1-1=0: c’est un vecteur isotrope.

2. Par bilinéarité puis symétrie :

gix+y) =p(x+y,x+y) =¢(xx) +0(xy) + oy, x) + 0(y,y)
=q(x) + 2¢(x,y) +q(y).

L’équivalence q(x + y) = q(x) + q(y) & ¢(x,y) = 0 en résulte aussitot.
La démonstration des rappels est mot pour mot la méme : elle développe
llx + y||* par bilinéarité, regroupe les deux termes croisés par symétrie, et
s’arréte la. Ni la positivité ni le caractére défini n’y interviennent, et c’est
exactement pour cela que le résultat survit.

3. Les vecteurs u = (1,1) et v = (2, 2) sont non nuls, et
p(u,0) =1x2-1%x2=0,

donc la famille (u, v) est orthogonale. Elle est pourtant liée, puisque v = 2u. La
proposition est donc fausse ici.

La démonstration des rappels prend une combinaison linéaire nulle Z Aix; =

1

0,I’évalue contre x; et obtient 4; ||xj||2 = 0; elle conclut en disant que ||xj||2 #0
car x; # 0. C'est précisément cette derniére implication, qui n’est rien d’autre
que le caractére défini, qui tombe : ici g(u) = 0 bien que u # 0, et 'égalité
A1q(u) = 0 ne dit plus rien sur ;.

4. Un vecteur x appartient a D si et seulement si ¢(x,u) = 0, c’est-a-dire
xo — x1 = 0. Ainsi

D ={(t,t)|teR}=D:

la droite D est son propre orthogonal. On a donc D N D+ = D # {0} et
D+ D' = D # E :la somme n’est ni directe, ni égale a E. Le théoréme
du supplémentaire orthogonal est en défaut, et sa démonstration aussi : elle
établissait F N F+ = {0} en disant qu’un vecteur orthogonal a lui-méme est
nul, ce qui est encore une fois le caractére défini.

Avec D’ = Vect((1,0)), en revanche, tout se passe bien : la condition
@ (x,(1,0)) = 0 s’écrit xo = 0, donc D'+ = Vect ((0,1)), et D’ N D'+ = {0} avec
dimD’ + dimD’* =2:onabien E=D" @ D'*.

La différence entre les deux droites est le vecteur qui les engendre : g(u) =0
alors que ¢ ((1,0)) =1 # 0. La panne n’est donc pas globale, elle est localisée
sur les directions isotropes.

B — Cauchy-Schwarz renversée
5. Développons les deux produits :
0(x,9)* = (xoyo — x151)° = X0y5 — 2xXoyox1Y1 + X} Y7,

q(x) q(y) = (x5 — x)(vZ — y}) = xjy5 — x5yt — xiys + xys.

Les termes x;y; et x}y? se simplifient dans la différence, et il reste

o(x,y)? — q(x) q(y) = x3y} — 2xoy1x1yo + XT3 = (xoy1 — x1Y0)*.
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6. Le membre de droite de 'identité de Lagrange est un carré, donc positif ou

nul : ¢(x,y)? > q(x) q(y) pour tous x,y. Il y a égalité si et seulement si
Xoy1 — X1Yo = 0, c’est-a-dire si et seulement si le déterminant de (x, y) dans la
base canonique de R? est nul, donc si et seulement si la famille (x, y) est liée.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz affirme au contraire que (x, y)* < ||x||* ||y|| :
non seulement elle est fausse ici, mais elle est renversée, et elle ’est pour tous
les couples de vecteurs. Le cas d’égalité, lui, est resté le méme.
La démonstration des rappels considére le trindme ¢ — ||x + ty||* et commence
par observer, « par positivité du produit scalaire », qu’il est positif ou nul; elle
en déduit que son discriminant, égal a 4 ((x, y)? — |Ix]|? ||y||2), est négatif ou
nul. C’est cette toute premiére phrase qui s’effondre : le trindme ¢ — g(x + ty)
existe encore et son discriminant vaut toujours 4 (¢(x, y)* — q(x)q(y)), mais
plus rien n’impose son signe.

C — Le cone du futur

7. Soit x € E. La condition g(x) > 0 s’écrit x > x2, soit |xo| > |x1]; en lui
adjoignant xy > 0, on obtient exactement x, > |x;|. Réciproquement, si
Xo > |x1], alors xo > 0 et xg > xf, donc x € C.

Soient maintenant x,y € C, de sorte que xo > |x1| > 0 ety, > |y1| = 0.
Six1y; <0, alors o(x,y) = Xoyo — X1Y1 = Xoyo > 0. Sinon, |x;]| et |y;| sont
strictement positifs, et en multipliant membre a membre deux inégalités strictes

entre réels positifs :

xoyo > |x1| ly1l = lx1y1| = x1y1,

d’ou encore ¢(x,y) > 0.

Il en résulte que q(x+y) = g(x)+2¢(x,y)+q(y) > 0, et par ailleurs xo+yo > 0:
donc x + y € C. Enfin, pour A > 0, on a g(Ax) = A%g(x) > 0 et Axy > 0, donc
Ax e C.

8. Soient x,y € C.La question 6 donne ¢(x, y)% > q(x)q(y) = N(x)>N(y)?, et ces
deux quantités sont positives; en passant a la racine carrée, qui est croissante
sur R, :

lo(x,y)| = N(x)N(y).
Or ¢(x,y) > 0 d’aprés la question 7, donc |¢(x,y)| = ¢(x,y) et p(x,y) =
N(x)N(y).

9. Soient x,y € C. La question 7 assure que x + y € C, donc N(x + y) est bien
défini. En utilisant la question 2 puis la question 8 :

N(x +y)* = q(x) + 2¢(x,y) + q(y) = N(x)* + 2N(x)N(y) + N(y)*
= (N(x) + N(y))*.

Les deux membres extrémes sont des carrés de réels positifs, et la fonction
racine carrée est croissante : on obtient N(x + y) > N(x) + N(y).

Il y a égalité si et seulement si ¢(x,y) = N(x)N(y); ces deux nombres étant
positifs, cela équivaut a ¢(x, y)* = q(x)q(y), c’est-a-dire, d’apres la question 6,
a ce que la famille (x, y) soit liée.

Commentaire. Les résultats qui subsistent — le théoréme de Pythagore, le développe-
ment de g(x + y), le fait que A* soit un sous-espace vectoriel — n’utilisent que la
bilinéarité et la symétrie. Ceux qui tombent — la liberté des familles orthogonales, le
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supplémentaire orthogonal, Cauchy-Schwarz — échouent tous au méme endroit :
I’existence d’un vecteur non nul x tel que g(x) = 0. Dans toute la section, la positivité
et le caractére défini ne servent qu’a interdire les vecteurs isotropes.

Le second temps de la question 4 précise I’endroit ou le résultat échoue : sur une droite
non isotrope, la décomposition en somme directe tient encore. Plus généralement, le
procédé de Gram-Schmidt appliqué a une base bien choisie de E produit une base
dans laquelle g s’écrit e1¢® + - - - + ¢,c2 avec des ¢; valant +1 ou —1; on démontre
que le nombre de signes + et le nombre de signes — ne dépendent pas de la base
choisie. Ce couple d’entiers s’appelle la signature de la forme, et un produit scalaire
est exactement une forme bilinéaire symétrique de signature (n, 0).

La question 6 a une lecture géométrique : le discriminant du trindéme t +— g(x + ty)
est positif ou nul, donc ce trinéme a toujours des racines réelles. Autrement dit, toute
droite du plan rencontre le céne isotrope {q = 0}, qui est ici la réunion des deux
bissectrices. C’est la traduction géométrique du renversement de Cauchy-Schwarz.

Une mise en garde sur la question 6 : c’est une particularité de la dimension 2, ou
I'identité de Lagrange fournit un carré. Dans R* muni de g(x) = x2 — x¥ — x% — x2,
I'inégalité renversée est fausse en général : pour x = (0,1,0,0) ety = (0,0,1,0) on a
@(x,y)? = 0 alors que q(x)q(y) = 1. Elle reste vraie, en revanche, pour deux vecteurs

du cone C : toute la partie C se transpose sans changement.

Le plan étudié ici est un espace-temps a une dimension d’espace, et R* celui de
la relativité restreinte : x, est le temps (multiplié par la vitesse de la lumiere), le
cOne isotrope est le cone de lumiére, et C 'ensemble des événements futurs qu'un
observateur placé en 0 peut atteindre sans dépasser cette vitesse. La quantité N (x)
est le temps propre écoulé le long du segment joignant 0 a x, c’est-a-dire la durée
mesurée par une horloge qui suit ce trajet. L’inégalité triangulaire renversée dit alors
que, de deux jumeaux qui se séparent en 0 et se retrouvent en x + y, celui qui voyage
en ligne droite vieillit strictement plus que celui dont la trajectoire est brisée : c’est
le « paradoxe des jumeaux », que vous rencontrerez peut-étre en physique.

C’est donc la positivité qui donne a la forme son contenu géométrique : sans elle,
« orthogonal » n’implique plus « indépendant », une droite peut étre son propre
orthogonal, et I'inégalité triangulaire change de sens.

1. Posons m = dimE et fixons une base orthonormée 8 = (uy,...,u,) de E.
Notons M € My, ,(R) la matrice dont la j-ieme colonne X; est la colonne
des coordonnées de x; dans B. Le rang de la famille (xy,...,x,) étant la
dimension de Vect(xy, ..., x,), et Papplication « coordonnées dans 8 » étant
un isomorphisme de E sur R™, onarg M = rg(xy, ..., x,).

Comme B est orthonormée, (xi, xj> =Xl.T X, qui est exactement le coefficient
d’indice (i, j) deM ™ M. Autrement dit :

G(xy,...,x,) =M"M.

Montrons que ces deux matrices ont le méme noyau. Si MX = 0, alorsM " MX =
0. Réciproquement, siM " MX = 0, multiplions & gauche parX ' :

0=X"M"MX =(MX)" (MX) = ||MX]|?,

ou [|-|| est la norme canonique de R™ ; donc MX = 0. Ainsi KerM ™M = Ker M.
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Ces deux matrices ayant n colonnes, le théoréme du rang donne :
rgG(xy,...,x,) =n—dimKerM M = n—dimKer M = rg M = rg(x1, ..., X,).

2. Premiére équivalence. La famille (xq,...,x,) est liée si et seulement si

rg(xy,...,x,) < n, c’est-a-dire, d’apres la question précédente, rgG < n.
Comme G est carrée d’ordre n, cela équivaut a ce que G ne soit pas inversible,
doncay =detG =0.
Seconde équivalence. Par contraposée de la premiére, la famille est libre si et
seulement si y # 0; il reste a voir que y > 0 dans ce cas. Supposons donc la
famille libre. Le sous-espace X = Vect(xy, ..., xy,) est alors de dimension n;
munissons-le d’'une base orthonormée (¢, ..., &,) et notons N € M, (R) la
matrice des coordonnées des x; dans cette base. Les produits scalaires (xl-, X j>
ne dépendent pas de I’espace ambiant, donc le calcul de la question 1, mené
cette fois dans X, donne G =N TN avec N carrée. D’ou :

y=det(N"N) =det (N") detN = (det N)* > 0.
Comme y # 0, on conclut y > 0.
3. Ecrivons px(x) = 2lj=1 Ajx; et posons h = x — px(x), de sorte que h € Xt et

k]| =d.
Dans la matrice G(x, x1,...,Xy), dont on indexe les lignes et colonnes par
0,1,...,n (I'indice 0 correspondant a x), effectuons 'opération élémentaire :

n
CO (—Co—Z/le',

j=1
qui ne change pas le déterminant. Le coefficient d’indice (i, 0) devient, en
notantyp =x ety; =x; pouri > 1:

(i %) = > A (i x7) = (o x = px (%)) = (yi ).
j=1
Or (x;, h) =0 pour i > 1 puisque h € X*, et :
(x, by = (px(x) + h, h) = ||h||* = d°.
La nouvelle premiére colonne est donc(d?,0,...,0) . En développant par rap-

port a cette colonne, dont le seul coefficient non nul est en position (0, 0), de co-
facteur +, et en constatant que le mineur associé est précisément G(x, ..., xp) :

Yo x, .. x,) = d? y(x1, ..., xn).

La famille (xy, ..., x,) étant libre, y(xy,...,x,) > 0 d’aprés la question 2; on
peut donc diviser, et comme d > 0 :

}/(x9 xla ©oo0o09 xfl)

d= .
y(x1, ..., xp)

Commentaire. La formule de la question 3 calcule une distance a un sous-espace a
partir d’'une base quelconque de celui-ci : elle évite 'orthonormalisation de Gram-
Schmidt, au prix de deux déterminants.

Le cas n = 1 redonne un résultat connu : avec X = Vect(x;),

2 _ 1 ||x||2 (x, x1)

2
2 (x, x1)
= 2 I° = ——
11 [|2 1€ x1) [l

b
I 12

=|lx

c’est la formule de la distance a une droite vue dans les rappels; on y lit & nouveau
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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