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A rendre le 15/09/2026

[ Exercice 1 — CCINP TPC 2022 (Exercice 2) ]

Pour I'ensemble de I’exercice, on considére la suite (u,) définie par :

1
1
Vn € N, = — dt.
! w= |, wrer
1. Calculs préliminaires
(a) Déterminer (a,b,c) € R3, tels que :
1 a b(2t — 1) c
148 14+t 2—t+1 2—t+1

Vt e R\ {-1},

2t —

V3

(c) En utilisant les questions précédentes, montrer que :

(b) Soit la fonction @ : ¢ — arctan < > Calculer sa dérivée.

u; = aln(2) + B

Préciser les valeurs de « et de S.
2. Etude de la suite (u,)

(a) Montrer que :
YneN*, 0<u,<Ll.

(b) Montrer que la suite (u,) est monotone.

(c) Montrer que la suite (u,) converge vers une limite £ € R que I’on ne demande pas de calculer.
3. Etude de la série Z Unp,

(a) Montrer que :
1 1

(I+t) S (143"

Vn € N*, Vvt e [0,1],
(b) Etablir le résultat :
S| 1
| avmdt o
o 1+t notoon
(¢) En déduire la nature de la série numérique Z U

4. Etude de la série Z Un
n

1

(L+6)" ~ (1+)"
de u, et montrer qu’il existe deux suites (ay) et (by), telles que :

(a) En écrivant

-1, effectuer une intégration par parties dans l’expression

Vn e N*,  up = an + by (Up — tny1) .

Identifier les expressions de a,, et de b, pour tout n € N*.
(b) Pour les 5/2 : En utilisant le développement en série entiére de In(1 — x), établir la

LI

1 =
convergence de la série E —— et montrer que E —
n2n ! n2m

—

n>1

Pour les 3/2 : On se propose d’établir le méme résultat sans utiliser les séries entiéres.
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(i) Soit n € N*. Calculer / 2" .
0

(ii) Soit N € N*. Etablir :

n2n

(iii) Montrer que :

T 1
—dr < oy
1—z "SON(N 1)

puis déterminer la limite de cette intégrale quand N — +oc.
+oo
(iv) En déduire que la série Z L converge et que — =1In(2).
n2m

n2"
n>1 n=1

1/2
VN € N*, 0</
0

u
(c) Déduire des questions 4a et 4b que la série Z — converge et calculer sa somme. On
n

n>1
exprimera le résultat en fonction de ¢ défini & la question 2c.
+00 1
5. Pour les 5/2 : On pose pour n € N*, v, = ———dt.
/ pose p n /O a0

(a) Montrer que la suite (vy,) est bien définie pour tout n € N*.
(b) En utilisant les résultats des questions la et 1b, déterminer la valeur de vy.
(¢c) En comparant les termes généraux u, et v, pour n € N* déterminer la nature de la série

S o

(d) Montrer que :
3n—1

3n
On pourra utiliser une intégration par parties similaire & celle de la question 4a.

(e) En déduire le résultat :

2x5x--x (3n—4) 27
v 1}, vn= —.
neN\{0,1}, wv 37 x (n—1)! /3
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