Techniques d’étude pour
les séries numériques

Jean le Rond d’Alembert (1717 — 1783)

Pour commencer le programme de deuxiéme année, nous retournons sur les
séries. Dans ce court chapitre, nous allons apprendre quelques techniques supplé-
mentaires pour leur étude. Ces outils nous seront utiles toute 'année et doivent
étre maitrisés pour comprendre le programme d’analyse de deuxiéme année.
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Suites et séries de fonctions
A — Compléments sur les séries numériques




Techniques d’étude pour

les séries numériques

/\

COMPARAISON SERIE-INTEGRALE
A T i (A

Méthode 3.1 (Comparaison série-intégrale)

Soit ny € N et f une fonction continue et monotone sur [ng, +oo[. Pour étudier la

série Z f(n) ou ses sommes partielles :

1. Encadrer f(t) sur [k, k + 1] par les valeurs aux extrémités. Soit k > n,
un entier. Si f est décroissante, alors :

Vte [k,k+1], f(k+1)<f(¢)<f(k).

Si f est croissante, les inégalités sont renversées.

2. Intégrer par croissance de I'intégrale. On intégre cet encadrement sur
[k, k + 1]. Comme ce segment est de longueur 1, les deux membres extrémes
sont inchangés :

k+1
f(k+1)s/k f(t)dt < f(k).

3. Sommer et recoller par la relation de Chasles. On somme ces inégalités
pour k variant de ng a N — 1. La relation de Chasles recolle les intégrales en

une seule :
N-1 ,k+1

N
f(t)dt :/ f(t)de.

k =ng

On obtient ainsi un encadrement de la somme partielle par une intégrale
sur un segment, a quelques termes prés qu’il faut identifier soigneusement
(changement d’indice).

4. Conclure. On calcule I'intégrale, puis on fait tendre N vers +oo. Si la série
est a termes positifs, ses sommes partielles forment une suite croissante : elle
converge si elle est majorée, et tend vers +oo sinon.

Exemple 3.2 (Séries de Riemann)

" 1
Soit a € R. Etudions la nature de la série Z —
nx1 n
Sia <0, le terme général ne tend pas vers 0 : la série diverge grossiérement. On
suppose désormais @ > 0 et on applique la méthode a la fonction f: t — [%,, qui est
N
continue et décroissante sur [1, +co[. Notons Sy = Z 7 ses sommes partielles.
k=1
1. Encadrement sur [k, k +1]. Soit k > 1 un entier. Comme f est décroissante, pour
toutt € [k, k +1]:

1 1

1
- - < —.
(k+ 1)@ 1@~ ko
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2. Croissance de I'intégrale. En intégrant sur [k, k + 1], qui est de longueur 1 :

1 <‘/*k+lg i
k+1)e ke
k

3. Sommation et relation de Chasles. Soit N > 2. En sommant pour kde1a N —1
et en recollant les intégrales :

p= /N dr _ Ji 1
a — a — a’
= (k + 1) t = k
N
Par changement d’indice, la somme de gauche vaut Z — = Sn — 1, et celle de droite
=
Jj=2

vaut Sy — ﬁ Donc, pour tout N > 2 :

N
dt 1
Sv-1< [ — <Sy-—
v-1s [ Gesv- e

4. Conclusion. L’intégrale, sur un segment, se calcule :

/th_ InN sia =1,
1 1 le_aafl sia # 1.

1

— Sia>1,alors1—a < 0,donc N17% < 1 et

/th _1-N" 1
Lt a—-1 T a-1
L’inégalité de gauche donne alors Sy < 1 + ﬁ pour tout N > 2. La suite

(Sn) est croissante, car les termes de la série sont positifs, et majorée : elle
converge. La série converge.

— Si0 < a <1, 'inégalité de droite donne Sy > f Or cette intégrale tend
vers +oo quand N — +co : elle vaut InN si @ = 1, et ~—=1 avec 1 —a > 0si

a < 1.Donc Sy — +oo et la série diverge.

. . . 1 . .
On retrouve bien : la série de Riemann E — converge si et seulement si a > 1.
n

Remarque

La méme méthode permet aussi d’obtenir des équivalents de sommes partielles. Rien
ne change aux points 1 a 3; c’est le point 4 qui est différent : au lieu de majorer ou
minorer, on divise 'encadrement par I’équivalent candidat et on vérifie que les deux
membres extrémes tendent vers 1.

Attention : il n’existe pas de théoréme disant qu’un encadrement fournit directement
un équivalent. C’est bien la division par ’équivalent candidat, suivie du théoréme
d’encadrement appliqué au quotient, qui justifie le résultat.
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Montrons que In(N!) ~ NIn N quand N — +oo.
N
On remarque d’abord que In(N!) = Z In k. On applique la méthode a la fonction

k=1
f:t > Int, qui est continue et croissante sur [1, +oo].

1. Encadrement sur [k, k + 1]. Soit k > 1 un entier. Comme f est croissante, pour
toutt € [k, k+1]:
Ink <Int <In(k +1).

2. Croissance de I'intégrale. En intégrant sur [k, k + 1], qui est de longueur 1 :

k+1
lnkS/ Intdt < In(k + 1).
k

3. Sommation et relation de Chasles. Soit N > 2. En sommant pour kde1a N —1
et en recollant les intégrales :

N-1 N N-1
Zlnks/ Intdt < > In(k+1).
k=1 L k=1

La somme de gauche vaut In(N!) — In N, et celle de droite vaut, par changement

N
d’indice, Z In j = In(N!). Donc, pour tout N > 2:
j=2

N
In(N!) —InN < / Intdt < In(N!).
1
4. Conclusion. Une intégration par parties donne :
N
/ Intdt = [tInt —t]¥ =NInN - N + 1.
1

L’encadrement se réécrit donc, pour tout N > 2 :
NInN-N+1<In(N!) <NInN-N+1+InN.

Divisons par N In N, qui est strictement positif pour N > 2 :

1 1 In(N!) 1 1 1
1- + < <1- + +—.
InN NInN ~ NN InN NInhN N

Les deux membres extrémes tendent vers 1 quand N — +oo. Par le théoréme

, In(N)
d’encadrement, o

— 1, c’est-a-dire :

[In(N!) ~ NInN.

L’encadrement obtenu au point 4 est en fait plus précis : il donne In(N!) = NInN —
N +O(InN).
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II. FORMULE DE STIRLING
@ VB S N

Théoréme 3.4 (Formule de Stirling)

Quand n — +co:

n
n! ~ V2rn (E) .
e

La démonstration est 'objet de 'exercice 3.23, dans la section « Pour aller plus loin ». Elle
se déroule en trois temps : on établit d’abord I’existence d’une constante C > 0 telle que
n! ~ C+n (%)", on étudie ensuite les intégrales de Wallis, et 'on combine enfin les deux

résultats pour obtenir C = V2. ]
Exemple 3.5
Donnons un équivalent de r':—,'l La formule de Stirling s’écrit n! ~ V2zn - Z—Z En

divisant par n", qui ne s’annule pas :

n! V2mn

—_—~

nn el

Exemple 3.6 (Coefficient binomial central)

Donnons un équivalent de (2: ) = Eir,l))z'

En appliquant la formule de Stirling a la suite extraite d’indice 2n :

4nn2n

e2n :

2n
(2n)! ~ W(Z_) -

Par produit d’équivalents :
) nZn
N2 ~ L
(n")* ~ 27n o

Comme (n!)? ne s’annule pas, on peut faire le quotient :

2n 24/mn - 4" B 4
n 2rn Amn

Exemple 3.7

Donnons un équivalent de {/n!.
On ne peut pas élever un équivalent a la puissance % : I'exposant dépend de n. On
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. \ , ey !
revient donc a la définition. Posons r,, = (,:‘ﬁ, de sorte que :
€

W 1/n
rn .

[

La formule de Stirling donne r, ~ V2zn,donclnr, = % In(27zn)+0(1) et % Inr, — 0.

n 1 a5
/n_ enn 5 1 c’est-a-dire :

Afnt ~ 2.
€

Par continuité de exponentielle, r,i

Remarque

La formule de Stirling est surtout utile pour étudier les séries dont le terme général
comporte des factorielles : elle en fournit un équivalent, que 'on compare ensuite
aux séries de référence.

n!e®

Etudions la nature de la série Z

n>1

V2rn

. . !
Le premier exemple ci-dessus donne % ~ +5=, donc :
n €

n!e®
~ V2mrn —— +o0.

nn n—+oo

Uy =

En particulier u, / 0 : la série diverge grossiérement.

a1 L. 4"(n!)?
Etudions la nature de la série Z m
n? (2n)!

n>1

2
On utilise I’équivalent du coefficient binomial central : comme () —L et que
(2n)! ( ")

2 n : A B
(") ~ =, on obtient par passage a I'inverse :

n \rn’
(n)? o ym VT

, donc U, ~ — - =
(2n)! 4qn "

La série est a termes positifs et Z =2 est une série de Riemann d’exposant % > 1,

donc convergente. Par critére d’équivalence, la série converge.
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AT BT R

Proposition 3.10 (Reégle de d’Alembert)

Soit Y’ u, une série a termes non nuls. On suppose que

|un+1|
||

— £ € [0, +0c0].

Alors :
1. Sif < 1, la série }) u, converge absolument.
2. Sit > 1 (y compris £ = +o0), la série ) u, diverge grossiérement (u, / 0).

3. Si¢ =1, on ne peut pas conclure.

Cas ¢ < 1. Soit r tel que £ < r < 1. Par définition de la limite, il existe N € N tel que pour tout
n>N:
Iun+1| <

|un|

Par récurrence, pour toutn > N :

lun| < lun| - r" 7N
Comme 0 < r < 1, la série géométrique . r"~N converge, donc par comparaison, Y |up|
converge.
Cas ¢ > 1. Soitr tel que 1 < r < £. Il existe N € N tel que pour toutn > N :

Un+1
u >r>1
|un|
Par récurrence, |u,| > |un|-r* =N
grossiere.
Cas ¢ = 1. La série )’ + diverge et la série 3, # converge, mais dans les deux cas “22 — 1. La
n

régle ne permet donc pas de conclure. ]

La regle de d’Alembert est particulierement adaptée aux séries dont le terme général
fait intervenir des factorielles, des puissances ou des exponentielles, car le quotient
Un+1/Uy, se simplifie alors aisément.

— +o00. Le terme général ne tend pas vers 0 : il y a divergence
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Exemple 3.11 (Série exponentielle)

n
. . X
Soit x € C*. Les termes de la série Z — sont non nuls et :
n>0

|x|n+1

|tns1] _ nt x|

= . = —>0<1.
|un| (m+1)! |x|® n+1 no+te

La série converge donc absolument, et ceci pour tout x € C (le cas x = 0 étant
immédiat).

C’est une seconde démonstration de la convergence de la série exponentielle, bien
plus courte que celle par 'inégalité de Taylor-Lagrange. Notons toutefois qu’elle ne
donne que la convergence : elle ne dit rien de la valeur e* de la somme.

Exemple 3.12 (Séries géométriques dérivées)

n
Soit p € N et x € R*. On étudie la série Z ( )xn_P, dont les termes sont non nuls.

nzp
(") +1)!  (n=p)! .
Comme (g) = ("n!) . (nr-:—lfp)! = nfﬂp, on obtient :
|un+1| _.n +1 xl |x|
|un| n+1-p n—+co )

Si |x| < 1, la série converge absolument; si [x| > 1, elle diverge grossiérement. Pour
|x| =1 la régle ne conclut pas, mais on n’en a pas besoin : |u,| = (;) > 1 ne tend pas
vers 0, donc la série diverge grossiérement.

Pour p = 0, on retrouve la série géométrique.

Exemple 3.13 (Contre-exemple : les séries de Riemann)

1
Soit a € R. Pour la série Z —
n

n>1
u n o\« 1\ ¢

"“:( ) =(1+—) — 1.
Up n+1 n n—+0o

La regle de d’Alembert ne conclut donc jamais sur les séries de Riemann, quel que
soit a. Or leur nature dépend bel et bien de « : elles convergent si et seulement si
a > 1. Le cas £ = 1 ne contient donc réellement aucune information.

Exemple 3.14

) gn+(~=1)"
Etudions la série Z —— dont les termes sont non nuls. Le quotient vaut :
n>0
Une1 2(n+1)+(—1)"+1 . 3n ~ 21+(—1)"+1—(—1)" B % si n est pair,
Un 2nt (-7 3n+l 3 & sin estimpair.

Ce quotient n’a pas de limite : la regle de d’Alembert ne s’applique pas. Elle ne
s’applique d’ailleurs pas non plus « par morceaux » : la sous-suite des quotients
d’indice impair tend vers % > 1, ce qui pourrait faire croire a une divergence.
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Pourtant, pour tout n,n + (—1)" < n + 1, donc :

2n+(—1)” 2n+1 2 n
0< 2 =2( ) ,

3n 3n 3

terme général d’une série géométrique convergente. Par comparaison de séries a
termes positifs, la série converge.

Remarque

Ce dernier exemple montre ce que la régle de d’Alembert voit réellement. Sa démons-
tration n’utilise que la domination géométrique |u,| < |un|r" N valable a partir
d’un certain rang : c’est le comportement géométrique de u, a I'infini qui décide, et
lui seul. La regle n’est qu'un moyen commode d’obtenir cette domination, et quand

elle échoue on peut souvent I’établir directement.
100"

Les premiers termes, eux, n’ont aucune influence. Ainsi la série E converge,
n=>0
puisque son quotient vaut % — 0, alors méme que son terme général croit jusqu’au

rang 99 pour y atteindre une valeur astronomique.
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IV. THEOREME SPECIAL DES SERIES ALTERNEES
o7 USRI Sy T N

Définition 3.15 (Série alternée)

On dit qu’une série ), u, est alternée si la suite ((—1)"u,) est de signe constant,
c’est-a-dire si les termes de la suite (u,) alternent en signe.
On peut alors écrire u, = (—1)"a, avec a, > 0 pour tout n (ou a, < 0 pour tout n).

Théoréme 3.16 (Séries alternées)

Soit (ap)n>0 une suite de réels positifs. On suppose que :

1. (ap) est décroissante,
2. a, — 0.
Alors :
1. La série };(—1)"a, converge.
2. Lereste R, = ZZ:IH(—l)kak vérifie |R,| < anq1.
3. Le reste R, est du signe de son premier terme (—1)"*'a,,;.

Posons S,, = ZZ:O(—l)kak les sommes partielles.
Etude des sous-suites paires et impaires. On a :

Son+2 — San = —Gon41 + azn+z = —(Az2n+1 — Aznez) <0

car (ay) est décroissante. Donc la suite (S,,,) est décroissante.
De méme :
Son+1 = Son—1 = Azp — Agps1 2 0.

Donc la suite (S,,+1) est croissante.
Encadrement. On a Sy,41 — Son = —dap+1 < 0, donc Szpi1 < Sz, pour tout n. En combinant
avec la monotonie :

S1 < Sont1 £ 820 <80

pour tout n > 0. Les deux suites sont donc monotones et bornées, elles convergent.
Convergence vers une méme limite. On a Sy, —Sz,+1 = dap+1 — 0. Donc les deux sous-suites
convergent vers la méme limite S, et par conséquent S,, — S. La série converge.
Majoration du reste. On a R, = S — S,,. Comme S;,,+1 < S < S, pour tout n, si n = 2p est
pair :

Ryp =S—S2p <0 et |Rop| =S —S < Sop = Sops1 = azpai.

Sin =2p + 1 est impair :
Rypt1 =85 —S53p+120 et |R2p+1| =85 = Sop+1 < Sapr2 — Sap+1 = Azpra.

Dans tous les cas, |R,| < an+1 et R, est du signe de (—1)"*a,,;. O

10
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, . (-t 1,1 1 24 2 i =
Lasérie 3,51 ——— =1—35+3— 7+ estune série alternée. La suite a, = 1/n est

positive, décroissante et tend vers 0, donc le théoréme des séries alternées s’applique :

la série converge.
En revanche, elle ne converge pas absolument : la série des valeurs absolues est

la série harmonique E —, qui diverge. Rappelons le vocabulaire : une série qui
n

converge sans converger absolument est dite semi-convergente. La série harmonique
alternée en est 'exemple le plus simple, et c’est aussi elle qui montre que la réciproque
du théoréme « toute série absolument convergente converge » est fausse.

De plus, le reste R, vérifie |R,| < - +1 : par exemple, en prenant n = 99 termes,
Perreur est inférieure a 1/100 = 0,01.

Enfin, sa somme vaut In 2, ce que 'on démontre ci-dessous.

1)k+1

Notons S,, = Z -

de x*~1 sur [0, 1], ce qui transforme la somme partielle en une somme géométrique.
Soit n > 1. Pour tout x € [0, 1], la somme géométrique de raison —x # 1 vaut :

- k-1 _ 1= (=x)"
;(_x) T o1+ x

Intégrons cette égalité sur le segment [0, 1]. A gauche, par linéarité :

les sommes partielles. L’idée est de reconnaitre % comme l'intégrale

)k+1

> e

(_1)k—1 / k-1 dx = Sp.
=1

A droite, en séparant les deux termes :

dx &2 1 /_.\n
= ) dx = [In(1 +x)]; — R, =In2 — Ry, ouR, = ﬂdx
1+x 1+x o l+x

On adonc S, =In2 — R, pour toutn > 1.

(=" n :
| < x". Par croissance de

Il reste a majorer R,. Pour tout x € [0,1],ona 1+ x > 1, donc

I'intégrale :

1
1
|Rn|S/ x"dx = — 0.
0 n+1 no+w

Ainsi S, — In 2, c’est-a-dire :

+00
-1 n+1
S EVT e
n
n=1

Notons que R, =In2 — S, est exactement le reste de la série : la majoration obtenue ici est
donc la méme que celle donnée par le théoréme spécial des séries alternées. ]

(=1)"vn
Etudions la série E .On pose a, = , qui est positif.
& n+ 100 p Iz n+100 q p
La suite (a,) n’est pas décroissante : a; = —1(1)1 est bien plus petit que ajgo = —21000 = 2—10

11
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Etudions donc la fonction f: x x+—\/1;00, dérivable sur ]0, +cof :
1
) v (X +H100) = Vx (4 100) - 2x 100 — x
X) = = = .
(x +100)2 24/x (x +100)2  24/x (x + 100)2

Ainsi f est croissante sur 0, 100] et décroissante sur [100, +oo[. La suite (a,) n’est
donc décroissante qu’a partir du rang 100. Par ailleurs a, ~ - — 0.

\n
Appliquons le théoréme a la série Z (-1)"an. En posant by = ay4100, la suite
n>100
(bi)kso est positive, décroissante et tend vers 0, et (—1)k*1%0p, = (=1)*by : le théo-
reme s’applique et cette série converge. Comme modifier ou retirer un nombre fini

o ean o (=1)"vn
de termes ne change pas la nature d’une série, la série Z % loo Comverge.
= n+100
1
Elle ne converge pas absolument : a, ~ ‘/LE et Z — est une série de Riemann
n

d’exposant % < 1, donc divergente. La série est semi-convergente.

Remarque

Attention. Les théorémes de comparaison (domination, équivalence) supposent
tous que les séries sont a termes de signe constant. Sur une série alternée, ils sont
faux : deux séries alternées dont les termes généraux sont équivalents peuvent étre
de natures différentes.

Prenons en effet, pourn > 2:

_ " _

et

Un

Un __ ﬁ _ 1 ~
Ona m = VD Lo (_\lﬁ)zn — 1, donc v,, ~ u,. Pourtant Z u, converge et Z Un
diverge.

La série Z u, converge par le théoréme spécial des séries alternées : \/LE est positif, décroissant
nx>2
et tend vers 0.

Pour Z 0, multiplions numérateur et dénominateur par yn — (—=1)". Comme ((-1)")* =1,
le dénominateur devient n — 1, qui est non nul pour n > 2:

_ DT (VR (D) ()t

n-1 n-1 n—-1

n

Cette écriture est exacte, et non un développement asymptotique.

Le premier terme est celui d’une série convergente. En effet, posons a,, = A pour n > 2. Cette

n—1
. ey ’ . . X , .
suite est positive, tend vers 0, et elle est décroissante car la fonction g: x +— S vérifie sur

11, +oof : 1 !
=ﬁ;(x_l)_‘/;_(x—1)—2x -x—1

(x—1)2 _Zﬁ(x—l)Z_Z\/;(x—l)2<0
(-)"Vn
—

g (x)

Le théoreme spécial des séries alternées s’applique donc a E , qui converge.

12
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. . oo 1
Le second terme, lui, est celui d’une série divergente : E
m—

" est la série harmonique.
nx2

ﬂ_z,)z

Si E v, convergeait, alors, par différence de deux séries convergentes, E ( ;
B

1
Z N convergerait aussi : ¢’est absurde. Donc Z up, diverge. m]

13
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. ProbpuIT DE CAUCHY
PLNS~"Y 7 N

Définition 3.19 (Produit de Cauchy)

Soient Z an et Z b, deux séries a termes complexes. On appelle produit de Cauchy

nx0 n>0

de ces deux séries la série Z cp ou, pour tout n € N :

n>0
n
By = Zak bo_r = Z a;bj.
k=0 (i,j) eN?
i+j=n

C’est la formule que lon obtient en développant formellement le produit
(Z an) (Z bn) et en regroupant les termes a;b; selon la valeur de i + j. Rien

ne garantit a priori qu’un tel regroupement soit licite : c’est précisément I'objet du
théoréme suivant.

Théoréme 3.20 (Produit de Cauchy)

Soient Z a, et Z b, deux séries a termes complexes absolument convergentes.

n>0 n>0

Alors leur produit de Cauchy Z cn, est absolument convergent et :

nx0
+00 +00 +00
S (554
n=0 n=0 n=0

n n

n
Notons A,, = Z ai, B, = Z bretC, = Z ck les sommes partielles, A et B les sommes des
k=0 k=0 k=0

+00 +00
deux séries, et enfin @ = Z lak| et p = Z |bx|, qui sont des réels par hypothése.
k=0 k=0
Convergence absolue de Z cp. Par inégalité triangulaire, [cx| < Z |a;| |b j|. En sommant
i+j=k
pour k de 0 a n, on somme les |a;| |bj| sur le triangle {(i, j) : i + j < n}, qui est inclus dans le
carré [0, n]]2. Tous ces termes étant positifs :

n

;W < (Z:(; Iail) (Z |bj|) < ap.

Jj=0

14
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Les sommes partielles de Z |cn| forment donc une suite croissante et majorée : elle converge,

et Z cn converge absolument.
Valeur de la somme. Avec les mémes notations géométriques :

Cn = Z al-bj et Aan = Z aibj.

+jsn (i.j)€fon]?
Le triangle étant inclus dans le carré, la différence porte sur D, = {(i, Hefon]?:i+j> n} :

Aan - Cn = Z aibj.
(i.j)€Dn

Or si (i, j) € Dy, alors 2max(i, j) > i+ j > n,donc i > n/2 ou j > n/2. En posant p = |_§J,

I’ensemble D,, est donc inclus dans la réunion de [[p + 1,n]] X [0,n] et de [0,n]] X [p + 1,n].

Par inégalité triangulaire et positivité :

an Iail)ﬁ+a(zn: W)Sﬁ i lai| + o i bl

i=p+1 Jj=p+1 i=p+1 Jj=p+1

|Aan - Cn| <

Les restes d’une série convergente tendent vers 0 et p — +00 : le majorant tend donc vers 0.

Ainsi C, — ApB,, — 0. Comme A,B,, — AB, on conclut que C,, — AB. m|

Soit x € R avec |x| < 1. La série Z x" est absolument convergente, de somme ——.

1-x
n=0
Son produit de Cauchy avec elle-méme a pour terme général :

n

n
Cp = Zxkx"_k = Zx” =(n+1)x".
k=0

k=0

Le théoréme donne donc, pour tout x € |-1,1[ :

+00 . 1
;(n + 1)x = m

En recommencant, le produit de Cauchy de Z x" et de Z(n + 1)x™ a pour terme
(n+1)(n+2)

n
général Z(k + 1)xkx"k = x" d’ou:
2
k=0
w (n+2\ , 1
> , =
n=0 ( X)

On reconnait les séries géométriques dérivées rencontrées plus haut, dont on n’avait

établi que la nature : le produit de Cauchy en donne la somme. Par exemple, pour
1
X = 3 :

+00

n+1 1
Z - z =4
20 1)

n=0 (1- 2
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Exemple 3.22 (L’équation fonctionnelle de 'exponentielle)

n n
. At X
Soient x,y € C. Les séries E —et E y_' sont absolument convergentes, de sommes
n n

e* et e¥. Le terme général de leur produit de Cauchy est :

2 xk y"‘k 1 W (n ok  (x+y"
C"‘;E'(n—k)!‘ﬁz(k)xy TR

k=0

la derniére égalité étant la formule du bindme de Newton. Le théoréme donne alors :
+00
x+y)"
ex ey — Z ( y) — ex+y‘
n!
n=0

Autrement dit, la propriété fondamentale de 'exponentielle se lit directement sur
son développement en série.

=n"

L’hypothése de convergence absolue n’est pas décorative. Prenons a, = b, = v

pour n > 0. La série Z an, converge par le théoreme spécial des séries alternées,

mais pas absolument (série de Riemann d’exposant %)
Son produit de Cauchy avec elle-méme vaut :

R S G A o VA 1
cn_kzz(;\/k+l \/n—k+1_( g ,;‘\/(kﬂ)(n—k“)‘

Orpour0 <k <nonak+1<n+letn—-k+1< n+1,donc\/(k+ Dn-k+1) <
n + 1 et chaque terme de la somme est minoré par ﬁ Comme il y an + 1 termes :

1
cnlz2(n+1) —— =1.
leal 2 (n+1) - ——

Le terme général ne tend pas vers 0 : le produit de Cauchy diverge grossiérement,
alors méme que les deux séries de départ convergent.
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les séries numériques

XERCICES
LA T O A S

Exercice 3.1 e Correction p. 22

Déterminer la nature des séries suivantes en utilisant la régle de d’Alembert :

Exercice 3.2 o Correction p. 22

Etudier la nature des séries suivantes :

>2
(-D)"Inn
2.
2
nx2
3 Zsin (n + 1)
. T+ —
nx1 \/ﬁ
Exercice 3.3 oo Correction p. 23

Soit k > 2 un entier. On pose uy = _kﬁ’lk‘

1. En utilisant la comparaison série-intégrale avec la fonction f(t) = étudier la

nature de )}, ug.

1
tint’

2. En déduire la nature de )i, W pour @ € R.

3. Soient a et b deux réels. Déterminer, en fonction de a et de b, la nature de la série
T
X
e n¢(Inn)

Ces séries sont appelées séries de Bertrand.

Exercice 3.4 eoe Correction p. 24

Pourn > 1,onpose H, = 37 % (somme harmonique). On admet que la suite (H, —Inn),>;
converge; sa limite est notée y et appelée constante d’Euler. Autrement dit,

H,=Ilnn+y+o0(1).
L’objectif est de préciser ce développement d’un ordre.

1. Montrer que H, =lnn+y + # +0 (#)

17



CHAPITRE 3. TECHNIQUES D’ETUDE POUR LES SERIES NUMERIQUES

2. En déduire un équivalent de H, — H| /2| quand n — +oo.

Exercice 3.5 o Correction p. 26

Déterminer la nature des séries suivantes :

nx1
nle”
2. Z ,oua € R
nn+a
n>1
W
' !
= In(n!)
Exercice 3.6 e e o Correction p. 26
nn
Soit a > 0. Pour n > 1, on pose u, = —.
n!a”

Un+1
Un

e
1. Montrer que — —. En déduire la nature de Z u, lorsque a # e.
a

2. On suppose désormais a = e. Montrer que u, ~ et conclure quant a la nature

deZu

3. Toujours pour a = e, étudier la nature de Z(—l)"un. La convergence est-elle abso-

27mn

lue?
. , . Un
4. Toujours pour a = e, déterminer selon f € R la nature de Z 5
n
Exercice 3.7 ee Correction p. 27
(= 1)"

Pour n > 0, on pose R, Z
k=n+1
1
1. Justifier que R, est bien défini et montrer que |R,| < ——r
2. Montrer que pour toutn > 0 :

R :(-1)””/1 i
" 0 1+x

3. En déduire que la série E R, converge, mais qu’elle ne converge pas absolument.

n>0
(_1)n+1
4. Montrer que R,, ~ ——.
4 " 2n
Exercice 3.8 o Correction p. 28

Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme :

L 3% ]

n>0 \k=0

2 3 )

S

18
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Exercice 3.9 oo o Correction p. 29

On note (Fy,),>¢ la suite de Fibonacci: Fy =0, F; =1 et F,45 = Fy4q1 + F, pour tout n > 0.

1. Montrer que 0 < F,, < 2" pour tout n > 0. En déduire que la série Z F,x" converge
n=0
absolument pour tout réel x tel que |x| < %
2. Soit x un tel réel. On pose by = 1, by = —x, by = —x? et b, = 0 pour n > 3. Justifier
que Z b, converge absolument, puis calculer le terme général du produit de Cauchy

de Z F,x" et de Z b,.

3. En déduire que pour tout x tel que |x| < % :

+00 X
S pare X
1—x—x2

n=0

+00

F,
4. Calculer Z >
n=0
Exercice 3.10 Correction p. 30

Soit (ap)n>1 une suite de réels strictement positifs telle que la série Z a, diverge. Pour

n>1
n

n >1,onpose S, = Z ag.
k=1

1. Montrer que S, —— +oo0.
n—+0o0

, . an
2. Montrer que la série E —; converge.
n>2°n

a
3. Montrer que la série Z S—n diverge.

n>1 """

4. Que donnent ces deux résultats dans le cas ou a, = 1 pour tout n?

Exercice 3.11 e o o Correction p. 31

- . 1. . .
La série harmonique Z — diverge. On se propose de montrer qu’en supprimant les entiers

nx1
dont I’écriture décimale contient le chiffre 9, on obtient une série convergente.

Soit A I’ensemble des entiers n > 1 dont I’écriture décimale ne contient pas le chiffre 9, et
pour d > 1, soit Ay ensemble des éléments de A s’écrivant avec exactement d chiffres. On
note enfin n; < ny < n3 < --- les éléments de A rangés dans I'ordre croissant.

9d—1

1. Montrer que A, posséde exactement 8 X éléments.

1 9 d-1
2. En déduire que Z - < S(E) .
n

neAy

3. En déduire que la série Z — converge et que sa somme est inférieure a 80.
ng
k>1

Exercice 3.12 e o o Correction p. 31

n
Pour n € N, on pose u, = sin (77.' (2 + \/5) )

n

n
1. Montrer que pour tout n € N, le nombre N,, = (2 + \/5) + (2 - \/5) est un entier

pair.
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2. En déduire la nature de la série Z Up.

n>0

Exercice 3.13 ee Correction p. 32

Pour n > 1, on pose :

- 1 I n dt
= n= — =

k=1 VE 1 '\/Z

1. Montrer que S, ~ I.

Sy = 24n -2, U, =S, —I,.

2. Etudier la nature de la série de terme général v,, = u,+1 — Uy, puis en déduire que la
suite (u,) converge.

Exercice 3.14 o Correction p. 33
Donner un équivalent de S,, = Z \/E puis étudier la nature de la série Z —.
Sn
k=1 n>1
Exercice 3.15 oo Correction p. 34

n
CCP 2013. Pour n > 2, on pose u, = Z(In k)2.
k=2

1. Montrer que u, > (Inn)?, et en déduire la nature de Z Up.
n>2

2. Montrer que pour toutn > 2:

n n+1
/ (Int)?dt < u, < / (Int)*dt.
1 1

3. Calculer flx(ln t)?dt pour x > 1, et en déduire que flx(ln t)2dt ~ x(Inx)? quand

X — +oo.
4. Trouver un équivalent de uy,, puis déterminer la nature de la série Z —.
nx2 Un
Exercice 3.16 oo Correction p. 35
+00
Déterminer la nature de la série de terme général u, = Z w2 puis celle de la série de
k=n+1
+00 k
S (D
erme général v, = 2
k=n+1
Exercice 3.17 e e o Correction p. 36

Soit f: [1, +co[ — R de classe C'.Pourn > 2, on pose :

wa = / fw - £

1. Montrer que pour toutn > 2:
n
Wn :—/ (t—n+1)f'(t)dt.
n-1

2. On suppose qu’il existe M > 0 tel que /1-X |f’(t)| dt < M pour tout X > 1. Montrer

que la série E wy, converge absolument.

n>2
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cos(lnn
3. Application. Montrer que la série Z # diverge. On admettra que la suite
n
nx1
(sin(Inn)), n’a pas de limite.

Exercice 3.18 oo Correction p. 37

Soit @ > 0. Etudier, selon la valeur de «, la nature de la série de terme général :

(3n)!

Exercice 3.19 e e o Correction p. 38

Soient a et b deux réels. Pour n > 2, on pose :

(-n"

" né+ (=1)"nb’

Préciser, en fonction de a et de b, la nature de la série Z Up.

nx2
Exercice 3.20 oo Correction p. 39
. . D"\ .o .
Montrer que la série de terme général u, =In |1+ , défini pour n > 2, converge,
n
+00
puis calculer Z Up.
n=2
Exercice 3.21 oo Correction p. 39

Montrer que les séries de termes généraux suivants convergent, et calculer leur somme. On

+00 2
- 1 s
pourra utiliser que Z 2 g
k=1
n
1
1. u, = —_—
" Z k2 (n-k)!
k=1
n-1
1
2. vy = —_—
" Z k? (n —k)?
k=1
Exercice 3.22 oo Correction p. 40

Etudier la nature des séries suivantes :

1. Z(—l)"(\/nT—\/ﬁ)

2. Z_:(\/n+(—1)”—\/ﬁ)
3. Z( 1+(_\/1£)n—1)
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Enoncé p. 17

1. On calcule :

u n+1)! a" n" n o\n 1\7"
1 (4Dt :( ):1+— - <1
Up (n+1)™1 ! (n+1)" n+1 n e
La série converge.
2. On calcule :
Un+1 (2n + 2)! n"-n!  (2n+2)(2n+1) ( n )"
u, (n+D)™(n+1)0! (2n)! (n+1)>2 n+1
Ona (2n-2-r211(12)r21+1) z(i':l) — 4det ( +1)n — = Donc ”"“ — % > 1. La série
diverge grossiérement.
3. On calcule :
uper () (n+2)! (n)? 1 (2n+2)(2n+1) _ 2n+1
U, 4. (2:) T ((n+ N2 (2n)! 4 4(n+1)? T 2(n+1)
\ Hl .1 o 1s 2n)! n
La regle de d’Alembert ne conclut pas. On utilise Stirling : (2:) = En'!'))z ~ jﬁ'
2n
Donc u, = ( n) % Cette série diverge (série de Riemann avec a = 1/2).
Enoncé p. 17
1. On pose a, = m La suite (a,) est positive pour n > 2, décroissante (car

n+Inn est str1ctement cr01ssante) et a, — 0. Par le théoréme des séries
alternées, la série Z — converge.

n+l
. bl

De plus, - +1nn ~ ; ety 1 = diverge, donc la convergence n’est pas absolue : la

série est semi-convergente.

2. On pose a, = ln" . Pour n > 3, la fonction f(x) = £ est décroissante (car
fl(x)=1= lnx < 0 pour x > e). Donc (a,) est decr01ssante a partir d’un certain
rang. De plus an — 0. Par le théoréme des séries alternées, la série converge.

La convergence n’est pas absolue car =" ln” > % pour n >3 et )} % diverge.

3. Ona

e st n [ ¢ et e () = G )

sin (nmr + — | = sin(nmr) cos | — | + cos(nr) sin | —| = (=1)"sin | —| .
Vn Vn Vn Vn

On pose a,,—sm(\/_) Pourn > 1, ona% €0, 1], intervalle sur lequel sin

est positive et croissante ; comme la suite (%) décroit vers 0, la suite (a,) est
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positive, décroissante et tend vers 0. Par le théoréme des séries alternées, la
série converge.

Comme sin ( \/iﬁ) ~ \/Lﬁ et que ), \/iﬁ diverge (série de Riemann avec & = 1/2 <

1), la convergence n’est pas absolue : la série est semi-convergente.

Enoncé p. 17

. La fonction f: t — est continue et positive sur [2, +oo[, et elle y est

1
tint
décroissante car t +— tInt y est positive et croissante. Notons Sy = Zlkvzz U
les sommes partielles.

Soit k > 2 un entier. Pour tout t € [k, k + 1] :

1 < 1 < 1 .
(k+)In(k+1) ~ tlnt ~ klnk

En intégrant sur [k, k + 1], qui est de longueur 1 :

1 /k“ dt 1
< — = .
(k+D)In(k+1) ~ Jy tlnt~ klnk

Soit N > 3. Sommons l'inégalité de droite pour k variant de 2 a N — 1 et
recollons les intégrales par la relation de Chasles :

z

=il

/N dt L
. tlnt = & kink Nt

~
Il

Or t — In(Int) est une primitive de f sur [2, +co[, donc cette intégrale, prise
sur un segment, se calcule :

/Ni—[l (In$)]Y = In(In N) - In(In 2)
Ztlnt—nnz—nn n(ln2).

Ainsi Sy-1 > In(In N) — In(In 2) pour tout N > 3, et le membre de droite tend
vers +oo : donc Sy — +co et la série Y x5, kl_ilk diverge.
. Posons wy = m pour k > 2; ces termes sont positifs.

Sia <1.Pourk >3onalnk > 1, donc (Ink)* < Ink et par conséquent wy >
m > 0. Or la série ), m diverge d’aprés la question 1 : par comparaison
de séries a termes positifs, ), wy diverge.

Sia > 1. La fonction g: t — m est continue et positive sur [2, +oo[, et
elle y est décroissante car ¢t — t(Int)* y est un produit de fonctions positives
et croissantes. Soit k > 2 un entier. Pour tout ¢t € [k,k+ 1] onag(k + 1) <
g(t) < g(k), d’ou, en intégrant sur ce segment de longueur 1 :

k+1
glk+1) < /k g(t)dt < g(k).

Soit N > 3. Sommons I'inégalité de gauche pour k variant de 2a N — 1 et
recollons par la relation de Chasles; avec le changement d’indice p =k +1:

N N qr
< —
I /2 t(In 1)<

p=3
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Ortm— % est une primitive de g sur [2, +oo[,eta —1>0:
/N dt (Int)t~« N 3 (In2)!7% — (InN)~¢ - (In2)-¢
, t(lnt)* | 1-a z_ a-1 T oa-1

Les sommes partielles de }; wy sont donc majorées :

N 1 (In2)'-*
Z wi < + .
P 2(In 2)“ a-1

La série est a termes positifs, ses sommes partielles forment une suite croissante
et majorée : elle converge.

Conclusion : la série ), W converge si et seulement si ¢ > 1. Clest
I’analogue des séries de Riemann avec In a la place de la puissance.

. Le terme général est bien défini pour n > 2, et il est positif : les criteres de
comparaison des séries a termes positifs s’appliquent. On note u, = na(llT)b'
Sia > 1, choisissons un réel r tel que 1 < r < a. Alors :

. (Inn)~
nu,=——0,
na-r n—+oo
par croissance comparée si —b > 0, et parce que le numérateur est majoré
par 1 pour n > 3 si —b < 0; dans les deux cas a — r > 0. Donc u,, = o (#) et
> % est une série de Riemann convergente (car » > 1) a termes positifs : par
comparaison, la série converge.

Sia < 1, choisissons cette fois un réel r tel que a < r < 1. Alors :

n'—a

Uy = ——— —— +00
(ln n)b n—+o0o

E]

par croissance comparée si b > 0, et parce que le dénominateur est majoré

par 1 pour n >3 sib < 0; dans les deux cas r — a > 0. Il existe donc un rang
a partir duquel n"u,, > 1, c’est-a-dire u,, > # > 0.0r # est une série de
Riemann divergente (car r < 1) : par comparaison, la série diverge.

Sia =1, c’est exactement la question 2 : la série converge si et seulement si
b>1.

Conclusion : la série ) -, 5 converge si et seulement si

1
n%(lnn)

a>1 ou (a=1letbh>1).

Enoncé p. 17

. Posons y, = H, — Inn, de sorte que y, — y par hypothése. Il s’agit d’estimer
la vitesse de cette convergence.

Etape 1 : le terme général. Pour n > 2,
1 1 1
Yn—Yn-1=—-lnn+ln(n-1) = - +ln(1——).
n n n

Comme In(1 - x) = —x — "72 + O(x?) au voisinage de 0, on obtient en prenant
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x=1/n:

IR TN & A U TN
In yn_l_n n 2n? nd|  2n? nd’

Etape 2 : passage au reste. La somme partielle de la série Y-, (yx — yx—1) est
télescopique : Zi\[:z()’k —Yk-1) =YN — ¥1 — ¥ — y1. La série converge donc, et
son reste d’ordre n vaut

+00
Z (Yk = Yk-1) =Y~ Yn-

k=n+1

Etape 3 : estimation du reste par comparaison série-intégrale. La fonction t tiz
est continue et décroissante sur |0, +co[. Soit k > 2 un entier; en intégrant les

encadrements de cette fonction sur [k, k + 1] puis sur [k — 1, k], qui sont de

longueur 1 :
/"“ dt 1 /" dt
<< -
k k2 7 Jioq 12

Soient n > 1 et N > n. Sommons pour k variant de n + 1 a N et recollons par
la relation de Chasles :

1 1 _/N“dt Z /th_1 1
n+l1 N+1 J, tz_ kz_ “n N’

k=n+1

A n fixé, faisons tendre N vers +oo : la somme du milieu tend vers le reste, d’ou

+00

1 1 1
< — <
n+1_zk2_n

k=n+1

Comme——ﬁzm O(Z),11V1ent2k n+1k +O( )

kdt

De méme, t — t3 est continue et décroissante sur ]0, +oo[, donc k3 = ol

pour tout k > 2; en sommant pour k variantden+1a N :
Nde 1 1 1
0< Z < / R
K3 T 2N? T om?
k=n+1
et en faisant tendre N vers +oo 4 n fixé, Zk il =0 (l)

kS
Conclusion. En sommant I’étape 1 et en reportant :

1 O 1 - 1 1 1
Y= VYn ::—'5' zg] z;g +0 ( :E: z;;) :=-5;; +0 (;;5)'
k=n+1 k=n+1

Donc y, = y+—+O( ) c’est-a-dire
=lnn+y+ ! +0 !
nn —
Y on n?

. Posons m = |n/2]. Comme m — +oo, le développement H,, =Inm +y + 0(1)
est licite, et par différence :

H,-Hp=(nn+y+o0(1))—(Inm+y+o0(1)) zln%+o(l).

Orm=|n/2] ~ %, donc % — 2 et, par continuité du logarithme, In % — In2.

Ainsi H, — H|/2) — In2, et comme In2 # 0 :
H, — H|pn/o) e In2.
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Enoncé p. 18
1. La formule de Stirling appliquée a n et a la suite extraite d’indice 2n donne :
2n 4nn2n

n
(n)? ~ 27n - — et (2n)! ~ 2v7zn -
e

e2n ’
Comme (2n)! ne s’annule pas, on peut faire le quotient :

_ (nh)? 27n \rn

Uy = =2 5
" (2n)!  2yan-4n  4n

J7n 1

. ’ mn

Par croissance comparée, n? . = — 0 doncu, = o (#) Comme E —
n

converge et que les termes sont positifs, la série converge.
2. Commencons par observer que la régle de d’Alembert est inopérante :

1
e-—-1=1,
e

Unyr  (n+1)1e™tl prte ( n )" ( n )a
Up (n+ 1)ntl+a plen n+1 n+1/ no+oo

quelle que soit la valeur de a.
On passe donc par Stirling. De n! ~ V2znn"e™" on tire :

B n'e®™  V2mnn"e "e" _ V2mn V2

Up = ~ = .
T opnta pnta ne na—1/2

Les termes sont positifs : par comparaison avec la série de Riemann d’exposant
a— % la série converge si et seulement si o — % > 1, c’est-a-dire a > %

3. Pourn > 2, on aln(n!) > 0 et le terme général est bien défini. La formule de
Stirling donne :

In(n!) =In (%) +nlnn—-n+o0(1).

Orln (VZ;m) =O(nn) =o(nlnn) et n =o(nlnn), donc:

1 1
In(n!) nlnn’

In(n!) ~nlnn puis

1

nlnn

Les deux suites sont positives, et Z diverge (exercice 3). Par le critére

d’équivalence, la série diverge.

Enoncé p. 18

1. Tous les termes sont strictement positifs et :

Uppr  (n+ D)™ pla®  (n+ D™ 1 ( 1)" e
a

= = 1+4-) — =,
Un (n+1)!a™tl  nn (n+1)n"a n] no+eo a

car (1+3)" =exp (nln(1+1)) > e

Par la régle de d’Alembert : si a > e, la limite e/a est strictement inférieure a 1
et la série converge; si a < e, la limite est strictement supérieure a 1, le terme
général ne tend pas vers 0 et la série diverge grossiérement.

Le cas a = e donne une limite égale a 1 : la régle ne conclut pas.
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n

. Poura=e,onau, = La formule de Stirling s’écrit n! ~ V2znn"e™",

nlen’

d’ou n!e” ~ V2znn". Comme n! e" ne s’annule pas :

n" 1

V2mn n B Vern.

Up

Les termes sont positifs et Z est une série de Riemann d’exposant % <1,

1
v
donc divergente. Par le critére d’équivalence, Z u, diverge.

. La suite (uy,) est positive. Elle est de plus décroissante : d’apres la question 1

u 1 1\"
n_+1=_(1+_) ,
Un e n

aveca =e,

et 'inégalité stricte In(1+x) < x, valable pour tout x > 0, donne nln (1 + %) <
1, Cest-a-dire (1 + 1)" < e. Ainsi %22 < 1.

Enfin u, ~ == — 0. Le théoréme spécial des séries alternées s’applique :

V2rn
Z(—l)"un converge.

La convergence n’est pas absolue, puisque Z [(=1)"u,| = Z u, diverge
d’apreés la question 2 : la série est semi-convergente.

. Par la question 2,
Un 1

nf " \amnpHile’

Les termes sont positifs : par comparaison avec la série de Riemann d’exposant
B + 1, la série converge si et seulement si f + ; > 1, C’est-a-dire > 3.

Enoncé p. 18

k
, . -1 , . . .
. La série Z ( k) est alternée, et la suite a; = % est positive, décroissante
k>1
et tend vers 0. Le théoreme spécial des séries alternées s’applique : la série
converge, donc son reste R, est bien défini, et
1

R, <apy1 = ——.
|n| n+1 S

n k

-1

. Notons S,, = E ( k) et S la somme de la série. Pour k > 1, % = fol xk=1dx,
k=1

donc par linéarité, pourn > 1:

Sn =/01 (er:l;(—nkxk-l)olx=—/01 (:Zj(—x)j)dxz—/ol%dx,

la derniere égalité étant la somme géomeétrique de raison —x # 1 pourx € [0,1].
En séparant :

1 d 1 n 1 n
Sy == —x+(—1)”/ ad dx=—ln2+(—1)"/ X dx.
0 0

o 1+x 1+x 1+x
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Oro0< fo 1erdx < /0 x"dx = m — 0, donc S = —In 2 en faisant tendre n
vers +oo. Par différence :

n

1
Ry=S-5S,= (—1)"”/ X
0

1+x

(Le cas n = 0 se vérifie directement : Ry =S = —1n 2.)

. Posons b,, = /01 % dx > 0, de sorte que R, = (—=1)"*1b,, : la série ZR" est
alternée.

Convergence. Pour x € [0,1],0na x™1 < x", donc par croissance de I'intégrale
bnt1 < by, :la suite (b,) est décroissante. Elle est positive et b, < ﬁ — 0. Le

théoréme spécial des séries alternées donne la convergence de Z R,.

Absence de convergence absolue. Pour x € [0,1],ona 1+ x < 2, donc &= > 2

I+x — 2
et: .
1 1
|Rn|=bn2—/ x"dx = ———.
2 Jo 2(n+1)

Comme Z ( 0 diverge et que les termes sont positifs, Z |R,| diverge :

la série est semi-convergente.

Remarquons que la majoration |R,| < —5 +1 de la question 1 ne permettait a elle
seule de conclure ni dans un sens ni dans 'autre; c’est le signe de R, lu sur
la forme intégrale, qui donne la convergence, et la minoration qui exclut la
convergence absolue.

B 1 _1 1 n o
. Comparons b, & 5 = 2/0 x"dx:

L S I G A U e S o)
b"_z(n+1)_/0 x (m_i)dx_/o 2(1+x) dx

Pour x € [0,1],0ona0 < < X donc::

2(1+x) 2

1 1! 1( 1 1 1
0<b,———< - "(1-x)dx = = - = .
- 2(n+1) 2‘/0x( *) 2(n+1 n+2) 2(n+1)(n+2)

Ainsi b, = 2(n+1) +0 (%) ~ 5, et en multipliant par (—1)"*!, qui est de

module 1 :
(_1)n+1

n—+oo 2n

Rp

Enoncé p. 18

. Posons a,, = (%)n etb, = (%)n Le terme général proposé est exactement

I = Z axby—k : c’est le produit de Cauchy de Z a, et Z by.
k=0
Ces deux séries géométriques sont de raison 3 et 1 , de module strlctement
inférieur a 1 : elles convergent absolument, de sommes =2et - 1 =3 = §.
Le théoréme du produit de Cauchy s’applique :

o (v 1 3
Z(ZW)ZZXEZ&

= 1/2
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2. Avec a, = b, = =, le terme général est le produit de Cauchy de Z — avec

n"
elle-méme. Cette série converge absolument (ses termes sont posmfs et sa
somme vaut e), donc :

x|

=0

Zk'(n—k)') eXe:ez.

k=0

n

1
On peut le retrouver directement : par la formule du binome, Z PIEED] =
'(n
k=0

—k)!
1 (n) 27 an
— =—, et — =e.
n! k n! n!
k=0

3. Il faut répartir le facteur - o= entre les deux séries. En écrivant 57 = ¢ - 5

- 1S SRk (1Y
Zkl_ZZkky zn—k_zakbn_k’ aj = o bj— 5 .

k=0

La série Z a, converge absolument, de somme e'/?, et Z b, est géométrique

de raison 5 ! de somme 2. Le théoréme du produit de Cauchy donne :

+00 1 n 1
Z;(Zg)ﬂ%

n=0 k=0

Enoncé p. 19

1. Montrons ’encadrement par récurrence double. Il est vrai aux rangs 0 et 1,
puisque 0 < Fy =0 < 1et0 < F; =1 < 2. Supposons-le vrai aux rangs n et
n+ 1. Alors F43 = Fpy1 + F, > 0et:

Fn+2 = Fn+1 + Fn < 2n+1 + 2n < 2n+1 + 2n+1 — 2n+2.

La propriété est donc vraie pour tout n > 0.
Soit x tel que |x| < % Alors |F,x"| < (2|x])", terme général d’une série
géométrique de raison 2 |x| € [0, 1[, donc convergente. Par comparaison de

séries a termes positifs, Z F,x" converge absolument.

2. La suite (b,) est nulle a partir du rang 3 : la série Z b, n’a qu’un nombre
fini de termes non nuls, elle converge donc absolument, et sa somme vaut
1—x—x2

n

Notons a, = F,x" et ¢, = Z aibp_i. Comme b; = 0 pour j > 3, seuls les

k=0
indices k € {n — 2,n — 1, n} contribuent.

— ¢o = aobg = Fy =0.
— 01:a0b1+a1b0:0+F1x:x.
— Pourn>2:

n n—1 n-2 _2 n
cn = apbo+an,_1b1+a,_oby = Fx"—F,_1x"" " -x—F,_ox" “-x° = (Fy—Fp,_1—Fy_3) x",

qui est nul par la relation de récurrence.

Ainsi c; = x et ¢, =0 pour tout n # 1.
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. Les deux séries étant absolument convergentes, le théoreme du produit de
Cauchy s’applique :

+00

(Zan )(l—x B N G =52

n=0

,de valeurs

I reste a vérifier que 1-x—x? # 0. Les racines de x*+x—1 sont —1;«6

\f1~062 t\f2+1

Le polynome ne s’annule donc pas sur ]

absolues ~ 1,62, toutes deux strictement supérieures a %
11
oo [ et I'on peut diviser :

+00 P
S pare X
1-x-—x?
n=0
. On applique le résultat & x = 1, qui vérifie bien |x| < 1 :
+00
Z& _ 1/3 _ 1/3 _ 3
TT_1_1 5/9 5
s 3n 1-3-3% 5/9 5

Enoncé p. 19

. Les termes étant strictement positifs, la suite (S,) est strictement croissante.
Si elle était majorée, elle convergerait, et la série Z a, serait convergente :
c’est exclu par hypothése. La suite (S,) est donc croissante et non majorée,
donc S, — +c0.

. Soitn >2.Comme0 < S,_1 < S,,onaS,_1S, < S,zl, etcommea, =S,—S,_1:

an an Sp— Sn-1 1 1
0< - < = = = —_
Sn Sn—lsn Sn—lsn Sn—l Sn

Le majorant est le terme général d’une série télescopique : pour N > 2,

N1 1 11 1
Se-a)-t-det
(Sn—l Sn) Sl SN Sl

n=2

Les sommes partielles de —, série a termes positifs, sont donc majorées
52
n

par : elle converge.
. Sment n > 1et m > n. Pour tout k compris entre n + 1 et m, la croissance de

(Sx) donne Si < S,,,, donc g—i > <& En sommant :
m

m m
oy Sk Sm (£ m m

5" — 0:il existe un rang m > n

makl
255

k=n+1

An ﬁxe Sm — +o0o quand m — +o0o, donc

tel que g < 5, et alors

Construisons par récurrence une suite strictement croissante d’entiers ny =
1 <n;<ny<--:npy estunrang m > n, fourni par ce qui précéde appliqué
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CHAPITRE 3. TECHNIQUES D’ETUDE POUR LES SERIES NUMERIQUES

a
an = n,. En notant Ty la somme partielle de —Z, on obtient pour tout
P S

n
P>1:

Np+1

L2y 5%

p=0 k= np+1

\/
SIE”

La suite (Ty) est croissante et admet une sous-suite tendant vers +oo : elle
tend donc vers +co, et la série diverge.

1
. Pour a, =1, 0nas§, = n.La question 2 redonne la convergence de Z — et
n
1
la question 3 la divergence de Z — : on retrouve deux séries de Riemann, de
n

part et d’autre de ’exposant critique.

Enoncé p. 19

. Un élément de Ay s’écrit avec d chiffres, dont aucun n’est un 9. Le chiffre

de téte est non nul et différent de 9 : il y a 8 choix possibles, dans {1, ..., 8}.
Chacun des d — 1 chiffres suivants est quelconque, hormis le 9 : il y a 9 choix,

dans {0, ..., 8}. Par principe multiplicatif, on obtient

|Agl =8 x 9971,

. Tout entier a d chiffres vérifie n > 1091 donc
8 x 9971 éléments de Ay :

1 8x941 9\t
Z —<2Z- (=] .
n 104-1 10

neAqy

. La série Z — est a termes positifs : il suffit de majorer ses sommes partielles.
n

Soit K > 1. Notons D le nombre de chiffres de nk. Les entiers ny,...,ng
appartiennent tous a A et ont au plus D chiffres, donc a la réunion disjointe
A1 U ---UAp. Tous les termes étant positifs :

K 1 D 1 D 9 d-1 +00 9 d-1 8
Yacn Zasdeln) 2ol Ty

10

iere égalité é ’une série géométrique de raison — € [0, 1[.
la derniére égalité étant la somme d 0

Les sommes partielles sont croissantes et majorées par 80 : la série converge,

et sa somme est inférieure a 80.

Enoncé p. 19

. Développons les deux puissances par la formule du binéme :

M= 33 el ()3 (s () = 3 (e () (o o)

k=0

Le facteur 1 + (=1)* est nul pour k impair et vaut 2 pour k pair. Seuls les
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2j .
indices pairs k = 2j subsistent, et pour ceux-la (\/’o_’) =3/ est un entier :
Na=2y ["]en¥s
n ‘ 2] .
2j<n

La somme est un entier : N,, est bien un entier pair.

a n n
. Ecrivons (2+ \/3) = N, — (2—\/5) . Comme N, est un entier pair,
sin(zNy,) =0 et cos(zN,) =1, d’ou:

n n n
Un, =sin(ﬂNn—7t(2—\/§) ) =—COS(7‘L’Nn)Si1’1(7T (2—\/5) ) =-Sil’l(ﬂ'(2—‘/§) )
Or 0 < 2 — V3 < 1, et inégalité |sin x| < |x| donne :

|un| Sn(z—\@)n.

Le majorant est le terme général d’une série géométrique de raison 2 — V3 €
[0, 1[, donc convergente. Par comparaison de séries a termes positifs, Z |un|

converge : la série E u, converge absolument.

Enoncé p. 20

. La fonction f: t \/% est continue et décroissante sur |0, +oo[. Soit k > 1 un
entier; pour tout t € [k, k + 1] :

1 1 1
<— <=

ViE+1 vt vk

En intégrant sur [k, k + 1], qui est de longueur 1 :

1 k1 gy 1
<

VeE+1  Jk %S%

Sommons pour k variant de 1 a n et recollons les intégrales par la relation de

Chasles : 1
N1 n+l g 1
Z S/ —=In+152_25n-
o Vk+1 S = Vk
n+1

1
Par le changement d’indice p = k + 1, la somme de gauche vaut Z

=0

1

Vvn+1

Sn +

— 1. On obtient donc, pour toutn > 1:

Sn+ _1SIn+1SSn-

Vn+1

En particulier S;, > I,+1 =2Vn+ 1 -2 — 400, donc S, — +00; en particulier
Sp > 0 a partir d’un certain rang, et I’on peut diviser 'encadrement par S, :

1 1 I
_Sn+1

4 _
SpVn+1 Sn Sn

1 <1
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Les deux membres extrémes tendent vers 1, donc I,,+1 ~ S, par le théoréme
d’encadrement. Enfin :

Limi=2Vn+1-2~2Vn+1~2vVn~1,

d’ou S, ~ I,.
. Pourtoutn>1:

1

Vvn+1

Développons chacun des deux morceaux. D’une part :

-3 ld) = o)

1

VAT T — 2vF = 2\/5((1 + %)1/2 _ 1) = zx/ﬁ(l +o(i))

On = (Spt1 = Sp) = (Int1 — In) = _2Vn+1+2‘/z-

@l

D’autre part :

1 1
= % +0 (m) .
1 P 1 1 s,
Les termes en 7 se compensent, d’ou v, = O (W) Or Z m est une série
de Riemann d’exposant % > 1, donc convergente, et a termes positifs. Par
comparaison, la série Z v, converge absolument, donc converge.

N
Or ses sommes partielles se télescopent : pour tout N > 1, Z Up = UN+1 — U1,

n=
Cette suite a donc une limite finie, et il en va de méme de (u,) : la suite (u,)
converge.

Enoncé p. 20

La fonction f: t — V't est continue et croissante sur [0, +oo[. Soit k > 1 un entier.
Pour tout t € [k — 1,k] ona Vi < Vk, et pour tout ¢ € [k, k + 1] ona Vk < Vi.En
intégrant sur des segments de longueur 1 :

k k+1
\/?dtsx/Es/ Vi de.
k

k-1

Sommons pour k variant de 1 a N et recollons par la relation de Chasles :

N+1

N
/ Vidt < Sy < Vi dt,
0 1

c’est-a-dire :

2 2
SN sy < ((N +1)32 - 1) .
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Divisons par N3/2 > 0 :

S 1\¥% 1
1<-N <l1+=| - —.
%Ns/z N N3/2

Le membre de droite tend vers 1, donc par le théoréme d’encadrement :
Sn ~ 2N,
3

Par passage a l'inverse, - ~ 2 - —L-. Cette derniére est le terme général d’une
S. T 2

série de Riemann convergente (d’exposant % > 1) a termes positifs : par le critére

. . 1
d’équivalence, la série E 5 converge.

Enoncé p. 20

1. Soit n > 2. Tous les termes de la somme sont positifs, et celui d’indice k = n
vaut (Inn)? :

n-1
uy = (Inn)? + Z(ln k)2 > (Inn).
k=2
Donc u, — +oo: en particulier u, /> 0 et la série Z u, diverge grossiérement.

2. Lafonction f: t — (Int)? est continue sur [1, +co| et croissante, car dérivable
de dérivée f'(t) = @ > 0 sur [1, +oo].
Soit k > 1 un entier. Pour tout t € [k, k + 1] : (Ink)? < (Int)? < (In(k + 1))
En intégrant sur [k, k + 1], qui est de longueur 1 :

k+1
(lnk)zs/ (Int)%dt < (In(k + 1))2.
k

Sommons I'inégalité de gauche pour k variant de 1 a n. Comme In1 =0, la
somme de gauche vaut uy, et la relation de Chasles recolle les intégrales :

n+1

Up = kzn:(ln k)? < [ (Int)*dt.
=1

Sommons I'inégalité de droite pour k variant de 1 a n — 1. Par le changement

d’indice p = k + 1, la somme de droite vaut Z(lnp)2 =
p=2

/n(ln t)*dt < nz_i(ln(k +1))% =
! k=1

3. Les fonctions ¢t > t et t — (Int)? sont de classe C! sur [1, x]. Une intégration
par parties donne :

x . x 21nt x
/ (Int)?dr = [t(In1)?]] —/ i Tndt—x(lnx)z—Z/ Intdt.
1 1

Une seconde intégration par parties donne /1 Intdt = [tInt]] fl dr =
xlnx-x+1,dou:

X
/ (Int)?dt = x(Inx)? — 2xInx + 2x — 2.
1
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Pour x > 1, divisons par x(Inx)? > 0 :

1 * 2 2 2
—_— Int)®dt =1- — - 1
x(Inx)? ./1 (In) Inx " (Inx)?  x(Inx)? x—+co

c’est-a-dire flx(ln t)2dt ~ x(Inx)?.

4. D’apreés la question 3, fln(ln t)2dt ~ n(Inn)? et /1n+1(1n t)2dt ~ (n+1)(In(n+
1))%.0rln(n+1) =Inn+In(1+ 1) ~Inn, carIn (1 + 1) tend vers 0 tandis
que Inn tend vers +00; et n + 1 ~ n. Donc (n + 1)(In(n + 1))? ~ n(Inn)?, et
les deux bornes de la question 2 sont équivalentes a n(Inn)2.

En divisant I'’encadrement de la question 2 par n(Inn)? > 0, les deux membres
extrémes tendent vers 1; par le théoréme d’encadrement :

1

2
up ~ n(lnn)?, donc o ~ W

. 1
Ces deux suites sont positives. Etudions donc la série Z nnn)? La fonction
n(lnn
nx2

g:t m est continue et positive sur [2, +oo[, et elle y est décroissante
car t — t(Int)? y est un produit de fonctions positives et croissantes.

Soit k > 2 un entier. Pour tout ¢t € [k,k + 1] ona g(k + 1) < g(t) < g(k), d’ot,
en intégrant sur ce segment de longueur 1 :

k+1
glk+1) < /k g(t)dt < g(k).

Soit N > 3. Sommons l'inégalité de gauche pour k variant de 2a N — 1 et
recollons par la relation de Chasles; le changement d’indice p = k + 1 donne :

i ! </N de a1
Lp(np)? = J; t(np)? | Int], In2 InN " In2’

Les sommes partielles de Z sont donc majorées par

1 1 1
—_— —_— + —_—
n(ln n)? 2(In2)2 " 2’

comme cette série est a termes positifs, ses sommes partielles forment une

suite croissante et majorée, et elle converge. Par le critere d’équivalence des
1

séries a termes positifs, la série Z — converge.
nx2 Un
Enoncé p. 20
Ces deux quantités sont bien définies : ce sont les restes de la série w2 et de la série
vk T :
Z - qui convergent toutes deux absolument (série de Riemann d’exposant
2> 1).

La série Z up. La fonction f: t —> tiz est continue et décroissante sur |0, +oo[. Soit
k > 2 un entier; en intégrant les encadrements de f sur [k, k + 1] puis sur [k — 1, k],
qui sont de longueur 1 :
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Soient n > 1 et N > n. Sommons pour k variant de n + 1 a N et recollons par la

relation de Chasles :
N+1 dt N N at
< @</ 7

k=n+1

N

1 1
< ST

n+l N+1° ik

A n fixé, faisons tendre N vers +oo : la somme du milieu tend vers u,,, et il vient :

soit encore :

=I>—*

1
n+1

<u, <

S =

.. 1
En divisant par % les deux membres extrémes tendent vers 1, donc u,, ~ % Or E —
n
est la série harmonique, qui diverge, et les deux suites sont positives : par le critére
d’équivalence des séries a termes positifs, la série Z u, diverge.
La série Z p. Le raisonnement précédent ne s’applique pas : la série qui définit v,
n’est pas a termes de signe constant.
G2V
k% -

En revanche, v,, est exactement le reste d’indice n de la série alternée
k>1

laquelle le théoréme spécial s’applique : la suite ( ) est positive, décroissante et

tend vers 0. La majoration du reste donne alors, pour toutn > 1:

1

lon| < m

Z i+ > converge (série de Riemann d’exposant 2 > 1, décalée d’un indice).
nx1

Par comparaison de séries a termes positifs, la série Z v, converge absolument,
donc converge.

Enoncé p. 20

1. Soit n > 2. Les fonctions t + n — 1 —t et f sont de classe C! sur [n — 1,n],
segment inclus dans [1, +oo[. Une intégration par parties donne :

[ a-1-opma=1e-1-opon+ [ foa.
Le crochet vaut (-1)f(n) =0 f(n—1) = —f(n), dou:
/-1(n_ 1-0)f'(t)dt = /_1f(t) dt — f(n) = wp,

ce qui est bien la formule annoncée.

2. Soitn > 2. Pourt € [n—1,nlona0 <t—-n+1 < 1, donc par inégalité

triangulaire puis croissance de I'intégrale :

|wn|s/_1<t—n+1> If’(t)ldtS/_l (1)) dr.
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Posons a;, = /nril |f’(t)| dt > 0. Par la relation de Chasles, les sommes par-

tielles de Z ay valent, pour N > 2 :

> a =/1N|f’(t)|dtsM.

n=2

La série Z ap est a termes positifs et ses sommes partielles sont majorées :
elle converge. Par comparaison de séries a termes positifs, Z |wp| converge :

la série E wp, converge absolument.

nx2

3. Posons f(t) = w, qui est de classe C! sur [1, +oo[, avec :

_sin(ln¢)

f=—

t — cos(Int) sin(Int) + cos(In ¢)
tz = - tz .

Comme |sin| < 1 et |cos| < 1,ona |f'(t)| < t2_2 d’ou pour tout X > 1:

"(t)|dt < — i S h == < %
[ rwars [ Za=a- g

L’hypothése de la question 2 est donc vérifiée avec M = 2 : la série Z W

n>2
converge.

Or, par définition de wj, et par la relation de Chasles, pour tout N > 2 :

N N N
Siwn= [ pwde= g
n=2 1 n=2

Le changement de variable u = In¢, licite car t +— Int est de classe C I sur
[1, N], donne :

N Int InN
/ w di = / cosudu =sin(In N).
. 0

Ainsi, pour tout N > 2:

i M =sin(InN) — iw
n B "

n=2 n=2

cos(lnn
Si la série Z cos(lnn) convergeait, le membre de gauche aurait une limite
n

finie ; comme Z wy, converge, la suite (sin(ln N)) en aurait une aussi, ce qui

cos(lnn
est exclu. Donc la série Z # diverge.
n

n>1

Enoncé p. 21

La formule de Stirling donne n! ~ V27zn (f)" donc par produit d’équivalents :

()® ~ (2nm)?” (2) ",
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et en 'appliquant a la suite extraite d’indice 3n :

3n B
(3n>z~m(3§) = Ve -3 (2)".

€

Comme (n!)® ne s’annule pas, on peut faire le quotient :

S

U, ~— [ — =—|-
(27n)3/2 \a 27n \a
Posons g = (3)3 > 0, de sorte que u,, ~ N3 on Trois cas se présentent
q o s q n 27[nq ° p *
Si a > 3, alors 0 < g < 1. Par croissance comparée, n* - 2ﬁq” =B, q" — 0, donc
n 21

1
u, =0 (). Or — converge (série de Riemann d’exposant 2 > 1) et est a termes
n n2

positifs : par comparaison, la série E u, converge.

Si0 < a < 3, alors g > 1 et, par croissance comparée, %q" — +o00. Donc u, — +09o,

et en particulier u, /4 0 : la série Z u, diverge grossiérement.

1
Sia=3,alorsq=1etu, ~ % Les deux suites sont positives et Z — diverge : par
n

le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série E u, diverge.

Enoncé p. 21

Le cas a = b. Pour n impair, le dénominateur vaut n® — n = 0 : le terme u,, n’est pas
défini. On suppose désormais a # b, ce qui assure que n¢ + (—1)"n’ # 0 pour tout
n=2.

Le cas b > a. Mettons n® en facteur au dénominateur :

(-1)" 1 1

U, = =— .-
Topb (=1 +na=t) nb 14 (-1)"neb

la derniére égalité s’obtenant en multipliant numérateur et dénominateur par (—1)".
Comme a — b < 0, on a n% % — 0, donc le second facteur tend vers 1. En particulier
Up ~ nlb et u, > 0 a partir d’'un certain rang. Les deux suites étant de signe constant,

le critere d’équivalence s’applique : la série Z u, converge si et seulement si b > 1.
Le cas a > b. Mettons cette fois n® en facteur :

(_1)11 1 b-a
= a . e (—1)"nb‘“’ avec n — 0.

Un

Sia <0, alors |uy,| ~ # ne tend pas vers 0 : la série diverge grossiérement.
Supposons donc a > 0. Le développement limité ﬁ =1-x+o0(x) en 0, appliqué a
x = (=1)"n®%, donne :

(_1a)n (1 —(=1)"n"%+o0 (nb_a)) = i _ +o( 1 )

Un = n na n2a—b nZa—b

ot 'on a utilisé ((—1)")? = 1. Notons r,, la différence :

rn:un—(_l)nz ! +o( ! )

né - n2a—b n2a—b

="

a

D’une part, la série Z

car a > 0 assure que (nl—a) est positive, décroissante et tend vers 0.

converge par le théoréme spécial des séries alternées,
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D’autre part, r,, ~ —nTl_,,, donc r, est de signe constant a partir d’un certain rang et,

par le critere d’équivalence, la série E r, converge si et seulement si 2a — b > 1.

~1)" B L
Comme u, = ( na) + rp, est la somme d’un terme général de série convergente et

de r,, la série Z u, converge si et seulement si Z r, converge, c’est-a-dire si et
seulement si 2a — b > 1.

Conclusion. Le terme u,, est défini si et seulement sia # b, et la série Z u, converge
si et seulement si :

(b>aethb>1) ou (a>beta>0et2a—b>1).

Enoncé p. 21
=n"

1
n

Convergence. Comme In(1 + x) = x + O(x?) quand x — 0 et que — 0, on

obtient, pourn > 2 :
-1)" 1
Up = ( ) +0 (—2) .
n n

n
La série Z ; converge par le théoréme spécial des séries alternées, car (%) est
positive, décroissante et tend vers 0. Le reste est dominé par #, terme général d’une
série de Riemann convergente a termes positifs : la série correspondante converge
absolument. Somme de deux séries convergentes, la série Z u, converge.
nx2
Calcul de 1a somme. Pour n > 1, les termes d’indices 2n et 2n + 1 se compensent :

+ In(1+ ! +1In|1 ! | 2n +1 +1 2n 0
u u =1n — n - = 1n n =]
an an+l 2n 2n+1 2n 2n+1

Notons (Sy)nN>2 la suite des sommes partielles. En regroupant les termes deux par
deux :

2n+1 n
Sons1 = Z U = (ugk + ugk4+1) = 0.
k=2 k=1

La suite extraite (Sz,+1) est donc nulle, et tend vers 0. Or la suite (Sy) converge,
puisque la série converge : elle a nécessairement la méme limite que la suite extraite.

Donc : e
Z u, = 0.

n=2

Enoncé p. 21

Posons, pour k € N :

{0 sik =0, 1
Zk = et Wi = —.

% sik>1, k!

Ces deux séries convergent absolument : Z zj est une série de Riemann d’exposant

Y Y Z ’ . .
2 > 1 a un terme prés, de somme %, et Z wy est la série exponentielle en x = 1, de
somme e.

1. Pour tout n € N, le terme d’indice k = 0 du produit de Cauchy est nul puisque
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Zo = 0, donc :

: 1
ZZkWn_k :;m = Up.

k=0

Ainsi Z u, est le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.
Le théoreme du cours donne sa convergence absolue et la valeur de sa somme :

S (5] 5] -2

n=0 k=0 k=0
+00
, 7'[26
Comme Uy = ZoWy = 0,ona egalement Z Uy = T
n=1

. Cette fois, le produit de Cauchy de Z zj avec elle-méme a pour terme général,
les indices k = 0 et k = n donnant des termes nuls :

n

n-1 1
Z 2k Zn—k = T2 N2 = 0p.
k=0 ok (n-k)

Le théoréme s’applique de nouveau : la série Z v, converge absolument et :
2
+200 ( +00 ) ( 7_[2 )2 71_4
o= (Sa) =(Z) =2
n=0 k=0 6 36

Comme vy = 0 et v; = 0 (la somme qui définit v; est vide), on a également
+00 4

Py

n=2

Enoncé p. 21
. Posons a, = Vn + 1 — y/n. En multipliant par la quantité conjuguée :

_(n+1)—-n 1

an = = 0
" Vn+1++n Vn+1++/n

Sous cette forme, la suite (a,) est manifestement positive, décroissante (son
dénominateur croit) et tend vers 0. Le théoréme spécial des séries alternées
s’applique : la série converge.

1 - .
Elle ne converge pas absolument : a,, ~ ﬁ et Z — est une série de Riemann
n

d’exposant 1 < 1, donc divergente. La série est semi-convergente.

. Mettons y/n en facteur, de fagon a faire apparaitre une quantité qui tend vers 0 :

un:\/n+(—1)"—\/_:\/ﬁ( 1+(_i)n—1).

Le développement limité V1 +x =1+ 3 + O(x?) en 0, appliqué a x = —(_;)n,

donne : 1) (1)
-1)" 1 —-1)" 1
e i (G o)) = S o )
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: (-1)" : :
La série Z n converge par le théoréme spécial des séries alternées. Le
2vVn

reste est dominé par #, terme général d’une série de Riemann convergente
a termes positifs : la série correspondante converge absolument. Somme de
deux séries convergentes, la série Z u, converge.

La encore la convergence n’est pas absolue, puisque |u,| ~ ﬁﬁ

. Cette fois 2" tend vers 0 moins vite, et il faut pousser le développement

Vn
limité a 'ordre 2. De V1 +x =1 + % - %2 +0(x*) en 0, appliqué a x = (_\/1;3",
1

on tire, en utilisant x? = =9

(-1 1 +0 1
Uy = -—— —.
" 2yn  8n
~—— [ —
[ Wn

La série E vy, converge par le théoréme spécial des séries alternées, et la série

! E h
= n revanc ean

est, au facteur —% pres, la série harmonique : elle diverge.

E z, converge absolument par comparaison a E

Or w, = u, — v, — z,. Si la série E uy convergeait, alors E w, convergerait
comme somme de trois séries convergentes, ce qui est faux. Donc la série

Z u, diverge.
="

Les termes généraux des questions 2 et 3 sont tous deux équivalents a v et

pourtant les deux séries ne sont pas de méme nature : c’est le terme d’ordre 2
qui décide.
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Exercice 3.23 * Correction p. 45

Formule de Stirling. L’objectif de cet exercice est de démontrer que :
n\n
n! ~ V2rn (—) .
e

La partie I établit 'existence d’une constante C > 0 telle que n! ~ Cy/n (%)n La partie II,
qui est indépendante de la premiere, étudie les intégrales de Wallis. La partie III combine
les deux pour identifier C.

Partie I — Un équivalent a une constante multiplicative pres

Pour n > 1, on pose :

n!
Gn = ——— et vy =Ingpy; —Ingy.

Vi ()

1. ATaide du développement limité de In(1 + u) a 'ordre 3 en 0, montrer que :

1 +0 1
v, = — —1.
" 12n? n3

2. En déduire que la série Z v, converge.

3. Montrer que la suite (In g,) converge vers un réel ¢.

4. En déduire qu’il existe une constante C > 0 telle que :

- (?)

n

Partie II — Intégrales de Wallis

Pour n € N, on pose :
/2
W, = / sin”(t) dt.
0

5. Calculer W, et W;. Montrer que W, > 0 pour tout n € N, et que la suite (W,,) est
décroissante.

6. A Tl'aide d’'une intégration par parties, montrer que pour tout n € N :
(n + Z)Wn+z = (n + 1)Wn
7. En déduire que la suite ((n + 1)Wj,11W,) . est constante, et que pour tout n € N :
/s
(n + 1)Wn+1W = E

8. Montrer que % — 1.

n—+oo
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9. En déduire que W, ~ \/g .
Partie III — Identification de la constante

10. Montrer par récurrence que pour tout n € N :

Wi = 2n)! =&
T ez 2

(2n)!

e faisant intervenir C.

11. ATaide de la partie I, donner un équivalent de

12. En déduire la valeur de C, puis conclure.

Exercice 3.24 oo o Correction p. 47

ug“ de deux termes
n

consécutifs. La régle de Cauchy, objet de la partie I, procéde autrement : elle examine la
racine {/up,.

On établit dans la partie I qu’elle s’applique chaque fois que la régle de d’Alembert s’ap-
plique, et on exhibe dans la partie Il une série qu’elle traite alors que la regle de d’Alembert
reste muette.

La régle de Cauchy. La régle de d’Alembert conclut a partir du rapport

Partie I — La regle

Soit (un)n>0 une suite de réels positifs telle que {fu, — ¢, ou ¢ € [0, +oo.

1. On suppose ¢ < 1. En introduisant un réel q tel que £ < g < 1, montrer que Z Un
converge.

2. On suppose £ > 1. Montrer que Z up diverge grossiérement.

3. Montrer, a aide des séries de Riemann, que le cas £ = 1 ne permet aucune conclusion.

Partie II — Comparaison avec la régle de d’Alembert

Soit (uy)nso une suite de réels strictement positifs telle que “2L — ¢, ou £ € [0, +oo].

4. Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe un rang N et un réel B > 0 tels que, pour toutn > N :
up, <B(f+e)"

Montrer de méme, lorsque ¢ < ¢, qu’il existe A > 0 tel que u, > A (£ — ¢)" pour
n=N.
5. En déduire que {fu, — ¢.

6. Qu’en conclure sur les deux regles?
Partie III — La réciproque est fausse
Pour n > 0, on pose u, = 2~ (=D",
7. Calculer {/u, et en déduire la nature de Z Up.

8. Calculer ug—:‘ selon la parité de n. Que peut-on dire de la régle de d’Alembert pour
cette série?

Exercice 3.25 Correction p. 48

Théoréme de Mertens. Le théoréme du cours suppose les deux séries absolument conver-
gentes. On montre ici qu’il suffit que 'une le soit, 'autre étant seulement convergente, et
que cette hypothese ne peut pas étre affaiblie davantage.
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Soient E a, une série absolument convergente, de somme A, et E b, une série conver-

n>0 n>0
n

gente, de somme B. On note ¢, = Z axby,_i le terme général de leur produit de Cauchy,

. k=0
puis :

n

An:Zaka anibka Cn:icka a=+zoo|ak|a Pn = By — B.
k=0 k=0

k=0 k=0

Partie I — Une autre écriture de C,

n

1. Montrer que pour toutn e N: C, = Z apB,_k.
k=0
2. En déduire que pour toutn € N :

Partie II — Le théoréme

3. Justifier que la suite (f,) tend vers 0 et qu’elle est bornée. On note M un majorant de
(15n])-

4. Soit ¢ > 0. Justifier 'existence d’un rang P tel que |ﬁp| < e dés que p > P, puis
montrer que pour toutn > P :

n

Z akPn-k

k=0

n
<ae+M Z lak]| .
k=n—-P+1

n
5. Montrer que Z lax| — 0 quand n — +o0, a P fixé.
k=n—-P+1

6. En déduire que Z ¢, converge et que sa somme vaut AB.

Partie III — L’hypotheése est optimale

7. Le cours donne 'exemple de deux séries convergentes dont le produit de Cauchy

diverge:a, = b, = (J%l . Vérifier que ces deux séries ne satisfont pas aux hypotheses

ci-dessus, et conclure.
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Enoncé p. 42

1. Commencons par simplifier v,,. Pour toutn > 1:
1
Ing, =In(n!) - Elnn —nlnn+n,

car In ((g)n) =nlnn - n. Donc:

n+1

op=In((n+1)!) —In(n!) - %ln( ) —(n+1In(n+1)+nlnn+1.

Orln((n+ 1! —In(n!) =In(n+1),etln(n+1)—(n+1) In(n+1) = —nln(n+1).
Il reste :

n+1 1 n+1 1 1
Un:—nln( )——ln( )+1:1—(n+—)ln(1+—).
n 2 n 2 n

Posons maintenant u = %, qui tend vers 0. Le développement limité In(1+u) =

u—”?2+”?3+0(u4) donne :

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
n+-|l--=+—=+0[=]||=1-—+=+—-=+0[|=].
2/\n 2n%2 3n3 n* 2n  3n% 2n  4n? n3

Les termes en % se compensent et % — }1 = =,dou:

1 1 1 1 1 1
n+—|In{1+—-] =1+ +0|(—=]|, donc v, = — +0|—=1.
2 n 12n? n3 12n2 n3

2. D’aprés la question précédente, v, = O (%) :il existe M > 0 et ny € N* tels

que |v,| < % pour tout n > ngy. Or Z % est une série de Riemann d’exposant
2 > 1, donc convergente. Par comparaison de séries a termes positifs, Z |op|
converge, donc Z v, converge.

3. La somme est télescopique : pour tout n > 2,

n—1

ka =Ing, —Ing.
k=1

Comme Z v, converge, le membre de gauche admet une limite finie quand

+00

n — +o0. Donc (In g,) converge vers £ =Ingq; + Z .

k=1
4. Par continuité de I'’exponentielle, g, — C := e’, et C > 0 car 'exponentielle
est strictement positive. Comme ¢, = #’Qn et C # 0, cela s’écrit :

n

ol

0
Pour tout n, la fonction ¢t + sin”(t) est continue et positive sur [0, /2], et

n’est pas identiquement nulle : donc W, > 0.
Enfin, pour tout ¢ € [0,7/2],0na 0 < sint < 1, donc sin™*!(¢t) < sin”(t). Par
croissance de I'intégrale, W,,.; < W, : la suite est décroissante.

5. OnaW, = foﬂ/z dt = Z et W) = /On/z sin(t) dt = [—cos t]”/2 =1l
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10.

11.

Ecrivons W4, = 0”/ sin™*1(¢) - sin(t) dt et intégrons par parties avec u(t) =

sin™1(t) eto’(t) = sin(t), doncov(t) = — cos(t) etu’(t) = (n+1) sin™(t) cos(t).
Ces fonctions sont de classe C! sur [0, 7/2] :

/2
Witz = |- cos(2) sin'”'l(t)]g/2 +(n+1) / cos?(t) sin™(t) dt.
0

Le crochet est nul (en 0 car sin0 = 0, en /2 car cos 5 = 0). En écrivant
cos? =1 —sin’:

Whia = (n + 1) (Wn - Wn+2) >
c’est-a-dire (n + 2)Wyo = (n + 1)W,,.

Posons a, = (n + 1)W,, .1 W,,. Alors :
ans1 = (N + 2)WpoaWhyy = (n + YW, Wpyq = ap

d’apreés la question précédente. La suite (a,) est donc constante, égale a ay =
WiW, = 2

La suite (W,,) étant décroissante et a termes strictement positifs :

Wn+2 < Wn+1

< <1
Wy Wy

Or ”*2 = Z—:; — 1. Par le théoréme d’encadrement, "” — 1.

De (n + 1)W,,11W,, = Z on tire :

T W, T
(n+ 1)WZ = L =
2 Wn+1 n—+co 2’
d’ou W 2(n—+1) 2. Comme W;, > 0:
W, w2 T
=== — 1 donc W, ~([—.
[T = n—o+oo 2n
2n 2n
Pour n =0, le membre de droite vaut -~z (O')2 C =5 =W

Supposons la formule vraie au rang n. La question 6 appliquée a I'indice 2n

donne Wy, 49 = g::; W,,,. Par ailleurs :
(2n +2)! _(@2n+2)(2n+1)(2n)! 2(n+1)(2n+1) (2n)!  2n+1 (2n)!
22m42 (n+ 1))%  4-22(n+1)2(n)?  4(n+1)%  222(n)?  2n+2 227(n)?

En multipliant par 7 et en utilisant 'hypothese de récurrence, on obtient bien

_ (2n+2)!
Wonsz = (a2 Z.

La partie I donne n! ~ Cy/n (2)". En appliquant cet équivalent a la suite extraite
d’indice 2n :

2n

(2n)! ~ CV2n (Z_n) et (n!)? ~ C?n (E)zn.
e e

En faisant le quotient (le dénominateur ne s’annule pas) :

(2?1)! C\/_ 92ny2n ,—2n _ \/z 92n
(n")? CZn-nZne=2n — C\fn
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12.

D’une part, la question 10 s’écrit W, = Ei’,’))zl

précédente :

* 771> donc d’apres la question

V2.2 g o
C\/ﬁ 22n+1 C /_2 .
D’autre part, la partie Il donne W, ~ /7~ = %\/g
Le quotient de ces deux équivalents d’'une méme suite tend donc vers 1 :

Wan ~

T

CVan _ _ T ‘2\/52 27 :\/ﬂ
WE CVayn VT CvVer €

Ce quotient étant constant et de limite 1, il vaut 1, d’ou C = V27. En reportant
dans la partie I :

N 2] (2]

e

Enoncé p. 43

. Soit g tel que £ < g < 1. En appliquant la définition de la limite avec e = g—¢ >

0, il existe un rang N tel que, pour tout n > N, {/u, < g, c’est-a-dire u, < q"
en élevant a la puissance n (licite car les deux membres sont positifs).
La série géométrique Z q" converge, car g € [0, 1[. Par comparaison de séries

a termes positifs, Z u, converge.

. En appliquant la définition de la limite avec ¢ = ¢ — 1 > 0, il existe un rang N

tel que {/u, > 1 pour n > N, donc u, > 1. Le terme général ne tend pas vers 0 :
la série diverge grossiérement.

> L Inn g ,
. Rappelons d’abord que {/n =e'n — 1, car 2 — 0 par croissance comparée.
Pour u, = % ona {fu, = == — 1 et la série harmonique diverge. Pour

Q/ﬁ

=1 — 1 et la série converge. La valeur ¢ = 1 est donc

1

Up = Z,0na\up = ——=
8 (¥n)

compatible avec les deux natures : on ne peut rien conclure.

Soit ¢ > 0. Par définition de la limite, il existe un rang N tel que, pour tout

n>N:

[_€<un+1

<fl+e.
Un

Montrons par récurrence sur n > N que u, < un(£+&)"N. Cest vrai au rang

N. Si c’est vrai au rang n, alors, les termes étant strictement positifs :

Uni1 < (L + &) up < un (€ + )"V,

En posant B = ([Z?’)N > 0, on obtient bien u,, < B(£ + ¢)" pour n > N.
Si de plus ¢ < ¢, alors £ — ¢ > 0 et la méme récurrence avec l'inégalité de

gauche donne u, > A(f — ¢)" pourn > N,ou A = ([f?’)N > 0.

. Cast > 0. Soit ¢ tel que 0 < ¢ < £. Pour n > N, en élevant I'encadrement

précédent a la puissance % ce qui préserve 'ordre entre réels positifs :
VA(£-¢) < u, < VB (¢ +¢).

Or /A = e — 1 et de méme ¥B — 1. 1l existe donc un rang N' > N a
partir duquel YA (¢ —¢) > ¢ — 2c et Y/B (£ + ¢) < £ + 2¢, cest-a-dire :

t—2e < ffup, <€+ 2¢.
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Ceci valant pour tout ¢ assez petit, on a bien {fu, — ¢.

Cas ¢ = 0. Seule la majoration subsiste : 0 < {fu, < VBe¢, et le majorant est
inférieur a 2¢ a partir d’un certain rang. Donc /u,, — 0.

. Dés que la suite (“"“ ) admet une limite ¢, la suite ((’/un) admet la méme limite.

Un

Les deux régles concluent donc toujours simultanément, et dans le méme sens :
la régle de Cauchy s’applique chaque fois que celle de d’Alembert s’applique.

.Onau, >0et:

—n+(=1)" _q1,.=n” _
n =), I+ _ 2 1_ =
n—+oo 2

Yun =2

=9 )2 9 Q g , 9 9 e
car % — 0 et x — 2¥ est continue. La limite % étant strictement inférieure

a 1, la partie I donne la convergence de Z Up.

. On calcule :
Un+1 _ 2(—(n+1)+(—1)"+1)—(—n+(—1)") _ 9-1-2(-D)"
Un
Si n est pair, ce rapport vaut 273 = é ; si n est impair, il vaut 2! = 2. La suite

Un

(”"“) prend alternativement deux valeurs distinctes : elle n’a pas de limite, et
la régle de d’Alembert ne permet pas de conclure.

La réciproque de la partie II est donc fausse : il existe des séries que la régle de
Cauchy traite et que la regle de d’Alembert ne traite pas.

Enoncé p. 43

. Par définition de C,, puis de c; :

On somme agb;_j sur le triangle {(j, k)eN?:0<k<j< n}. En échangeant
Pordre de sommation, c’est-a-dire en décrivant ce triangle a k fixé, j variant
dekan:

n n

—k
Cn = i ag i bj_x = Z ay "Z b; = Z arBn_,
k=0 =k =0

k=0 k=0
le changement d’indice étant i = j—k. Toutes les sommes sont finies : I’échange
est licite.

. En écrivant B,,_y = B + f8,_k et par linéarité :

n n n n
Co = Z ax(B+ fn-x) =B Z ap + Z arPn-rk = ApB + Z arPn-k-
k=0 k=0

k=0 k=0
. Par hypothese B,, — B, donc 8, = B, — B — 0. Toute suite convergente étant
bornée, (f3,) est bornée : il existe M > 0 tel que |f,| < M pour tout n.

. L’existence de P est la traduction de 8, — 0 appliquée a . Soit n > P. Coupons
la somme en deux selon que n — k > P ou non, c’est-a-dire selon que k < n—P
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ouk>n—-P+1:

n n—P n
Z aifn-k = Z aiPn—k + Z aiPn—k-
k=0 k=0 k=n—-P+1

Dans la premiére somme, n — k > P, donc |f,—x| < ¢; dans la seconde, on
majore par M. L’inégalité triangulaire donne :

n

n—P n n
Zakﬁn—k S£Z|ak|+M Z lap| < ae+ M Z lak|,
k=0

k=0 k=n—P+1 k=n—P+1

n—-P
car Z lax| < a, la série Z |ax| étant a termes positifs et convergente de
k=0

somme «@.

. La somme comporte P termes, tous d’indices supérieursan —P +1:

n 400
0< Z |ag| < Z |ag| .
k=n—P+1 k=n—P+1

Le membre de droite est le reste d’ordre n — P de la série convergente Z lak].

APfixé,n—P+1— +o0 quand n — +oo, et les restes d’une série convergente
n

tendent vers 0. Par encadrement, Z lax| — 0.

k=n—P+1
. Soit ¢ > 0, et soit P le rang de la question 4. D’aprés la question 5, il existe un
rang N > P tel que, pour toutn > N :

M Zn: lak| < e.

k=n—P+1

Alors, pour toutn > N :
|Ch — ApBl < (a+ 1) e.

Comme ¢ est arbitraire et que @+1 ne dépend pas de ¢, on en déduit C,,—A,B —
0.

Or A, — A, donc A,B — AB, et par somme C, = (C, — A,B) + A,B — AB.
Autrement dit, la série Z cn converge et :

n

. La série Z converge par le théoréme spécial des séries alternées, mais
n+1

: 1 . .
la série des valeurs absolues est Z ———, série de Riemann d’exposant % <1,
n+1
donc divergente : aucune des deux séries n’est absolument convergente.

L’hypothése du théoréme n’est donc pas satisfaite, et I’exemple du cours
montre que la conclusion tombe effectivement en défaut. Dans le théoréme de
Mertens, on ne peut donc pas remplacer « I'une des deux séries est absolument
convergente » par « les deux séries sont convergentes ».
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