Compléments d’algebre linéaire

Hermann Giinther Grassmann (1809 — 1877)

Nous continuons cette année avec des compléments en algebre linéaire. Le but
de ce chapitre est de comprendre les interactions entre sommes directes et en-
domorphismes, et les conséquences sur leurs écritures matricielles. Ce sera le
fondement des techniques de réduction que nous verrons plus tard dans I’année.
Nous y ajoutons I'interpolation de Lagrange, qui donne une seconde base natu-
relle de K,[X] et qui reviendra dans I'étude des polynémes annulateurs.

Programme officiel
Algébre linéaire
A - Compléments sur les espaces vectoriels, les endomorphismes et les matrices
a) Produit d’espaces vectoriels, somme de sous-espaces vectoriels
b) Matrices par blocs et sous-espaces stables
c) Trace
e) Interpolation de Lagrange




Compléments d’algebre linéaire

PRODUITS ET SOMMES D’ESPACES VECTORIELS

Définition 4.1 (Produit d’espaces vectoriels)

Soient Fy, ..., F, des K-espaces vectoriels. Le produit F; X - - - X F,, est ’ensemble
FiX - XF,={(x1,...,xn) | Vi€ {1,...,n}, x; € F;},

muni des lois composante par composante :

(1o %)+ Y1y - Yn) = (1 +Y1, -+ s Xn+Yn), Alxt, .o xn) = (Axq, ..., Axp).

C’est un K-espace vectoriel.

Proposition 4.2 (Dimension d’un produit)

SiFj,...,F, sont de dimension finie, alors F; X - - - X F,, est de dimension finie et

dim(F; X --- X F,) =dimF; + - - - + dim F,,.

SiB; = (el(i), . "’e:(if)) est une base de F;, alors la famille des (0,...,0, e,@,o, ...,0) pour

1<i<netl<k<d;forme une base de F; X --- X F,. Sa cardinal estd; + - - - + dp,. O
Exemple 4.3 (L’espace K")
En prenant F; = --- = F,, = K, la définition redonne exactement

Kx---xK=K"
~————
n facteurs

Comme dim K = 1, la proposition précédente donne dim K" = n.

Les facteurs n’ont aucune raison d’étre égaux : R? x R3 est un espace vectoriel de
dimension 5, dont les éléments sont les couples ((x1, x2), (y1, Y2, y3)). En concaténant
les coordonnées, on l'identifie naturellement a R>.

Exemple 4.4 (Une matrice est la donnée de ses colonnes)

Soient n, p € N*. A une matrice M € My, (K) on associe le p-uplet (Cy,...,C,) de
ses colonnes, qui sont des éléments de M,,;(K), identifié¢ a K. L’application

Q: M, ,(K) — (K™)P, M (Cy,...,Cp)

est linéaire, car ’addition et la multiplication par un scalaire se font coefficient
par coefficient, donc colonne par colonne. Elle est bijective, car une matrice est
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entierement déterminée par ses colonnes et tout p-uplet de colonnes définit une
matrice. C’est donc un isomorphisme, et on retrouve

dim M, , (K) = p x dim(K") = np.

Exemple 4.5 (Solutions d’une équation différentielle)

Soit w > 0 et soit S 'ensemble des solutions sur R de ’équation différentielle
y” + w?y = 0; c’est un R-espace vectoriel. On connait la forme de ses éléments :
ce sont exactement les fonctions t + A cos(wt) + psin(wt), ou A et p décrivent R.
Autrement dit, ’application

¥Y:RXR — S, (A, p) — (t — Acos(wt) + psin(wt))

est linéaire et surjective. Elle est aussi injective : si ¥(A, ) est la fonction nulle,
I’évaluation en 0 donne A = 0, puis I’évaluation de la dérivée en 0 donne pw = 0,
donc y = 0 puisque w # 0. C’est donc un isomorphisme, et

dimS = dim(R X R) = 2.

Le produit traduit ici que se donner une solution revient a se donner deux nombres
indépendants, les coefficients des deux solutions de référence t — cos(wt) et t —
sin(wt).

Définition 4.6 (Somme de sous-espaces vectoriels)

Soient Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. La somme
Fi +--- + F, est le sous-espace vectoriel

Fi+--+F,={x1+--+x, | (x1,...,x,) € F; X--- X F,}.

C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant tous les F;.

Exemple 4.7 (Deux plans de R%)

Dans E = R® rapporté a sa base canonique (ey, e;, e3), posons F; = Vect(ey, e;) et
F, = Vect(e,, e3).

Tout vecteur x = (x1, Xg, x3) s écrit x = (x1, x2,0) + (0, 0, x3), avec (x1,x5,0) € F; et
(0,0,x3) € F,. Donc F; + F, = R3.

Cette écriture n’est pas la seule : on a aussi x = (x1,0,0) + (0, x2, x3). Le vecteur
e appartient en effet a la fois a F; et 4 F,, et il se décompose au moins de deux
facons : e; = e, + 0 = 0 + €. On notera par ailleurs que dim F; + dim F, = 4, alors
que dim(F; + F,) =3.

Exemple 4.8 (Un Vect est une somme de droites)

Soient vy,...,0, des vecteurs de E et, pour chaque i, D; = Vect(v;) la droite qu’il
engendre. Par définition de la somme :

Di+--+Dp={hor+-+ Ay | (A1,..., Ap) € KP} = Vect(vy, ..., 0,).

Une somme de droites n’est donc rien d’autre qu'un espace engendré, et I’on retrouve
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au passage que Vect(vy, .. .,0,) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
01,...,0p. Par exemple, dans K[X] :

K, [X] = Vect(1) + Vect(X) + - - - + Vect(X").

Soit n > 2. Notons 7 * (resp. 7 ) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures
(resp. inférieures) de M,,(K), et D celui des matrices diagonales. Ce sont des sous-
espaces vectoriels de M, (K).

Toute matrice M = (m; ) est somme de sa partie strictement supérieure, de sa
diagonale et de sa partie strictement inférieure; les deux premieres donnent un
élément de 7+ et la derniére un élément de 7 ~. Donc

T5+7 = Mu(K).

La encore la décomposition n’est pas unique, puisqu’on peut placer la diagonale de
M dans 'un ou l'autre terme; d’ailleurs 7+ N7~ = D # {0}.

En revanche, si I'on note N* et N~ les ensembles de matrices triangulaires supé-
rieures et inférieures d diagonale nulle, on a encore

N*"+ D+ N~ = M,(K),

mais cette fois la décomposition est unique : le terme dans N'* est imposé par les
coefficients m; ; pour i < j, celui dans D par les m;; et celui dans N~ par les m; ;
pour i > j.

Remarque (Produit et somme)

Les mots produit et somme désignent ici deux constructions de natures différentes.
Le produit F; X - - - X F,, se fabrique a partir d’espaces vectoriels quelconques, sans
qu’aucun lien ne les unisse : c’est un espace nouveau, dont les éléments sont des
n-uplets, et dans lequel les composantes restent séparées. La somme F; + - - - + Fy,
elle, n’a de sens que si les F; sont des sous-espaces d’un méme espace E : c’est un
sous-espace de E, dont les éléments sont des vecteurs de E, et ou les composantes ont
été additionnées, donc perdues de vue.

Le vocabulaire décrit la construction et non la dimension, ce qui peut surprendre : le
produit est le produit cartésien des ensembles sous-jacents, mais sa dimension est
la somme des dimensions; la somme est formée des sommes de vecteurs, mais sa
dimension est en général plus petite que la somme des dimensions, comme le montre
I'exemple des deux plans de R3.

Les deux notions sont néanmoins reliées. Si les F; sont des sous-espaces d’'un méme
E, application

¢: FyX---XF, = E, (X1, .., Xp) P> X1+ -+ Xp

est linéaire, et son image est exactement F; + - -+ + F, : la somme est 'image du
produit par ¢. Reste a savoir si ¢ perd de 'information, c’est-a-dire si 'on peut
remonter d’un vecteur de la somme aux composantes dont il provient. C’est 'objet
de la définition suivante.
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Définition 4.10 (Somme directe)

On dit que la somme F; + - - - + F,, est directe, et on note F; & - - - & F,, ou @?:1 F;,
lorsque tout élément de la somme admet une unique décomposition :

VX€F1+"'+F,1, 3!(x1,...,xn)€F1><---><Fm X=x1+ -+ x,.
De maniére équivalente, la somme est directe si et seulement si I’application
@: FiX-- XFy, > F+--+F, (x,...,Xp) > X1+ -+x,

est injective.

Proposition 4.11 (Caractérisation d’'une somme directe)

Soient F, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. La somme F; + - - - + F,, est directe
si et seulement si la seule décomposition du vecteur nul est la décomposition nulle,
c’est-a-dire :

V(x1,...,xp) EF1 X+ XF,, (x1+:-+x,=05) = (xy=---=x, =0g).

Supposons la somme directe. Soit (xi,...,x,) dans F; X --- X F,, tel que x; + --- + x,, = Of.
Le vecteur nul appartient a la somme et admet déja la décomposition 0 = Og + - - - + O ; par
unicité, (xq,...,xn) = (0g,...,0g).

Réciproquement, supposons la condition vérifiée. Soit x dans F; + - - - + F,,. L’existence d’une
décomposition est acquise par définition de la somme; montrons son unicité. Soient donc
(x15-..,%n) et (yy,...,yy) deux éléments de F; X - - - X F,, tels que

X=x1+ - +xX, =y +---+Yn.

En soustrayant :
(xl_y1)+"'+(xn_yn) =0g,
et x; — y; € F; pour tout i, puisque F; est un sous-espace vectoriel. L’hypothese donne alors
x; — y; = Og, C’est-a-dire x; = y;, pour tout i.
Notons que la condition de I’énoncé s’écrit exactement Ker ¢ = {0}, ou ¢ est Papplication

introduite dans la définition : on retrouve que la somme est directe si et seulement si ¢ est
injective. mi

Remarque (Le cas de deux sous-espaces)

Pour n = 2, on retrouve le critére vu en premiere année : la somme F; + F, est directe
si et seulement si F; N F; = {0g}.

En effet, supposons la somme directe et soit x € F; N F,. Alors x + (-x) = O,
avec x € F; et —x € F, : la proposition précédente donne x = 0g. Réciproquement,
supposons F; N F, = {0g} et soient x; € F; et x, € F, tels que x; + x, = 0g. Alors
X1 = —Xx; appartient a la fois a F; et a F, donc x; = O, puis x; = Og.

Ce critére ne se généralise pas : pour n > 3, il ne suffit pas que les F; soient deux a
deux d’intersection nulle. Dans E = R? rapporté a sa base canonique, prenons

D; = Vect(ey), D, = Vect(ey), D3 = Vect(e; + e).

Ces trois droites sont deux a deux distinctes, donc deux a deux d’intersection nulle.
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Pourtant
er +ey+ (—(ep +e)) =0g

est une décomposition non nulle du vecteur nul : la somme n’est pas directe.

Exemple 4.12 (Trois droites de R®)

Dans E = R3, posons u; = (1,1,0), uz = (0,1,1), u3 = (1,0, 1) et D; = Vect(u;) pour
i€{1,2,3}.

Un élément de D; s’écrit A;u; avec A; € R. Supposons Ajug + Ayup + Asus = 0, c’est-a-
dire, en coordonnées :

(A1 + A3, Ay + A3, A2 + A3) =(0,0,0).

Les deux premiéres équations donnent A, = A3 = —A4, et la troisiéme devient alors
—2A; = 0. Donc A; = 0, puis A, = A3 = 0, et les trois vecteurs A;u; sont nuls : la
somme D; + D, + D5 est directe.

Le calcul montre au passage que la famille (uq, up, us) est libre; comptant trois
vecteurs dans un espace de dimension 3, c’est une base, et

R3:D1 @Dz @D3.

Les trois droites sont deux a deux d’intersection nulle, mais ce n’est pas ce qui permet
de conclure : c’est bien le calcul ci-dessus.

Exemple 4.13 (Un plan et une droite de R?, de deux fagons)

Dans E = R3, notons s(x,y, z) = x +y + z : c’est une forme linéaire non nulle. Posons
F=Kers={(x,y,z)€R3|x+y+z=0} et D = Vect(w), ouw = (1,1,1).

Ainsi F est un plan, D est une droite, et s(w) = 3.

Par Uintersection. Soitv € FND. Comme v € D, il existe t € R tel que v = tw. Comme
veFonal=s(v) =ts(w) =3t,donct =0eto =0. Ainsi FND = {0}, etla
remarque précédente permet de conclure.

Par I'unicité de ’écriture. Soient v € F et t € R tels que v + tw = 0. En appliquant s :

0 =s(v) +ts(w) =0+ 3t,

donc ¢ = 0, puis v = 0. La proposition précédente permet de conclure.

Dans les deux cas, la somme est directe. Elle vaut d’ailleurs R3 : pour v € R3, en
posant t = %, onas(v—tw) =s(v) —3t =0,doncov—tw € Fetv = (v —tw) +tw.
Finalement R® = F @ D.

Exemple 4.14 (Une décomposition de M, (K))

n
Soit n > 2. Pour M = (m;;) € M,(K), notons s(M) = Zmi’i la somme des
i=1
coefficients diagonaux de M. C’est une forme linéaire sur M,,(K), et s(M™) = s(M)
puisque la transposition ne change pas la diagonale. Posons

A={M|MT =-M}, H = Vect(I,), So={M|M" =Mets(M)=0}.
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Ce sont trois sous-espaces vectoriels de M,,(K). Montrons que
My(K)y=ASHSS,.

La somme est directe. Soient A € A, L € KetS € Sy telsque A+ AL, +S = 0. En
transposant, et comme A" = —A,I] =1, etST =S

A+ AL, +S=0.

La différence des deux relations donne 2A = 0, donc A = 0; leur somme donne
AL, + S = 0. En appliquant s a cette derniére égalité, et comme s(I,) = n et s(S) =0,
il vient nA =0, donc A = 0 et enfin S = 0. La proposition permet de conclure.
La somme vaut M,,(K). Soit M € M,,(K). Posons
M-M" M M+M"
_ LS00 MM

A P

AL
2 n 2 "

On vérifie que AT = —A, donc A € A, et queS™ =S. De plus s (M+TMT) = s(M), donc
s(S)=s(M)—An=0etS € Sy.Enfin A+ AL, + S = M.
La forme linéaire s est la trace, que nous retrouverons plus loin dans ce chapitre.

Proposition 4.15 (Dimension d’'une somme)

SiFy, ..., F, sont des sous-espaces vectoriels de dimension finie, alors

dim(F; +---+ F,) <dimF; + - - - + dim F,,

avec égalité si et seulement si la somme est directe.

L’application ¢ ci-dessus est surjective par définition, donc par le théoréme du rang :
n
dim(F; + -+ F,) = dim(F; X - - - X F,) — dim(Ker ¢) = Z dim F; — dim(Ker ¢).
i=1

L’inégalité en découle, et I’égalité a lieu si et seulement si Kerp = {0}, c’est-a-dire si et
seulement si ¢ est injective, autrement dit si la somme est directe. ]

Exemple 4.16 (Un cas d’égalité)

Reprenons la décomposition M, (K) = A & H & S, obtenue plus haut. La somme
étant directe, la proposition donne

n® = dim M,,(K) = dim A + dim H + dim S,.
Ordim A = w et dim H = 1. On en déduit

dim S, = n? n(nz— 1) - n(n2+ 1) 4

La proposition sert donc ici a calculer une dimension inconnue a partir de celles que
I'on connait.
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Exemple 4.17 (Un cas d’inégalité stricte)

Reprenons les deux plans F; = Vect(ey, e;) et F, = Vect(ey, e3) de R®. On a vu que
F; + F, =R3, donc

dlm(Fl + Fz) =3<4= dlmFl + dlsz

L’inégalité est stricte, ce qui confirme que la somme n’est pas directe : on avait
effectivement exhibé deux décompositions du méme vecteur.

De méme, si 7+ et 7~ désignent les matrices triangulaires supérieures et inférieures
de M,(K),onaT "+ = M,(K), et

nin+1) nn+1)
2 * 2

=dim7 " +dim7 .

dim(7+*+7 ) =n*<n(n+1) =

L’écart vaut n, qui est exactement la dimension de 7% N 7 ~, I'espace des matrices
diagonales : c’est ce que prédit la formule de Grassmann, valable pour deux sous-
espaces.

Proposition 4.18 (Concaténation de familles libres)

Soient Fy, .. ., F, des sous-espaces vectoriels de E. La somme F; + - - - + F,, est directe
si et seulement si, pour toutes familles libres £; de Fy, ..., £, de F,, la famille
concaténée (L4,...,.L,) est libre.
Supposons la somme directe. Soient Ly, ..., £, des familles libres de Fy, ..., F,, et notons
L; = (ei1,...,eip,). Considérons des scalaires 4; ; tels que

n_ pi
2 2 e =0

i=1 j=1

et posons x; = Z‘;”':l Aijeij, qui appartient a F;. Ona x; + - - - + x, = Og, donc x; = Og pour tout
i par la caractérisation d’une somme directe. Comme £; est libre, les 4; ; sont tous nuls : la
famille concaténée est libre.

Réciproquement, supposons la condition vérifiée. Soit (x1,...,x,) € F; X --- X F, tel que
X1+ +x, = 0g. Pour chaque i, posons £; = (x;) si x; # O, et £L; la famille vide sinon : c’est
une famille libre de F;. La famille concaténée est donc libre. Or la somme de ses vecteurs est
X1 + -+ x, = 0 : c’est une combinaison linéaire nulle dont tous les coefficients valent 1. La
famille concaténée est donc vide, c’est-a-dire que x; = Og pour tout i, et la somme est directe. O

Remarque

Supposons E = F; & - - - @ F,, et donnons-nous des bases By, ...,8, de Fy, ..., F,.
La famille concaténée (B4, ..., B,) est libre d’aprés la proposition précédente. Elle
est aussi génératrice : tout x € E s’écrit x = x; + - - - + x, avec x; € Fj, et chaque
x; est combinaison linéaire des vecteurs de B;. On obtient ainsi une base de E en
concaténant des bases de chacun des F;.

Définition 4.19 (Base adaptée a une décomposition)

Soit E=F; @ - - - ® F, une décomposition en somme directe. Une base de E adaptée a
cette décomposition est une base obtenue par concaténation de bases By, ..., B, des
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sous-espaces Fy, ..., Fp:

B=(B,....B).

Exemple 4.20 (Une base adaptée a une décomposition de M;(K))

Reprenons M,(K) = A& H & S, dans le cas n = 2, et posons

0 1 10 1 0 0 1
e I I A R

La famille (J) est une base de A et (I) une base de . Enfin une matrice symétrique

s’écrit (Z IZ), et la condition a + ¢ = 0 la met sous la forme aK + bL : la famille

(K, L) est une base de S,.
Par concaténation, B = (J, I, K, L) est une base de M;,(K) adaptée a la décomposi-

tion. Elle compte bien 4 vecteurs, et I’on retrouve dim Sy = 2 = % -1

Exemple 4.21 (Des bases non adaptées)

Labase canonique (Eq 1, Eq 2, E2 1, E22) de M, (K) n’est pas adaptée ala décomposition
précédente : aucune de ces quatre matrices n’appartient a A, a H ou a S,.

Un échec peut étre plus discret. La famille (J, I, K, L + I,) est encore une base de
M, (K) : on n’a modifié le dernier vecteur qu’en lui ajoutant un autre vecteur de la
famille. Mais elle n’est pas adaptée, car L + I; n’est pas dans Sy : la somme de ses
coefficients diagonaux vaut 2. Les deux derniers vecteurs ne forment donc pas une

base de S,.

La définition précédente part d’'une décomposition pour fabriquer une base. On peut
faire le chemin inverse.

Soit B = (ey,...,e,) une base de E, que I'on découpe en r paquets consécutifs
B,...,B,, et posons F; = Vect(B;). Alors

E=F& - ®F,

et B est adaptée a cette décomposition.

En effet, tout x € E s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs de B; en
regroupant les termes paquet par paquet, on obtient x = x; + - - - + x, avec x; € F;,
doncE =F;+---+F,.Etsix;+---+x, = 0g avec x; € F;, en écrivant chaque x; dans
B; on obtient une combinaison linéaire nulle des vecteurs de B : tous les coeflicients
sont nuls puisque B est libre, donc chaque x; est nul. La somme est bien directe.

Par exemple, dans E = K3[X] muni de la base (1, X, X 2 X%, prenons les deux paquets
(1,X?) et (X, X?). En posant
P =Vect(1,X?) et  I=Vect(X, X,

on obtient K3[X] = P&I: tout polynome de degré au plus 3 s’écrit de maniére unique
comme somme d’un polyndme pair et d’un polynéme impair. La base (1, X2, X, X?)
est adaptée a cette décomposition.
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Définition 4.22 (Base adaptée a un sous-espace)

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Une base de E adaptée a F est une base de E
adaptée a une décomposition E = F @ G, ou G est un supplémentaire de F dans E.

Une base (ey, ..., e,) de E est adaptée a F si et seulement si (e, ..., e,) est une base
de F, avec p = dim F. Le sens direct découle de la définition. Réciproquement, si c’est
le cas, la remarque précédente appliquée aux paquets (ey, ..., ep) et (eps1,...,e€n)
donne E = F @ Vect(ep+1, ..., €n), et la base est adaptée a cette décomposition. Une
telle base existe toujours : il suffit de compléter une base de F en une base de E par
le théoréme de la base incompléte.

Exemple 4.23 (Une base adaptée a un plan de R®)

Reprenons le plan F = {(x, y,2) ER® | x+y+z= 0} et la droite D = Vect(w), avec
w = (1,1, 1), pour lesquels R3 = F® D. Les vecteurs fi=(1,-1,0) et f, =(0,1,-1)
appartiennent a F et ne sont pas colinéaires; comme dim F = 2, la famille (fi, f;) est
une base de F. La famille (fj, f, w) est donc une base de R3 adaptée a F.

La famille (f;, f, e1), ol e; = (1, 0,0), est aussi une base de R*> adaptée a F : comme
e; ¢ F, elle est libre, et elle est adaptée a la décomposition R* = F @ Vect(e;). En
revanche, la base canonique (e, ez, e3) n’est pas adaptée a F, puisque e; ¢ F.

10



4

Compléments d’algebre linéaire

Définition 4.24 (Sous-espace stable)

Soit u € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E. On dit que F est stable par u si
u(F) C F, c’est-a-dire :
Vx € F, u(x)€F.

Les sous-espaces {0}, E, Ker u et Im u sont toujours stables par u. En effet, u(0g) =
0 € {0g}; u(E) C E par définition; si x € Keru alors u(x) =0 € Keru;siy € Imu
alors y = u(x) pour un certain x € E et u(y) = u(u(x)) € Imu.

Exemple 4.25 (Un sous-espace stable)

Soit E = K3[X] et u: P +— P’ la dérivation, qui est bien un endomorphisme de E
puisque deg P’ < deg P. Posons F = K; [X].

Soit P € F, que l'on écrit P = a + bX. Alors u(P) = b, qui est encore un polynéme de
degré au plus 1 : u(P) € F. Donc F est stable par u.

Plus généralement, K, [X] est stable par u pour tout p < 3, car dériver fait baisser le

degré.

Exemple 4.26 (Un sous-espace non stable)

Soit E = R? et r la rotation d’angle Z, donnée par r(x,y) = (-y,x). La droite
D = Vect(ey) n’est pas stable par r :

r(e;) = e ¢ D.

Il se trouve qu’aucune droite de R? n’est stable par r. En effet, supposons Vect(v)
stable, avec v # 0. Alors r(v) € Vect(v), donc il existe A € R tel que r(v) = Ao.
En appliquant r a nouveau, r(r(v)) = A%0. Or r o r = —1Id, puisque r(r(x,y)) =
r(=y,x) = (=x, —y). Il vient A0 = —v, et comme v # 0, A* = —1 : impossible dans R.

Proposition 4.27 (Stabilité par un endomorphisme qui commute)

Soient u,v € L(E) tels que u o v = v o u. Alors Ker u et Im u sont stables par v.

Soit x € Ker u. Alors

u(0(x)) = (uo0)(x) = (vou)(x) =0 (u(x)) =0v(0¢) = 0,

donc v(x) € Keru : le noyau de u est stable par v.

11
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Soit y € Imu, et soit x € E tel que y = u(x). Alors

o(y) =0 (u(x)) = u (o(x)) € Imu,

donc Im u est stable par v. ]

Le cas v = u redonne la remarque précédente, puisque u commute avec lui-méme.

Exemple 4.28 (Dérivation et translation)

Sur E = K3[X], considérons
u:P— P et v: P(X) — P(X +1).

Ces deux endomorphismes commutent : pour tout P,
d ,
(wow)(P) = ﬁ(P(X+ 1)) =P (X +1) =(vou)(P).

Or Keru = Vect(1), car les polyndmes de dérivée nulle sont les constantes, et
Imu = K [X]. La proposition assure donc que Vect(1) et K,[X] sont stables par o,
ce que l'on vérifie directement : v laisse fixe toute constante, et ne change pas le
degré d’un polyndéme.

Définition 4.29 (Endomorphisme induit)

Si F est stable par u, alors l'application u|p: F — F définie par u|r(x) = u(x) pour
tout x € F est un endomorphisme de F, appelé endomorphisme induit par u sur F.

Exemple 4.30 (L’endomorphisme induit par la dérivation)

Reprenons E = K3[X], u: P — P’ et F = K;[X], stable par u. L’endomorphisme
induit est
u|r: K[ X] —» K{[X], a+bX —b.

C’est un endomorphisme de F, et non de E : c’est un objet différent de u. Sa matrice
dans la base (1, X) de F est

0 1
Mat (1 x) (u|F) = (0 0) .

On peut lire sur u|r des propriétés qui lui sont propres : il n’est pas injectif, son
noyau étant Vect(1), et son image est également Vect(1).

L’hypothése de stabilité est indispensable pour former u|p. Si I'on prend G =
Vect(X?), la restriction de u & G envoie X? sur 2X, qui n’est pas dans G : on ob-
tient une application de G dans E, mais pas un endomorphisme de G.

Proposition 4.31 (Matrice d’'un endomorphisme avec un sous-espace stable)

Soitu € L(E) et E = F®G avec F stable par u. Si 8 = (BF, Bg) est une base adaptée

12
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a cette décomposition, alors

Matg (1) = (A C),

0 D

ou A = Matg,(u|r) € My(K), D € My(K) et C € M, 4(K), avec p = dimF et
q =dimG.

Soit Br = (ey,...,ep) et Bg = (ept1,...,€n). Pour 1 < j < p,onae; € Fet F est stable par u,
donc u(e;) € F. Les coordonnées de u(e;) dans la base 8 ont donc des composantes nulles sur

les vecteurs e,41, . . ., e, : le bloc en bas a gauche est nul. Le bloc A est la matrice de u|r dans la
base Br. |
Remarque

La base B de la proposition est une base de E adaptée a F. Réciproquement, toute
base de E adaptée a F est adaptée a une décomposition E = F & G : la matrice de u
dans une telle base a donc la forme précédente.

Remarque

A C
L’écriture ( 0 D) est une écriture par blocs : on découpe la matrice de taillen = p+g¢q

selon ses p premieres lignes et ses g derniéres, et selon ses p premiéeres colonnes
et ses q derniéres. On obtient quatre sous-matrices rectangulaires, dont chacune
est notée par une seule lettre; ici, 0 désigne la matrice nulle de Mg, (K). C’est une
maniere pratique de présenter une matrice.

Reprenons E = K3[X] et la dérivation u: P — P’. Le sous-espace F = K;[X] est
stable par u, et
G = Vect(X?% X?)

en est un supplémentaire, puisque (1,X) et (X% X®) partitionnent la base
(1,X,X? X%) de E. Cette base est donc adaptée a la décomposition E = F & G.
Or

u(1) =0, u(X) =1, u(X?) =2X, u(X?®) =3x%

d’ou, en écrivant ces images en colonnes :

0
0
Matg(u) = 0
0

Le bloc en bas a gauche est bien nul, et le bloc en haut a gauche est la matrice de u|p
dans la base (1, X), calculée plus haut.

Le bloc en haut a droite, lui, n’est pas nul : c’est que G n’est pas stable par u, puisque
u(X?) =2X ¢ G.

13
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Théoreme 4.33 (Matrice diagonale par blocs)

Soitu € L(E) etE = F; & --- @ F, avec tous les F; stables par u. Dans une base

B =(8By,...,B,) adaptée a cette décomposition, la matrice de u est diagonale par
blocs :
Ay 0
Matg(u) = , ouA; =Matg, (ulF,).
0 A,

Pour j correspondant a un vecteur de By, on a u(e;) € Fj car Fi est stable. Or la base 8
est adaptée a la décomposition, donc les coordonnées de u(e;) sont nulles en dehors du bloc
correspondant a Fi. On obtient ainsi une matrice diagonale par blocs. ]

Exemple 4.34 (Une matrice diagonale par blocs)

Reprenons E = K;3[X], mais cette fois avec la dérivée seconde v: P +— P”, et la
décomposition en polyndmes pairs et impairs

E=PolI, P = Vect(1,X?), T =Vect(X, X?),

obtenue en partitionnant la base (1, X, X?, X?).
Dériver deux fois fait baisser le degré de deux : la parité est conservée. Les deux
sous-espaces sont donc stables par v, ce que confirme le calcul :

v(1) =0, o(X?) =2, v(X) =0, 0(X%) = 6X.

Dans la base adaptée B = (1, X%, X, X°) :

Matg(v) =

S oo O
(=Rl el V)
S oo O
S N O O

diagonale par blocs, les deux blocs étant les matrices de v|p dans (1, X?) et de o| 7
dans (X, X3).

La dérivation u: P — P’, elle, échange les deux sous-espaces au lieu de les stabiliser :
u(X?) = 2X € I.Sa matrice dans la méme base n’est pas diagonale par blocs.

14
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.~ |
IIl. MATRICES PAR BLOCS

On considére dans cette section des matrices a coefficients dans K, découpées en blocs
compatibles.

Proposition 4.35 (Opérations par blocs)

Soient A et B deux matrices découpées en blocs de tailles compatibles.
1. Addition : (A + B) se calcule bloc par bloc.

2. Multiplication : si A = (Aj) et B = (Bgj), alors AB = (C;j) avec Cj; =
2.k Aik By j, la formule usuelle appliquée aux blocs.

3. Transposition : si A = (4;;), alorsAT = (A])).

Exemple 4.36 (Addition par blocs)

Découpons deux matrices de M3(K) de la méme maniére, en blocs de tailles 2 et 1 :
1 2|0 0 1|1
A=|3 4|1 |, B=[10]0
0 1|2 2 2|3
Chaque bloc de A + B s’obtient en ajoutant les blocs correspondants :
1 3|1
A+B=| 4 4|1
2 315

Il est essentiel que les mémes découpages soient employés pour A et pour B : sans
cela, les blocs a additionner n’auraient pas les mémes tailles.

On en déduit par exemple que, pour un découpage fixé, I’ensemble des matrices
diagonales par blocs est un sous-espace vectoriel de M, (K) : ajouter deux telles
matrices, ou en multiplier une par un scalaire, laisse nuls les blocs hors de la diagonale.

Exemple 4.37 (Multiplication par blocs)

Le seul accord exigé porte sur les indices sommés : le découpage des colonnes de A
doit étre celui des lignes de B. Les découpages des lignes de A et des colonnes de B
sont libres, et se retrouvent tels quels dans AB.

15
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Prenons A € M34(K), lignes découpées en 1+2 et colonnes en 1+3, et B € M, 3(K),
lignes découpées en 1 + 3 et colonnesen 2 + 1 :

2]1 0 1
A=[1]l0 2 0|, B=
0/1 1 1

=N O
O = O

= Y )

Le découpage 1 + 3 est commun aux colonnes de A et aux lignes de B : les produits
A By ont bien un sens. En revanche A est découpée en 2 X 2 blocs de tailles 1 X 1,
1x3,2x1et2x3,etBenblocs de tailles 1 x2,1x1,3X2et3X1:aucune symétrie
la-dedans.

Le produit AB est de taille 3 X 3, avec les lignes découpées en 1 + 2 (comme A) et les
colonnes en 2 + 1 (comme B) :

3 2|2
AB=|5 0|3
3 2|1
Vérifions par exemple le bloc en bas a gauche, de taille 2 x 2 :

0 1
1 0 2 0 1 0 4 0 5 0
A21311+A22321:(0) (1 0)"'(1 1 1) 2 0 2(0 0)+(3 2):(3 2)’
1 1

ce qui est bien le bloc annoncé. Attention a 'ordre des facteurs : les blocs sont des
matrices, qui ne commutent pas, et qui n’ont méme pas ici des tailles permettant de
les multiplier dans I’autre sens.

Un cas particulier utile : si M et N sont deux matrices carrées triangulaires supérieures
par blocs, découpées de la méme fagon,

A C A AA" AC' +CD’
M—(O D)’ N—(O D’)’ alors MN—(O DD’ )

Le produit reste triangulaire par blocs, et les blocs diagonaux se multiplient entre
eux.

Rien n’oblige les blocs a étre carrés, ni les découpages des lignes et des colonnes a
coincider. Prenons M € M3 4(K), dont on découpe les lignes en 1 + 2 et les colonnes
enl+3:

M=|5|6 7 8 |=

1234(
910 11 12

A C
B D)’

ou A est de taille 1 X 1, C de taille 1 x 3, B de taille 2 X 1 et D de taille 2 X 3. La
transposée est de taille 4 X 3, avec les lignes découpées en 1 + 3 et les colonnes en
1+2:

(AT BT
5]

16
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Deux choses se produisent en méme temps : chaque bloc est transposé, et les blocs
hors de la diagonale échangent leurs positions. C’est indispensable pour que les
tailles soient cohérentes : C est de taille 1 x 3, doncCT est de taille 3 X 1 et ne peut se
placer qu’en bas a gauche.

En particulier, pour une matrice carrée, la transposée d’une matrice triangulaire
supérieure par blocs est triangulaire inférieure par blocs, et la transposée d’une
matrice diagonale par blocs est diagonale par blocs.

Proposition 4.39 (Déterminant par blocs)

Soit M une matrice carrée triangulaire par blocs :

Al * *
M= 0 A2 . o ,
0 - 0 A

ou les A; sont des matrices carrées. Alors

detM =detA; - detA,---detA,.

Le méme résultat vaut pour une matrice triangulaire inférieure par blocs :

A 0 0
* A2 ". E

M=| = detM =detA; - detA,---detA,.
* x A,

En effet, M " est alors triangulaire supérieure par blocs, de blocs diagonauxA;,...,A/,

comme on I’a vu plus haut. La proposition s’y applique, et comme une matrice et sa
transposée ont méme déterminant :
detM =detM" =detA] ---detA] =detA; ---detA,.

Une matrice diagonale par blocs reléve évidemment des deux cas.

Exemple 4.40 (Un déterminant par blocs)

Considérons

1 2 5 6
Elle est triangulaire supérieure par blocs, avec A; = ( ) et Ay = ( ) Donc

det M = det A; - det Ay = (4 — 6)(40 — 42) = (=2) x (=2) = 4.

17
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En particulier M est inversible, sans qu’il ait fallu développer un déterminant 4 X 4.
Le bloc en haut a droite n’intervient pas dans le calcul.
Cette formule se combine avec la proposition page 12 : si E = F & G avec F stable

A
par u, la matrice de u dans une base adaptée est (0 g) avec A = Matg, (u|r), donc

detu = det(u|p) - det D.

Remarque

L’hypotheése « triangulaire par blocs » ne peut pas étre supprimée. Pour une matrice
découpée en quatre blocs quelconques, il n’existe pas de formule analogue a celle du
déterminant 2 X 2 : en général,

A C
det(B D)#detA-detD—detC-detB.

Par exemple, avec des blocs 2 X 2, prenons A=D =0etC=B=1,:

Le membre de droite vaut 0 X 0 — 1 X 1 = —1. Or M est la matrice de la permutation
qui échange les vecteurs e; et e; d’une part, e, et e, d’autre part : c’est un produit de
deux transpositions, donc det M = 1.

18



Compléments d’algebre linéaire
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( \ X,
IV. TRACE

Définition 4.41 (Trace d’'une matrice)
Soit A = (a;;) € Mp(K). La trace de A est

n

tI'(A) = Z ajj.

i=1

Proposition 4.42 (Propriétés de la trace)

Soient A,B € M, (K) et A € K.
1. Linéarité : tr(AA + B) = A tr(A) + tr(B).
2. tr(AT) = tr(A).

3. Si A est diagonale par blocs A = diag(Ay,...,A;), alors tr(A) =tr(A;) +--- +
tr(A,).

Notons A = (a;;) et B = (b;}).
Linéarité. Le coefficient d’indice (i, i) de AA + B vaut Ag;; + b;;. En sommant sur i :

tr(/lA + B) = Z ()Laii + bii) =1 Z aj; + Z bi; = Atr(A) + tr(B).
i=1 i=1 i=1

Transposition. Le coefficient d’indice (i, j) deAT est aj;. Sur la diagonale, i = j : la transposition
ne change aucun coefficient diagonal, donc tr(AT) = tr(A).

Matrices diagonales par blocs. Les coefficients diagonaux de A sont exactement, dans cet ordre,
ceux de A, puis ceux de Ay, etc. : les blocs situés hors de la diagonale n’apportent aucun
coefficient diagonal. En découpant la somme selon les blocs, tr(A) = tr(A;) +--- + tr(4,). O

Exemple 4.43 (Calculs de trace)

Soit

1 2 3
A=[4 5 6/, de sorte que tr(A) =1+5+9=15.
7 8 9

Seuls les coefficients diagonaux comptent : les six autres n’interviennent pas, etA™ a
la méme trace.
La linéarité permet de conclure sans écrire la matrice. Par exemple, comme tr(l5) = 3:

tr (A — 5k) = tr(A) — 5tr(l3) = 15— 15 = 0.

tr(A . s
Retrancher %13 rameéne donc la trace a zéro.
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Enfin, pour une matrice diagonale par blocs, il suffit d’ajouter les traces des blocs :

, tr(N) =(1+4)+(5+8) =18.

Remarque (La trace est une forme linéaire)

La premiére propriété dit exactement que
tr: Mp(K) - K

est une application linéaire a valeurs dans K, c’est-a-dire une forme linéaire sur
M, (K). Elle n’est pas nulle, puisque tr(I,,) = n # 0.
Son noyau

Ho = {M € My(K) | tr(M) =0}

est donc un hyperplan de M,,(K) : c’est un sous-espace vectoriel de dimension n? — 1.
Le calcul de 'exemple précédent se lit alors comme une décomposition : pour M €
Mn (K)>

M= tr(M)

Ik F (M— MIH),
n

ou le second terme est de trace nulle. La somme est directe, car une matrice AI, de
trace nulle vérifie nA = 0, donc A = 0. Ainsi
M, (K) = Vect(I,,) & Hy,

et I'on retrouve dim H, = n® — 1. C’est la forme linéaire notée s dans la premiére
section qui apparaissait déja 1a : le sous-espace S y était I'intersection de H, avec
Pespace des matrices symétriques.

Théoréme 4.44

Pour toutes matrices A € My, ,(K) et B € M, ,(K),

tr(AB) = tr(BA).

On calcule directement :
n n p P n p
tr(AB) = > (AB)ii = 3" > awhii = ) > briask = ) (BA)ek = tr(BA).
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1 k=1

L’échange des sommes est licite car ce sont des sommes finies. ]

Corollaire 4.45 (Invariance par similitude)

Deux matrices semblables ont méme trace. En effet, si B = P~'AP alors

tr(B) = tr(P"1(AP)) = tr((AP)P!) = tr(A).

20



CHAPITRE 4. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Exemple 4.46 (La trace d’un projecteur est son rang)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et p € L(E) un projecteur, c’est-a-
dire un endomorphisme vérifiant p o p = p. Posons r = rg p = dim(Im p).

Une décomposition adaptée a p. Les sous-espaces Im p et Ker p sont stables par p.
Mieux, on les connait complétement : si y € Im p, il existe x tel que y = p(x), donc

p(y) =p (p(x)) =p(x) =y,

et 'endomorphisme induit p|iy, est 'identité de Im p; quant a p|xer p, c’est 'endo-
morphisme nul. Par ailleurs E = Im p @ Ker p : tout x € E s’écrit

x =p(x) + (x = p(x)),

avec p(x) € Imp et p (x — p(x)) = p(x) — p(x) = 0, et siy € Imp N Kerp alors
y = p(y) = 0 d’apres ce qui précede.

La matrice dans une base adaptée. Prenons une base 8 adaptée a cette décomposition.
Les deux sous-espaces étant stables, la matrice de p est diagonale par blocs, les blocs
étant ceux des endomorphismes induits :

Matsp) = (o)

ou le bloc nul est de taille (n — r) X (n — r). Notons J, cette matrice; sa trace vaut r.
Conclusion. Soit B’ une base quelconque de E. Les matrices Matg: (p) et J, repré-
sentent le méme endomorphisme dans deux bases : elles sont semblables, donc de
méme trace. Ainsi

tr (Matg/ (p)) =r =rgp pour toute base B’.

Autrement dit, le rang d’un projecteur se lit sur la trace de n’importe laquelle de ses
matrices, sans avoir a chercher une base adaptée.

1 1
Par exemple, I’endomorphisme de R? de matrice A = % ( . 1) dans la base canonique

vérifie A% = A : c’est un projecteur, et tr(A) = 1. Son rang vaut donc 1, ce que confirme
la lecture de A, dont les deux colonnes sont égales.

Définition 4.47 (Trace d’'un endomorphisme)

Soit u € L(E) avec E de dimension finie. La trace de u est définie par tr(u) =
tr(Matg(u)), ou B est une base quelconque de E. Cette définition ne dépend pas du
choix de B grace a I'invariance par similitude.

Proposition 4.48 (Propriétés de la trace d’'un endomorphisme)

Soient u,0 € L(E) et A € K.
1. Linéarité : tr(Au + v) = A tr(u) + tr(v).
2. tr(uow) =tr(vou).
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La linéarité découle de celle de la trace matricielle et de la linéarité de I’application u
Matg(u). Pour la seconde propriété, on fixe une base B et on écrit :

tr(u ov) = tr(Matg(u) - Matg(v)) = tr(Matg(v) - Matg(u)) = tr(v o u).
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V. INTERPOLATION DE LAGRANGE

Dans toute cette section, on fixe n + 1 scalaires distincts ag, a1, . .., an € K.
Théoréme 4.49 (Interpolation de Lagrange)
Soient ag,...,a, € K distincts et by,...,b, € K. 1l existe un unique polynéme

P € K, [X] (de degré au plus n) tel que

ViE{O,...,n}, P(ai)=b,-.

Considérons I'application d’évaluation :
O: K,[X] = K™, P (P(ag),P(ar),...,P(an)).

C’est une application linéaire entre deux espaces de méme dimension n + 1. Il suffit de montrer

que P est injective. Soit P € Ker @ : alors P s’annule en les n + 1 points distincts ay, . . ., a, et
deg P < n. Un polyndéme de degré au plus n ayant n + 1 racines est le polyndéme nul. Donc
Ker @ = {0} et ® est un isomorphisme. O

Exemple 4.50 (Une interpolation a la main)

Cherchons le polyndéme P de degré au plus 2 tel que
P(-1) =3, P(0) =1, P(1) =1.

Le théoréme en garantit I'existence et I'unicité, les trois points —1, 0 et 1 étant
distincts. Ecrivons P = y + X + aX?; les trois conditions donnent le systéme

y—-B+a=3,
=1
y+p+a=1.

La deuxiéme équation donne y = 1. En soustrayant les deux autres, on obtient
2f =—-2,donc f = -1, puis a = 1. Ainsi

P=X"-X+1,
ce que on vérifie : P(-1) =3, P(0) =1et P(1) = 1.
La contrainte sur le degré est essentielle pour I'unicité. Sans elle, il y a une infinité

de solutions : pour tout A € K, le polyndéme P + A(X + 1)X (X — 1) prend encore les
valeurs voulues, puisque le second terme s’annule en —1, 0 et 1.
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Définition 4.51 (Polynémes de Lagrange)

Les polynomes d’interpolation de Lagrange associés aux points ay, . . ., d, sont les
polyndémes

L_ﬁX—aj X
i = ‘ , ie{0,...,n}.

On vérifie immédiatement que L;(a;) = §;; (symbole de Kronecker).

Proposition 4.52 (Base de Lagrange)

La famille (Lo, Ly, ..., L,) est une base de K, [X], appelée base de Lagrange associée
aux points ay, . . ., a,. La décomposition d’un polynéme P € K, [X] dans cette base
est :

n
p= ZP(a,-) L.
i=0

La famille (Ly, ..., L,) contient n + 1 polynomes de K, [X], espace de dimension n + 1. Il suffit
de montrer qu’elle est libre. Si )} A;L; = 0, alors en évaluant en a; on obtient A; = 0 pour
tout k. La formule de décomposition se vérifie en constatant que P et ), P(a;)L; sont deux
polynoémes de degré au plus n qui coincident aux n + 1 points aq, . . ., an. ]

Exemple 4.53 (Décomposition dans la base de Lagrange)

Reprenons les points ag = —1, a; = 0 et a; = 1. Les polyndmes de Lagrange associés

sont
_ X-ox-1)  X*-X

Ly

S (-1-0)(-1-1) 2 °
_X+D(X=-1) B

T 0+ 1)(0-1) =1=J
C(X+D(X -0 X*+X
T 1+ )(1-0) 2

On vérifie bien que chacun vaut 1 en son point et 0 aux deux autres.
Décomposons P = X% — X + 1. Ses valeurs aux trois points sont 3, 1 et 1, calculées
plus haut; la proposition donne donc directement

P=3L0 + L+ Lo,
sans aucun systéme a résoudre. Vérifions :

X2 - X X2+ X 4x?-2X

2 2

3 +(1-X%)+ +1-X2=2X2-X+1-X?=X?>-X+1.

Toute la différence avec 'exemple précédent est la : dans la base canonique, trouver
les coordonnées demande de résoudre un systéme; dans la base de Lagrange, les
coordonnées sont les valeurs de P aux points a;.

24




CHAPITRE 4. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

En appliquant la formule de décomposition au polynéme constant P = 1, qui est bien
de degré au plus n et vaut 1 en chaque g;, on obtient

n
ZLi =1.
i=0

Sur 'exemple précédent :

X2 -X X2+ X

+(1-X%) + . =X2+1-X?=1.

Le méme procédé appliqué a P = X donne )., a;L; = X, et ainsi de suite pour
chaque X* avec k < n.

Tout ce qui précéde s’effondre si deux des points coincident.

D’abord, les polyndmes L; ne sont méme pas définis : le dénominateur [];,;(a; — a;)
s’annule.

Ensuite, le probléme d’interpolation lui-méme perd ses deux propriétés. Supposons
par exemple ay = a;. Si by # by, aucun polyndéme ne convient, puisqu’il faudrait que
P prenne deux valeurs distinctes au méme point : I'existence tombe. Et si by = by, la
condition d’indice 1 répete celle d’indice 0 : il ne reste que n conditions pour n + 1
coefficients, et 'unicité tombe.

Concrétement, avec ap = a; =0, a; = 1 et by = by = b, = 1, tous les polynomes

1+ A(X?%-X), Aek,

sont de degré au plus 2 et valent 1 en O et en 1.

C’est bien ce que dit la démonstration du théoréme : I'application d’évaluation ®
n’est injective que parce qu’'un polyndéme non nul de degré au plus n ne peut pas
avoir n + 1 racines distinctes.

Définition 4.54 (Matrice de Vandermonde)

La matrice de Vandermonde associée aux scalaires ay, . . ., a, est
2 n—1
1 a a a;
1 a ag . a;’_l
V(ay,...,an) =| .
2 n-1
1 a, a, --- a,
C’est la matrice de l'application d’évaluation (P(ay), ..., P(a,)) dans les bases cano-
niques.

Théoréme 4.55 (Déterminant de Vandermonde)

detV(ay,...,an) = l_l (aj — a;).

1<i<j<n
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En particulier, la matrice est inversible si et seulement si les a; sont deux a deux
distincts.

On procede par récurrence sur n.

Initialisation : pour n = 1, V(a;) = (1) et detV = 1, le produit vide valant 1.

Hérédité : supposons la formule vraie pour n — 1 scalaires. On considere le déterminant de
V(a,...,a,) comme un polynéme en a,, en développant par rapport a la derniére ligne. On
obtient un polynéme Q(X) de degré au plus n — 1 en X = a,,. En remplacant a, par a; pour
i < n, deux lignes de la matrice deviennent identiques, donc Q(a;) =0 pouri=1,...,n— 1.
Ainsi Q posséde n — 1 racines et est de degré au plus n — 1, d’our :

n—1
Q(X) = cﬂ(X— a).

Le coefficient dominant ¢ est le cofacteur de a”~! dans la derniére ligne, a savoir

detV(ay,...,an—1). Par hypothése de récurrence :
c= l_[ (aj — a;).
1<i<j<n-1
Donc

n-1
detV(ay,...an) =Qan) =[] (@-a)-[[(@n-a)= [] (aj-a).
i=1

1<i<j<n-1 1<i<j<n

Remarque (Vandermonde et 'interpolation)

La matrice de Vandermonde est celle de Papplication d’évaluation ® dans les bases
canoniques. Le théoréme précédent fournit donc une seconde démonstration du
théoréme d’interpolation : chercher P = ¢y + ¢1 X + - - - + ¢, X" tel que P(a;) = b;,
c’est résoudre le systeme linéaire

Co b()
V(ag,...,an)| : B
Cn b,

qui admet une unique solution si et seulement si det V' # 0, c’est-a-dire si et seulement
si les a; sont deux a deux distincts.

L’hypothese de la section trouve ainsi sa traduction matricielle : si a; = aj aveci # j,
les lignes i et j de V sont identiques, le déterminant est nul, et le systéme n’a pas de
solution ou en a une infinité selon le second membre — exactement ce que I'on avait
observé.

Sur 'exemple des points —1,0 et 1:

1 -1 1
V(-1,0,1) =1 o o, detV=(0+1)(1+1)(1-0) =20,
1 1 1

et le systéme d’inconnues (cy, c1, c2) et de second membre (3, 1, 1) est celui que nous
avions résolu a la main, de solution (cg, ¢1,¢2) = (1,—1, 1).
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Exemple 4.56 (Liberté de la famille des exponentielles)

Soient ay, . .., a, des réels deux a deux distincts. Montrons que la famille des fonctions
fir t > e, ie{l,...,n},

est libre dans (R, R).
Soient Ay, ..., A, € R tels que A1 fi + - - - + A, fy, soit la fonction nulle, c’est-a-dire

n
Vt € R, Z Aie%it = 0.
i=1

Posons x; = e%, de sorte que e%! = x!. En évaluant la relation précédente en
1 i
t=0,1,...,n— 1, on obtient

n
Vjie{o,...,n-1}, > Lix/=o0.
i=1

C’est un systéme linéaire de n équations aux n inconnues Ay, ..., A,, dont la matrice
a pour coefficient x; en ligne j et colonne i : c’est la transposée de V(xy, . .., x,).
Or les x; sont deux a deux distincts, puisque exp est injective sur R et que les g; le
sont. Le théoréme donne donc

detV' (x1,...,x,) =det V(xy,...,x,) = l_[ (xx —x;) # 0.

1<i<k<n

Le systéme est de Cramer et homogéne : sa seule solutionest A; =--- =1, =0.La
famille est donc libre.

27



Compléments d’algebre linéaire

| L T\
EXERCICES

Exercice 4.1 o Correction p. 41

Soit u I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique (ey, ez, e3) est
1 1 -2
A=|0 1 -1].
0 0 O
1. Déterminer Ker u et Im u.
2. Montrer que R® = Keru ® Imu.

3. Justifier que Ker u et Im u sont stables par u, puis écrire la matrice de u dans une base
adaptée a cette décomposition.

4. En déduire tr(u) et vérifier le résultat sur A.

Exercice 4.2 o Correction p. 42
1. Déterminer 'unique polynéme P € R;3[X] tel que P(0) = 1, P(1) = 0, P(2) = 1,
P(3) =4.

2. Calculer les polynémes de Lagrange associés aux points 0, 1, 2 et en déduire le poly-

nome Q € R,[X] tel que Q(0) =2, 0(1) =1, Q(2) =4.

Exercice 4.3 o Correction p. 42
1. Calculer le déterminant de Vandermonde V (1, 2, 3).
2. Calculer V(1,2,3,4).

3. Pour quelles valeurs de a € R la matrice suivante est-elle inversible ?

1 1 1
M=|1 a a*]|.
1 a® at
Exercice 4.4 o Correction p. 43

Dans E = R3, on pose
P:{(x,y,z)€R3|x+y+z:O} et D = Vect(v), ouv =(1,2,3).

. Montrer que P est un plan, puis que R* = P & D.
. Décomposer e; = (1,0,0) sur cette somme directe.

. Donner une base 8 de R® adaptée a la décomposition.

B_OW N =

. Soit p la projection sur P parallélement a D. Ecrire la matrice de p dans B, puis dans
la base canonique.

5. Vérifier sur ces deux matrices que tr(p) = rg(p).
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Exercice 4.5 o Correction p. 43
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E, F). On appelle
graphe de f la partie
Ip={(x,f(x)) | x € E} CEXF.
1. Montrer que I’y est un sous-espace vectoriel de E X F et déterminer sa dimension.
2. Montrer que E X F =Ty & ({0g} X F).

3. Déterminer I'r N (E X {Or}) et en déduire une caractérisation de I'injectivité de f.

Exercice 4.6 oo Correction p. 44

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d'un K-espace vectoriel E.
On considére 'application

p: FXG—E, (x,y) > x+y.

1. Montrer que ¢ est linéaire et déterminer son image.
2. Montrer que x — (x, —x) réalise un isomorphisme de F N G sur Ker ¢.

3. En appliquant le théoréme du rang a ¢, démontrer la formule de Grassmann :
dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

4. Retrouver le fait que la somme F + G est directe si et seulement si dim(F + G) =

dim F + dimG.
Exercice 4.7 o Correction p. 45
Soient p € N* et ay, ...,a,-1 € K. On note S I'ensemble des suites u € KY vérifiant

VneN, upip =ap-1Unip-1+ -+ a1lipsr + aoliy.

1. Montrer que S est un sous-espace vectoriel de K*'.

2. Montrer que I'application ¥: S — K?, u + (ug, uy,...,up_1) est un isomorphisme.
En déduire dim S = p.

3. On prend p = 3 et la relation u,i3 = 2uyip + Upy1 — 2u,. Vérifier que les suites
(Dnens (2™)pen et ((—1)"),en appartiennent a S, puis en déduire expression du
terme général de la suite de S définie par uy =0, u; =1 et uy =5.

Exercice 4.8 o Correction p. 46

Soient E; et E; deux K-espaces vectoriels de dimension finie, et soient p; et p, les deux
projections de Eq X E; sur E; et E,.

1. Soient F; un sous-espace vectoriel de E; et F, un sous-espace vectoriel de E,. Montrer
que F; X F, est un sous-espace vectoriel de E; X E, et donner sa dimension.

2. La réciproque est-elle vraie ? Autrement dit, tout sous-espace vectoriel de E; X E;
est-il de la forme F; X F, ? On pourra considérer la droite A = {(x, x) | x € R} dans
RxR.

3. Soit G un sous-espace vectoriel de E; X E;. Montrer que G C p1(G) X p2(G), et que
G est un produit de sous-espaces si et seulement si G = p1(G) X p2(G).

Exercice 4.9 oo Correction p. 46

Soit n € N*. Pour —(n — 1) < k < n — 1, on note Dy, le sous-espace vectoriel de M, (K)
engendré par les matrices élémentaires E; ; telles que j — i = k : c’est 'espace des matrices
dont tous les coefficients sont nuls en dehors de la k-ieme diagonale.

1. Décrire Dy, Dy et D_(,_1), puis montrer que dim Dy = n — |k|.
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2. Montrer que
Mu(K)=D_(n-1)® - @Dy & - & Dy_1.

3. Vérifier la cohérence des dimensions, c’est-a-dire Zz;i(n_l) (n—|k|) = n.

Exercice 4.10 oo Correction p. 47

Soit n € N*. On reprend les notations de I'exercice précédent : pour —(n —1) <k <n-1,
Dy désigne le sous-espace de M, (K) engendré par les E; ; tels que j — i =k, et

Mn(K) = D—(n—l) @ ®Dy 1.

Soit t € K non nul. On note A la matrice diagonale dont le i-ieme coefficient diagonal vaut
tit.

t f: My(K) — My(K)
" M — AMA™!

1. Justifier que A est inversible et que f est un automorphisme de M, (K).

2. Calculer f(E; ;). En déduire que chaque Dy est stable par f, et identifier I'endomor-
phisme induit f]p,.

3. Ecrire la matrice de f dans une base adaptée a la décomposition.
4. En déduire tr(f) et det(f) en fonction de n et ¢.
5. Expliciter le cas n = 2 dans la base (Ej 1, E22, E12, E21).

Exercice 4.11 ee Correction p. 48

Soient F, G et H trois sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E.
1. Montrer que (FNH)+ (GNH) c (F+G)NH.

2. Montrer que cette inclusion peut étre stricte, a ’aide de trois droites bien choisies de
R2.

3. Montrer que si G C H, alors il y a égalité :

(F+G)NH=(FNH)+G.

Exercice 4.12 o Correction p. 48

Soit E un K-espace vectoriel tel que E = F; @ F;, et soit G un sous-espace vectoriel de E.
1. Montrer que la somme (G N Fy) + (G N F,) est directe et contenue dans G.

2. A-t-on toujours G = (GN F;) ® (GN F,) ? On pourra considérer M,(R) =S & A, ou
S et A désignent les matrices symétriques et antisymétriques, avec G = Vect(E2).

3. Montrer qu’il y a égalité dés que F; C G.

Exercice 4.13 oo Correction p. 49

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, et Ey, . .., E,, Fy, .. ., F, des sous-espaces
vectoriels de E tels que les deux sommes E; + - -+ + E,, et F; + - - - + F, soient directes et

vérifient
n n

Vie{l,...,n}, E;CF, et @Ei:@ﬂ.

i=1 i=1

1. Comparer dim E; et dim F;.
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2. Montrer que E; = F; pour tout i € {1,...,n}.

Exercice 4.14 oo Correction p. 49

Soient E un K-espace vectoriel et u € £(E). On note
Ny =Keru, N; =Ker(u — Idg), N_; =Ker(u + Idg).

1. Soient x € Ny, y € N; et z € N_;. Calculer u? et u? en chacun de ces trois vecteurs.
2. En déduire que si E = Ny @ N; ® N_y, alors u® = u.

3. On suppose désormais u®> = u. Montrer que la somme Ny + N; + N_; est directe.
4. Vérifier que tout x € E s’écrit

N u?(x) + u(x) N u?(x) - u(x)’

x = (x — u*(x)) 5 5

puis conclure.

Exercice 4.15 o Correction p. 50

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et s € £(E) tel que s os = Idg. On pose

F =Ker(s — Idg) et G =Ker(s + Idg).

—_

. Vérifier que, pour tout x € E,

x+s(x) x—s(x)
X = + ,
2 2
puis en déduire que E =F & G.

2. Montrer que F et G sont stables par s, et identifier les endomorphismes induits s|f et
SlG.
3. En déduire que la matrice de s dans une base adaptée a cette décomposition est

Iy 0 , oup =dimF et g =dimG.
0 -

4. Calculer tr(s) et det(s) en fonction de p et q. En déduire p et g a partir des seuls n et
tr(s).
5. Montrer que %(s + Idg) est un projecteur, d’image F et de noyau G.

6. Application : soit m € N*. On prend E = M,,,(R) et s: M — M. Déterminer F, G,
puis tr(s) et det(s).

Exercice 4.16 o Correction p. 51

Soient n € N et E = R,[X]. Pour i € {0,...,n}, on pose
Fi={P€E|Vje{o,....,n}\ {i}, P(j) =0}.

1. Montrer que F; est un sous-espace vectoriel de E.

2. On note (L, ..., L,) les polyndmes de Lagrange associés aux points 0, 1, ..., n. Mon-
trer que F; = Vect(L;).

3. Endéduire que E=Fy®--- @ F,.
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Exercice 4.17 oo Correction p. 52

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et E = F; @ - - - & Fj. une décomposition
en somme directe. Pour x € E, de décomposition x = x; + - -+ + x avec x; € F;, et pour
i€{l,...,k}, onpose p;i(x) = x;.

1. Justifier que p; est bien définie et que p; € L(E).

2. Déterminer Im p; et Ker p;.

3. Montrer que p; o p; = p;, que p; o p; =0 pouri # j, et que p; + -+ + pr = Idg.

4. Ecrire la matrice de p; dans une base adaptée a la décomposition. En déduire tr(p;) =
dim F;, puis retrouver dim F; + - - - + dim Fy = dim E.

5. Soit u € L(E). Montrer que u stabilise tous les F; si et seulement si u commute avec
tous les p;.

Exercice 4.18 o Correction p. 53

Soient E un K-espace vectoriel, u,v € L(E) et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. On suppose F et G stables par u. Montrer que F + G et F N G sont stables par u.
2. On suppose F stable par u et par 0. Montrer que F est stable par u o v et par Au + po,
pour tous A, u € K.
3. En déduire que si F est stable par u, alors F est stable par u* pour tout k € N, puis
par aoIdg +a;u + - - - + a,u?, pour tous ay, ..., a, € K.
Exercice 4.19 o Correction p. 53
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € £(E) et F un sous-espace vectoriel
de E stable par u.
1. Montrer que Ker(u|r) = F N Keru et que Im(u|r) = u(F).
2. Montrer que siu est un projecteur, alors u|r est un projecteur de F, et que siuou = Idg,
alors u|f vérifie u|r o u|r = Idr.
3. Soient G un supplémentaire de F dans E et B = (BF, B;) une base adaptée a E = F®G.
En écrivant Matg(u) par blocs sous la forme ( 0 D)’ montrer que
tr(u) = tr(u|r) + tr(D) et det(u) = det(u|f) - det(D).
4. On suppose de plus G stable par u. Montrer que D est la matrice de u|g, et que
rg(u) = rg(ulr) +rgulc).
5. Montrer sur un exemple que, si G n’est pas stable, I’égalité rg(u) = rg(A) + rg(D)
peut étre fausse.
Exercice 4.20 oo Correction p. 54

Soit n € N et soit D: P — P’ ’'endomorphisme de dérivation de K,,[X]. On se propose de
déterminer tous les sous-espaces vectoriels de K, [ X] stables par D.

1.
2.

Vérifier que {0} et les Ki[X], pour 0 < k < n, sont stables par D.

Soit F un sous-espace vectoriel non nul de K, [X] stable par D. Justifier 'existence
de k =max{degP | P € F, P # 0}, et montrer que F C K;[X].

. Soit P € F de degré k. Montrer que la famille (P, P/, ..., P(k)) est une base de K [X].

Conclure.
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Exercice 4.21 oo Correction p. 55

1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, # un automorphisme de E et F un

sous-espace vectoriel stable par u. Montrer que u(F) = F, puis que F est stable par
-1
u .

2. On considére maintenant E = ¥ (R, R), 'endomorphisme u: f + (x — f(x —1)) et
F={fe€eE|Vx<0, f(x)=0}.

Vérifier que u est un automorphisme de E, que F est un sous-espace vectoriel stable

par u, mais qu’il n’est pas stable par u~!.

3. Oul'argument de la premiere question échoue-t-il sur cet exemple ?

Exercice 4.22 oo Correction p. 55

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, et soit F un sous-espace vectoriel de
E stable par tout endomorphisme de E.

1. On suppose F # {0} et on fixe x € F non nul. Soit y € E. Construire u € L(E) tel
que u(x) = y.

2. En déduire que les seuls sous-espaces vectoriels de E stables par tous les endomor-
phismes de E sont {0} et E.

3. Qu’obtient-on si 'on n’impose la stabilité que par les automorphismes de E?

Exercice 4.23 o Correction p. 56

Soient E un R-espace vectoriel non réduit a {0z} et u € L(E) vérifiant u?> = —Idg. Soit
x € E non nul.

1. Montrer que u(x) n’est pas colinéaire a x, puis qu’aucune droite vectorielle de E n’est
stable par u.

2. Montrer que le plan Vect (x, u(x)) est stable par u.

Exercice 4.24 oo Correction p. 56

Soient a, B, y trois réels non tous nuls,
H= {(x,y,z) eR® | ax + Py +yz :O}

et ¢ la forme linéaire de R® définie par ¢(x,y, z) = ax + By + yz. Soit u un endomorphisme
a
de R3, de matrice A dans la base canonique, et soit X = | S |.

Y
1. Montrer que dim H = 2.

2. On suppose dans cette question que H est stable par u.

(a) Montrer que ¢ o u est une forme linéaire dont le noyau contient H.

(b) Soit (e, e;) une base de H, complétée par e; en une base B de R*. Donner
I'allure des matrices de ¢ et de ¢ o u dans la base 8 au départ et la base (1) de
R alarrivée.

(c) Justifier que ¢(e3) # 0, puis en déduire qu’il existe A € R tel que ¢ o u = Ap.

3. Réciproquement, montrer que s’il existe 1 € R tel que ¢ o u = Ag, alors H est stable
par u.

4. En déduire que H est stable par u si et seulement s’il existe A € R tel queATX = AX.

5. Caractériser de méme les droites vectorielles stables par u.
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Exercice 4.25 e o o Correction p. 57
CCP 2014.

Soient E un C-espace vectoriel de dimension n > 1, H un hyperplan de E, c’est-a-dire un
sous-espace vectoriel de dimension n — 1, et u € L(E).

1. Montrer que H est stable par u si et seulement s’il existe A € C tel que Im(u+A1dg) C

H.
2. Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de C? stables par 'endomorphisme de
matrice
1 1 2
A=|1 -1 0
1 1 =2
dans la base canonique.
Exercice 4.26 oo Correction p. 58

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E).

1. Montrer que Keru C Keru? et Imu? C Imu, puis que Ker u et Im u sont stables par
u.

2. Montrer que E = Ker u @ Imu si et seulement si Keru N Imu = {0}.

3. Montrer I’équivalence des trois conditions :
(i) Keru NImu = {0}, (ii) Keru?® = Keru, (iil) rgu® = rgu.

4. On suppose ces conditions vérifiées. Montrer que la matrice de u dans une base
adaptée a E = Keru @ Imu est de la forme

0 O . .
( 0 B) , avec B inversible.

5. Les endomorphismes de K? de matrices

vérifient-ils ces conditions ?

6. Montrer que si u est un projecteur, les conditions sont vérifiées, et retrouver la
décomposition de I'exemple du cours.

Exercice 4.27 o Correction p. 59
Soit n € N*,
, I, B . o
1. Soit Be M,(K) et M = o LI Calculer M* pour tout k € N. En déduire que M
n
est inversible et donner M1,
, A A .
2. Soit A e M,(K)etN = A Al Montrer que, pour tout k € N*,
Ak AF
k _ ok-
N =2 1 (Ak Ak) .

3. La matrice N est-elle inversible ?
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Exercice 4.28 o Correction p. 59
Soient p,q € N*, A € M, (K), D € My(K), B € M, 4(K), C € My,(K), et

M= (‘é g) € Mysq(EC).

1. EcrireM" par blocs.

2. Montrer que M est symétrique si et seulement si A et D le sont et C =B'. En déduire
la dimension de I'espace des matrices symétriques de M4 (K), et vérifier qu'on

retrouve Mémqﬂ).

3. Caractériser de méme les matrices antisymétriques.

0

4. Soit N € M, 4(K). Montrer que (—NT )

5. Soit M une matrice triangulaire inférieure par blocs. Retrouver par transposition que
det M est le produit des déterminants de ses blocs diagonaux.

) est antisymétrique, et calculer sa trace.

Exercice 4.29 o Correction p. 60

Soient n € N* et 0 < r < n. On pose

I. 0
) = (0 O) € My (K),

le bloc nul en bas a droite étant de taille (n — r) X (n —r).

P
1. Soit M € M,,(K), découpée en blocs selon le méme partage : M = (R g) Calculer
J-M et M],.

2. En déduire que M commute avec J;, si et seulement si M est diagonale par blocs selon
ce découpage.

3. Quelle est la dimension du commutant C(J,) = {M € M, (K) | MJ, = J;M}?

4. Retrouver le résultat de la question 2 a ’aide de la proposition du cours sur la stabilité
par un endomorphisme qui commute (page 11).

Exercice 4.30 oo Correction p. 61

Soient A € M, (K), C € My(K) et B € M, 4(K). On pose M = (A B) € Myq(K).

0 C

1. Montrer que M est inversible si et seulement si A et C le sont.

XY
2. On suppose A et C inversibles. En cherchant M~! sous la forme ( 7 T)’ découpée

selon le méme partage, montrer que

A"l —ATIBC!
-1 _
e e

3. Appliquer ce résultat a
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Exercice 4.31 oo Correction p. 62
Soient n € N* et A, B € M,,(K). On pose

0 A
M= (B 0) € MZn(K)

1. Traiter le cas n = 1.

2. Dans le cas général, montrer qu’en échangeant convenablement les lignes de M on

0 . . . s
, et compter le nombre d’échanges nécessaires. En déduire

obtient la matrice B
0 A

det M = (-1)" det A - det B.

3. Retrouver ainsi le contre-exemple de la remarque du cours (page 18), ou A = B = .

0 A
I O)' Montrer que M est inversible si et
n

seulement si A lest, puis calculer M? pour tout p € N.

4. On prend B = I, c’est-a-dire M =

Exercice 4.32 o Correction p. 63
Soient n € N*, M € M, (C) et a,b,c,d € C avec a # 0. On pose

p= (aM bM

M dM) € Man(©).

1. Montrer que
al, b\ (M 0
P= :
cl, di,J\0 M
2. Calculer le déterminant du premier facteur, en effectuant des opérations sur les lignes.
3. En déduire det P.

Exercice 4.33 oo Correction p. 63

Adapté de E3A 2018.
Soient n € N*, A € M, (K) et

I, A

o 0\, (L O0\_(A-L L
L, o]\, 7\ o A+1)
2. En déduire que det M = det(A — I,,) det(A + I,).

3. Montrer que M est inversible si et seulement si A — I, et A + I, le sont.

M= (A L ) S MZn(K)

1. Vérifier que

Exercice 4.34 oo Correction p. 64
Soit n € N*.
1. Soient L € My ,(K) et T € M,(K). On pose

0 | L
M = ( On,l T ) € Mn+1(K).

Montrer que, pour tout k € N*,

ko (0 LTk
"\ o | TR
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2. En déduire, par récurrence sur n, que toute matrice M € M, (K) triangulaire supé-
rieure a diagonale nulle vérifie M" = 0,,.
Exercice 4.35 o Correction p. 64

Soit n € N*. On note (E; j)1<i j<n la base canonique de M, (XK).

1.

Montrer que deux matrices semblables ont méme trace, méme déterminant et méme
rang.

. Soit A € M,,(K). Montrer que A etAT ont méme trace, méme déterminant et méme

rang.

. 11 R A . . A
. Les matrices I, et ( 0 1) ont méme trace, méme déterminant et méme rang. Sont-elles

semblables ?

Soit A € M, (K) semblable a 2A. Montrer que tr (Ak ) =0 pour tout k € N*,

5. Soient A, B € M, (K). Montrer que AB et BA ont méme trace, mais qu’elles ne sont

pas nécessairement semblables.

6. Soit A = (a;;) € M,(K) telle que tr(AM) = tr(M) pour toute M € M, (K). Que
vaut A?
Exercice 4.36 o Correction p. 65

Soit n € N*. On note (E;j)1<; j<n la base canonique de M, (K).

1.
2.
3.

Soit A = (a;;) € M,(K). Calculer tr (AE; ;).
En déduire que si tr(AB) = 0 pour toute B € M, (K), alors A = 0.

On suppose maintenant seulement que tr(AB) = 0 pour toute matrice B de trace nulle.
Montrer que A est une matrice scalaire, c’est-a-dire de la forme AI,.
Montrer que application ¥: A +— (M — tr(AM)) est un isomorphisme de M,,(K)

sur £ (M, (K),K). En déduire que toute forme linéaire sur M,,(K) est de la forme
M > tr(AM).

Exercice 4.37 oo Correction p. 66

Soient n € N* et A, B € M, (K) fixées. On considere les applications

d: M— AM et ¥: M+— AMB,

de M, (K) dans lui-méme.

1. Vérifier que @ et ¥ sont des endomorphismes de M, (K). Quelle est la taille de leurs
matrices dans la base canonique ?

2. Calculer AE; ;B en fonction des coefficients de A et de B, puis en déduire tr(¥) =
tr(A) tr(B).

1 2
3. En déduire tr(®) = ntr(A). Vérifier ce résultat pourn =2 et A = (3 5).
4. Que vaut tr(¥) lorsque A et B sont deux projecteurs de rangs respectifs r et s ?
Exercice 4.38 e e o Correction p. 67

Soient n € N* et f: M,(K) — K une forme linéaire telle que

VA, B € M,(K), f(AB) = f(BA).

On se propose de montrer que f est proportionnelle a la trace. On rappelle que E; ;Ej; =
o) j,kEi,l~

1.

Montrer que f(E;;) = 0 des que i # j.
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2. Montrer que les n scalaires f(Ey 1), ..., f(Enn) sont tous égaux ; on note A leur valeur
commune.

3. Conclure que f = Atr.

4. Quelles sont les formes linéaires f vérifiant I’hypothése ci-dessus et de plus f(I,) =17

Exercice 4.39 o Correction p. 68
Soit n € N*.

1. Montrer qu’il n’existe pas de matrices A, B € M, (K) telles que AB — BA = I,,.

2. Soient A, B € M, (K) telles que AB — BA = A. Montrer que A n’est pas inversible.

Exercice 4.40 oo Correction p. 68

Soient n € N* et A € M,,(R). On considere I'application
i Mu(R) - M, (R), M- —M + tr(M) A.

1. Vérifier que f est un endomorphisme de M, (R).
2. On suppose tr(A) # 1. Montrer que f est bijective.

3. On suppose désormais tr(A) = 1. Déterminer Ker f, puis montrer que Im f =
{M e M,(R) | tr(M) = 0}.

4. Toujours avec tr(A) = 1, résoudre I’équation f(X) = B, d’inconnue X € M, (R), ou
B € M, (R) est donnée.

Exercice 4.41 oo Correction p. 69

Soient ay, . .., a, € K distincts, (L;)o<;<n les polynémes de Lagrange associés, et

A= ﬁ(X - aj).
j=0

1. Montrer que, pour tout i,
n

Aa) = [(@i-ap).

J=0
J#i
En particulier, A’ (a;) # 0.
2. En déduire la forme compacte
1 A
- Ala) X-a;

3. On suppose n > 1. En comparant les coefficients dominants dans la relation };_; L; =

1 du cours, montrer que
n

1
Z Aa) O

i=0

4. Vérifier ce dernier résultat sur les points 0, 1, 2.

Exercice 4.42 oo Correction p. 70

Soient ay, . . ., a, € Kdistincts, (L;) les polynémes de Lagrange associés et A = ]_[;?:0 (X—aj).
Pour P € K[X] quelconque, on pose

n
I(P) = Z P(a;) L;.
i=0
1. Montrer que P — I (P) est divisible par A.
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2. En déduire que 7 (P) est le reste de la division euclidienne de P par A.
n
3. Calculer Z a"L;.
i=0
4. Application : avec n = 2 et les points 0, 1, 2, calculer Y2, a’L; et vérifier le résultat

en trois points.

Exercice 4.43 oo Correction p. 71

Soit n € N. On note P 'unique polynéme de R, [X] vérifiant
Vke{0,1,....n}, P(k) =2~

On se propose de calculer P(n + 1).
1. Traiterlescasn =1etn =2.

2. Soient (Ly)o<k<n les polyndmes de Lagrange associés aux points 0, 1, . .., n. Montrer
que

Li(n+1) = (—1)”*(” Z 1).

3. En déduire P(n + 1) = 2"*! — 1.

Exercice 4.44 o Correction p. 72

CCP PC 2014.
Soientd € N, ay, . . ., ag des rationnels deux a deux distincts et P € C4[X] tel que P(ax) € Q
pour tout k € {0,...,d}. Montrer que P € Q[X].

Exercice 4.45 oo Correction p. 72
Soient d € N et ay, ..., a; des réels deux a deux distincts. Soit (Py,),en une suite de po-
lynémes de Ry[X] telle que, pour tout i € {0,...,d}, la suite numérique (P,(a;)),en
converge; on note #; sa limite.

1. En notant (Ly,...,Ly) les polyndémes de Lagrange associés aux points ay, .. ., a4,
exprimer P, en fonction des L;.
d
2. Onpose P = Z 4;L;. Montrer que, pour tout k € {0,...,d}, le coefficient de X* dans
i=0

P, converge vers le coefficient de X* dans P.

Exercice 4.46 oo Correction p. 72

Soient aq, .. ., a, € K deux a deux distincts, V =V (ay, . .., a,) la matrice de Vandermonde
associée et (L;) les polynémes de Lagrange associés aux mémes points. On note

: K,[X] — K", P (P(ay),...,P(ay)).

1. Justifier que ® est un isomorphisme et que V est sa matrice dans les bases canoniques.

2. Montrer que, pour tout i, la i-iéme colonne de V! est formée des coefficients de L;
dans la base (1,X,...,X").

3. Application : calculer V! pour les points —1, 0, 2.
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Exercice 4.47 oo o Correction p. 73

Soient aj, ay, as € K. On pose

1 a a?

— 3
A(al,az,(lg) =1 a a| -

1 as ag

Il manque la colonne des carrés : ce déterminant est lacunaire. On le calcule de deux fagons.
1. Calculer A(1,2,3) et A(2,-1,5).
2. Premiére méthode. Soit X une indéterminée.

(a) Ecrire detV(ay, az, a3, X) de deux facons : par le théoréme du cours, puis en
développant par rapport a la derniere ligne.

(b) En identifiant les coefficients de X2, en déduire

A(ay, az, a3) = (ay + az + a3) l_[ (aj — aj).

1<i<j<3

3. Seconde méthode. Soit P = X® + BX + y un polynéme unitaire de degré 3 sans
terme en X?.

(a) Montrer qu’en remplacant la troisiéme colonne du déterminant A(ay, ay, as) par
la colonne des P(a;), on ne change pas sa valeur.

(b) Déterminer t € K pour que le polynéme (X —a;) (X —az) (X —t) soit sans terme
en X2

(c) Retrouver la formule de la premiére méthode.

4. A quelle condition la matrice associée est-elle inversible ?

Exercice 4.48 oo Correction p. 75
Soient a,b,c € C, j = e2in/3,
c b a 1 1 1
A=la ¢ b et J=[1 j j?
b a c 1 2

1. Montrer que J est une matrice de Vandermonde, puis qu’elle est inversible.
2. Calculer AJ, en déduire det(AJ), puis det A.

Exercice 4.49 oo Correction p. 75
Soient n € N et zy, z3, . . ., 2, des nombres complexes deux a deux distincts.
1. Ecrire (X + z;)" dans la base canonique (1,X,...,X") de C,[X].

2. Montrer que le déterminant de la famille ((X + zo)", ..., (X + z,)") dans cette base

vaut, au signe pres,
~ (n
(1‘[ (k)) [T -2
k=0

0<i<l<n

3. En déduire que cette famille est une base de C, [X].
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Compléments d’algebre linéaire

\ - K
CORRECTIONS DES EXERCICES

Enoncé p. 28

1. Pour (x,y,z) € R}, onau(x,y,z) = (x +y—2z, y—2z, 0). Le systtme y —z = 0
etx +y— 2z =0donne y = z puis x = z, donc

Keru = Vect ((1,1,1)) .

En particulier dim Ker u = 1, et le théoréme du rang donne rgu = 2. Les deux
premiéres colonnes de A, a savoir (1,0,0) et (1, 1, 0), sont non colinéaires;; elles
forment donc une base de 'image et

Imu = Vect(ey, e5) = {(x, y,0) | (x,y) € Rz}.

2. Les dimensions se somment bien : 1 + 2 = 3 = dimR>. 11 suffit donc de
vérifier que l'intersection est réduite au vecteur nul. Un vecteur de Keru
s’écrit A(1,1,1); il appartient a Im u si et seulement si sa troisiéme coordonnée
A est nulle. Ainsi Keru NImu = {0} et

R3 =Keru @ Imu.

3. Le noyau et I'image d’un endomorphisme sont toujours stables par cet en-
domorphisme. On peut le revérifier directement : u est nulle sur Keru, et
u(e;) =(1,0,0), u(ey) = (1,1,0) sont bien dans Im .

Posons f; = (1,1,1). La famille B = (ej, e;, f3) est une base de R* adaptée a la
décomposition, en commencant par Im u. On calcule u(e;) = ey, u(ez) = e; +e;
etu(f;) =0,dou

1 1|0
Matg(u) =| 0 1|0
0 00

Elle est diagonale par blocs, comme annoncé par le théoréme du cours : le bloc

1

. est la matrice de ’endomorphisme induit u|p,,, dans la base (ey, e2), et
le bloc nul celle de u|ker .

4. Les matrices A et Matg(u) représentent le méme endomorphisme : elles sont
semblables, donc de méme trace. Sur la matrice diagonale par blocs, la trace
est la somme des traces des blocs : tr(u) = (1 + 1) + 0 = 2. On retrouve bien
tr(A) =1+1+0=2.
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Enoncé p. 28

1. Les polynomes de Lagrange associés a 0, 1, 2, 3 sont :

X -DX-2)(X-3) (X-DEX-2)(X-3)

Lo = 0-1)(0-2)(0-3) 6 ’
L _XX-2)(X-3) XX-2)(X-3)
T a-2(1-3) 2 ’
XX -1D(X -3 X(X-1)(X-3)
T e-1n2-3) 2 ’
_X(X—l)(X—Z) _X(X—l)(X—Z)
T (3G-1DGB-2) 6 '

DoncP=1-Ly+0-Ly+1-Ly+4-Ls. Aprés développement et simplification :

_X-DEX-2)(X-3) XX-D(X-3) XX-1(X-2)
6 2 6 '

pP=

En développant : P = X2 —2X +1 = (X — 1)%
Vérification : P(0) =1, P(1) =0, P(2) =1, P(3) = 4.

2. Les polynomes de Lagrange associés a 0, 1, 2 sont :

_(X-D(X-2) _ (X-1D(X-2)

T o-1n(0-2) 2 ’
XX -n
L= (1-0)(1-2) X(X-2),

X(X-1)  X(X-1)
LZZ = .
2-0)(2-1) 2

Donc Q = 2Ly + Ly + 4L, = (X - 1)(X — 2) = X(X — 2) + 2X(X — 1). En
développant :

Q= (X*-3X+2)— (X*-2X) + (2X* - 2X) = 2X* - 3X + 2.
Vérification : Q(0) =2,0(1) =2-34+2=1,0(2) =8—-6+2 =4.

Enoncé p. 28

1. Par la formule de Vandermonde :
detV(1,2,3) =(2-1)(3-1)(3-2)=1-2-1=2.
2. De méme :
detV(1,2,3,4) = (2-1)(3-1)(3-2)(4—-1)(4—2)(4-3) =1-2-1-3-2-1 = 12.
3. La matrice M est la matrice de Vandermonde V (1, a, a*), donc
det M = (a—1)(a®*-1)(a*—a) = (a—1)-(a—1)(a+1)-a(a—1) = a(a—1)>(a+1).

La matrice est inversible si et seulement si det M # 0, c’est-a-dire a ¢ {-1,0, 1}.
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Enoncé p. 28
1. Notons s(x,y,2z) = x + y + z : c’est une forme linéaire non nulle sur R3, et

P = Ker s est donc un hyperplan de R?, c’est-a-dire un plan.
Onas(v) =1+2+3=6%0.Soit x € R®; posons t = %.Alors

s(x —to) =s(x) —ts(v) =s(x) —s(x) =0,

doncx —tv € Petx = (x —tv) + tv € P+ D. Ainsi R* = P + D. Si de plus
x € PN D,alors x = Av et 0 = s(x) = 64, donc A = 0 et x = 0. La somme est
directe :

R’=PaD.

2. Avecx =ej,onas(e;) =1,donct = % et

le premier vecteur étant dans P (la somme de ses coordonnées est bien nulle)
et le second dans D.

3. Les vecteurs f; = (1,—1,0) et f, = (0,1, —1) appartiennent a P et ne sont pas
colinéaires : comme dim P = 2, la famille (fj, f2) est une base de P. En lui
concaténant la base (v) de D, on obtient une base adaptée :

B = (f. fo0).

4. Par définition de la projection, p(f1) = fi, p(f2) = fz et p(v) =0, d’ou
1 00
Matg(p) =|0 1 o0].
0 0 O

s(x)

Dans la base canonique, la question 1 donne p(x) = x — ==~ pour tout x € R3.

En particulier

1 1 1
pler) = e — EU, pler) = ey — EU’ ples) = e — EU,

puisque s(e;) = s(ez) = s(e3) = 1. En rangeant ces trois vecteurs en colonnes,

5 -1 -1
1
Mat(el,ez,%)(P) = g -2 4 -=2].
-3 -3 3

5. Le rang de p vaut dimImp = dim P = 2. La premiere matrice a pour trace

1+ 1+0=2,etlaseconde % = %2 = 2. Les deux matrices représentent le

méme endomorphisme, donc sont semblables; le résultat du cours sur la trace
d’un projecteur donne bien la valeur commune rg(p) = 2.

Enoncé p. 29

1. Considérons I’application

y: E—> EXF, x - (x, f(x)).
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Elle est linéaire : pour x,x” € Eet A € K|

YAx +x") = (Ax +x', f(Ax +x))
= (Ax +x', Af(x) + f(x)) = Ay (x) + y(x'),

les opérations sur E X F étant définies composante par composante. Or Iy =
Imy : c’est donc un sous-espace vectoriel de E X F.

De plus y est injective, car y(x) = 0 impose déja x = 0 en regardant la premiére
composante. Ainsi y induit un isomorphisme de E sur I'7, et

dim Iy = dimE.

. L’intersection est nulle. Soit (x,y) € I'r N ({0g} X F). Comme (x,y) € Iy, on
ay = f(x); comme (x,y) € {0g} X F,onax = 0g. Alors y = f(0g) = Of et
(x,y) = (0, OF).

Les dimensions se somment. On a dim Iy = dim E d’apres la question précédente,
et dim ({0g} X F) = dim F. Leur somme vaut dimE + dim F = dim(E X F). La
somme est donc directe et égale a E X F tout entier :

ExXF=Tr® ({0g} XF).

. Un couple (x,y) appartient a cette intersection si et seulement si y = f(x) et
y = O, C’est-a-dire si et seulement si x € Ker f et y = Op. Autrement dit

Ty N (E X {0f}) = Ker f X {0F} .

Ce sous-espace est de dimension dim Ker f'; il est donc réduit au vecteur nul si
et seulement si f est injective. Géométriquement : f est injective si et seulement
si son graphe ne rencontre le « sol » E X {0} qu’a l'origine.

Enoncé p. 29

. Soient (x,y),(x",y’) € FX G et A € K Les lois de F X G étant définies
composante par composante,

o (AMx,y)+ (X y) =p(Ax+x", ly+y) =Ax+x" + Ay + ¢
=Ax+y) + (" +1) = dp(x,y) + o (x, 1),
donc ¢ est linéaire. Son image est
Imp ={x+y|xeF, yecG}=F+G,

par définition méme de la somme de deux sous-espaces.

. Déterminons d’abord le noyau. Un couple (x,y) € F X G vérifie ¢(x,y) = 0 si
et seulement si y = —x. La condition y € G s’écrit alors —x € G, c’est-a-dire
x € G puisque G est un sous-espace vectoriel. Ainsi

Kerg = {(x,—x) | x e FNG}.

Posons maintenant y: FNG — F X G, x — (x, —x). Elle est linéaire (chaque
composante L’est), et injective car /(x) = 0 impose x = 0. D’apreés le calcul
précédent, son image est exactement Ker ¢. C’est donc un isomorphisme de
F N G sur Ker ¢, et en particulier

dimKer ¢ = dim(F N G).
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. L’espace F X G est de dimension finie dim F + dim G. Le théoreme du rang
appliqué a ¢ donne

dim(F X G) = dimKer ¢ + rg o,
soit, avec les deux questions précédentes,
dim F + dim G = dim(F N G) + dim(F + G).

C’est la formule annoncée.

. La somme F + G est directe si et seulement si F N G = {0}, c’est-a-dire si et
seulement si dim(F N G) = 0. Vu la formule de Grassmann, cela équivaut a
dim(F + G) = dim F + dimG.

On peut aussi le lire directement sur ¢ : la somme est directe si et seulement
si ¢ est injective, c’est-a-dire si et seulement si tout vecteur de F + G s’écrit
d’une unique facon x + y avec x € Fety € G.

Enoncé p. 29

. La suite nulle appartient a S. Si u,0 € S et A € K, alors pour tout n € N, les
opérations sur les suites étant définies terme a terme,

p-1 p-1
(At + ) = b + 0nep = ) e (Mtneke +0n1it) = D ak(At + 0)ae
k=0 k=0

donc Au + v € S. Ainsi S est un sous-espace vectoriel de K.

. L’application ¥ est linéaire, puisque chacune de ses composantes u — uy lest.
Injectivité. Soit u € Ker ¥, c’est-a-dire ug = -+ = u,_; = 0. Montrons par
récurrence forte que u, = 0 pour tout n. C’est vrai pour n < p — 1; et si
Ug =+ =Upyp-1 =0 pour un certain n € N, la relation de récurrence donne
Unp+p = 0. Doncu = 0.

Surjectivité. Soit (p,...,ap-1) € KP. La suite u définie par ux = ax pour
k < p—1 et par la relation de récurrence pour n > p est bien définie, appartient
a S et vérifie ¥(u) = (ap, ..., ap-1).

Ainsi ¥ est un isomorphisme de S sur K?, et dim S = dim K? = p.

. Pour la suite constante égale a1:2+1—2 = 1. Pour (2") : 2-2"*2 4. 2n*+1 2. 2"
(8+2-2)2" =8-2" =23 Pour ((=1)") : 2(=1)""2 + (-1)"*! - 2(-1)" =
(2-1-2)(=1)" = =(=1)" = (=1)"*>. Les trois suites sont donc dans S.
Leurs images par ¥ sont (1,1,1), (1,2,4) et (1,—1,1). Ces trois vecteurs de
K3 sont libres : c’est un déterminant de Vandermonde en 1,2, —1, qui vaut
(2-1)(-1-1)(-1-2) =6 # 0. Comme ¥ est un isomorphisme, les trois
suites forment une famille libre de S, donc une base puisque dim S = 3.

Cherchons alors u sous la forme u,, = A+ 2" +v (—1)". Les conditions initiales
s’écrivent
A+pu+v=0, A+2u—-v=1, A+4p+v=>5.

La différence des troisiéme et premiere équations donne 3y = 5, soit y = % 1l

reste/1+v=—§ etA—vz—%,d’oﬁA:—Z etv= %.Finalement
5.2+ (=1)" 5.2"+ (=1)" -6
VneN, u,=-2+ (-1) = (-1) .
3 3
Vérification : uy = 5+§_6 =0,u = % =letuy = % =5,
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Enoncé p. 29

. Le couple (0,0) appartient a F; X F. Si (x,y), (x",y") € F; X F; et A € K, alors
AMx,y) + (x',y) = (Ax + X, Ay +v),

dont la premiére composante est dans F; et la seconde dans F,, car F; et F,
sont des sous-espaces vectoriels. Donc F; X F;, est un sous-espace vectoriel de
E; X Ej, et la dimension d’un produit donne

dlm(Fl X Fz) =dim F + dim F,.

. Non. La droite A est bien un sous-espace vectoriel de R X R (c’est Vect ((1, 1))).
Supposons A = F; X F, avec Fy, F, sous-espaces de R. Comme (1,1) € A,ona
1€Fetl€F,doncF, =F, =RetF; xF, =R% 0r (1,0) ¢ A : contradiction.
Autrement dit, un sous-espace d’un produit n’est pas en général un produit de
sous-espaces : les deux composantes peuvent étre liées.

. L’inclusion. Soit (x1,x2) € G. Alors x1 = p1(x1,x2) € p1(G) et x3 = pa(x1, x2) €
p2(G), donc (x1,x2) € p1(G) X p2(G). Remarquons au passage que p;(G) et
p2(G) sont bien des sous-espaces vectoriels, comme images du sous-espace G
par des applications linéaires.

L’équivalence. Si G = p1(G) X p2(G), alors G est bien un produit de sous-
espaces. Réciproquement, supposons G = F; X F,. Pour tout x € F;, on a
(x,0) € G car 0 € F,, donc x € p;(G); linclusion réciproque étant claire,
p1(G) = F;. De méme p,(G) = F,, et donc G = F; X F, = p1(G) X p2(G).

Sur 'exemple de la question précédente : p;(A) = p,(A) =R, et A est stricte-
ment contenue dans R X R.

Enoncé p. 29

. L’espace Dy est celui des matrices diagonales. A I'autre extrémité, D,_; =
Vect(Ey,) et D_(,-1) = Vect(E, ;) sont deux droites, engendrées par les deux
coins de la matrice.

Fixons k > 0. Les couples (i, j) avec 1 < i,j < net j — i = k sont exactement
les (i,i + k) pour 1 <i < n-k:ilyenan — k. Les matrices élémentaires
correspondantes forment une sous-famille de la base canonique de M, (K),
donc une famille libre ; elles engendrent Dy par définition. Ainsi dim Dy = n—k.
Le cas k < 0 est symétrique, en échangeant les roles de i et j, et I’on obtient
dans les deux cas

dim D =n — |k|.

. Labase canonique (E; j)1<i j<n de M, (K) se partitionne selon la valeur de j—1,
qui est un entier compris entre —(n — 1) et n — 1 : chaque matrice élémentaire
appartient a un paquet et un seul, celui d’indice k = j — i. Le k-iéme paquet
engendre précisément Dy.

D’apres la construction inverse vue dans le cours (partitionner une base pour
obtenir une décomposition), la somme des Dy est directe et vaut M, (XK) :

n—-1
M (K) = @ Dy

k=—(n-1)

Concretement, décomposer une matrice revient a la découper en diagonales,
ce qui se fait bien d’une unique facon.
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Notons que la décomposition comporte 2n—1 termes : pour n = 3, par exemple,
sept sous-espaces.

. Séparons le terme k = 0 et regroupons k et —k :

n-1 n-1 n-1
Z (n—|k|):n+22(n—k):n+22m
k=—(n-1) k=1 m=1
= il
=n+2-%=n+n(n—l)=n2,

ot I'on a posé m = n — k. On retrouve bien dim M, (K) = n?.

Enoncé p. 30

. La matrice A est diagonale a coefficients diagonaux 1, ¢, ..., ", tous non nuls
puisque ¢ # 0 : elle est inversible, et son inverse est la matrice diagonale de
coefficients diagonaux 1, =1 (1)

L’application f est linéaire, car le produit matriciel I’est en la variable centrale.
Elle est bijective, de réciproque M — A~IMA : c’est donc un automorphisme

de M, (K).

. Notons 8y, ..., 8, les coefficients diagonaux de A, de sorte que §; = t'~!. Mul-
tiplier une matrice a gauche par A revient a multiplier sa i-ieme ligne par &;,
pour tout i; la multiplier a droite par A~! revient a diviser sa j-iéme colonne
par §;, pour tout j. Sur la matrice E; ;, dont le seul coefficient non nul est en
position (i, j), cela donne

8; i
f(Ei,j) = 5_1_Ei,j =t ]Ei,j-
J

Soit k fixé. Les matrices E; j avec j — i = k engendrent Dy et sont toutes
envoyées sur t ¥E; ; : par linéarité, f(M) = t~*M pour tout M € Dy. En
particulier Dy est stable par f, et

le)k = t_k Idz)k o

. Tous les Dy, étant stables, la matrice de f dans une base adaptée est diagonale
par blocs, le bloc d’indice k étant celui de f|p,, c’est-a-dire t_kIn_|k| :

tn—lIl

Mats (f) = L |

t—(rl—l)Il

les blocs étant rangés dans l'ordre k = —(n — 1),...,n — 1. Cette matrice est en
fait diagonale : elle compte 2n — 1 blocs, dont le bloc central I,, correspond a

Dy.

. La trace se lit sur les blocs diagonaux, et le déterminant est leur produit :

n—1

n—1 _
W= Y -kt = [ ()

k==(n-1) k==(n-1)
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Dans le produit, 'exposant total de ¢ vaut — >} k (n— |k|) ; les termes d’indices
k et —k s’y annulent deux a deux, et le terme k = 0 est nul. Donc det(f) = 1.
On peut aussi calculer la trace sans passer par les blocs : la base canonique
(E; ;) est formée de vecteurs vérifiant f(E; ;) = t'"/E; ;, donc la matrice de f
y est déja diagonale, de coefficients t'™/, et tr(f) = 2ij i,

. Pourn =2, 0ona f(Ey;) = Ev1, f(Ez2) = Ez, f(E12) =t 'Eyg et f(Ezy) =
t E5 1. La base proposée est adaptée a M,(K) = Dy @ D_1 & D; al'ordre des
facteurs pres, et

Mat(f) =

(=)
-~ O O O

0
1
0 ¢!
0 0

S O O =

On retrouve tr(f) =2 + ¢t + t ! et det(f) = 1.

Enoncé p. 30

. Soitze (FNH)+(GNH):ilsécritz=x+yavecxe FNHety e GNH.
Alorsx € Fety € G,doncz € F+ G;etx,y € H, donc z € H puisque H est
un sous-espace vectoriel. Ainsi z € (F + G) N H.

. Prenons dans R?
F =Vect((1,0)), G =Vect ((0,1)), H =Vect((1,1)).

Ces trois droites sont deux a deux distinctes, donc d’intersections deux a deux
réduites & {0} : le membre de gauche vaut {0}. En revanche F + G = R?, donc
le membre de droite vaut H, qui est une droite.

L’inclusion est donc stricte : intersecter puis sommer n’est pas sommer puis
intersecter.

. Supposons G C H. Alors G N H = G, et I'inclusion de la premiere question
sécrit (FNH)+G c (F+G)NH.

Réciproquement, soit z € (F + G) N H. Ecrivons z = x + y avec x € Fety € G.
Commeyec GCHetze H,ona

x=z—-y€H,

doncxe FNHetz=x+y € (FNH)+G.D’ou’égalité annoncée.

C’est bien ’hypothése G ¢ H qui fait fonctionner ’argument : dans le contre-
exemple précédent, aucune des trois droites n’était contenue dans une autre.

Enoncé p. 30

. Les deux sous-espaces GN F; et G N F, sont contenus dans G, donc leur somme
aussi. Et
(GﬂFl) N (Gan) CFNF = {O},

puisque la somme F; @ F, est directe : la somme des deux intersections est
donc directe.

. Non. Avec la décomposition proposée, une matrice de G s’écrit AE; ,. Elle est
symétrique si et seulement si AE;,; = AE,;, donc si et seulement si A = 0;
elle est antisymétrique si et seulement si AE; ; = —AE, 1, donc la encore si et
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seulement si A = 0. Ainsi
GNS=GnNnA={0},

et la somme des deux intersections est nulle alors que G est une droite.

L’image géométrique est la méme dans R? = Vect(e;) @ Vect(e;) avec G la
premiére bissectrice : une droite oblique ne rencontre aucun des deux axes
ailleurs qu’a lorigine, et elle n’est pourtant pas nulle.

. Supposons F; C G; alors GN F; = F; et il s’agit de montrer G = F; & (G N
F,). La somme est directe d’aprés la premiére question, et contenue dans G.
Réciproquement, soit z € G. Comme E = F; @ F,, on peut écrire z = x; + x,
avec x; € F; et x5 € F,. Alors

X, =z—x1 €G,

carze Getx; € F;C G.Doncx; e GNFyetze Fi+ (GNFy).

On peut aussi voir ce résultat comme un cas particulier de ’exercice précédent,
appliqué a H =G :ona G = (F; + F;) N G, et ’hypothése F; C G permet d'y
faire sortir Fj.

Enoncé p. 30

. L’inclusion E; C F; donne dim E; < dim F; : pour tout i, 'entier dim F; — dim E;
est positif ou nul.

. Les deux sommes sont directes, donc la proposition du cours sur la dimension
d’une somme s’applique avec égalité :

n n n n
dim (EB E,-) =) dimE et  dim (EB Fi) = > dimF;
i=1 i=1 i=1 i=1
Les deux sous-espaces sont égaux, donc ont méme dimension, d’ou
n
> (dimF; - dim E;) = 0.
i=1

C’est une somme d’entiers positifs ou nuls : ils sont tous nuls. Ainsi dim E; =
dim F; pour tout i, et comme E; C F; avec égalité des dimensions, on conclut
El' = Fi.

Enoncé p. 31

. Six € Ny, alors u(x) = 0g, donc u?(x) = 0g et u>(x) = 0 = u(x).

Siy € Ny, alors u(y) =y, donc u?(y) = u(y) =y etu®(y) =y = u(y).

Siz € N_y, alors u(z) = —z, donc u%(z) = —u(z) =z et u*(2) = u(z) = —z.
Dans les trois cas, u® et u coincident sur le vecteur.

. Soit x € E. La décomposition donne x = xy + x1 + x_1 avec x9 € Ny, x1 € N
et x_; € N_j. Par linéarité de u> et de u, et d’aprés la question précédente :

ug(x) = US(XO) + ug(xl) + u3(x_1) = u(xo) + u(xy) + u(x-1) = u(x).

Ceci valant pour tout x, on a bien w=u.
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3. Soient x € Ny, y € N; et z € N_; tels que x + y + z = 0g. En appliquant u, puis
u?, et en utilisant les calculs de la question 1 :

Op+y—z=0g et Op+y+z=0g

En additionnant, 2y = 0g, donc y = O, puis z = Og et enfin x = 0g. D’apreés la
caractérisation du cours, la somme est directe.

4. L’identité est immédiate : les deux fractions s’ajoutent en u?(x), qui se simplifie
avec —u?(x). Posons

a=x—u*(x), b:w’ = uZ(X)z_u(X)’

Comme v’ =u:
u(a) =u(x) —u’(x) =0,

donc a € Ny;

u3(x) + u?(x) _ u(x) + u?(x) _

u(b) = 2 2

b:

donc b € Ny ; et

w(x) —u?(x)  u(x) —u?(x)
u(c) = 5 = 7 = —c,

donc ¢ € N_;. Ainsi E = Ny + N; + N_j, et cette somme est directe d’apres la
question 3 :
E =Keru & Ker(u — Idg) @ Ker(u + Idg).

Avec la question 2, I’équivalence annoncée est démontrée.

Enoncé p. 31

1. L’identité est immeédiate : les deux termes s’ajoutent en %x = x. Posons x; =

HST(X) etx_ = &fo) Comme s o s = Idg,

s(x) +s%(x)  s(x) +x s(x) —x
s(xy) = S = X4, s(x_)=—— =—x_.
2 2 2

Donc x4 € Fetx_ € G, ce qui montre E = F + G.

Soit maintenant x € F N G. Alors s(x) = x et s(x) = —x, donc 2x =0 et x = 0.

La somme est directe : E = F & G.
2. Six € F,alors s(x) = x € F;six € G, alors s(x) = —x € G. Les deux

sous-espaces sont donc stables, et
s|p =1dF, sle = -1dg .

3. Soit B = (Br, B) une base adaptée a E = F @ G. Les deux sous-espaces étant
stables, la matrice de s est diagonale par blocs, les blocs diagonaux étant les
matrices des endomorphismes induits, a savoir I, et —I, :

I 0
Matg(s) = (é’ I ) .
q
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. La trace et le déterminant se lisent sur cette matrice diagonale :
tr(s)=p—q  det(s) = (~1)".
Comme p + q = n, on obtient par somme et différence
_ n+tr(s) _ n—tr(s)
2 2
Les dimensions de F et de G se lisent donc sur la trace de n’importe quelle

matrice de s, sans chercher de base adaptée.

. Posons = %(s + Idg). Alors
1, 1
ﬂoﬂ:Z(s +2s+1dg) = Z(ZIdE+23) =T,

donc 7 est un projecteur. Avec les notations de la question 1, 7(x) = x; :
I'image de 7 est donc contenue dans F, et 7(x) = x pour x € F, douImz = F.
Enfin 7(x) = 0 équivaut a s(x) = —x, c’est-a-dire x € G : Ker 7 = G.

. La transposition est linéaire et vérifie(M")" = M, doncsos = Idg. Ici F =
Ker(s — Idg) est 'ensemble des matrices symétriques et G = Ker(s + Idg) celui
des matrices antisymétriques, et la question 1 redonne la décomposition

_M+MT M-MT

M +
2 2

m(m+1)

T etq = W.Donc

On sait que p =
tr(s) =p-q=m, det(s) = (=1)™m-1D/2,

La décomposition M,,(R) = A & H & S, vue dans le cours en est un raffine-
ment : elle coupe en deux le sous-espace F des matrices symétriques.

Enoncé p. 31

. L’ensemble F; est inclus dans E et contient le polyndéme nul. Soient P, Q € F;
et A € R. Pour tout j € {0,...,n}\ {i}:

(P+2Q)(j) = P(j) + A1Q(j) =0,
donc P + AQ € F;. C’est bien un sous-espace vectoriel.
. Le polyndme L; est de degré n et vérifie L;(j) = 0 pour tout j # i : il appartient
a F;, donc Vect(L;) C F;.
Réciproquement, soit P € F;. C’est un élément de R,[X], donc sa décomposi-
tion dans la base de Lagrange s’écrit

pP= anp(k) Ly = P(i) L;,
k=0

puisque P(k) = 0 pour k # i. Donc P € Vect(L;) et I’égalité F; = Vect(L;) est
établie.

. La famille (Ly, ..., L,) est une base de E. Tout P € E s’écrit donc de maniére
unique P = Y A;L; avec A; € R, c’est-a-dire de maniére unique comme une
somme )" P; avec P; € Vect(L;) = F;. C’est exactement dire que

E=F®---&F,.
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Enoncé p. 32

1. La somme étant directe et égale a E, tout x € E s’écrit x = x; + - - - + x} avec
xj € F; d’'une unique fagon : la composante x; ne dépend que de x, et p; est
bien définie.

Soient x,y € E et A € K, de décompositions x = 3} ; x; ety = 3 ; y;. Alors

k
/1x+y:Z(/1xj+yj),

j=1

et Axj + y; € F; pour tout j : par unicité, c’est la décomposition de Ax + y. Sa
i-iéme composante est donc Ax; + y;, c’est-a-dire p;(Ax + y) = Ap;(x) + pi(y).
Ainsi p; € L(E).

2. Par construction p;(x) = x; € F;, donc Im p; C F;. Réciproquement, si x € Fj,
sa décompositionest x =0+ -+ x +---+ 0, d’ou p;(x) = x : le sous-espace
F; est contenu dans I'image. Donc

Il’l’lpl' = Fi,

et p; est I'identité sur F;.

Par ailleurs p;(x) = 0 signifie x; = 0, c’est-a-dire que x est somme de ses autres

Kerpi = @F]

J#i

composantes :

3. Soit x € E. Comme p;(x) € F; et que p; est 'identité sur F; d’apres la question
précédente, p; (p;(x)) = pi(x) : donc p; o p; = p;, et p; est un projecteur.
Sii# j,alors pj(x) € F; C Ker p;, donc p; (pj(x)) =0 et p; o p; = 0.

Enfin p;(x) +- - -+ pr(x) = x1+- - -+ x; = x par définition de la décomposition,
doup; + -+ + pr =1dg.

4. Notons dj = dimF; et B = (By,..., Bx) une base adaptée. Chaque F; est
stable par p; : c’est clair pour j = i, ou p; induit I'identité, et pour j # i on a
F;j C Ker p;, ou p; induit I'endomorphisme nul. La matrice est donc diagonale
par blocs, tous les blocs étant nuls sauf le i-ieme, égal a I, :

0

Matg(p;) = Ig,

0

Sa trace vaut d;, donc tr(p;) = dimF;. En sommant sur i et en utilisant la
linéarité de la trace ainsi que p; + -+ + pr =Idg :

k k k
Z dim F; = Z tr(p;) = tr (Z pl-) =tr(Idg) = dimE.
i=1 i=1 i=1

5. Supposons d’abord que u stabilise tous les F;. Soit x € E, de décomposition
X =x1+ -+ x. En appliquant u :

u(x) =ulx) + - +ulx),
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avec u(x;) € F; par stabilité : c’est donc la décomposition de u(x), et sa i-ieme
composante est u(x;). Autrement dit

pi (u(x)) = u(x;) = u (pi(x)),

et u commute avec p;.

Réciproquement, supposons u o p; = p; o u pour tout i. La proposition du
cours sur la stabilité par un endomorphisme qui commute (page 11) montre
que Im p; est stable par u. Or Im p; = F; d’apres la question 2 : tous les F; sont
stables par u.

Enoncé p. 32

. Soitz € F+ G :ils’écritz =x + y avec x € F et y € G. Par linéarité,
u(z) =u(x) +u(y) e F+G,

puisque u(x) € F et u(y) € G. Donc F + G est stable.

Soit maintenant x € F N G. Alors u(x) € F car F est stable, et u(x) € Gcar G
lest : donc u(x) € FNG.

. Soit x € F. Alors v(x) € F par stabilité par v, puis u (v(x)) € F par stabilité
par u : ainsi (u o v)(x) € F.

De méme, u(x) et v(x) appartiennent a F, donc
(Au + po)(x) = Au(x) + po(x) € F,

car F est un sous-espace vectoriel.

. Montrons par récurrence que F est stable par u*. C’est vrai pour k = 0, car
u® = Idg laisse F en place. Et si F est stable par u*, la premiére partie de la

question précédente appliquée a u et u* montre que F est stable par u o u* =

uk+1‘
Enfin, F est stable par chacun des u* ; une récurrence sur p utilisant la seconde
partie de la question précédente donne alors la stabilité par ap Idg +a;u+-- - +
apu? .

Enoncé p. 32

. L’endomorphisme induit u|f est Papplication de F dans F qui a x associe u(x);
elle est bien définie puisque F est stable. Son noyau est 'ensemble des x € F
tels que u(x) = 0, c’est-a-dire F N Ker u. Son image est I’ensemble des u(x)
pour x € F, c’est-a-dire u(F).

. Siuou =u,alors pour x € Fon au|p (ulp(x)) = u(u(x)) = u(x) = ulp(x),
donc u|f est un projecteur de F. Le méme calcul avec u o u = Idg donne
ulf (u|p(x)) = x pour tout x € F.

Dans les deux cas, il n’y a rien a vérifier de plus : 'identité satisfaite par u sur
E Pest en particulier sur F, et les deux membres restent dans F.

. Le sous-espace F étant stable, la proposition du cours (page 12) donne la forme
annoncée, avec A = Matg, (u|r). La trace de Matg(u) est la somme de ses
coefficients diagonaux, qui sont ceux de A suivis de ceux de D :

tr(u) = tr(A) + tr(D) = tr(ulf) + tr(D).
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Quant au déterminant, la matrice est triangulaire par blocs, donc
det(u) = det(A) - det(D) = det(u|f) - det(D).

. Si G est également stable, alors pour x € B¢ le vecteur u(x) appartient a G :
ses coordonnées sur B sont nulles, donc C =0 et

Matg(u) = (A 0

4 D), D = Matsg (ulo).

Le rang d’une matrice diagonale par blocs est la somme des rangs des blocs :
une combinaison des colonnes est nulle si et seulement si la combinaison
correspondante des colonnes de A et celle des colonnes de D le sont, les deux
paquets de lignes étant disjoints. Donc

rg(u) = rg(A) +rg(D) =rg(ulr) +rg(ulc).

On peut aussi le voir sans matrices : Imu = u(F) & u(G), puisque u(F) C F,
u(G) cGetFNG ={0}.

. Prenons E = K2, u(x,y) = (y,0), F = Vect(e;) et G = Vect(e;). Comme
u(e;) =0 € F, le sous-espace F est stable; en revanche u(e;) = e; ¢ G, donc G
ne l’est pas. Dans la base canonique,

0 1

Mat(u) = (0 .

), A=(0), C=(1), D=(0).

Ici rg(u) = 1, tandis que rg(A) + rg(D) = 0 : tout le rang de u est porté par le
bloc C.

Enoncé p. 32

. Le sous-espace nul est stable par n’importe quel endomorphisme. Et si P €
K [X], alors deg P’ < degP — 1 < k, donc P’ € Ki[X] : dériver ne peut que
faire baisser le degré.

. L’ensemble des degrés des polynomes non nuls de F est une partie non vide

de N (car F # {0}) et majorée par n : elle admet donc un plus grand élément k.

Par définition de k, tout polyndéme non nul de F est de degré au plus k, et le
polyndme nul appartient a Ki [X] : ainsi F ¢ K [X].

. Comme F est stable par D, une récurrence immédiate montre que P ¢ F
pour tout i € N. Par ailleurs, P étant de degré k, on a deg P) = k — i pour
0<i<k.

La famille (P, P,..., P(k)) est donc constituée de k + 1 polynomes de degrés
deux a deux distincts : elle est échelonnée en degré, donc libre. Ses éléments
appartiennent tous a K [X], qui est de dimension k + 1 : c’est donc une base
de K¢ [X].

. De la question précédente on tire

K [X] = Vect (P,P’,...,P(k)) CF

puisque tous ces polynomes sont dans F et que F est un sous-espace vectoriel.

Avec l'inclusion de la question 2, il vient F = Ky [X].
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Les sous-espaces vectoriels de K,,[X] stables par la dérivation sont donc exac-
tement

{0}3 KO[X]’ KI[XL D) KH[X]

Il'y enan+ 2, etils sont totalement ordonnés par I'inclusion.

Enoncé p. 33

. Comme F est stable par u, I'application u induit un endomorphisme u|r de
F, c’est-a-dire une application linéaire de F dans F. Elle est injective, comme
restriction de ’application injective u. Or F est de dimension finie : un endo-
morphisme injectif d’un espace de dimension finie est bijectif. Donc u|r est
surjective, autrement dit

u(F) =F.

Soit alors x € F. Il existe y € F tel que x = u(y), douu"!(x) =y € F:le

sous-espace F est stable par u™!.

. L’application u est linéaire, car (Af + g)(x — 1) = Af(x — 1) + g(x — 1). Elle
est bijective, de réciproque f — (x — f(x + 1)) : les deux translations sont
inverses 'une de 'autre.

L’ensemble F est un sous-espace vectoriel de E : la fonction nulle y appartient,
et une combinaison linéaire de fonctions nulles sur |—o0, 0] y est encore nulle.
F est stable par u. Soit f € F et x < 0. Alors x —1 < 0, donc u(f)(x) =
f(x—1) =0.Ainsi u(f) € F.

F n’est pas stable par u™!. Considérons la fonction f définie par f(x) = 0 pour
x < 0et f(x) =x pour x > 0: elle appartient a4 F. Mais

P =F () =1 %0

donc u™!(f) ¢ F.

. L’application induite u|r est bien injective, mais elle n’est pas surjective :
son image est ensemble des fonctions nulles sur |—oo, 1], qui est strictement
contenu dans F. C’est 'argument de dimension finie qui manque : en dimension
infinie, un endomorphisme injectif n’a aucune raison d’étre surjectif.

Enoncé p. 33

. Le vecteur x étant non nul, la famille (x) est libre : on peut la compléter en
une base B = (x, ey, ..., e,) de E. Une application linéaire étant entiérement
déterminée par les images des vecteurs d’une base, on peut définir u € L(E)
par

u(x) =y, ulex) =--- =ulen) =Op.

. Supposons F # {0} et fixons x € F non nul. Soit y € E quelconque, et soit u
Iendomorphisme construit a la question précédente. Comme F est stable par
uetquex € F,

y=u(x) € F.
Ceci valant pour tout y € E, on a F = E. Les seuls sous-espaces stables par
tous les endomorphismes sont donc {0} et E.

. La conclusion est la méme, mais 'endomorphisme construit ci-dessus ne
convient plus : il n’est pas bijectif dés que n > 2. Reprenons F # {0}, x € F
nonnulety € E.
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2.

Siy = 0g, alors y € F puisque F est un sous-espace vectoriel. Sinon, complé-
tons (x) en une base (x, ey, ..., e,) et (y) en une base (y, f3, ..., fn). L'unique
application linéaire u envoyant la premiére base sur la seconde transforme une
base en une base : ¢’est un automorphisme, et u(x) = y. On conclut comme
précédemment que F = E.

Enoncé p. 33

. Supposons u(x) = Ax pour un A € R. En appliquant u :

—x =u%(x) = Au(x) = 1%x.

Comme x # Og, il vient A = —1, ce qui est impossible dans R. Donc u(x) n’est
pas colinéaire a x.

Soit maintenant D = Vect(a) une droite vectorielle de E, avec a # 0g. Si D
était stable par u, on aurait u(a) € D, c’est-a-dire u(a) colinéaire a a : c’est
exclu par ce qui précede, appliqué a a. Aucune droite n’est donc stable.

. Comme x et u(x) ne sont pas colinéaires, la famille (x, u(x)) est libre et P =

Vect (x, u(x)) est bien un plan. On a u(x) € P et
u(u(x)) =u®(x) =-x € P.

L’image par u des deux vecteurs d’une famille génératrice de P reste dans P;
par linéarité, u(P) C P.

Enoncé p. 33

. L’application ¢ est une forme linéaire non nulle, car (a, f,y) # (0,0, 0). Son

image est un sous-espace non nul de R, doncIm ¢ = Retrg¢ = 1. Le théoréme
du rang donne
dimH =dimKergp =3-1=2.

(a) L’application ¢ o u est composée de deux applications linéaires, de R®
dans R3 puis de R dans R : c’est une forme linéaire sur R®. Soit h € H. Par
stabilité, u(h) € H = Ker ¢, donc (¢ o u)(h) = 0. Ainsi H C Ker(¢ o u).

(b) La matrice d’une forme linéaire dans ces bases est la matrice ligne de ses
valeurs sur 8. Comme e, e, € H =Kerg et eg, ez € Ker(p ou) :

Mat(p) = (0 0 ¢(es)),  Mat(pou)=(0 0 ¢ (u(es)).

(c) Si@(es) était nul, ¢ s’annulerait sur les trois vecteurs de la base 8, donc
serait la forme linéaire nulle : exclu. Posons alors

o)
¢(es)
Les deux matrices lignes ci-dessus vérifient Mat(¢ ou) = A Mat(¢). Deux

applications linéaires de mémes espaces ayant la méme matrice dans les
mémes bases sont égales, donc ¢ o u = A¢.

3. Supposons ¢ o u = A et soit h € H. Alors

¢ (u(h)) = Ao(h) =0,

donc u(h) € Ker ¢ = H. Le plan H est stable par u.
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4. Dans les bases canoniques, la matrice de ¢ est la matrice ligne X T, et celle de
@ o u estX T A. La condition ¢ o u = A¢ s’écrit doncXTA = XX, c’est-a-dire,
en transposant, A" X = AX. Avec les questions 2 et 3 :

H stable paru & 31 € R, ATX = AX.

5. Une droite D = Vect(v), avec v # Ogs, est stable par u si et seulement si
u(v) € Vect(v), c’est-a-dire s’il existe A € R tel que u(v) = Av. En notant V
la matrice colonne des coordonnées de v, cela s’écrit AV = AV. Les droites
stables se lisent donc sur A comme les plans stables se lisent surA™.

Enoncé p. 34

1. Supposons d’abord qu’il existe A € C tel que Im(u + AIdg) C H. Soit h € H.
Alors
u(h) = (u+ AIdg)(h) — Ah,

somme de deux vecteurs de H, donc u(h) € H : I'hyperplan H est stable par u.

Réciproquement, supposons H stable par u. Soit (ey, ..., e,—1) une base de
H, complétée par e, en une base 8 de E. D’apres la proposition du cours, la
matrice de u dans 8 est triangulaire par blocs :

i) = (%P)

ou B € My_1(C), C € M,_11(C) et p € C : la derniere ligne vaut
(0 -+ 0 p).Posons A =—p. Alors

Matg(u + AIdg) = Matg(u) + AL,

a sa derniere ligne nulle. Autrement dit, pour tout x € E, la derniére coordonnée
de (u+A1Idg)(x) dans B est nulle, donc (u+A1dg)(x) € Vect(ey,...,en—1) = H.
Ainsi Im(u + AIdg) C H.

2. Notons u I’endomorphisme de C* de matrice A. Les sous-espaces {0} et C*
sont stables; il reste les droites et les plans.
Les droites. Une droite Vect(v), avec v # 0, est stable si et seulement s’il existe
A € C tel que u(v) = Ao, c’est-a-dire tel que A — AL3 ne soit pas injective, donc
de déterminant nul. On calcule, en développant par rapport a la deuxiéme
ligne :

det(A—AL) =-2> -2 +41+8=—-(1-2)(1 +2)%

Les valeurs possibles de A sont donc 2 et —2.
Pour A = 2, le systéme (A — 2I3)V = 0 s’écrit

—a+b+2c=0
a-3b=0
at+b—-4c=0

et donne a = 3b puis ¢ = b : le noyau est Vect ((3, 1, 1)).

Pour A = -2, le systeme (A + 2I3)V =0seréduitaa+b =0et3a+b+2c =0,
d’ou b = —aetc = —a:lenoyau est Vect ((1,-1,-1)).

Il y a donc exactement deux droites stables : Vect ((3, 1, 1)) et Vect ((1, -1, —1)).

57



CHAPITRE 4. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Les plans. Un plan de C® est un hyperplan : d’aprés la question 1, il est stable
si et seulement s’il contient Im(u + A1d) pour un certain A € C. Un plan étant
de dimension 2, cela impose rg(A + Al3) < 2, donc det(A + Al3) = 0, c’est-a-dire
A€ {2, -2}

Pour A = -2, la matrice A — 2I5 est de rang 2 (son noyau est une droite),
donc Im(u — 21Id) est un plan, et le plan cherché lui est égal. Ses colonnes
(-1,1,1) et (1, -3, 1) Pengendrent; en cherchant son équation sous la forme
ax + py +yz =0, ces deux vecteurs donnent —a + f+y =0eta -3 +y =0,
d’ou @ = 2f et y = . On obtient le plan d’équation 2x + y + z = 0.

Pour A = 2, la matrice A + 2I5 est de rang 2 et ses colonnes (3,1,1) et (1,1,1)
engendrent Im(u +21d) ; les conditions 3a + f+y =0 et « + f + y = 0 donnent
a =0 ety = —f. On obtient le plan d’équation y — z = 0.

Il y a donc exactement deux plans stables, d’équations 2x+y+z =0ety—z = 0.
Au total, les sous-espaces stables sont {0}, les deux droites Vect ((3,1,1)) et
Vect ((1,-1,-1)), les deux plans d’équations 2x + y+z =0ety —z =0, et C3,

Enoncé p. 34

. Siu(x) =0, alors u?(x) = u(0) =0 : d’ott Keru C Keru?. Si y = u?(x), alors
y = u (u(x)) appartient a Imu : d’ott Imu? C Imu.

Soit x € Keru. Alors u(x) = 0 € Keru, donc Ker u est stable. Soit y € Imu.
Alors u(y) € Imu par définition de I'image, donc Imu est stable.

. Le théoréeme du rang donne dimKeru + dimImu = n = dimE. La somme
Ker u + Imu est donc directe si et seulement si elle vaut E, et dans les deux
cas cela équivaut a Keru NImu = {0} : en effet, si I'intersection est nulle la
somme est directe, donc de dimension n, donc égale a E; et réciproquement.

. Montrons (ii) = (i). Soit x € Keru NImu : il existe y € E tel que x = u(y), et
u(x) =0, c’est-a-dire u?(y) = 0. Donc y € Ker u? = Keru, d’ott x = u(y) = 0.
Montrons (i) = (ii). L’inclusion Keru C Ker u? est acquise. Soit x € Ker u?.
Alors u(x) € Imu, et u (u(x)) = 0 donc u(x) € Keru. Ainsi u(x) € Keru n
Imu = {0}, c’est-a-dire x € Ker u.

Enfin (ii) © (iii) : le théoréme du rang appliqué a u et a u? donne
dimKeru =n -rgu, dimKer u* = n — rgu?,

donc Keru et Keru? ont méme dimension si et seulement si rgu = rgu?.
Comme Keru C Ker u?, I'égalité des dimensions équivaut a 1’égalité des sous-
espaces.

. Les deux sous-espaces Ker u et Im u sont stables par u d’apres la question 1,
et ils sont supplémentaires d’aprés la question 2. Dans une base adaptée
B = (BKeru> Bimu), la matrice de u est donc diagonale par blocs, les blocs étant
les matrices des endomorphismes induits. Or u|ger 4, est 'endomorphisme nul,
d’ou

0 0
Matg(u)=(0 B

) ., B=Matg,,, (ulmu) -

Reste a voir que B est inversible, c’est-a-dire que u|py, est bijectif. Son noyau
est Imu N Keru = {0} par hypotheése; c’est donc un endomorphisme injectif
de Im u, qui est de dimension finie, donc bijectif.
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. Pour A, on calcule A? = A : donc rg A* = rg A et les conditions sont vérifiées.

On peut le voir directement : Ker A = Vect ((1,—1)) et Im A = Vect(e;), deux
droites distinctes de K?.

Pour N, on a N* =0, donc rg N> =0 # 1 =rg N : les conditions ne sont pas
vérifiées. En effet Ker N = Im N = Vect(e;), et I'intersection n’est pas nulle.

. Siuou =u,alors u? = u et en particulier rgu? = rgu : la condition (iii) est

vérifiée. La question 2 donne alors E = Ker u @ Im u, qui est la décomposition
établie dans le cours pour un projecteur. La matrice de la question 4 est ici
0 0 . . o 10K "
o [ ]2vecr =rgu, puisqueu induit I'identité sur Im u.
f

Enoncé p. 34

I, kB
0 I,
obtient I,. Si la formule vaut au rang k, alors, en multipliant par blocs,

k+1 _ askas — I, kB\(I. B _ I, B+kB _ I, (k+1)B
M_MM_(OIHOIH_O L, | \o L, |

. Montrons par récurrence que M* = ( ) C’est vrai pour k = 0, ou 'on

Les blocs jouent ici exactement le role des coefficients d’'une matrice 2 X 2, la
seule précaution étant de ne jamais intervertir deux facteurs.

La méme formule vaut d’ailleurs pour k entier négatif si 'on pose M~! =

I, -B . .
( " I ) : le produit de ces deux matrices vaut I,,, dans les deux sens. Donc
n

0
M est inversible et
I, —-B
-1 _ n
M= (0 I, ) :

. Récurrence sur k. Pour k = 1 la formule s’écrit N! = N, ce qui est exact
puisque 2° = 1. Supposons-la vraie au rang k; alors

Ak AR\ (A A AkFL AR+ pkEL AR+
k k k- k-
WSS 1(Ak Ak) (A A):2 1(A’<+1+A’<+1 ARy AR )

Ak+1 Ak+1
soit ]\]k-'-1 = Zk (Ak+1 Ak+1 0

. Non, quelle que soit A. Les n premieres colonnes de N sont identiques aux n
suivantes, donc les colonnes de N forment une famille liée dés que n > 1 : par
exemple C; — Cpqq1 = 0. Ainsi det N = 0.

Enoncé p. 35

. La transposition échange les rdles des lignes et des colonnes, donc échange
les deux blocs hors diagonale tout en transposant chaque bloc :

AT CT
MT:(BT DT)'

Les tailles sont cohérentes :CT € M, 4(K) occupe bien la place de B.

. Par unicité du découpage en blocs, M" = M équivaut a I’égalité des quatre
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blocs, c’est-a-dire
AT = A, D" =D, C"=B et B'"=C.

Les deux derniéres conditions n’en font qu’une, puisque (B") " = B. Donc M
est symétrique si et seulement si A et D le sont et C =B".

Une telle matrice est alors déterminée par le choix libre de A symétrique,
de D symétrique et de B quelconque, le bloc C s’en déduisant. La dimension
cherchée vaut donc

p(p+1) qlg+1) PP+ p+@+q+2pg  (p+9P+(p+9)
5 T tra= 2 B 2

5

dactd-dire LT (P+a+1)
c’est-a-dire ~—————.
. Le méme raisonnement avecM' = —M donne : M est antisymétrique si et
seulement si A et D le sont et C = -B'. La dimension correspondante est

pp—-1 alg-1 P (p+9p+q-1)
2 2 2

comme attendu.

. Les deux blocs diagonaux, nuls, sont antisymétriques, et le bloc inférieur
gauche est bien Popposé de la transposée du bloc supérieur droit : la caractéri-
sation de la question 3 s’applique. On peut aussi transposer directement :

o ()

Sa diagonale est incluse dans les deux blocs diagonaux, qui sont nuls : sa trace
est nulle.

. Ecrivons
A 0 0
A
mM=|"
0
* x A,

En transposant, les blocs hors diagonale passent au-dessus de la diagonale
et les blocs diagonaux deviennentA;,...,A] : la matrice M " est triangulaire
supérieure par blocs. La proposition du cours s’applique donc AM T, et comme
une matrice et sa transposée ont méme déterminant :

detM =detM " = detAlT ---detA] =detA;---detA,.
C’est la remarque du cours (page 17).

Enoncé p. 35

. Le calcul par blocs donne

(L O\ (P Q\ (P Q (P O
JrM_(o 0)(R s)_(o o)’ M]’_(R 0)'
Multiplier par J, a gauche ne conserve que les r premiéres lignes ; multiplier a
droite ne conserve que les r premiéres colonnes.
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2. Les deux matrices obtenues sont égales si et seulement si leurs blocs le sont
deux a deux, c’est-a-dire si et seulement si Q =0 et R = 0. Ainsi

P 0
M, = ;M & M:(o S),

les blocs P et S étant quelconques.

3. D’apres ce qui précede, I'application qui a (P, S) associe la matrice diagonale
par blocs correspondante est un isomorphisme de M, (K) x M,,_,(K) sur
C(J;). Donc

dimC(J,) =r* + (n—r)*.

Ce nombre est minimal pour r voisin de £ et vaut n® aux deux extrémités r = 0
et r = n, ou J, vaut 0 ou I,, et commute donc avec tout le monde.

4. Notons p 'endomorphisme de K" canoniquement associé a J, : c’est le pro-
jecteur sur F = Vect(ey,...,e,) parallelement a G = Vect(epi1,...,€,), €t
Imp = F, Ker p = G. Soit u 'endomorphisme associé a M.

Siu et p commutent, la proposition du cours assure que Ker p et Im p sont
stables par u. Comme la base canonique est adaptée a la décomposition K" =
F & G, la matrice M est alors diagonale par blocs.

Réciproquement, si M est diagonale par blocs, F et G sont stables par u, et 'on
vérifie sur la décomposition x = xr + xg que u (p(x)) = u(xr) = p (u(x)), les
deux composantes restant chacune dans leur sous-espace.

Enoncé p. 35

1. La matrice M est triangulaire supérieure par blocs, donc det M = det A - detC
d’apreés la proposition du cours. Un produit de scalaires est non nul si et
seulement si chacun 'est, d’ou :

detM #0 & detA#0et detC #0,
ce qui est exactement I’équivalence demandée.
} XY
2. Ecrivons la condition MN = I,,4 pour N = ( . Le produit par blocs

ZT)
donne

MN = [AX+BZ AY+BT)_(IP o)_

cz ct ) \o I

L’égalité des blocs en bas a gauche donne CZ = 0, d’ou Z = 0 en multipliant
par C~'. Celle des blocs en bas & droite donne CT = I, donc T = C~'. Le bloc
en haut a gauche devient alors AX = [, soit X = A~ Enfin, le bloc en haut a
droite s’écrit

AY+BC'=0, donc Y=-A"'BC".
Réciproquement, la matrice ainsi obtenue vérifie aussi NM = I, 4, comme le

montre le méme calcul; on peut aussi invoquer le fait qu’en dimension finie
un inverse a droite est un inverse.

On remarquera que I'inverse est encore triangulaire supérieure par blocs, et
que le bloc B intervient dans le seul coefficient hors diagonale.
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3. Icip =q =2, avec

el ) e ety

Ces deux matrices triangulaires sont inversibles, d’inverses

a1 -1 4 (1 0
=) e ()

-1 - 0 -1
On calcule A™!B = , puis AT1BC ! = ,d’ou
2 1 1 1
1 -1, 0 1
T N e
0 0 1 0
0O 0 |-1 1
Enoncé p. 36
0
1. Pour n = 1, la matrice s’écrit M = (b g) et det M = —ab. La formule annoncée

donne bien (-1)! det A - det B = —ab.

2. Notons Ly,...,Ly, les lignes de M. On veut passer de [lordre
(L, -sLp, Ly, - - -, Lon) alordre (Lyty, ..., Lon, Ly, - . ., Ly), ce qui place les
lignes contenant B en haut et celles contenant A en bas : on obtient alors la

. (B 0
matrice ( 0 A)'
Pour cela, faisons remonter L,; jusqu’a la premiére place par échanges de
lignes voisines : il en faut n. Puis L,;, jusqu’a la deuxiéme place : encore n.
Et ainsi de suite pour chacune des n derniéres lignes. Au total, n x n = n?
échanges.
Chaque échange de deux lignes change le déterminant en son opposé, donc

B 0 2
det(o A)—(—l) det M.

Or la matrice de gauche est triangulaire (et méme diagonale) par blocs : son
déterminant vaut det B - det A. Comme (—1)”2 = =+1, il vient

det M = (~=1)" det A - det B.

Signalons que n? et n ont méme parité : on peut donc aussi écrire det M =
(-1)"det A - det B.

3. Avecn =2et A =B = I,, la formule donne
detM =(-1)*x1x1=1.

C’est bien la valeur annoncée dans le cours, ou 'on constatait que la formule
naive det A - det D — det C - det B aurait donné —1. L’exercice fournit donc la
vraie formule dans ce cas : le déterminant d’une matrice anti-diagonale par
blocs se calcule bien a partir de ceux des deux blocs, mais avec un signe que le
cas 2 X 2 ne laissait pas deviner.
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4. Avec B = I,,, la question 2 donne det M = (—1)"2 det A : le déterminant de M
est nul si et seulement si celui de A 'est, donc M est inversible si et seulement
si A Dest.

Calculons M? par blocs :

el 92

Une récurrence immédiate donne alors, pour tout k € N :

Ak 0
2k _
= )

puis, en multipliant une fois de plus par M :
A2+ A o)(o A _(o AT
0 A\, o) " \aF o |

Enoncé p. 36

1. Les deux découpages sont compatibles, donc le produit se calcule par blocs :

aly bl,\ (M 0\ _ (al,M+bl,-0 al,-0+bL,M\ _(aM bM) _,
ch, di,J\o M) \cl,M+dl,-0 cL,-0+dI,M)  \eM dM) "

al, bl,
cl, dI,
car a # 0) ne change pas le déterminant et annule le bloc inférieur gauche :

2. Notons Q = ( ) Pour 1 <i < n, Uopération Ly4; < Ly — ¢L; (licite

al, bI,
detQ:det( 0 (d—ﬁ)ln)'

a

Cette matrice est triangulaire par blocs, donc

det Q = det(aly) - det ((d - %c) In) =a" (d - %)" = (ad — bc)".

M 0
3. La matrice ( 0 ) est diagonale par blocs, de déterminant (det M)?. Par

M
multiplicativité du déterminant :

det P = (ad — be)™ (det M)2.

Enoncé p. 36

1. On calcule d’abord le produit de droite :

L, 0\ (A-I, I,
M(—In In)_(In—A A)’

puis on multiplie a gauche :
I, 0\(A-I, I.| _ A-1, L \ _([A-L, I,
L, L)\I,-A Al \(A-L)+({I,-A) L,+A] | o A+1,)°
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2. Les deux matrices qui encadrent M sont triangulaires inférieures, avec des 1
sur la diagonale : leur déterminant vaut 1. En passant au déterminant dans
I'identité de la question précédente :

A-1, I,

detM=det( 7 A+l

) = det(A — I,,) det(A + I,),

la derniéere égalité venant de la proposition du cours sur le déterminant d’une
matrice triangulaire par blocs.

3. La matrice M est inversible si et seulement si det M # 0, c’est-a-dire si et
seulement si det(A — I,,) # 0 et det(A + I,,) # 0, autrement dit si et seulement
siA—1I, et A + I, sont inversibles.

Enoncé p. 36
1. Récurrence sur k.
Pour k = 1, la formule s’écrit M' = M, puisque LT® = LI, = L.
Supposons la formule vraie au rang k. Le produit par blocs donne

ko1 aikng [ O | LTF? 0o |L\ ( o |LT*
M+_MM_(0,,,1 TF )(on,lT "\ 0w [T )

car le bloc en haut a gauche vaut 0- 0 + LT*~! - 0,,; = 0, celui en haut a droite
0-L+LTF'T = LT, et de méme pour la seconde ligne de blocs. La formule
est vraie au rang k + 1.

2. Récurrence sur n.

Pour n = 1, une matrice de M; (K) triangulaire supérieure a diagonale nulle
est la matrice nulle, et M! = 0;.

Supposons le résultat vrai au rang n et soit M € M,,;1(K) triangulaire supé-
rieure a diagonale nulle. Sa premiére colonne est nulle, donc M se découpe

sous la forme
0 | L
M =
[ tr)

ouT € M,(K) est encore triangulaire supérieure a diagonale nulle. La ques-
tion 1 donne

Mn+1 - 0 LTn
0 3

ni Tn+1
et ’hypothése de récurrence donne T" = 0,,. Donc LT" = 0 et T**! = T"T = 0,,,

d’Of,l Mﬂ+1 = On+1.

Enoncé p. 37

1. Soient A et B = P~'AP deux matrices semblables, avec P inversible. Pour la
trace, c’est le corollaire du cours :

tr(B) =tr (P"'(AP)) = tr ((AP)P") = tr(A),

en appliquant le théoréme sur tr(XY) = tr(YX) (page 20). Pour le déterminant,
la multiplicativité donne

det(A) det(P)

det(B) = det (P_l) det(A) det(P) = det(P)

=det(A).
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Enfin multiplier par une matrice inversible ne change pas le rang, donc rg(B) =
rg(A).

. La transposition ne modifie pas la diagonale, donc tr (AT) = tr(A). On sait par
ailleurs que det (AT) = det(A) et que rg (AT) = rg(A), le rang des lignes étant
égal au rang des colonnes.

. Les deux matrices ont pour trace 2, pour déterminant 1 et pour rang 2. Pourtant
elles ne sont pas semblables : pour toute matrice inversible P, on a

PlLp=p7lp=1],

donc la seule matrice semblable a I, est I, elle-méme. Trace, déterminant et
rang ne suffisent donc pas a caractériser une classe de similitude.

. Par hypothése, il existe P inversible telle que 2A = P"'AP. En élevant a la
puissance k :

2k Ak = (P1AP)* = p1AFP,

les facteurs PP~! intermédiaires se simplifiant. Les matrices 2KA¥ et AF sont
donc semblables, et la question 1 donne

25 tr (Ak) =tr (Ak),

soit (Zk - 1) tr (Ak) =0.Comme k > 1,ona2f # 1, dou tr (Ak) =0.

. L’égalité tr(AB) = tr(BA) est le théoréme du cours (page 20). En revanche,
prenons A = E; ; et B = E; , dans M,,(K) avec n > 2. Laregle E; jEi; = 6; ¢ E;;
donne

AB = E1,1E1’2 = El,g, BA = E1’2E1’1 =0.

Ces deux matrices ont bien méme trace, nulle, mais ['une est de rang 1 et
lautre de rang 0 : elles ne sont pas semblables.

. Appliquons I'hypothese a M = E; ;. Le produit AE;; a pour seule colonne non
nulle sa i-iéme, égale 4 la j-iéme colonne de A; le seul terme diagonal non nul
est celui d’indice i, et il vaut a; ;. Ainsi tr (AE;;) = a; ;. D’autre part tr (E; ;)
vaut 1sii = j et 0 sinon. Donc a; ; = §; j pour tous i et j, c’est-a-dire

A=1,.

Réciproquement, A = I, convient.

Enoncé p. 37

. La matrice E;; n’a qu'un coefficient non nul, un 1 en position (j, i). Le produit

AE;; a donc pour seule colonne non nulle sa i-ieme, égale a la j-iéme colonne
de A:

(AE]’i)k,l = ag,j 6i.

Sa trace est la somme des termes d’indices k = [; seul le terme k = [ = i
subsiste, et il vaut a; ;. Ainsi

tr (AEj’i) = a,-,j.

Autrement dit, chaque coefficient de A se lit comme une trace.
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2. Sitr(AB) = 0 pour toute B, on peut en particulier prendre B = E; ; pour chaque
couple (i, j) : la question précédente donne a; ; = 0. Tous les coefficients de A
sont nuls, donc A = 0.

On retiendra la formulation : la trace sépare les matrices. Si deux matrices A et
A’ vérifient tr(AB) = tr(A’B) pour toute B, alors A = A’; il suffit d’appliquer
ce qui précedea A — A’.

3. L’hypothese est plus faible : on ne dispose plus que des matrices B de trace
nulle.

Soient i # j. La matrice Ej; est de trace nulle, puisque son unique coefficient
non nul est hors de la diagonale. L’hypotheése et la question 1 donnent donc
a;; = 0 : la matrice A est diagonale.

Soient maintenant i # j. La matrice E; ; — E;; est elle aussi de trace nulle, et
tr (A (Ej,j - Ei,i)) =dajj—aji= 0.

Tous les coefficients diagonaux de A sont donc égaux, a une valeur commune

A et A= AL,

Réciproquement, une matrice scalaire convient : si tr(B) = 0, alors tr(Al,B) =
Atr(B) = 0. Les matrices cherchées sont donc exactement les matrices scalaires.

4. Pour A fixée, Papplication ¢4 : M — tr(AM) est composée de M — AM et dela
trace, toutes deux linéaires : c¢’est une forme linéaire sur M, (K). L’application
¥ est donc bien a valeurs dans £ (M, (K), K), et elle est linéaire : pour A,
A’ € M,(K), A € K et toute M,

tr (A + AA")M) = tr(AM) + A tr(A’M).

Elle est injective : si ¥(A) est la forme linéaire nulle, alors tr(AM) = 0 pour
toute M, donc A = 0 d’apres la question 2.

Enfin
dim £ (M, (K),K) = n? x 1 = n? = dim M,(K),

donc ¥ est un isomorphisme. En particulier elle est surjective : toute forme
linéaire ¢ sur M, (K) s’écrit ¢ = ¢4 pour une unique matrice A, c’est-a-dire
@(M) = tr(AM) pour toute M € M, (K).

Enoncé p. 37

1. Ces deux applications vont bien de M,,(K) dans M,,(K), et elles sont linéaires
par bilinéarité du produit matriciel : pour A € K,

A(AM + M")B = AAMB + AM’'B.

L’espace M, (K) étant de dimension n?, leurs matrices dans la base canonique
sont de taille n?xn? Il n’est donc pas question de les écrire ; seule leur diagonale
nous intéresse.

2. Calculons le coefficient d’indice (k, ) du produit :

(AE;;B),, = Z aks (Eij)s, bet = axi by,

s,t

le seul terme non nul de la double somme étant celui d’indices (s, t) = (i, j).
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Autrement dit,
AE;iB =" a;b;1 Ex,.
k.l
Latrace de ¥ est la somme des coefficients diagonaux de sa matrice dans la base
canonique : pour chaque vecteur de base E; ;, il faut donc relever la composante
de ¥(E; ;) selon ce méme E; j, c’est-a-dire le terme d’indices (k, ) = (i, j) dans
la somme ci-dessus. Il vaut a;; b; ;. D’ou

tr(¥) = i i aiibjj = i ai"') (i bjj
7=t

i=1 j=1 i=1

=tr(A) tr(B),

la double somme se factorisant puisque chaque facteur ne dépend que d’un
seul indice.

. L’application @ est le cas particulier B = I, de ¥. Comme tr(I,) = n, il vient
tr(®) = ntr(A).

Pour n = 2 et la matrice proposée, tr(A) = 1+ 5 = 6, donc tr(®) = 12.
On peut le vérifier directement : dans la base (Ej 1, E12, E21, E22), on calcule
AE1; = E1q + 3Ey; et AE;» = E12 + 3E;,, dont les composantes diagonales
valent 1; de méme AE,; = 2E;; + 5E;; et AE;, = 2E;; + 5E; apportent
chacune 5. La somme vaut 1 + 1+ 5+ 5 = 12.

. D’aprés 'exemple du cours, la trace d’un projecteur est son rang. Donc tr(A) =
r,tr(B) =set
tr(¥) =rs.

Enoncé p. 37
. Soient i # j. L’astuce consiste a écrire E; ; comme un produit dont les deux
facteurs, une fois échangés, donnent 0. La regle rappelée donne

EiiE;;j =E;; et I8 3lba s = Dl 20

cette derniere égalité venant de j # i. L’hypothése sur f appliquée au couple
(Ei;, E; j) donne alors

f(Ei;) = f (EiiEij) = f (EijEyi) = f(0) =0.
. Soient i # j. Cette fois,
Ei,jEj,i = Ei,i et Ej,iEi,j = Ej,j-

L’hypothése appliquée au couple (E; j, E; ;) donne f(E;;) = f(E; ;). Ceci valant
pour tous i # j, les n scalaires sont égaux; notons A leur valeur commune.
(Pour n =1iln’y a rien a démontrer.)

. Soit A = (a;;) € M,(K). En décomposant A dans la base canonique et en
utilisant la linéarité de f :

fa)=f (Z ai,jEi,j) = Z aijf(Eij) = Z aiif (Eii),

i,j i

L,j
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tous les termes hors diagonale étant nuls d’apres la question 1. Avec la ques-
tion 2,

f(A) = AZ ai; = Atr(A).

Ainsi f = Atr.
C’est bien la réciproque du théoréme du cours (page 20) : la trace vérifie
tr(AB) = tr(BA), et c’est essentiellement la seule forme linéaire a le faire.

. Une telle f s’écrit A tr d’apres ce qui précede, et la condition f(I,) = 1 impose
Atr(I,) =An =1, soit A = % Réciproquement, % tr convient. Il y a donc une
unique forme linéaire de ce type :

1
=—tr.
f n
On suppose ici que n est inversible dans K ce qui est le cas pour K =R ou C.

Enoncé p. 38

. Supposons qu’il existe de telles matrices. La trace est linéaire et vérifie tr(AB) =
tr(BA), donc
tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0.

Or tr(I,) = n # 0. L’égalité AB — BA = I,, est donc impossible.
. Supposons A inversible. En multipliant I’égalité AB — BA = A a gauche par
AL
B-AT'BA=1I,.
Posons C = A™'B. Alors B = AC et A"'BA = CA, de sorte que
AC - CA =1,

ce que la question 1 interdit. Donc A n’est pas inversible.

Enoncé p. 38

. L’application f va bien de M, (R) dans lui-méme. Pour M, N € M, (R) et
A € R, la linéarité de la trace donne

f(M+AN) =—=(M + AN) + tr(M + AN)A = f(M) + Af(N).
. Soit M € Ker f : alors M = tr(M)A. En prenant la trace :
tr(M) = tr(M) tr(A), soit tr(M) (1 —tr(A)) = 0.

Comme tr(A) # 1, il vient tr(M) = 0, puis M = 0. Donc f est injective, et
comme M, (R) est de dimension finie, f est bijective.

. Supposons tr(A) = 1; en particulier A # 0. Le calcul précédent montre que M €
Ker f si et seulement si M = tr(M)A, donc Ker f C Vect(A). Réciproquement,
pour M = AAonatr(M) = Atr(A) =Aet

F(AA) = -JA+ A =0.

Ainsi Ker f = Vect(A), qui est de dimension 1.
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Notons H = {M € M, (R) | tr(M) = 0}. Pour tout M :
tr (f(M)) = —tr(M) + tr(M) tr(A) =0,

donc Im f c H. L’ensemble H est le noyau de la forme linéaire non nulle tr,
donc dim H = n? — 1. Le théoréme du rang donne

dimIm f = n® — dimKer f = n> -1 = dim H,

d’ouIm f = H.
. Sitr(B) # 0, alors B ¢ Im f et ’équation n’a pas de solution.

Si tr(B) = 0, la matrice —B est une solution particuliére :
f(-B) =B+ tr(—-B)A =B.
L’ensemble des solutions est donc —B + Ker f, c’est-a-dire
{-B+AA | A eR}.

Enoncé p. 38

. Le polynome A est un produit de n + 1 facteurs. La formule de dérivation d’un

A= i ﬁ(X - aj),

k=0 j=0
j#k

produit donne

chaque terme de la somme correspondant au facteur que ’on dérive.

Evaluons en a;. Dans le terme d’indice k, le produit porte sur tous les j # k; si

k # i,Tindice j = i est présent et le facteur (a; — a;) = 0 annule tout le terme.

Seul survit le terme k =i, d’ou

n
A(a) =] |(ai-ay).
j=0
i
Ce produit est non nul, les a; étant deux a deux distincts.

. Le polynéme A est divisible par X — a;, et le quotient est

A L
—X—a,- = | |(‘.< - aj).

Jj=0

j#i

C’est exactement le numérateur de L;. Quant au dénominateur, c’est A’ (a;)
d’apreés la question précédente. Donc

._Hjeti(x_aj)_ - A
" jeai—a)  Aa) X-a;

Cette écriture a I’avantage de ne faire intervenir qu’un seul polynéme, A, au
lieu de n + 1 produits distincts.

. Le polynéme ﬁ est unitaire de degré n : c’est un produit de n facteurs de

la forme X — a;. D’apres la question précédente, le coefficient de X" dans L;

vaut donc m
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Or le cours donne )} L; = 1, polyndme constant. Comme n > 1, son coeffi-

cient de X" est nul, d’ou
Zizo A’(ai)

. Avecay=0,a; =1,a; =2,ona A = X(X — 1)(X — 2) et, par la question 1,

A0 =(0-1)(0-2)=2 A1) =(1-0)(1-2)=-1,

A@2)=(2-0)(2-1) =2

La somme des inverses vaut bien % -1+ % =0.

Enoncé p. 38
. Posons Q = P — I (P). Pour tout k, la relation L;(ax) = d;x donne

I(P)(ag) = ) P(a)Li(ax) = P(ax),
i=0

donc Q(ax) = 0. Le polynome Q admet ainsi les n + 1 racines distinctes
do, - - -, dp; il est donc divisible par le produit Hj (X —aj) =A

Attention : contrairement a la proposition du cours, on ne suppose plus deg P <
n. C’est bien la divisibilité, et non I’égalité, que I'on obtient.

. Ecrivons P = I(P) + A - S, ce que la question précédente autorise. On a
deg I (P) < n,puisque 7 (P) est combinaison linéaire des L;, tandis que deg A =
n + 1. La condition de degré caractérisant le reste est donc remplie, et 'unicité
de la division euclidienne donne le résultat : 7 (P) est le reste de la division de
P par A, et S en est le quotient.

En particulier, si deg P < n, le reste est P lui-méme et I'on retrouve 7 (P) = P:
c’est la formule de décomposition du cours, ainsi que les identités 3} L; = 1 et
Y. a;L; = X obtenues en prenant P = 1 puis P = X.

. Prenons P = X"*!, Son reste dans la division par A s’obtient sans calcul : les
polyndmes X"*! et A sont tous deux unitaires de degré n + 1, donc

Xn+1=A.1+(Xn+1_A),

avec deg (X"*! = A) < n puisque les termes dominants se simplifient. Le
quotient vaut 1 et le reste X"*1 — A. D’oul

n

Zain+1Li =Xn+1 _ ﬁ(X _ aj)-

i=0 Jj=0

On notera que le membre de gauche est de degré au plus n, alors que chacun
des deux termes de droite est de degré n + 1 : c’est bien la premiére fois que la
somme ; a}"L; cesse de valoir X™.

I A=X(X -1)(X -2) =X3-3X? + 2X, donc

2
D@L =X - A=3X"-2X.

Vérification aux trois points : en 0 on trouve 0 = 0%,en1ontrouve3—2 =1 =13,
et en 2 on trouve 12 — 4 = 8 = 2%, Le polyndme 3X? — 2X coincide bien avec
X3 en 0, 1 et 2, sans lui étre égal.
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Enoncé p. 39

1. Pour n =1: P est de degré au plus 1 avec P(0) =1 et P(1) =2,donc P =X +1
etP(2)=3=22-1.
Pour n = 2 : on cherche P = aX? + bX + c avec P(0) = 1, P(1) = 2, P(2) = 4.
La premiére condition donne ¢ = 1, puisa+b =1et4a+2b =3,dotia = % et
b=1 AinsiP(3)=3+3+1=7=2-1.

2. Par définition,

n o
+1-
Ln+1) =] [ =—2.

=0 k-
j#k
Au numérateur, j parcourt {0, ...,n} privé de k : le produit des n + 1 — j vaut

(n+1)!
n+l-k-

donc (n + 1)! divisé par le facteur manquant n + 1 — k, soit

Au dénominateur, séparons les j < k etles j > k:
[[k-i=k,  []k-i=c0"*[]G-0=ED"Fn-ky
Jj<k j>k Jj>k

le second produit comportant n — k facteurs. En regroupant :

(n+1)!
(n+1-k) -k!'-(-1)"k(n-k)!

ok (n+1)! _ o nk[nt1
=) e - Y ( k )

Ly(n+1) =

puisque (n+1—k) - (n—k)! = (n+1—k)! et que (~1)"* = —L—.

3. La décomposition dans la base de Lagrange donne P = 3!, 2Ly, d’ou
S n—k [+ 1) k ol LR A TP
P(n+1) =;(—1) ( L )z :_;( L )z (-1)MH1k,
La formule du bindme appliquée a (2 — 1)"*! donne
wit SO (M ek
1=(2-1) =;( L )2(—1) :

Le terme k = n + 1 de cette somme vaut 2"*1 ; les autres forment exactement
la somme apparue ci-dessus. Donc

= (n+1
Z ( )zk(_l)n+1—k -1- 2n+1’
k
k=0

et finalement
P(n+1)=—(1-2"") =2"" -1

Le polynéme P coincide donc avec k > 2¥ en n + 1 points consécutifs, et se
trompe exactement de 1 au point suivant — et ce, quelle que soit la valeur de n.
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Enoncé p. 39

Notons (Lo, . .., Ly) les polyndémes de Lagrange associés aux points ay, . . ., aq, qui
sont bien deux a deux distincts. Pour tout k :

C’est un produit de polyndmes a coefficients rationnels, les dénominateurs a; — a;
étant des rationnels non nuls : donc Ly € Q[X].
Comme P € Cy4[X], sa décomposition dans la base de Lagrange s’écrit

d
pP= ZP(ak) T
k=0

C’est une combinaison linéaire a coeflicients rationnels de polynémes a coefficients
rationnels : tous les coefficients de P sont rationnels, donc P € Q[X].

Enoncé p. 39

1. Chaque P, appartienta Ry[X], donc sa décomposition dans la base de Lagrange

s’écrit
d
Py=) Pula)Li
i=0
d
2. Ecrivons L; = Z cikX k les c; x étant des réels fixés, indépendants de n. D’apres

k=0
la question précédente, le coefficient de X k dans P, vaut

d
Z Py (a;) Cik-
i=0

’est une somme finie, a d + 1 termes, de suites convergentes : elle converge
C

vers
d
Z i Ciks
i=0
d
qui est exactement le coefficient de X* dans P = Z t;L;. Le polynéme P
i=0

appartient bien 4 Ry[X], comme combinaison linéaire des L;.

Enoncé p. 39

1. L’application @ est linéaire, car I'évaluation en un point 'est. Elle va d’un espace
de dimension n + 1 dans un espace de méme dimension. Elle est injective : si
®(P) =0, le polynéme P admet les n + 1 racines distinctes aq, . . ., a, tout en
étant de degré au plus n, donc P = 0. C’est donc un isomorphisme.

Sa matrice dans les bases canoniques a pour j-iéme colonne les coordonnées

de (X)) = (aé, ceo a{l). Le coefficient d’indice (i, j) vaut donc aij : C’est bien

V, telle que définie dans le cours.
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2. La matrice de ®~! dans les mémes bases est V1. Sa i-iéme colonne est formée
des coordonnées de ®!(¢;) dans la base (1,X,...,X"), ot (&,...,&,) désigne
la base canonique de K"**1,
Or @~ !(¢;) est I'unique polyndéme de degré au plus n valant 1 en a; et 0 en les
autres points : c’est exactement L;, puisque L;(a;) = §;;. D’ou le résultat.
Autrement dit : les colonnes de V' portent les puissances des points, celles
de V™! portent les polyndmes de Lagrange. C’est le méme objet lu dans les
deux sens, et c’est la raison pour laquelle interpolation et déterminant de
Vandermonde figurent dans le méme chapitre.

3. Icin=2et
1 -1 1
V=1 0 0.
1 2 4

Les polynémes de Lagrange associés a —1, 0, 2 sont

_ (X-0(X-2) X*-2X

Lo= (-1-0)(-1—-2) 3
(X +D(X-2) -XP+X+2
T+ (0-2) 2 ’
(X +DX -0 X*P+X

T 2+1D(2-0 6

n rangeant leurs coefficients en colonnes, dans l'ordre 1, X, X? :
E t1 flicient 1 dans1

0 6 O
41
V 28—4 3
2 =31

Vérification sur la premiére ligne de V et la premiére colonne de V=1 :1x 0 +
(-1) X (-%) +1x 1 = 1, comme attendu. Le produit complet VV ! donne bien
L.

Enoncé p. 40

1. En développant par rapport a la premiére ligne :

1 1 1
A(1,2,3)=|1 2 8|=(54-24)-(27-8)+(3-2)=30-19+1=12,
1 3 27
et de méme A(2,—1,5) = —324. La formule a démontrer se vérifie sur ces deux

exemples : dans le premier cas (1+2+3) X (2—-1)(3-1)(3-2) =6%x 2 =12;
dans le second, (2—1+5) X (-1 —-2)(5-2)(5+1) =6 X (—54) = —324.

2. Premiére méthode.

(a) Le théoréeme du cours, appliqué aux quatre scalaires ay, a,, as, X, donne

3
detV(ay, as, a3, X) = ( 1_[ (aj — ai)) l_[(X - aj).
i=1

1<i<j<3

Par ailleurs, la derniére ligne de cette matrice 4 x 4 est (1, X, X2, X?). Le
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développement par rapport a cette ligne s’écrit

3
detV(ay, az, a3, X) = ZXk (-1 *D pp
k=0
ou My est le mineur obtenu en supprimant la derniére ligne et la colonne
des a¥

L
(b) Regardons le coefficient de X? dans chacune des deux écritures.

A droite du développement. Le terme k = 2 a pour signe (-1)**3 = -1,
et le mineur M, s’obtient en supprimant la colonne des carrés : c’est
exactement A(ay, as, a3). Le coefficient de X? vaut donc —A(ay, az, as).

Dans la formule du cours. Le facteur [];_;(a; — a;) ne dépend pas de
X.Dans (X — a1)(X — a3) (X — a3), le coefficient de X? est —(a; + a, +
as), d’apres les relations entre coefficients et racines (ou simplement en
développant). Le coefficient de X? vaut donc —(a; +az +as) [licj(aj—ai).

Deux polyndmes égaux ayant les mémes coefficients, on identifie et I'on
simplifie par —1 :

Aay,apas) = (e +az+as) || (a;-a).
1<i<j<3

3. Seconde méthode.

(a) Notons Cy, Cy, C5 les colonnes du déterminant. Pour chaque i,
P(a;) = a? + fa; +y,

donc la colonne des P(a;) est C3 + SC, + yCy. Ajouter a une colonne une
combinaison linéaire des autres ne change pas le déterminant.
(b) En développant,

X-a)X-a)X-) =X - (a1 +a,+)X*+---

Le terme en X2 est nul si et seulement si t = —(a; + as).

(c) Prenons donc P = (X — a1)(X — ay) (X + a; + ap) : c’est un polynéme
unitaire de degré 3 sans terme en X2, auquel la question (a) s’applique. Il
vérifie P(a;) = P(ay) =0 et

P(a3) = (a3 — ay) (a3 — az)(a; + az + az).

Donc
1 ay 0 1 a
A(ay,az,a3) = |1 ay 0 |=P(as) 1 '| = P(a3)(az - a1),
az
1 a3 P(as)

en développant par rapport a la troisiéme colonne. On retrouve

A(ay, az, a3) = (a1 + az + az) l_[ (aj — a;).

1<i<j<3

4. Le déterminant est non nul si et seulement si chacun des deux facteurs l'est,
c’est-a-dire si et seulement si les a; sont deux a deux distincts et a; +a +az # 0.
La lacune cotite donc une condition supplémentaire : trois points distincts
ne suffisent plus. Par exemple, pour (ay, a, as) = (—1,0, 1), les points sont
distincts mais leur somme est nulle, et le déterminant s’annule; c’est cohérent,
cara®> =a pour a € {-1,0, 1}, de sorte que les deux derniéres colonnes sont
alors identiques.
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Enoncé p. 40

1. Comme j°> =1,0na j* = j, donc la troisi¢me ligne de J s’écrit (1 j2 (j?)?)
et
J=V(L 1.

Les trois racines cubiques de l'unité 1, j, j2 sont deux a deux distinctes, donc
det J # 0 d’apres le théoréme du cours : J est inversible.

2. Calculons les colonnes de A]J.
La premiére colonne de J est(1 1 1)T et chaque ligne de A a pour somme
a+ b+ c, donc la premiére colonne de AJ vaut (a+b+¢) (1 1 I)T.
Pour la deuxiéme, posons A = ¢ + bj + aj%. En utilisant j*> =1:

a+cj+bj?=j(c+bj+aj?) =4j b+aj+cj? =j*(c+bj+aj®) =A%

donc la deuxiéme colonne de AJ vaut A fois la deuxiéme colonne de J.

De méme, en posant i = ¢ + bj% + aj, la troisiéme colonne de AJ vaut y fois la
troisiéme colonne de J. Ainsi

a+b+c 0 0
Al =] 0 A 0].
0 0 u

En passant au déterminant, det A - det ] = det] - (a + b + ¢)Ay, et comme
detJ #0:

detA:(a+b+c)(c+bj+aj2)(c+bj2+aj).

Enoncé p. 40

1. La formule du bind6me donne

(X +z)" = i (Z)zi"_ka.

k=0

2. La matrice N de la famille dans la base canonique a pour colonne d’indice i les
coordonnées de (X + z;)" : son coefficient d’indice (k, i) vaut (Z)zl."_k, pour
0<ki<n.

On factorise (}) dans la ligne d’indice k, pour chaque k :

=[]

k=0

Dans ce dernier déterminant, on renverse l'ordre des n+ 1 lignes, ce qui revient
a effectuer ["T“J échanges de lignes : au signe (—1)L("*1/2] prés, on obtient
det (zik)ogk}ls”. Cette derniére matrice est la transposée de V (zo, . . ., z,), donc

a le méme déterminant. Le théoréme du cours donne enfin
detV(zo,..z) = [ | (-2
o<i<l<n
d’ou la formule annoncée.

3. Les coefficients binomiaux (Z) sont non nuls, et les z; sont deux a deux distincts,

donc le produit [];.;(z; — z;) est non nul. Ainsi det N # 0 : la famille est libre.
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Elle compte n + 1 polynoémes dans C,[X], qui est de dimension n + 1 : c’est
une base de C, [X].
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Y¢ POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 4.50 e o o Correction p. 84

Une famille de projecteurs qui somme a Uidentité.

On appelle projecteur d’un espace vectoriel E tout endomorphisme p de E vérifiant pop = p.
Une décomposition de E en somme directe en fournit toute une famille, dont la somme vaut
Idg : c’est Pobjet de la partie I. La partie II établit la réciproque, a savoir qu’une famille de
projecteurs de somme Idg provient toujours d’'une décomposition, et la partie III en tire
deux conséquences.

Dans tout le probléme, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, et k un
entier naturel non nul.

Partie I — Le sens direct

On suppose dans cette partie que E = F; @ --- @ Fi. Pour x € E, de décomposition
X =x1+---+xravecx; € Fj,etpouri € {1,...,k}, on pose p;(x) = x;.

1. Vérifier que chaque p; est un projecteur de E, d’image F;, et que p; + - - - + px = IdE.

Partie II — La réciproque

On se donne maintenant des projecteurs py, .. ., px de E tels que

p1+--+ pr =1dg,
sans rien supposer d’autre.
2. Montrer que rg(p;) = tr(p;) pour tout i.
. En déduire que rg(p;) + - - + rg(px) = n.
. Montrer que E =Imp; + - - - + Im py.

3
4
5. En déduire que cette somme est directe.
6. Montrer que p; o p; = 0 pour i # j.

7

. Conclure que p; est le projecteur associé a la décomposition E =Imp; @ - - - @& Im py
au sens de la partie I, puis écrire la matrice de p; dans une base adaptée a cette
décomposition.

Partie III — Deux conséquences
8. On suppose tous les p; de rang 1. Montrer que k = n, puis que le choix d’un vecteur
non nul dans chaque Im p; fournit une base de E.

9. Soient p et g deux projecteurs de E. Montrer que p+q est un projecteur si et seulement
sipog=qop=0,etqualorsIm(p+q) =Imp ®Img.

Exercice 4.51 * Correction p. 85

Le complément de Schur.
Ce probléme part d’'une matrice découpée en quatre blocs. La partie I en donne une
factorisation, d’ou 'on tire son déterminant et son inverse. La partie II en déduit I'identité

77



CHAPITRE 4. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

de Sylvester, qui compare det(I, + UV) et det(I; + VU). La partie III donne la formule
de Sherman—-Morrison, qui inverse une perturbation de rang 1. Les parties II et III sont
indépendantes I'une de l'autre.

Partie I — La factorisation
Soient A € M, (K) inversible, D € My(K), B € M, 4(K) et C € Mg ,(K). On pose

A B

Mz(c D

) et S=D-CA™'B,

la matrice S € Mgy(K) étant appelée complément de Schur de A dans M.

1. Vérifier I'identité

vl B 0\ (A 0\(I, A™'B
CA™' IJ\o sJ\o I, |

En déduire que det M = det A - det S.
En déduire également que M est inversible si et seulement si S I'est.

Dans cette question seulement, on suppose D inversible au lieu de A, et 'on pose
T =A—-BD™'C € M,(K), le complément de Schur de D dans M. Etablir I'identité

e (P BD™N\(T o\( I, o
0 I, J\o DJ\D™'C L)

puis en déduire que det M =detD - detT.

. On suppose M inversible. En inversant la factorisation de la question 1, montrer que

e (A—l +AT'BSTICA™! —A‘lBS‘l)

-s7lcAa™? st

. Application : calculer le déterminant de

2
1
1
2

Partie II — L’identité de Sylvester
Soient p,q € N*, U € M, 4(K) et V € M ,(K). On pose

10.

I, -U

. Calculer le complément de Schur de I,, dans M, puis en déduire, a I'aide de la question 2,

que det M = det(I; + VU).

. Calculer le complément de Schur de I, dans M, puis en déduire, a I'aide de la question 4,

que det M = det(I, + UV).

. En déduire I’identité de Sylvester :

det(I, + UV) = det(I; + VU).
On suppose p = q : montrer que det(UV) = det(VU). Montrer en revanche que si
p < q,la matrice VU n’est jamais inversible, et donner un exemple ou det(UV) #

det(VU).
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11.

12.

Soient n € N* et x,y € M,,;(K). Déduire de la question 9 que
det (I, +xy') =1+y" x,

la matricey " x, de taille 1 X 1, étant identifiée au scalaire qu’elle contient.

Application : soit ] € M, (K) la matrice dont tous les coefficients valent 1. Calculer

det(I, + J).

Partie III — La formule de Sherman—Morrison
Soient n € N*, A € M,,(K) inversible et x,y € M, 1(K). On pose

A -
M= (yT 1x) e Mp1(K) et s=1+y' A"'x e K,

les matrices de taille 1 X 1 étant 1a encore identifiées a des scalaires.

13.

14.

15.

16.

17.

Montrer que s est le complément de Schur de A dans M, puis que M est inversible si
et seulement si s # 0.

On suppose désormais s # 0. Montrer que le complément de Schur du bloc (1) dans
Mest A+ xy', et en déduire que cette matrice est inversible.

En inversant la factorisation de la question 4, montrer que le bloc supérieur gauche
de M~! vaut (A + xy7)~". En le comparant 4 celui que donne la question 5, établir la

formule de Sherman—Morrison :
(A+xyT) '=Aa"1- Ayt AT .
s

Vérifier la formule pourn = 2, A = I, x = e; et y = e, ou (ey, e;) est la base canonique

de M, (K).

Application : soient a € K tel que a # 1 eta # 1 — n, et B € M, (K) la matrice dont
tous les coefficients valent 1, sauf ceux de la diagonale, qui valent a. Calculer B!

Exercice 4.52 oo Correction p. 89

La relation de commutation AB— BA =1.

Ce probléme prolonge I'exercice 4.39, ou 'on a montré que la relation AB — BA = I, ne peut
pas étre vérifiée par deux matrices carrées. La partie I étudie la variante ou le membre de
droite est A au lieu de I,,. La partie II réalise la relation initiale sur K[X], ou la dimension
n’est plus finie.

Partie I — En dimension finie
Soient n € N* et A, B € M,,(K) telles que AB — BA = A.

1.

2.
3.
4.

Montrer par récurrence que
Vk e N, A*B-BA* = kA",
En déduire que tr(AX) = 0 pour tout k € N*,

Montrer que A n’est pas inversible.

Que peut-on dire si ’'on suppose seulement AB — BA = AA, avec A € K non nul?

Partie II — En dimension infinie

On travaille sur E = K[X] et 'on pose, pour P € E,

5.

D(P) =P et M(P) = XP.
Vérifier que D et M sont des endomorphismes de E, et que

DoM—-MoD=Idg.
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. Montrer que D o M* — M* o D = k M*~! pour tout k € N*.

. Justifier que K[X] n’est pas de dimension finie, et expliquer en quoi cela leve la
contradiction avec 'exercice 4.39.

. Soit F un sous-espace vectoriel de K[X], de dimension finie et stable a la fois par D
et par M. Que donne l'exercice 4.39 appliqué aux endomorphismes induits par D et
M sur F? Retrouver ce résultat directement, en considérant un polyndme non nul de

F de degré maximal.

Remarque (En mécanique quantique)

L’état d’une particule est décrit par une fonction d’onde : R — C. Sa position est
représentée par un opérateur, c’est-a-dire un endomorphisme de I’espace des fonc-
tions d’onde : Popérateur X défini par x(1)(x) = x /(x). Sa quantité de mouvement
est représentée par 'opérateur p = —ih%, ou 71 est la constante de Planck réduite.
La relation de commutation étudiée ici est, au facteur i% pres, celle qui relie x et p :

I’exercice 4.39 interdit de la réaliser en dimension finie.

Exercice 4.53 oo o Correction p. 90

L’interpolation d’Hermite.

L’interpolation de Lagrange impose a un polyndéme ses valeurs en des points deux a deux
distincts. On impose ici, en chaque point, la valeur et la dérivée. La partie I établit I'existence
et 'unicité de la solution, la partie II en construit une base, et la partie III montre que ce
probléme est la limite du probléme de Lagrange lorsque deux points se rapprochent.
Dans tout le probléme, n € N, les scalaires ay,...,a, € K sont deux a deux distincts,
(Li)o<i<n désigne la famille des polyndmes de Lagrange associés, et

A= ﬁ(X - ai).

Partie I — Existence et unicité

On considére I’application

: K2n+1 [X] - K2n+2: P (P(aO)’Pl(aO)’ o ’P(an)’P/(an)) .

. Montrer que ® est linéaire, et comparer les dimensions de I’espace de départ et de
I’espace d’arrivée.

. Montrer que P € Ker @ si et seulement si chaque g; est racine de P de multiplicité au
moins 2, ¢’est-a-dire si et seulement si A? divise P.

. En déduire, par un argument de degré, que Ker ® = {0}, puis que ® est un isomor-
phisme.

. Enoncer le résultat obtenu : pour toutes familles (a;)o<i<n et (Bi)o<i<n de scalaires,
il existe un unique polynéme P vérifiant certaines conditions, que 'on précisera.

Partie II — La base d’Hermite

Pouri € {0,...,n}, on pose

H; = (1-2L(a;)(X — a;)) L et K= (X-a)L

5. Vérifier que H; et K; appartiennent a Ky,41[X], puis calculer H;(a;), H](a;), Ki(a;)
et K/(a;) pour tout j.
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6. En déduire que la famille (Hy, Ky, . .., Hy, K;,) est une base de K;,4+1[X], et que le
polynome de la question 4 s’écrit

P= i O{iHi + Zn: )BiKi-
i=0 i=0

7. Soit A = )} a;L; le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux valeurs ;.
Montrer que le polyndme d’Hermite associé aux données a; et f; = A’(a;) est égal a
A

Partie III — Le cas de deux points confondus

8. Traiter le cas n = 0 : montrer que le polynéme de la question 4 est P = o + (X —ap).
9. Déterminer P € R3[X] tel que P(0) =0, P’(0) =0, P(1) =1et P’(1) =0.

10. Soient @, f € Ket ¢ € Knonnul. Déterminer le polynéme d’interpolation de Lagrange
associé aux points 0 et ¢ et aux valeurs a et a + ¢f, puis étudier sa limite lorsque ¢
tend vers 0 (on prendra K = R). Interpréter.

Exercice 4.54 oo o Correction p. 92

Les matrices circulantes.

Une matrice circulante est une matrice dont chaque ligne se déduit de la précédente par un
décalage circulaire. La partie I montre que ces matrices sont exactement les polyndémes
en une seule d’entre elles, la partie II en calcule le déterminant a I’aide d’une matrice de
Vandermonde, et la partie III exhibe une base de C" adaptée a toutes les circulantes a la
fois.

Soient n > 2 un entier et w = e27/™ Pour (ay, . ..,an_1) € C", on note C(ay, ..., a,_1) la
matrice de M, (C) dont le coefficient d’indice (i, j) vaut a;_;, 'indice étant pris modulo n :

dp ap - dp-1
dpn-1 Qo "+ A4np-2
C(ao, ey an_l) =
al az ... ao

On note C, 'ensemble de ces matrices, dites circulantes, et

Q =C(0,1,0,...,0).

Partie I — Les polynémes en Q

1. Calculer QF pour k € N, et montrer que Q" = I,,.
2. Montrer que C(a, ...,an_1) =P(Q),00P =ag+ a1 X + -+ ap_1 X" L.

3. En déduire que C, est un sous-espace vectoriel de M,,(C) de dimension n, stable par
produit, et que deux matrices circulantes commutent toujours.

Partie II — Le déterminant

Pour k € {0,...,n— 1}, on pose
.
Ok =(1 ok Wk w(”_l)k) € M,1(C).

On fixe (ag, . ..,a,—1) € C" et Pon note C et P la matrice circulante et le polyndme associés
comme en question 2.

k

4. Montrer que Q v = w*ovy, puis que Cvg = P(w") v
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5. Soit V la matrice dont les colonnes sont vy, ...,v,-1. Reconnaitre une matrice de
Vandermonde et justifier qu’elle est inversible.

6. En déduire que
n-1
CV =V diag (P(1), P(0),....P(&""))  puis  detC =] [ P(oF).
7. Montrer que C est inversible si et seulement si P et X" — 1 n’ont aucune racine

commune.

Partie III — Une base adaptée commune

8. Montrer que M,,;(C) = Vect(vy) @ - - - ® Vect(v,-1), et que chacune de ces droites
est stable par toute matrice circulante.

9. En déduire que la matrice, dans la base (vy,...,v,-1), de 'endomorphisme cano-
niquement associé a une circulante C est diagonale, de coefficients diagonaux les
P(wF).

10. Application : calculer le déterminant de la circulante associée au polynéme P =
1+X +---+ X" 1 puis celui de C(1,2,3,4).

Exercice 4.55 e o o Correction p. 94

Le déterminant de Cauchy.

Le déterminant de Vandermonde se calcule par récurrence, en faisant apparaitre les diffé-
rences a; — a;. On meéne ici le méme travail sur une autre matrice célebre, dont la matrice
de Hilbert est un cas particulier.

Soient n € N* et ay,...,ap, by, ..., b, des scalaires tels que a; + b; # 0 pour tous i et j. On
pose

1
C, = ( ) e M, (K) et D, =detC,.
a,~+bj 1<ij<n

1. Calculer Dy, puis Ds.

2. On suppose n > 2. Dans Cp,, on effectue les opérations L; «— L;—L, pour1 <i <n-1.
Montrer que le coefficient d’indice (i, j) de la matrice obtenue vaut

an — a;

(a,- + bj)(an + b])

pour i < n— 1, la derniére ligne étant inchangée.

3. Enfactorisant —— +b sur chaque colonne puis a,, —a; sur chaque ligne d’indice i < n—1,

montrer que
-1

D, nan—a,) l_[

i=1

- det M,

ou M est la matrice de coefficient d’indice (i, j) égal a pouri <n-—1,etdontla

a; +b
derniére ligne est formée de 1.

4. Opérer de méme sur les colonnes de M : montrer que
n-1

n—1 1
detM:g(bn—bj)-na =

i=1 ! n

n-1-
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5. En déduire par récurrence que

D. = H1§i<j§n(aj - ai)(bj - b;)
" [Ti<ij<n(ai + b))

6. Application : la matrice de Hilbert d’ordre n est H,, = ( . Justifier que
n

1
i+j—1)1si,js
c’est un cas particulier de C,,, donner det H,, et calculer det Hs.
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Enoncé p. 77

1. La somme étant directe et égale a E, tout x € E s’écrit x = x; + - - - + x} avec
xj € F; d’'une unique fagon : la composante x; ne dépend que de x, et p; est
bien définie.

Soient x,y € E et A € K, de décompositions x = }}; x; ety = };y;. Alors
Ax+y=2; (Ax; +y;) avec Ax; + y; € F; : C’est la décomposition de Ax + y,
donc p;(Ax + y) = Ap;(x) + pi(y) et p; € L(E).

Par construction p;(x) € F;, donc Im p; C F;. Réciproquement, si x € F;, sa
décompositionest x =0+ --- 4+ x +--- + 0, donc p;(x) = x. Ainsi F; C Imp;,
d’ot Im p; = F;, et comme p;(x) € F; pour tout x, on a p; (p;(x)) = pi(x) : p;
est un projecteur.

Enfin, pour tout x € E, }; pi(x) = X, x; = x, c’est-a-dire p; + - - - + px = Idg.

2. C’est 'exemple du cours : la trace d’un projecteur est son rang. On le redé-
montre en une ligne : si r = rg(p;), alors E = Im p; @ Ker p; et p; est 'identité

. . I
sur Im p;, donc sa matrice dans une base adaptée est ( (; .

0
), de trace r.

3. La trace est linéaire, donc

k
Z tr(p;) =tr (
i=1

La question 2 permet de remplacer chaque trace par le rang correspondant.
4. Soit x € E. Alors

1

k
p,-) = tr(Idg) = n.
=)

k
x =Idg(x) = ZPi(x),

i=1
et pi(x) € Imp; : donc x € Imp; + - - + Im pg. L’inclusion réciproque est
immédiate.

5. La proposition du cours sur la dimension d’une somme donne
dim (Imp; + --- + Impg) < dimImpy+- - -+dimIm pr = rg(py) +- - - +rg(pr),

avec égalité si et seulement si la somme est directe. Or le membre de gauche
vaut dimE = n d’aprés la question 4, et celui de droite vaut n d’apres la
question 3. Il y a donc égalité, et la somme est directe.

6. Soient i # j ety € E. Posons x = p;(y) € Imp;; comme p; est un projecteur,
pj(x) =pj (pj(y)) = x. En appliquant Idg = Y, py a x :

k
x = Zpl(x) =x+ Zpl(x), donc Zpl(x) =0.
1=1

I#j 1#j

Chaque terme p;(x) appartient a Im py, et la somme des Im p; est directe d’aprés
la question 5 : tous les termes sont nuls. En particulier p;(x) = 0, c’est-a-dire
pi (pj(y)) = 0. Ceci valant pour tout y, p; o p; = 0.

7. D’apres les questions 4 et 5, E =Imp; @ - - - @ Im pg. Notons g; le projecteur
associé a cette décomposition au sens de la partie I. Soit x € E : I’écriture
x = )1 pi(x) de la question 4 est une décomposition de x selon les Im p;, donc
la décomposition de x, puisque la somme est directe. Sa i-ieme composante
est par définition ¢;(x), d’ou g;(x) = p;(x) pour tout x, soit p; = q;.
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Posons r; = rg(p;) et concaténons une base de chaque Im p; pour obtenir une
base B adaptée a la décomposition. Comme p; est I'identité sur Im p; et nul
sur les autres Im p; (question 6), sa matrice dans 8B est diagonale par blocs :

0

MatB (pl) = Iri H

le bloc I, occupant la i-iéme place diagonale.

. Sitous les p; sont de rang 1, la question 3 donne k =1+ --- + 1 = n. Chaque
Im p; est alors une droite : si e; € Im p; est non nul, la famille (e;) est une
base de Im p;. La concaténation (ey, ..., e,) est donc une base adaptée a la
décomposition E =Im p; @ - - - ® Im p,,, en particulier une base de E.

. Supposons po g =qop =0. Alors

(p+qo(p+tq =pop+pog+qop+qoq=p+q,

donc p + g est un projecteur.

Réciproquement, supposons p + g projecteur et posons r = Idg —(p + g). Alors

ror=Idg-2(p+q)+(p+qo(p+q =ldg—-(p+q) =r,

donc r est un projecteur, et p + g +r = Idg. Les trois projecteurs p, g, r relevent
donc de la partie I avec k = 3, et la question 6 donne pog=qgop =0.

Supposons enfin ces deux relations vérifiées. Pour x € Imp, on a p(x) = x
et g(x) = q(p(x)) = 0,donc (p + q)(x) = x et x € Im(p + q); de méme
Img C Im(p + g). L’inclusion Im(p + g) € Im p + Im g étant claire, on obtient
Im(p + q) =Imp + Imgq. Enfin, si x € Imp N Im g, alors x = p(x) et x = q(x),
donc

x = p(x) = pg(x)) =0,

et la somme est directe.

Enoncé p. 77

. Multiplions d’abord les deux derniéres matrices :
A 0\(I, A'B\ (A AA"'B\ (A B
o Sflo I, ) \o s | o §)°
Puis multiplions a gauche :

I, O0\(A B) [ A B (A B
ca™t )lo s/~ \cala ca'B+s| ~\c D)

puisque CA™'A = C et CA™'B + S = D par définition de S. C’est bien M.

Tous les produits écrits ont un sens : on vérifie au passage que les tailles se
correspondent, par exemple CA™!B est de taille g X g, comme D.

. Les deux matrices extrémes sont triangulaires par blocs, avec des blocs dia-
gonaux égaux a I, et I, : leur déterminant vaut det I, - det I, = 1. Celui de la
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matrice centrale, diagonale par blocs, vaut det A - det S. Le déterminant étant
multiplicatif,

detM =1XxdetA-detSx1=detA-detS.

. La matrice A étant inversible, det A # 0. Donc det M # 0 si et seulement si
det S # 0, c’est-a-dire M est inversible si et seulement si S I'est.

On peut aussi le lire directement sur la factorisation : les deux matrices ex-
trémes sont inversibles, puisque leur déterminant vaut 1; donc M est inversible
si et seulement si la matrice centrale I'est.

. Multiplions d’abord les deux derniéres matrices :

T o\(IL o\ ( T o\ (T o
o pJ\p-c 1,/ \pp~'c D \c D)’

puis multiplions a gauche :

(Ip BD‘l) (T 0) _ (T+BD‘1C BD‘lD) 3 (A B)’

o I, /\c D C p ) \c D

puisque T + BD™'C = A par définition de T. C’est bien M.
Les deux matrices extrémes sont triangulaires par blocs, de blocs diagonaux I,

et I;, donc de déterminant 1; celui de la matrice centrale, diagonale par blocs,
vaut det T - det D. Donc det M =detD - det T.

0 I
On peut aussi ramener cette identité a la question 2. La matrice P = ( I (;1 )
P

0 I
est inversible, d’inverse Pl et
Iy 0

. (D C
PMP _(B A

c’est la méme situation, les roles de A et D étant échangés, et le complément
de Schur de son bloc supérieur gauche vaut A — BD™!C = T. La question 2
donne alors det M = det (PMP~!) = detD - detT.

. D’apres la question 3, S est inversible. Les deux matrices extrémes de la facto-
risation le sont aussi, et leurs inverses s’obtiennent en changeant le signe du
bloc hors diagonale :

L o\ _( I, o I, A7B\" _(I, -A"'B
CA™! I, -CA™' L) 0 I 0 I
comme on le vérifie en effectuant le produit. En inversant le produit de trois

matrices, I’ordre des facteurs se renverse :

Y. -A7'B\ (A7' 0 I, 0
0 I 0 S'\-cA™t L)

Les deux premiers facteurs donnent

A"l —A"1BS!
0 S1 ’

puis le produit par le troisieme donne

yot - (AT ATIBSTICAT! —ATIBS T
- —s~lcat st
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6. Découpons en blocs 2 X 2 :

1 -1

On adet A = 1, donc A est inversible et A71 = (_1 )

). Alors

-1 _ _1 1 =il _ _1 1
A B—(2 e CA" ' B= 0o 3’
d’ou
N “15 (5 0
$=D-CA B—(O ke

Finalement det M = det A - detS =1 x (-5) = 5.

On a ainsi calculé un déterminant 4 X 4 au prix de deux déterminants 2 X 2 et
de quelques produits de matrices 2 X 2.

7. Découpons M selon les notations de la partieI:ici A =1I,, B=-U,C =V et
D =1,. Le bloc A = I, est inversible, et son complément de Schur vaut

S=D-CAT'B=I,-VL'(-U) =I; + VU.

La question 2 donne donc det M = det I, - det S = det(I, + VU).

8. Le bloc D = I, est lui aussi inversible, et son complément de Schur vaut
T=A-BD'C=1,- (-U)I;'V=1,+UV.

La question 4 donne donc det M = det, - detT = det(I, + UV).

9. Les deux questions précédentes calculent le méme déterminant :
det(I, + UV) = det M = det(I; + VU).

10. Sip = g, les matrices U et V sont carrées de méme taille, et la multiplicativité
du déterminant donne

det(UV) =detU - detV =detV - detU = det(VU).
Supposons maintenant p < g. La matrice VU est de taille g, et
rg(VU) < rg(U) < min(p,q) =p < g,

donc VU n’est pas inversible et det(VU) = 0. Prenons par exemple p = 1,
q=2et

U=(1 0), V:(é).

Alors UV = (1) de déterminant 1, tandis que VU = ) de déterminant 0.

1 0

0 0

L’identité de Sylvester, elle, reste vraie : det(I; + UV) = 2 et det(l; + VU) =
0 1

11. Appliquons la question 9 avec p =n,q=1,U =xetV =y :

det (2 0) = 2. Elle porte sur I + UV, non sur UV.

det (I, +xy") =det (I +y " x) = 1+y " x.
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12.

13.

14.

15.

16.

Notons u € M, 1(K) la colonne dont tous les coefficients valent 1. Le coeffi-
cient d’indice (i, j) de uu' vaut w;u; = 1, donc J = uu'. La question 11, avec
X =y = u, donne

det(l, +J) =1+u'u=1+n,

puisqueu’u =", 1=n.
Découpons M selon les notations de la partie I, avec p = net g = 1: le bloc

supérieur gauche est A, inversible,et B= —x,C =y',D = (1) Son complément
de Schur vaut

D-CA'B=1-y" A7} (=x) =1+y  A”'x =s.

D’apres la question 3, M est inversible si et seulement si son complément
de Schur lest, c’est-a-dire si et seulement si s # 0, une matrice 1 X 1 étant
inversible exactement quand son unique coefficient est non nul.

Le bloc D = (1) est inversible, égal a son propre inverse. Son complément de
Schur vaut
T=A-BD 'C=A-(-x)y" =A+xy".

La question 4 donne detM = detD - detT = detT, et la question 2 donne
det M = det A - s. Comme A est inversible et s # 0, on obtient

det (A + xyT) =s-detA # 0,

donc A + xy " est inversible.

I, BD™!
Reprenons la factorisation de la question 4, en notant L = ( (;' ] ) et
I, 0 T 0 .
R = (D_lC 1), de sorte que M = L (0 D) R. Les matrices L et R sont

inversibles, d’inverses obtenus en changeant le signe du bloc hors diagonale,
et T est inversible par la question précédente; donc

T7' o I o\(T* o \(, -BD!
-1 _ p-1 -1 _ n n
M7 =R ( 0 D—l)L - (—D‘1C 1)( 0 D—l) (o 1 )

La premiére ligne de blocs de R™* est (I, 0) et la premiére colonne de blocs de

I _
L1 est ((;l) : le bloc supérieur gauche de M~! vaut donc T~! = (A + xyT) ™"

D’autre part, la question 5 appliquée a M, dont le complément de Schur de A
est s, donne pour bloc supérieur gauche de M~ :

A—l TA—I
AT 4 ATIBsTICAT = AT b AT () sy T AT = - 2
N

ol I'on a fait passer le scalaire s~ devant. En identifiant les deux expressions,
on obtient la formule annoncée.

IciA =L,donc A™' = I, ets = 1+e, e; = 1 puisquee, e; = 0. Par ailleurs
ere, = Ej,. Laformule prédit

_ 1 -1
(Iz +E1,2) 1212—E1,2=(0 1),

ce que confirme le calcul direct :
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17. Notons u € M, ;1(K) la colonne dont tous les coefficients valent 1, de sorte
que uu' est la matrice dont tous les coefficients valent 1. Alors

B=(a-1)I,+uu',

car les coefficients diagonaux du membre de droite valent (a—1) + 1 = a et les
autres 0 + 1 = 1. Appliquons la formule avec A = (a — 1)I,, qui est inversible
puisque a # l,etx =y =u.Ona A~! = ﬁ[n et

= n atn-—1
s=1+u =

Lu=1+
a—1 a—1 a—1

H]

qui est non nul puisque a # 1 — n. La formule de Sherman-Morrison donne

alors
1 1 1 uu' 1 uu’
B =—-,—--" = I, - >
a—1 s (a-1)2% a-1 (a—1)(a+n-1)
c’est-a-dire
1 1
B! = I, — uu’
a—1 a+n-—1

Pour n = 2 et a = 2, on retrouve bien
2 1\ _1(2 -1
1 2] 3\-1 2}

1. Initialisation : pour k = 1, la relation s’écrit AB— BA = A, qui est ’hypothese.
Hérédité : supposons A¥B — BAF = kA¥ pour un k € N*, Alors

Enoncé p. 79

AFIB = A (AkB) A (BAk + kAk) = (AB)AK + kAR,
Or AB = BA + A, donc
AFB = (BA + A)AF + kARt = BAR 4 AFF 4 kAR = BAM 4 (k4 1) AR

ce qui est la relation au rang k + 1.

2. Prenons la trace de I’égalité de la question 1. Le membre de gauche est de
trace nulle, puisque tr(A*B) = tr(BA¥). Donc k tr(A¥) = 0, et comme k # 0,
tr(A%) = 0.

3. Supposons A inversible. En multipliant AB — BA = A a gauche par A™! :
B-AT'BA=1,.

Posons C = A™B : alors B = AC et A"'BA = CA, de sorte que AC — CA =1I,,,
ce que I'exercice 4.39 interdit. Donc A n’est pas inversible.

4. Posons B’ = %B. Alors

1
AB' -BA=7(AB-BA) =4

et le couple (A, B’) reléve des questions 1 a 3 : on a encore tr(A) = 0 pour
tout k € N*, et A n’est pas inversible.
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. La dérivation est linéaire et ne fait pas sortir de K[X]; la multiplication par X
aussi. Ce sont donc deux endomorphismes de E. Pour P € E, la dérivée d'un
produit donne

D (M(P)) = (XP) =P+ XP’,  M(D(P)) = XP,

d’ou D (M(P)) — M (D(P)) =P, c’est-a-dire Do M — M o D =Idg.
. Initialisation : pour k = 1, c’est la question 5, puisque M° = Idg.
Hérédité : supposons D o MK — MF o D = kM*~1. Alors

Do MK = (DoMk) oM = (MkoD+kMk_1) oM =M o (Do M)+ kM.
OrDoM =M oD +1dg d’apres la question 5, donc
Do M = MK o (Mo D +1dg) + kM* = M**' o D + (k + 1)MF,

ce qui est la relation au rang k + 1.

. La famille (X*)jcy est libre : une combinaison linéaire nulle d’un nombre fini
de X* est un polynéme nul, dont tous les coefficients sont nuls. Un espace de
dimension finie d ne contient aucune famille libre de plus de d vecteurs : K[ X]
n’est donc pas de dimension finie.

L’exercice 4.39 ne repose pas sur la relation elle-méme, mais sur 'existence de
la trace, qui n’est définie que pour des matrices carrées de taille finie, c’est-a-
dire pour des endomorphismes d’un espace de dimension finie. Rien n’interdit
donc a D et M de vérifier DoM — Mo D =1dg.

. Notons d = dim F et supposons d > 1. Comme F est stable par D et par M,
ces deux endomorphismes induisent des endomorphismes D|r et M| de F, et
pour P € F:

(D|p o M|p = M|poD|p) (P)=(DoM-MoD)(P)=P.

Donc D|r o M|g—M]|froD|r = Idg. En écrivant les matrices de D|r et M|r dans
une base de F, on obtient deux matrices A, B € M;(K) telles que AB—BA = I,
ce que lexercice 4.39 interdit. Donc d = 0, c’est-a-dire F = {0}.

Directement : supposons F # {0}. Les degrés des éléments non nuls de F sont
majorés par le plus grand des degrés des vecteurs d’une base de F, donc F
contient un polynoéme non nul P de degré maximal, disons §. Mais M(P) = XP
appartient a F et est de degré é + 1, ce qui contredit la maximalité.

Enoncé p. 80

. L’évaluation en un point et la dérivation sont linéaires, donc chaque com-
posante de ® 'est, et ® aussi. L’espace de départ Ky, 1 [X] est de dimension
2n + 2, et Pespace d’arrivée K2"*2 également : ils ont méme dimension, finie.
. Par définition, P € Ker ® si et seulement si P(a;) = P’(a;) = 0 pour tout
i, c’est-a-dire si et seulement si chaque g; est racine de P de multiplicité au
moins 2, ou encore si et seulement si (X — a;)? divise P pour tout i.

Reste a voir que ces n + 1 divisibilités équivalent a la seule divisibilité par A%
Commencgons par une remarque : si P = RQ avec R(a) # 0, alors a est racine
de P de multiplicité au moins 2 si et seulement s’il I'est de Q. En effet P(a) =
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R(a)Q(a), donc P(a) = 0 équivaut a Q(a) = 0; et comme P’ = R’Q + RQ’, cette
condition étant acquise, P’(a) = R(a)Q’(a) équivaut a Q’(a) = 0.

Supposons chaque a; racine au moins double de P, et montrons par récurrence
suri € {0,...,n+ 1} qu’il existe Q; € K[X] tel que

P=(X-ap)? (X —-ai-1)?0;

les scalaires aj, . . ., a, étant racines au moins doubles de Q;.
Initialisation : pour i = 0, le produit est vide et Qy = P convient.

Hérédité : supposons la propriété au rang i < n. Comme g; est racine au moins
double de Q;, on peut écrire Q; = (X — a;)2Qj4+1, d’ou P = (X — ag)?- - (X —
a;)? Qi+1. Les a; étant deux a deux distincts, le facteur (X — a9)*- -+ (X — a;)*
ne s’annule en aucun des g;41, . . ., a, ; Or ceux-ci sont racines au moins doubles
de P, donc de Q;4; d’apres la remarque.

Aurangi=n+ 1, on obtient P = A? On+1-
Réciproquement, si A? divise P, chaque (X — a;)? divise A%, donc divise P.

. Soit P € Ker ® non nul. Alors A? divise P, donc
degP > deg A =2n+2>2n+1,

ce qui contredit P € Kj,41[X]. Donc Ker ® = {0}, et ® est une application
linéaire injective entre deux espaces de méme dimension finie : c’est un iso-
morphisme.

. L’isomorphisme ® signifie exactement ceci : pour toutes familles («;) et (f;)
de scalaires, il existe un unique P € Ky,11[X] tel que

Vie{o,...,n}, P(a;) =a; et P'(a;) =pi.

C’est le polynéme d’interpolation d’Hermite associé a ces données.

. Chaque L; est de degré n, donc L? est de degré 2n et H;, K; sont de degré au
plus 2n + 1.

Rappelons que L;(a;) = §;;. Comme L?(a;) = &;; également :
Hi(a;) = (1 -2Lj(a;)(a; — a;)) 8ij = &ij,

car le facteur J;; annule tout pour j # i, tandis que pour j = i le facteur a; — a;
est nul. De méme K;(a;) = (a; — a;)d;; = 0 pour tout j, nul dans les deux cas.

Pour les dérivées, posons ¢ = L/ (a;). Alors
H =-2cL?+ (1-2¢(X - a;)) - 2L;L], K =L+ (X —a) - 2L;L..

Si j # i, alors L;(a;) = 0 annule tous les termes : H/(a;) = K/(a;) =0.Si j =1,
alors L;(a;) = 1et

Hi(a;)=-2c+1-2-1-¢=0, K/(a;)) =1+0=1.

En résumé, Hi(aj) = 51], H;(a]) =0, K,-(aj) =0et K;(a]) = 51']'.

. Les images par ® des 2n + 2 polynémes Hy, Ky, . . ., H,, K, sont, d’apreés la
question 5, les 2n + 2 vecteurs de la base canonique de K?"*2, Comme ® est
un isomorphisme, la famille (Hy, Ky, . . ., Hy, K;;) est une base de Ky,41[X].
Le polynéme Q = }; a;H; + ); BiK; appartient a Ky,,41[X] et vérifie, toujours
d’apres la question 5, Q(a;) = a;j et Q’(a;) = f; pour tout j. Par unicité, Q = P.
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10.

Le polynome A est de degré au plus n, donc appartient a Ky, [X]. Il vérifie
A(a;) = a; par définition de la base de Lagrange, et A’(a;) = f; par choix
des f;. Ces 2n + 2 conditions caractérisent le polynéme d’Hermite d’apres la
question 4 : celui-ci vaut donc A.

. Pour n =0, on a Ky,11[X] = K;[X], et un polynéme de degré au plus 1 s’écrit

P =1+ u(X — ap). Les conditions P(ay) = o et P’(ap) = fo donnent A = « et
yu = fo, dou
P= o + ﬁo(X = ao).

. Prenonsay =0eta; =1,doncn =1et P € R3[X]. Les polynémes de Lagrange

sont Ly =1 — X et L; = X, de dérivées constantes —1 et 1. Les données sont
ap=pPo=pP1 =0eta; =1, donc P = H; avec

H=01-2-1-(X-1)X*=(3-2X)X*=3X*-2X>.

Vérification : P(0) = 0, P’ = 6X — 6X? donc P’(0) =0, P(1) =1 et P’(1) = 0.

Les deux points 0 et ¢ sont distincts, et les polyndmes de Lagrange associés
sont X_—‘: et %( Le polynome cherché est donc

X—c
—&

X X X
t(a+ef) = =a-22+ 22 L BX = a + BX.
& & &

P.=«a-

Il ne dépend pas de ¢ : sa limite quand ¢ tend vers 0 est a + X.

C’est exactement le polynome d’Hermite de la question 8 pour ap =0, ap =
et fy = B. La condition de Lagrange en ¢ s’écrit

P, (&) — P:(0)
£

=p,

c’est-a-dire un taux d’accroissement égal a 8 : lorsque les deux points se
confondent, cette condition devient P’(0) = §.

Enoncé p. 81

. Le coeflicient d’indice (i, j) de Q vaut 1si j —i = 1 modulo n, et 0 sinon. Une

récurrence immédiate donne alors, pour k € N : le coefficient d’indice (i, j) de
Q vaut 1si j — i = k modulo n, et 0 sinon.

En effet, le coefficient d’indice (i, j) de Q*Q vaut

n
Z(Qk)il Qs
=

et le seul terme non nul est celui pour lequel I —i = ket j — I = 1, c’est-a-dire
j—1i=k+1;il vaut alors 1.

Pour k = n, la condition j —i = n = 0 signifie i = j : donc Q" = I,,. Au passage,
QF est la circulante C(0,...,0,1,0,...,0) dont le 1 occupe la place d’indice k
modulo n.

. D’apreés la question 1, le coefficient d’indice (i, j) de ZZ;Ol ar Q¥ vaut a; pour

I'unique k € {0,...,n — 1} tel que j — i = k, soit aj_;. C'est bien le coefficient
d’indice (i, j) de C(ay, ..., an—1), donc

n-—1

C(ag,...,an-1) = Zaka =P(Q).
k=0
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. La question 2 dit que C,, est I'image de I’application linéaire (ay, ..., an-1) —
Yk arQF : c’est donc un sous-espace vectoriel de M, (C), engendré par
I,,Q,...,Q" ! Ces n matrices sont libres, car une combinaison linéaire nulle
> axQF = 0 est une matrice circulante nulle, donc a tous ses aj nuls. Ainsi
dimC, =n.

SiC = P(Q) et C’ = Q(Q) sont circulantes, alors CC’ = (PQ)(Q) est un
polynéme en Q. En remplacant PQ par son reste dans la division euclidienne
par X" — 1, ce qui ne change rien puisque Q" = I, on obtient un polynéme de
degré au plus n —1:donc CC’ € Cy,,. Enfin CC" = (PQ)(Q2) = (QP)(Q) =C'C:
deux circulantes commutent.

. La i-iéme coordonnée de vy est w""V*. D’aprés la question 1, la i-iéme coor-
donnée de Q vy est la coordonnée d’indice j de vg pour le j tel que j =i + 1,
ik

c’est-a-dire 0¥ sii < n,etw®=1sii=n.0r

W = o - Dk, etpouri=n, of 0"V =u* =1,

puisque " = 1. Dans tous les cas, la i-iéme coordonnée de Q vy vaut w* fois

celle de vy, : donc Qovg = wrog.

Par récurrence, Q"o = 0 oy pour tout m € N, donc

n—1 n—1
Cor = P(Q)oy = Z amQMo = (Z amwmk) ok = P(0F) .

m=0 m=0

. Le coefficient d’indice (i,k + 1) de V est la i-iéme coordonnée de v, soit
@ (a)i_l)k. La i-iéme ligne de V est donc

(1 Wi (wi—1)2 (wi—l)”—l),

etV =V(l,0,...,0" 1) est lamatrice de Vandermonde associée aux n racines
n-iémes de I'unité. Celles-ci sont deux a deux distinctes, donc V est inversible
(page 25).

. Posons D = diag (P(1),...,P(w"!)). La (k + 1)-iéme colonne de CV est
Coy = P(w")u d’aprés la question 4, et c’est aussi la (k + 1)-iéme colonne de
VD.Donc CV =VD.

En passant au déterminant, detC - detV =detV - det D, et det V # 0 permet
de simplifier :

n—1
detC =detD = 1—[ P(").
k=0
. Les racines de X" — 1 sont exactement les w* pour k € {0,...,n — 1}, et elles

sont simples. Donc P et X — 1 ont une racine commune si et seulement si
P(wk) = 0 pour un certain k, c’est-a-dire, d’aprés la question 6, si et seulement
si det C = 0. Autrement dit, C est inversible si et seulement si P et X™ — 1 n’ont
aucune racine commune.

. Les colonnes de V sont v, . ..,v,-1 et V est inversible d’apres la question 5 :
la famille (v, . ..,v,—1) est donc une base de M,,1(C), et

M1 (C) = Vect(vg) @ - - - ® Vect(v,-1).
Chaque droite Vect(uvy) est stable par toute circulante C, puisque Co;p =

P(w*)vy € Vect(vr) d’apreés la question 4.
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9.

10.

La base (v, . ..,v,-1) est adaptée a la décomposition précédente, et chaque
droite est stable : la matrice de 'endomorphisme associé a C y est donc diago-
nale par blocs de taille 1, c’est-a-dire diagonale. Son (k + 1)-iéme coefficient
diagonal est le scalaire A tel que Coy = Avg, soit P(wF).

PourP=1+4+X+---+X"1 onaP(1) :net,pourkio,wk # 1 donne

Py =2 " —o.
o

Le produit de la question 6 contient donc un facteur nul, et le déterminant
est nul. C’est cohérent : la circulante associée est la matrice dont tous les
coefficients valent 1, dont toutes les lignes sont égales.

Pour C(1,2,3,4),onan=4,w =iet P =1+ 2X + 3X?% + 4X°>. Alors
P(1)=10, P()=-2-2i, P(-1)=-2,  P(-i) =-2+2i
et comme (-2 —2i)(—2+2i) =4+4=38:

detC(1,2,3,4) = 10 X 8 X (—2) = —160.

Enoncé p. 82

. On a immédiatement D; = alibl .Pourn=2:
D, = 1 _ 1 _ (a1 +bz)(az + b1) — (a1 + b1)(az + by)
(a1 +by)(az +bz) (a; +bs)(az + by) Hlsi,jsz(ai +b)) .

Le numérateur vaut
(arag + a1by + agby + b1by) — (a1az + a1by + azby + biby) = (az —ay) (b, — by),

ce qui est bien la formule annoncée pour n = 2.

. Pour i < n -1, le coefficient d’indice (i, j) devient

1 3 1 _ (an+bj)—(ai+bj) _ ap — a;
Cli+bj an+bj B (a,-+bj)(an+bj) B (a,-+bj)(an+bj)'

Ces opérations ne changent pas le déterminant.
Le facteur # apparait dans tous les coefficients de la colonne j : dans ceux
nt0j

d’indice i < n — 1 d’apreés la question 2, et dans le dernier, qui vaut an;erj' En

le sortant de chaque colonne, on multiplie le déterminant par [] etla

1
J an+bj ?
matrice devient : coefficient 22=% pour i < n — 1, et 1 sur la derniére ligne.

1 J
On sort ensuite a, — a; de la ligne i, pour i < n — 1 : il reste exactement la
matrice M, d’ou la formule.

. Effectuons C; < C;j — C, pour 1 < j < n— 1, ce qui ne change pas det M. Pour

i<n-1letj<n-1,lecoefficient devient

1 _ 1 _ bn_bj
a,-+bj a,~+bn B (a,-+bj)(a,-+bn)’

tandis que la dernieére ligne devient (0, ...,0,1).

94



CHAPITRE 4. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Sortons b, — b; de la colonne j pour j < n — 1, puis +b de la ligne i pour
i<n-1;ce derruer facteur transforme aussi le coefﬁaent d’indice (i, n), qui

valait ——, en 1. La matrice obtenue est
a;+b,
_1 DR 1
a;+by aj+b,;
N= ‘ ,
an-1+b; an—1+by-1
0 ... 0 ‘ 1

et un développement par rapport a la derniére ligne donne det N = D,,_q,
puisque le bloc supérieur gauche est C,,_;. D’ou la formule annoncée.

. Initialisation : pour n = 1, la formule donne le produit sur i < j étant

vide et valant 1 : c’est bien D;.

+b’

Hérédité : supposons la formule vraie au rang n—1, avec n > 2. Les questions 3
et 4 donnent
[175" (an = ai) (bn = bi)

n = n—1-

HJ 1(an+b) H (az+bn)

Le dénominateur est exactement le quotient Hlsi,js,,(aﬁbj)/ [Ti<ij<n—1(ait
bj) : il rassemble les facteurs a; + b; dont I'un au moins des indices vaut n,
chacun une fois. Quant au numérateur, il rassemble les facteurs (a;j—a;) (b;—b;)
pour j = n. En reportant ’hypothése de récurrence, on obtient la formule au
rang n.
. Aveca; =ietb; =j—1,0onaa; +b; =i+ j— 1, quiest non nul puisque
i, j > 1:la matrice de Hilbert est bien de la forme C,. Comme a; —a; = j — i
etbj—b,-:j—z,

[Ti<icj<n( = 0)?
[Ticijeni+j—1)

Pour n = 3, le numérateur vaut (1 -2 - 1) = 4 et le dénominateur

detH, =

(1-2-3)(2-3-4)(3-4-5) =6 X 24 X 60 = 8640,

_ 1
d’ou det H; = 8640 = 3ieo-
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