Normes

Hermann Minkowski (1864 — 1909)

Le but de ce chapitre est de formaliser la notion de norme sur des espaces plus
généraux que R ou C. Nous pourrons alors parler de distance entre deux vec-
teurs, deux matrices ou deux fonctions, et surtout définir la limite de suites non
numériques. Nous verrons que la plupart des espaces portent plusieurs normes :
se posent alors les questions de leurs relations entre elles et du choix de 'une
plutdt que de I'autre. Nous verrons sur des exemples que ce choix est tantot sans
conséquence, tantot décisif.

Programme officiel
Espaces vectoriels normés
a) Normes
b) Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé
c) Comparaison des normes




Normes

1. Généralités

Définition 5.1 (Norme)

Soit E un K-espace vectoriel. Une norme sur E est une fonction N: E — R* telle
que :

1. N est homogene : VA € K, Vx € E, N(Ax) = |A| N(x);
2. N vérifie 'inégalité triangulaire : ¥(x, y) € E?, N(x +y) < N(x) + N(y);

3. N vérifie ’axiome de séparation : Vx € E, N(x) =0 = x = 0g.

Exemple 5.2 (La valeur absolue et le module)

Sur le R-espace vectoriel R, la valeur absolue est une norme : pour tous A, x € R,
|Ax| = |A| |x|; pour tous x,y € R, |x + y| < |x| + |y|; et |x| = 0 entraine x = 0.

De méme, sur le C-espace vectoriel C, le module est une norme : ce sont les trois
mémes propriétés, connues depuis la premiére année, cette fois pour A € C.

Les trois axiomes de la définition ne sont rien d’autre que les propriétés de la valeur
absolue et du module dont on se sert en permanence pour majorer. Une norme est
donc un substitut de la valeur absolue sur un espace vectoriel quelconque, et ||x|| se
lit « norme du vecteur x ».

Exemple 5.3 (La norme euclidienne sur R")

Soit n € N*. Pour x = (xy,...,x,) € R?, on pose

xlly = Afx2+ -+ X2,
2 1 n

c’est-a-dire la longueur du vecteur x au sens de la géométrie usuelle.
C’est bien une norme au sens que I'on vient de définir. L’homogénéité vient de ce
que, pour A € R,

il = 422 4 -+ A2t = V2 |l = [A] [l

Pour la séparation, si ||x]||, = 0, alors xf + -+ +x% =0; c’est une somme de termes
positifs, donc ils sont tous nuls et x = 0. Seule I'inégalité triangulaire n’est pas
immédiate ; nous la démontrerons plus loin, |||, étant la norme associée au produit
scalaire canonique de R".
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Remarque

On note en général une norme ||-|| plutdt que N, et un espace vectoriel muni d’une
norme est appelé espace vectoriel normé, ce que l'on note (E, ||-]|).

Remarque

Nous disposons donc d’'une norme sur R, sur C et sur R” : dans ces trois cas, la
longueur d’un vecteur allait de soi et la définition ne fait que l’enregistrer. Tout
I'intérét de cette définition est qu’elle s’applique aussi a des espaces ou cette longueur
n’a a priori aucun sens géométrique : les matrices, les suites, les fonctions. Munir
ces espaces de normes, puis en tirer les notions de distance, de convergence et de
continuité, est objet du reste du chapitre.

Exemple 5.4 (Une norme sur C?)

Sur le C-espace vectoriel C2, posons, pour u = (a,b) € C2,

N(u) = Vaa + bb.

Comme aa = |a|?, cela s’écrit aussi N (u) = v/|a|* + |b|*.

C’est une norme sur C2. L’homogénéité vient de ce que, pour A € C,

N(Au) = \/Malz +120]° = \/I/H2 (lal® + 161*) = 12| N(w).

Pour la séparation, si N(u) = 0, alors |a|® + |b|* = 0; c’est une somme de termes
positifs, donc |a| = |b| =0 etu = 0.

Pour I'inégalité triangulaire, écrivons les coordonnées en parties réelle et imaginaire :
a=a; +iay et b = by +ib,. Comme |a|* = a? + a2 et |b|* = b? + b2,

N(u) = \Ja? + &+ b2 + b2 = || (ar, @z, by, bo) .
Soit alors v = (c,d) € C?, avec ¢ = ¢; + ic; et d = d; + id,. Les parties réelle et
imaginaire de a + c sont a; + ¢; et a; + ¢;, et de méme pour b +d; la formule ci-dessus,
appliquée a u + v, donne donc
N(u+v) = |[(ay + ¢1, az + ¢3, by +dy, by + do)ll, = |[(a1, az, b1, b)) + (c1, c2,dy, da)l|, -

L’inégalité triangulaire de la norme euclidienne de R* donne alors

N(u +0) < |[(a1, az b1, by)ll; + |[(c1, c2,dy, d2) ||, = N(u) + N ().

Proposition 5.5 (Seconde inégalité triangulaire)

Soit (E, ||-]|) un K-espace vectoriel normé. Pour tous x,y € E :

Il =Nyl < llx = yll.-
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Soient x,y € E. En écrivant x = (x — y) + y, I'inégalité triangulaire donne

lIxll < llx =yl + [lyll,  Cest-a-dire |lx[| = [lyll < [lx = yl| .
L’homogénéité donne ||y — x|| = |-1| ||x — y|| = ||x — y||, donc I'inégalité précédente, appliquée
en échangeant x et y, s’écrit

iyl = llxIl < [lx = yll.
Le réel ||x — y|| majore ainsi ||x|| — ||y|| et son opposé : il majore donc leur valeur absolue. O

Remarque

C’est ’'analogue de I'inégalité ||a| — |b|| < |a — b| connue sur R. L’inégalité triangu-
laire sert a majorer ||x + y||; celle-ci sert a minorer une norme, en controlant ’écart
entre [|x|| et ||yl par [|x — yl|.

Définition 5.6 (Distance associée)

Soit (E, ||-]|) un K-espace vectoriel normé. On appelle distance associée a ||-|| sur E
I'application :

{ExE — R*
(xy) = |x-yll

Proposition 5.7 (Propriétés de la distance associée)

Soit (E, ||-||) un K-espace vectoriel normé et soit d la distance associée a ||-||. Alors,
pour tous x,y,z € E :

1. séparation : d(x,y) = 0 si et seulement si x = y;
2. symétrie : d(y,x) =d(x,y);
3. inégalité triangulaire : d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).

Soient x,y,z € E.

Six =y, alors d(x,y) = ||0g|| = ||0 - Og|| = 0 par homogénéité. Réciproquement, si d(x,y) =
|lx —y|| = 0, 'axiome de séparation de la norme donne x — y = Og, c’est-a-dire x = y.
Comme y — x = (—1)(x — y), ’homogénéité donne d(y, x) = |-1| ||x — y|| = d(x, y).

Enfin x — z = (x — y) + (y — z), donc 'inégalité triangulaire de la norme donne

d(x,z) = [l(x =y) + (y = 2 < [Ix =yl + lly = zll = d(x,y) +d(y, 2).

2. Exemples de référence
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Définition 5.8 (Normes ||-||; et [|-||,, sur K")

Soit n € N*. Pour x = (x3,...,x,) € K", on pose :
n
lxlly = D Il
k=1
llxllco = max |xg]
1<k<n

Ce sont deux normes sur K".

Ces deux applications sont bien définies et a valeurs dans R* : une somme de réels positifs
est positive, et la famille finie non vide (|x1], ..., |x,|) de réels positifs admet un plus grand
élément. Soient x = (x1,...,x,) ety = (y1,...,y,) dans K", et soit A € K.

Cas de ||-||;- L’homogénéité vient de

n n n
Axlly = )" Wil = > A el = 1AL el = 121 Il -
k=1 k=1 k=1

Pour I'inégalité triangulaire, on somme les inégalités triangulaires du module |x; + yx| <
|xx| + |yx|, valables pour tout k € [1,n] :

n

n
b+ glly = > b+ il < > (el + yel) = llxlly + Iyl

k=1 k=1

Enfin, si ||x||; = 0, c’est une somme nulle de termes positifs : tous ses termes sont nuls, donc
|xx| = 0 pour tout k, et x = 0.

Cas de ||*|| - Le maximum étant atteint, fixons un indice ko € [ 1, n] tel que ||x||o, = |xko|. Nous
utiliserons les deux propriétés caractéristiques du maximum : d’une part |xx| < ||x||,, pour
tout k; d’autre part, si un réel M majore tous les |xi|, alors ||x||, < M, puisque ||x||,, est 'un
des |xk|.

Montrons ’homogénéité. Pour tout k € [ 1,n],

|Axk| = || x| < |A] ¢l oo »

donc le réel |1] ||x||,, majore tous les |Axk| et ||Ax]|o < |A][|x]|c- Réciproquement, |/1xk0| est
I’'un des |Axx|, donc
Al 1xlloo = 1Al |k, | = Ak, | < 12| -

Les deux inégalités donnent |[Ax||, = [A] ||| -
Montrons I'inégalité triangulaire. Pour tout k € [[1,n],

ek + yil <l + 1yl < lIxlleo + llYllos -

Ainsi [|x[|o + [lyll, majore tous les [xx + yk|, donc [[x + yllo, < x| + Yll-
Enfin, si ||x|| = 0, alors |xx| < 0 pour tout k, donc x; = 0 pour tout k et x = 0. O

Définition 5.9 (Norme ||-||, sur K")

Soit n € N*. Pour x = (x3,...,x,) € K", on pose :

n

2

el = { D Il
k=1

1
2

C’est une norme sur K".
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Remarque

Pour K =R, on a |x¢|* = xz, donc

n
2 2
||x||2 = Zxk = <xz x>’
k=1

ou (-, -) désigne le produit scalaire canonique de R” : on reconnait la norme eu-
clidienne du début du chapitre. Ce n’est pas une particularité de R” : tout produit
scalaire fournit une norme, de la méme facon.

Définition 5.10 (Norme associée a un produit scalaire)

Soit (E, (-, -)) un espace préhilbertien réel. L’application ||-|| définie par :

llxll = V{(x, x)

est une norme sur E, appelée norme associée au produit scalaire (-, -).

L’application est bien définie et a valeurs dans R*, car (x, x) > 0 pour tout x € E. Soient
x,y€ EetAeR.
Par bilinéarité, (Ax, Ax) = A? {x, x), donc

12l = V22 (x, x) = VA2 (x, x) =[] [1x]
Pour I'inégalité triangulaire, on développe par bilinéarité et symeétrie :
llx +ylI* = (xc + g x +y) = (x x) + 243 y) + (y y) = lIxl® + 2 ¢x y) + [lyll®
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne (x, y) < [{(x, y)| < ||x|| ||ly]|, d’ou

[l + ylI* < llxll® + 2 1%l lyll + llyll* = Cllcll + 1y D

Les deux membres étant positifs, la croissance de la racine carrée sur R* donne ||x + y|| <
llx[l + [lyll-

Enfin, si ||x|| = 0, alors (x, x) =0, donc x = 0 puisque le produit scalaire est défini. O
Remarque
Pour K = C, |||, est encore une norme sur C", mais elle n’est associée a aucun

produit scalaire, et ce pour une raison de fond : il n’existe pas de produit scalaire sur
un C-espace vectoriel E non nul. En effet, une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E
vérifierait, pour tout x € E,

o(ix,ix) = i@ (x, x) = —¢(x, x),

de sorte que ¢(x,x) et ¢(ix,ix) ne peuvent étre tous deux strictement positifs :
aucune telle forme n’est définie positive.

Soient x = (x1,...,%,) ety = (y1,...,y,) dans C", et soit A € C.
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L’homogénéité et la séparation se traitent directement. D’une part,

n 3
x|, = (Z A1° |xk|2) = 1A] Il -

k=1

D’autre part, si ||x||, = 0, alors 3} _, |xe|* = 0 : c’est une somme nulle de termes positifs, donc
|xx| = 0 pour tout k et x = 0.

Pour I'inégalité triangulaire, écrivons les coordonnées en parties réelle et imaginaire : x; =
ak + by et yx = ci + idy, avec ag, by, ci et di réels. Comme lx|® = ai + blzc,

1

llx]l, = (Z (ai + bz)) = IX1l,, ou X =(ayby,...,anb,) € R™,
k=1

et de méme ||y||, = [|Y||, avec Y = (c1,dy, . . ., cn, dp). La partie réelle de x + yx est ax + cx et
sa partie imaginaire est by + di, donc la méme formule appliquée a x + y donne

llx+yll, =ll(a1 +c1, by +di, ..., an+cn, by +dp)|l, = IX + Y],
L’inégalité triangulaire de ||-||, sur R?", déja établie, donne alors

llx +ylly = I1X + Yllp < [IX1lz + [1Yl2 = [lxlz + [yl -

Remarque

La norme ||-||, sur C" est en fait associée a ’application

n
(x, 4) = D Fev,

k=1
qui vérifie (x, x) = 3} Ixk|* = ||x||5. Ce n’est pas une forme bilinéaire, car (Ax, y) =

A {x, y) : c’est un produit hermitien, notion hors-programme qui généralise le produit
scalaire aux espaces vectoriels complexes.

Remarque
Nous disposons maintenant de trois normes sur K", et elles ne coincident pas : pour
x=(1,1) e K
el =2, lxll, = V2, lxlle = 1.
On peut donc se demander s’il en existe d’autres. Ces trois normes sont en fait les

premiers représentants d’une famille de normes que I'on sait construire sur K" pour
tout réel p > 1.

Définition 5.11 (Normes ||-||,, sur K")

Soient n € N* et p un réel tel que p > 1. Pour x = (xy,...,x,) € K”, on pose :

) .
lxlly = [ D lxel?
k=1

C’est une norme sur K”. Les valeurs p = 1 et p = 2 redonnent les deux normes déja
rencontrées.
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L’homogénéité et la séparation ne posent pas de difficulté. Pour A € K,

n n

12x, = (Z AP |xk|P)p = (1) (Z |xk|f’) = Al llxl,,,

k=1 k=1

etsi|lx||, =0, alors X}’ |xx|? = 0 : c’est une somme nulle de termes positifs, donc |xx| = 0
pour tout k et x = 0.

Toute la difficulté est dans l'inégalité triangulaire, qui porte le nom d’inégalité de Minkowski
et se déduit de la convexité de ¢ > ¥ sur R*. O

Remarque

La valeur p = +00 n’est pas autorisée dans la définition ci-dessus : +oo n’est pas
un réel et I'expression qui définit ||x[|, n’a alors aucun sens. La notation ||-||,, est
pourtant cohérente, car il s’agit bien du cas limite de la famille.

Proposition 5.12 (Cas limite p — +o0)

Soient n € N* et x € K". Alors :

Ixlly —= Il

Posons M = ||x||, et soit p > 1. Pour tout k € [[1,n]], on a |x¢| < M, donc |x¢|? < MP par
croissance de t +> t” sur R*; de plus M? est 'un des |xx|’. En sommant,

n
MP < 3 [xil? < nMP,
k=1

puis, en élevant a la puissance 111’ qui est croissante sur R* :
1
M < |lx|l, < n* M.

1 Inn 4
Orn? =e » — 1lorsque p — +oo, donc n? M — M. Par encadrement, ||x[|, = M = [|x||.
O

Remarque

La construction ne s’étend pas a p € 10, 1[ : ’homogénéité et la séparation restent
vraies, mais I'inégalité triangulaire tombe en défaut. Prenons en effet x = (1,0) et
y=(0,1) dans K? : on a llxll, = ||y||P = 1, tandis que

=

1
lx+yll, =I(1L DI, = (1 +1)7 =2

1
Comme % >1,ona2r >2=|x|, + ||y||P
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Exemple 5.13 (Normes sur M, ,(K))

En rangeant les coefficients d’'une matrice en une seule liste, on identifie M, , (K)
a K", Pour A = (a;;) € Mpy,(K), les normes 1, 2 et co se lisent alors sur les
coefficients :

n p
1Al =" > laigl, N4l =

i=1 j=1

n p ) %
2 2l ) o Al = o]

i=1 j=1 1<j<p

Ce sont bien des normes sur M, ,(K) : ce sont les normes correspondantes de K"”
lues a travers cette identification.

Remarque

Dans le cas réel, la norme ||-||, sur M, ,(R) s’exprime élégamment a I’aide de la
trace. En effet, les coefficients diagonaux de AT A valent

n

ATA);,; = Z af’j,

i=1
donc en sommant sur j,
n p
1AlI5 = D D k) = tr(ATA) = tr(AAT),
i=1 j=1

la derniére égalité provenant de tr(BC) = tr(CB).

Définition 5.14 (Norme sur un espace de fonctions bornées)

Soit D un ensemble non vide. Pour toute fonction bornée f: D — K, on pose :

flleo = sup{lf(8)], t € D}.

Cela définit une norme sur 'espace B(D, K) des fonctions bornées de D dans K.

L’ensemble B(D, K) est un sous-espace vectoriel de KP : il contient la fonction nulle; si fet
g sont bornées, il existe My et M, tels que |f(¢)| < My et |g(t)| < My pour tout t € D, d’out
[(f+@) ()] < Mg+ Mg; etsid € K, alors [(Af)(t)| < |A| My pour tout t € D. Soient donc
g€ B(D,K)etde K.

L’ensemble {|f(¢)|, t € D} est une partie non vide de R* majorée, donc admet une borne
supérieure : ||f]|,, est bien définie, finie et positive.

Homogénéité. Posons A = {|f(t)|, t € D}. Alors

{1AN @I, t € D}y ={|AlIf (1), t € D} = || A.
Pour toute partie non vide majorée A de R et tout k € R*, on a sup(kA) = k sup(A). En effet,
k sup(A) majore kA, car a < sup(A) pour tout a € A; et réciproquement, si un réel M majore
kA et si k > 0, alors % majore A, donc sup(A) < %, soit k sup(A) < M;le cas k = 0 est
immeédiat. En appliquant ce résultat a k = ||,

1Afllo = sup (IA] A) = |A] sup(A) = [A] ||l -

Inégalité triangulaire. Pour tout t € D,

I(F+ 9O =1f (@) + gD < IfF O + 19D < 1 flleo + 19l -
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Ainsti ||fl. + 19l majore 'ensemble {|(f + g)(¢)|, t € D}, donc est supérieur ou égal a sa
borne supérieure :

If +9lleo < 1flleo + ll9lles -
Séparation. Si || f||, = 0, alors, pour tout t € D,

0= fMI<flle =0,

donc f(t) = 0 pour tout ¢t € D, c’est-a-dire f = 0. a

Remarque (du programme)
L’égalité
sup(kA) = ksup(A) pour A partie non vide de R et k € R™

peut étre directement utilisée. L’homogénéité de ||-||,, s’obtient donc en une ligne
sur une copie, a condition de mentionner que le coefficient sorti est positif : en
appliquant Iégalité a k = |A| > 0,

IAfllo = sup [A[f ()] = Al sup [f(D)] = A | fllo -
teD teD

En revanche, aucun résultat du programme ne dispense de démontrer 'inégalité
triangulaire : celle-ci se prouve en majorant |f(t) + g(t)| pour chaque t € D, puis en
invoquant la définition de la borne supérieure.

L’ensemble C°([0, 1],K) des fonctions continues de [0, 1] dans K est un sous-espace
vectoriel de B([0, 1], K). Il contient la fonction nulle, et la somme ainsi que le produit
par un scalaire de fonctions continues sont continus. De plus, si f est continue sur
[0, 1], la fonction | f]| est continue et a valeurs réelles sur ce segment : le théoréme
des bornes atteintes lui donne un maximum, donc f est bornée. La norme ||-||,, est
ainsi définie sur C°([0, 1], K) par :

[fllee = max |f(2)],
tel0,1]

la borne supérieure étant atteinte d’apres le méme théoréme.

Remarque (Autres normes sur C°)

Soient a < b deux réels. Pour f € C°([a, b],K), on pose :

1

b b i
i = [ 1ria ||f||2=( I If(t)lzdt).

Les fonctions intégrées sont continues sur le segment [a, b], donc ces deux intégrales
sont bien définies. Les applications ||-||; et |||, sont des normes sur C°([a, b], K).
L’homogénéité résulte de la linéarité de 'intégrale, le coefficient sorti étant positif; la
séparation, de ce que l'intégrale sur un segment d’une fonction continue positive est
nulle seulement si cette fonction est nulle. L’inégalité triangulaire de |||, s’obtient
en intégrant |f + g| < |f| + |g|; celle de ||-||, porte le nom d’inégalité de Minkowski.
Nous retrouverons la norme ||-||; plus tard, dans un cadre plus général.

10
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Exemple 5.16 (Norme 4 poids sur C°([0, 1]))

Soit w: [0,1] — R une fonction continue et strictement positive. Pour f €
C°([0,1],K), on pose :

1
N(f) = /0 w(t) [f(1)] dz.

L’application N est une norme sur C°([0, 1], K).

Pour f € C°([0,1],K), la fonction t — w(t) |f(t)| est continue sur le segment [0, 1] : N(f)
est donc bien définie et positive. Soient f,g € C°([0,1],K) et 1 € K.
Homogénéité. Par linéarité de I'intégrale et positivité de [A|,

1 1
N(Af) =/ w(t) Iﬂf(t)ldt=|7t|/ w(t) [f(t)]dt = [A| N(f).
0 0
Inégalité triangulaire. Pour tout t € [0, 1],

w(®) [f(8) + g(O)] < w(@) (If (O] + 1g(D)]) = w(®) [f ()] +w(2) |g(2)].

En intégrant sur [0, 1] et par croissance de I'intégrale,

N(f+9) < N(f) + N(9).

Séparation. Comme w est continue et strictement positive sur le segment [0, 1], elle y admet
un minimum m > 0. Si N(f) = 0, alors, pour tout ¢ € [0, 1],

0<smlf(O)l <w®)If(®)I,

donc, en intégrant, m || f||; < N(f) =0, d’ou ||f]|; = 0. La séparation de la norme ||-||; donne
alors f = 0.
L’application N est donc une norme sur C°([0,1],K). O

3. Parties d’espaces vectoriels normés

Définition 5.17 (Boules et sphéres)

Soit E un espace vectoriel muni d’une norme ||-||, soit a € E et soit » € R. On appelle
boule ouverte de centre a et de rayon r I’ensemble :

B(ar)={x€E : |x—a| <r}.
De méme, on définit la boule fermée B(a, r) et la sphére S(a,r) :

B(ar)={x€E : ||x—a| <r}
S(a,r)={x€E : ||x—a| =r}

Exemple 5.18 (Boules et spheéres sur R muni de |-|)

Soient a € R et r > 0. Sur R muni de la valeur absolue, les boules et la sphere
s’écrivent

é(a,r)=]a—r,a+r[, B(ar)=[a-r,a+r], S(a,r)={a-r,a+r}.

La boule ouverte est un intervalle ouvert, la boule fermée I'intervalle fermé de mémes
extrémités, et la sphere est formée de ces deux extrémités.

11
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B(ar)
a : r El a ; r R
B(a,r)
[ ] [ ]
S(a,r)

Exemple 5.19 (Boules et spheéres sur C muni de |-|)

Soient a € C et r > 0. Sur C muni du module, la boule ouverte é(a, r) est le
disque ouvert de centre a et de rayon r, la boule fermée B(a, r) est le disque fermé
correspondant, et la sphére S(a, r) est le cercle de centre a et de rayon r.

S(a,r)

a
B(a,r)

1
E(a, r)

La sphére S(a,r) est le bord de la boule : c’est la partie de la boule fermée qui
n’appartient pas a la boule ouverte, autrement dit

S(a,r) =B(a,r) \ B(a,r).

La boule ouverte ne contient donc aucun point de son bord, tandis que la boule
fermée les contient tous.

Définition 5.20 (Parties convexes d’un espace vectoriel)

Soit E un espace vectoriel et soit D une partie de E. Pour x, y € E, on appelle segment
d’extrémités x et y ’ensemble :

[xy] ={(1-t)x+ty, t € [0,1]}.

On dit que D est convexe lorsque, pour tout (x,y) € D? le segment [x, y] est inclus
dans D, autrement dit :

Vx,y € D, Vt € [0,1], (1-t)x +ty € D.

12
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Exemple 5.21 (Parties convexes et non convexes de R?)

convexe nomn convexe

Exemple 5.22

Les boules (ouvertes ou fermées) sont convexes.

Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé, soit a € E et soit r € R. Si r < 0, la boule ouverte est
vide et la boule fermée est vide ou réduite a {a} : I'affirmation est immédiate. Supposons donc
r > 0, et montrons que B (a,r) est convexe; le cas de E(a, r) se traite de la méme facon. Soient
donc x,y € B (a,r) ett € [0,1]. Par homogénéité et inégalité triangulaire,

1-t)x+ty-al=I1-(x-a)+ty-a)l<A-0)llx—all +tlly—al.
Comme ||x —a|| < ret|ly—al <r,il vient
lA-t)x+ty—all <A -t)r+tr=r,

donc (1-¢t)x+ty € 1§(a, r). La boule ouverte est donc convexe. Si maintenant x,y € B(a,r), les
mémes calculs avec des inégalités larges donnent [|(1 — t)x + ty — a|| < r,donc (1-t)x +ty €
B(a,r). O

La démonstration n’utilise que les axiomes d’une norme : les boules sont convexes
dans tout espace vectoriel normé, quelle que soit la norme choisie.

Les boules et les sphéres sont des ensembles simples, qui servent de référence pour
représenter une norme. Elles permettent aussi de visualiser les différences entre les
normes : ci-dessous, les sphéres unité de ||-||; (en rouge), de ||-||, (en bleu) et de |||
(en vert) dans R

13
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Chacune de ces trois parties est convexe, comme nous venons de le voir.

Remarque

On a défini plus ot ||-||,, pour tout réel p > 1. La figure superpose les sphéres unité
de [|-||; 5 (en rouge), de ||-||, (en bleu) et de ||-||; (en vert) dans R2.

Yy

Lorsque p croit de 1 & +oo, la sphére unité passe du losange au carré, en passant
par le cercle pour p = 2. Ce que la figure suggere est exact : seule la norme ||-||, est
isotrope, c’est-a-dire invariante par rotation, sans direction privilégiée. Pour p # 2,
certaines directions jouent au contraire un réle particulier.

Remarque

Les boules et les sphéres ont enfin un intérét plus général : la boule fermée B(a, r)
est 'ensemble des x tels que ||x — a|| < r, ce qui étend a un espace vectoriel normé
quelconque la condition |x — a| < r sur R ou C. Cest cette écriture qui permettra de
définir les suites et les fonctions bornées, puis, plus tard, la notion de limite.

Définition 5.23 (Partie bornée)

Soit E un espace vectoriel muni d’'une norme ||-||. Soit D une partie de E. On dit que
D est bornée s’il existe a € E et r € R" tels que D C B(a,r).

Proposition 5.24 (Caractérisation des parties bornées)

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et soit D une partie de E. Alors D est bornée
si et seulement s’il existe M > 0 tel que :

Vx € D, ||x|]| < M.

= Supposons que D C B(a, ). Pour tout x € D,
lxll = ll(x = a) + all < |lx —all + |lall <7 + la]| .

En posant M =r + ||a|| + 1 > 0, on a bien ||x|| < M pour tout x € D.
& Réciproquement, si un tel M existe, alors D c B(0, M), puisque ||x —0|| = ||x|| < M
pour tout x € D.

O

14
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Remarque

Sur R muni de la valeur absolue, les parties bornées sont exactement les parties
minorées et majorées.

= Si D C R est bornée, il existe M > 0 tel que |x| < M pour tout x € D, c’est-a-dire
—M < x < M : D est minorée et majorée.

& Si D est minorée par m et majorée par M’, alors m < x < M’ pour tout x € D, donc
x| < max(|m|,|M’|,1); cette borne est positive et convient.

Remarque

Cette définition prolonge la notion de partie bornée déja connue sur R et sur C. C’est
I'analogue direct, pour les parties de C, de la caractérisation donnée sur R : muni du

module, D C C est borné si et seulement s’il existe M > 0 tel que |z| < M pour tout
z€D.

Proposition 5.25 (Réunion et intersection de parties bornées)

Soit (E, ||]|) un espace vectoriel normé.
— La réunion d’une famille finie de parties bornées de E est bornée.

— L’intersection d’une famille non vide de parties bornées de E est bornée, méme
si cette famille est infinie.

— Soient Dy, ..., D, des parties bornées. Pour chaque i, il existe M; > 0 tel que ||x|| < M;
pour tout x € D;. Posons M = max(M, ..., M,) > 0. Pour tout x € D; U ---U Dy, il
existe i tel que x € D;, donc ||x|| < M; < M, et la réunion est bornée.

— Soit (D;);er une famille non vide de parties bornées, et soit iy € I. Une partie d’une
partie bornée est bornée, donc (;c; D; C D;, est bornée.

Remarque

Le caractére borné dépend de la norme choisie. Pour n € N*, définissons f;,: [0,2] —
R par:

nx si0§x<%,
fu(x) =4 2n - n’x si%SxS%,
0 si%<x£2

Chaque f;, est continue, nulle en dehors de [O, %] et son graphe forme un triangle
de hauteur n et de base % Soit A = {f;, : n € N*} c C°([0,2],R).

— Pour [|-|I;,

o .n:l’

2
1l =/0 ()] dt =

donc A c B(0,1) : A est bornée.

N | =
S

— Pour [|*||es lIfzllo = 1, qui tend vers +o0o : A n’est pas bornée.

15



CHAPITRE 5. NORMES

Une méme partie de C°([0, 2] ,R) peut donc étre bornée pour une norme et pas pour
une autre.

Définition 5.26 (Suite bornée)

Soit (up)nen une suite d’éléments de E. On dit que (uy,) est bornée si ensemble
{un : n € N} est une partie bornée de E.
Autrement dit, il existe M > 0 tel que ||u,|| < M pour tout n € N.

C’est I’analogue exact de la définition des suites numériques bornées. Sur R ou C, la
condition ||u,|| < M s’écrit |u,| < M.

Définition 5.27 (Fonction bornée)

Soient I un ensemble non vide et f: I — E. On dit que f est bornée si f(I) est une
partie bornée de E.
Autrement dit, il existe M > 0 tel que ||f(x)|| < M pour tout x € I.

Lorsque ensemble d’arrivée est K, cette définition coincide avec celle des fonctions
numériques bornées : f: I — K est bornée si et seulement s’il existe M > 0 tel que
|f(x)] < M pour tout x € I.

16
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1. Généralités

Définition 5.28 (Convergence d’une suite)

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Soit (x,,) € E" et soit £ € E. On dit que (x;,)
converge vers £ si :

|l — €|| —— 0.
n—+oco

Dans ce cas, on note x, — {.

n—+oo

Cette définition prolonge celle des suites numériques. Ecrivons en effet la conver-
gence ||x, — || — 0 avec des quantificateurs : (x,) converge vers ¢ si et seulement
si

Ve>0, IAN€eN, Vn>=N, |x,—-¢| <e.

Pour une suite (u,) de K et un scalaire ¢ € K, la convergence s’écrit
Ve>0, IANeN, Vn>N, |u,—?f|<e.

Les deux énoncés sont identiques, a ceci pres que la valeur absolue ou le module y
est remplacé par la norme. L’analogie avec les suites numériques est donc exacte : la
convergence dans un espace vectoriel normé est la méme notion que la convergence
dans K, étendue a un espace vectoriel quelconque.

— (xp) est dite convergente s’il existe ¢ € E tel que x, —— ¢.
n—+oo

— (xp) est dite divergente si elle n’est pas convergente.

— A priori,la nature d’une suite dépend de la norme choisie (et il y a effectivement
des cas pathologiques que nous verrons).

— De la méme facon, I’éventuelle limite peut dépendre de la norme choisie.

17
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Exemple 5.29

Dans R?, posons u, = (l 1- %) et£=1(0,1). Alorsu, — £ = (%—%) donc

n’

1 1 2
lun —tlly ==+ —=—,
n n n

1 1 2

lun = £ll, = St
1 1
lun = £llo = max | =, = | = —.
nn n

Ces trois quantités tendent vers 0 lorsque n — +o0, donc u, — £ pour les
n—+oo

normes |||y, |||l5 et |||l co-

Exemple 5.30

Dans E = C°([0,1],R), posons, pour n € N*,

1—-nt si0<t<

S =

bl

fa(t) =

IA
_

.1
51;St

Chaque f;, est continue sur [0, 1], positive et majorée par 1.
Pour ||-||;. La fonction f;, est nulle sur [% 1], donc

Un 21V 1 1 1
||ﬁl||1=/ (1—nt)dt=[t—n7] - - = 0.
0

0 n 2n 2n n—+o

La suite (f;,) converge donc vers la fonction nulle pour |[-||;.

Pour ||-|| - Pour tout n € N*, £,(0) =1et0 < f,(¢) < 1sur [0, 1], donc || f,]|, = 1.La
suite || f, ||, ne tend pas vers 0, et (f;,) ne converge donc pas vers la fonction nulle.
Montrons qu’elle ne converge vers aucune fonction g € E. Si f,, — g pour |||,
alors, pour tout t € [0, 1],

(0 = g1 < 1fy ~ glls — 0,
donc f,(t) — ¢g(t) pour tout . Or f,(0) = 1 pour tout n, d’ou g(0) = 1; et, pour
t >0, f,(t) =0dés quen > 1, d’ot g(t) = 0. La fonction g serait discontinue en 0,
ce qui contredit g € C°([0,1],R). Ainsi (f;,) diverge pour ||-||c.

La nature de cette suite dépend donc de la norme choisie.

Proposition 5.31 (Convergence composante par composante dans K%)

Soient d € N*, (x,)nen une suite de K9 et ¢ € K9 On écrit x, = (Xm15- s Xnq) et
£ =(f,...,£;). La suite (x,) converge vers £ pour ||-||,, si et seulement si, pour tout
k € [[1,d], 1a suite (xpk)nen converge vers & dans K muni de |-|.

Pour tout n € N,
Xp— 1 o = max |X =l -
” ” 1£k£d| " |

Sens direct. Supposons que x, — ¢ pour |||, Cest-a-dire ||x, — ||, — 0. Pour chaque

18
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ke[1,d] ettoutn € N,
0 < |xnk = | < llxn =l -

Le membre de droite tend vers 0, donc, par encadrement, |x,,,k - fk| — 0, c’est-a-dire x, p — -
Sens réciproque. Supposons que X, — £ pour tout k € [1,d]. Soit € > 0. Pour chaque k, il
existe Ni € N tel que, pour tout n > N, |xn,k - t’k| < €. Posons N = max(Ny, ..., Ny). Pour
tout n > N, on an > Nj pour tout k, donc

Xp — |0 = max |x,x — | < €.
llxn = €]l 1sksd|n,k A

Ainsi x, — £ pour ||| - .

Exemple 5.32

1 1
Identifions M,(K) a K* en rangeant les coefficients en une liste. Posons A = ( 0 1),

1
de sorte que A = I, + N avec N = (g 0). Comme N? = 0, la formule du binéme
donne, pour tout n € N,

A":(IZ+N)":Ig+nN=((1) ’1’)

Le coefficient d’indice (1,2) de A" vaut n et ne converge pas. Si (A") convergeait
vers une matrice L pour |||, la proposition précédente donnerait la convergence
de chaque coefficient vers le coefficient correspondant de L, ce qui est faux pour le
coeflicient (1, 2). La suite (A") diverge donc pour ||| .

Toujours dans M, (K) identifié 4 K*, posons

1+1 ('+)"
B=l " )

n? n

Chacun des quatre coefficients est une suite numérique convergente :

1 (="
1+-—>1, — 0, - =0, 1--—>1.
n n n n

1 0
D’apres la proposition précédente, la suite (B,,) converge donc vers I, = ( 0 1) pour

[/l o-

2. Propriétés

Proposition 5.34 (Unicité de la limite)

Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé. Soient (x,) € E™ et £,¢’ € E tels que, pour
cette méme norme :

X, ——{f et x, —— ¢
n—+oo n—+oo

Alors ¢ =¢'.
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Soient ¢ et £’ deux limites de (x,). Pour tout n € N, par inégalité triangulaire,
0<le=&1 = 11(¢=xn) + CGen = )N < NE = Xnll + llxn = ']

Les deux termes du membre de droite tendent vers 0, donc leur somme aussi, et, par encadre-
ment, ||£ — ¢’|| = 0. L’axiome de séparation de la norme donne alors ¢ — ¢’ = Og, c’est-a-dire
t=17. O

Remarque

Nous avons vu que la nature d’une suite peut dépendre de la norme choisie : une
méme suite peut converger pour une norme et diverger pour une autre. La limite
éventuelle dépend donc elle aussi de la norme, et il faut préciser celle-ci dés que 'on
parle de convergence.

L’unicité démontrée ci-dessus doit se lire de la méme facon : elle est relative a une
norme donnée. Elle suppose que (x,) converge vers ¢ et vers £’ pour cette méme
norme, et interdit alors £ # ¢’. Elle ne dit rien d’'une convergence « dans ’absolu »,
qui n’aurait pas de sens ici : pour une autre norme, la suite pourrait méme ne pas
converger.

A priori, rien n’interdit d’ailleurs que deux normes différentes conduisent a deux
limites différentes.

Remarque

Pour une norme fixée pour laquelle (x,) converge, on note lim,_, . X, sa limite,
cette notation sous-entendant que la convergence a été préalablement justifiée.

Proposition 5.35 (Une suite convergente est bornée)

Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé. Toute suite (x,) € E" convergente pour ||-||
est bornée pour ||-||.

Supposons que x,, —— £, c’est-a-dire ||x, — £|| — 0. La suite numérique (||x, — ¢||) est
n—+co

convergente, donc bornée : il existe M > 0 tel que |[x, — ¢|| < M pour tout n € N. Alors, pour
tout n € N, par inégalité triangulaire,

lxnll = Il (xn =€) + £1| < llxn = £I[ + [[£]] < M+ [l]].

En posant M’ = M + ||£|| + 1 > 0, on a ||x,|| £ M’ pour tout n € N : la suite (x;,,) est bornée. O

Remarque

L’implication précédente porte sur une méme norme : si (x,) converge pour une
norme ||-||, elle est bornée pour cette méme norme. Elle ne permet pas de conclure
au caractere borné pour une autre norme.

Reprenons la suite (f;,) donnée plus haut. Pour ||-||;, elle converge vers la fonction
nulle, donc elle y est bornée. Pour ||-||.,, elle ne converge pas, bien qu’elle y soit
bornée puisque || f||,, = 1. La convergence et le caractére borné doivent donc bien
étre considérés pour une méme norme.
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Remarque

La réciproque de la proposition est fausse : une suite bornée n’est pas nécessairement
convergente.

Exemple 5.36

Identifions M, (K) a K* et posons A = ( 0

1
4 0). Un calcul donne A% = —,, d’ou

A2 =], A=A, At =L,

La suite (A") est donc périodique de période 4 : elle ne prend que les quatre valeurs
I, A, —I, et —A. Chacune a tous ses coefficients dans {—1, 0, 1}, donc ||A"||, = 1 pour
tout n € N : la suite (A™") est bornée.

Elle ne converge pas pour autant. Le coefficient d’indice (1, 1) de A" vaut

1,0,-1,0,1,0, -1, 0, ...

Il est égal a 1 pour une infinité d’indices et a —1 pour une infinité d’indices : il ne
converge pas. D’apres le critére de convergence composante par composante, la suite
(A™) diverge donc pour ||| c-

C’est une suite bornée mais non convergente.

Proposition 5.37 (Combinaison linéaire de suites convergentes)

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Soient (x,) et (y,) deux suites de E conver-
geant respectivement vers ¢ et ¢/, et soient o, f € K. Alors la suite (ax, + fy,)
converge vers af + ft’.

Par homogénéité et inégalité triangulaire, pour tout n € N,

l[(axn + Pyn) — (at + PO = lla(xn = £) + flyn — )| < |l [1xn = €11 + Bl lyn — €] -

Les deux termes du membre de droite tendent vers 0, donc leur somme aussi. Par encadrement,
| (axn + Pyn) — (af + B€’)|| — 0, c’est-a-dire ax, + fy, — af + pt’. m]

Proposition 5.38 (Produit par une suite de scalaires)

Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé. Soient (1,) € K convergeant vers A € K et
(xn) une suite de E convergeant vers ¢ € E. Alors la suite (1,x,) converge vers Af.

Pour tout n € N,
Anxn — A = An(xn — €) + (A, — A8,

donc, par inégalité triangulaire et homogénéité,
1Anxn — LN < [Anl llxn — €Il + |4 — ALll]] -

La suite numérique (4,) converge, donc elle est bornée : il existe M > 0 tel que |4,| < M pour
tout n € N. Ainsi
0 < [ Anxn = AL < M [|xn — 21| + |4 — Al lI€1],
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et les deux termes du membre de droite tendent vers 0. Par encadrement, ||A,x, — Af|| — 0. O

Remarque

La proposition précédente ne fait intervenir que des scalaires fixes; celle-ci autorise
des coefficients qui varient avec n. C’est elle qui permet de passer a la limite dans
une écriture du type ana + f,b, ou a et b sont des vecteurs fixés et ou () et (f,)
sont des suites numériques convergentes.

Proposition 5.39 (Suites extraites)

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Toute suite extraite d’une suite convergente
de E est convergente.
De plus, la limite de la suite extraite est la limite de la suite de départ.

Soit (x,) une suite convergente de limite ¢, et soit (x,(»)) une suite extraite, ot ¢: N — N est
strictement croissante. Nous utiliserons la propriété, immédiate par récurrence, que ¢(n) > n
pour tout n € N. Soit alors € > 0. Comme x,, — ¢, il existe N € N tel que ||x, — || < € pour
toutn > N.Pourn > N,ona ¢(n) > n> N, donc

[xp(n) = €| < €

Ainsi x4 (n) m L. m|
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1. Normes équivalentes

Définition 5.40 (Normes équivalentes)

Soient N; et N; deux normes sur un méme K-espace vectoriel E.
On dit que N; et N, sont équivalentes s’il existe deux constantes « > 0 et f > 0
telles que Ny < aN; et N, < fN;.

S’il existe &« > 0 tel que N; < aN,, on dit que N, est plus fine que Nj. Cette
terminologie peut surprendre : 'inégalité signifie que N, est plus grande que Ny, a un
facteur prés. Mais une norme plus grande sépare mieux les vecteurs : elle distingue
ce que N; confond, d’ou le terme « plus fine ».

Les normes Nj et N, sont équivalentes si et seulement si N est plus fine que N, et
N; est plus fine que Nj.

Proposition 5.41 (Propriétés de ’équivalence des normes)

Soient Ni, N, et N3 trois normes sur un méme K-espace vectoriel E.
1. réflexivité : Nj est équivalente & Ny ;
2. symétrie : si Ny est équivalente a Ny, alors N est équivalente a Nj ;

3. transitivité : si N7 est équivalente a N, et si N est équivalente a Nj, alors N;
est équivalente a Nj.

Pour la réflexivité, les constantes @ = § = 1 conviennent, car N; < Nj.

Pour la symétrie, la définition est déja symétrique en Nj et N, : si @ > 0 et f > 0 vérifient
N1 < aN; et N, < BNy, alors les constantes f§ et & conviennent pour le couple (N3, Ni).
Pour la transitivité, soient , f > 0 tels que Ny < aN; et N; < fNj, et soient y, § > 0 tels que
N; < yNs et N3 < §N,. Alors, pour tout x € E,

Ni(x) < aNy(x) < ayNs(x) et N3(x) < 6N, (x) < 5PN (x).

Comme ay > 0 et §f > 0, les normes N; et N5 sont équivalentes. ]
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Remarque

Ces trois propriétés sont celles qui définissent, hors programme, une relation d’équi-
valence : ’équivalence des normes est une relation d’équivalence sur 'ensemble des
normes de E. Cela justifie le vocabulaire et autorise les raisonnements habituels :
pour comparer deux normes, on peut passer par une troisiéme, et il suffit souvent de
comparer chaque norme a une norme de référence.

2. Deux exemples

Proposition 5.42 (Normes ||-||; et |||/, sur K")

Soit n € N*. Pour tout x € K" :
Ixlleo < llxll; < n x|l -

Les normes ||-||; et |||l sont donc équivalentes sur K".

Soit x = (x1,...,x,) € K".
Le maximum [|x||, est I'un des |xi|, et tous les termes de la somme 7', |xx| sont positifs :
cette somme est donc supérieure a celui de ses termes qui vaut ||x||,,, d’ou

llxllo < Ml -

Réciproquement, |xx| < ||x||o, pour tout k € [1,n] ; en sommant ces n inégalités,

n
lxlly = ) lxel < nllxlles -
k=1

Les deux inégalités sont exactement celles de la définition, aveca =net f =1. m]
Remarque
Les deux constantes sont les meilleures possibles. Pour x = (1,0, ...,0),ona ||x||,, =
lx|l; = 1:aucune constante strictement inférieure a 1 ne convient dans ||x||,, < ||x||;-
Pour x = (1,1,...,1),on a ||x||, = 1 et |[|x]|; = n: la constante n ne peut pas étre
diminuée.
Remarque

En identifiant M,,,(K) a K™ comme on I'a fait plus haut, la méme proposition
donne I'équivalence de ||-||; et de ||-||, sur M, ,(K), cette fois avec la constante np.

Proposition 5.43 (Comparaison sur C°([0,1],K))

Pour toute fonction f € C°([0,1],K) :

1Al < 1 flles -

La norme ||-||, est donc plus fine que ||-||,.
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Soit £ € C°([0,1],K). Pour tout ¢t € [0,1], on a |f(¢)| < ||fl.. Le segment [0, 1] étant de
longueur 1, la croissance de I'intégrale donne

||f||1=/0 If(l‘)ldt‘S/0 1 lleo dt = M1fllo -

Remarque

Ici, la comparaison ne vaut que dans un sens, et nous verrons a la fin de cette section
qu’il n’existe aucune constante f > 0 telle que ||f||., < B|f]l; pour toute fonction
f : ces deux normes ne sont pas équivalentes. C’est une différence de fond avec le
cas de K", ou les deux inégalités étaient disponibles.

3. Invariance du caractere borné et de la convergence

Proposition 5.44 (Invariance du caractére borné)

Soit E un K-espace vectoriel, soient N et N, deux normes équivalentes sur E et soit
(x,) une suite de E. Alors (x,) est bornée pour Nj si et seulement si elle est bornée
pour Nj.

Soient @, f > 0 tels que Ny < aN, et N, < fNj.

Si (x,) est bornée pour Ny, il existe M > 0 tel que Nj(x,) < M pour tout n, donc Ny (x,) < M
pour tout 7 : la suite est bornée pour N,. L’implication réciproque s’obtient en échangeant les
roles de N; et N,. |

Proposition 5.45 (Invariance de la convergence)

Soit E un K-espace vectoriel, soient N; et N, deux normes équivalentes sur E et soit
(x,) une suite de E. Alors (x,) est convergente pour Nj si et seulement si elle est
convergente pour Nj.

De plus, dans ce cas, les limites sont les mémes.

Soient @, f > 0 tels que N; < aN, et N, < Ny, et soit £ € E. Pour toutn € N,

0 < Np(x, — ) < BN1(xp, — £).

Si x, — £ pour Nj, le membre de droite tend vers 0, donc N, (x,, — £) — 0 par encadrement :
Xxn — ¢ pour N,. Une suite convergente pour N; I'est donc pour N;, avec la méme limite.

L’implication réciproque s’obtient en échangeant les roles de Nj et Nj. ]

Remarque

L’équivalence des normes est donc la notion adaptée pour transporter les propriétés
essentielles rencontrées jusqu’ici : deux normes équivalentes ont les mémes suites
bornées et les mémes suites convergentes, avec les mémes limites.
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Remarque

Sur K", on peut ainsi mener indifféremment les calculs de convergence et de caractére
borné avec ||-||; ou avec ||| : on choisit & chaque fois la plus commode, puis on
transporte la conclusion a l’autre.

Soit (up)pen une suite de K? telle que ||up||1 =1 pour tout p € N. Montrons qu’elle
ne converge pas vers (0, 0) pour ||||o-
C’est ||-||; qui est ici la plus commode : pour elle, la distance de u, a I'origine vaut

lup = @0}, =l = 1.

quantité qui ne tend pas vers 0. La suite (u,,) ne converge donc pas vers (0, 0) pour
IIIl;, et 'équivalence des deux normes interdit alors la convergence vers (0,0) pour

[/l o-

. Montrer que deux normes ne sont pas équivalentes

Remarque

Si une suite n’a pas la méme nature pour deux normes, alors nécessairement ces deux

normes ne sont pas équivalentes : c’est la contraposée de la proposition précédente.

C’est le cas de la suite (f;) donnée plus haut, qui converge pour ||-||; et diverge pour
|||l Les normes ||-||; et |||l ne sont donc pas équivalentes sur C°([0, 1], R), alors
méme que la comparaison ||-||; < |||, établie plus haut est vraie.

Remarque

La réciproque est également vraie : si deux normes ne sont pas équivalentes, alors il
existe une suite qui est convergente pour I'une mais pas pour l'autre.

Supposons Nj et N; non équivalentes. Alors I'une au moins des deux comparaisons fait défaut.
Quitte a échanger N; et Ny, supposons qu’il n’existe aucune constante & > 0 telle que N; < aNj.

Alors, pour tout n € N*, il existe x,, € E tel que Ni(x,) > n®N,(x,) ; en particulier x, # 0.
_ _\n )
Posons u, = ;G X D’une part,

Vn Na(x,) . 1

Ni(uy) =vVn P No(up) = Ny (x) MY

Ainsi Ny (u,) — 0, donc (uy,) converge vers 0 pour N,. En revanche, N; (u,) — +oo, donc (u,)
n’est pas bornée pour N ; d’apres la proposition « une suite convergente est bornée », elle ne
converge pas pour Nj. La suite (u,) est ainsi convergente pour N, mais pas pour Nj. |

Remarque

Le cas de K" et celui de C°([0, 1], R) s’opposent donc : sur le premier, les deux normes
usuelles sont équivalentes et le choix de 'une ou de I'autre est sans conséquence;
sur le second, elles ne le sont pas et la nature d’une suite dépend effectivement de
la norme retenue. Nous verrons au chapitre consacré aux fonctions sur un espace
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vectoriel normé que la dimension est ce qui sépare ces deux situations.
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Exercice 5.1 o Correction p. 35

1. Dans R3, on pose x = (1,-2,2) et y = (3,0, —4). Calculer ||x||;, ||x]|, et ||x||c, puis les
mémes normes de y et de x + y. Vérifier sur ces valeurs 'inégalité triangulaire pour
chacune des trois normes.

2. Calculer la distance de x a y pour chacune de ces trois normes.

3. Dans C?, calculer ||z]|,, ||z||, et ||z]lc pour z = (1 +1i, —2i).

4. Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit x € E non nul. Montrer que N (ﬁ) =1.
Expliciter ce vecteur pour le vecteur x de la question 1 et chacune des trois normes.

5. Soit E =C° ([0,1],R), et soient f : t > t et g : t > t2. Caleuler ||f||,, [Ifl, et [|f]leo
puis les mémes normes de g et de f — g.

Exercice 5.2 o Correction p. 36

Pour (x,y) € R?, on pose N(x,y) = max (|x|, |x + y|).
1. Montrer que N est une norme sur R?.

2. Représenter la boule unité fermée de centre 0 pour N. Montrer qu’elle contient celle
de ||-|l;, mais qu’elle n’est pas contenue dans celle de ||-|| -

3. Montrer que N < 2 |||, et que |||l < 2N.

4. En déduire que N et ||-||., sont équivalentes, puis qu’une suite de R? converge pour N
si et seulement si elle converge pour ||-|| .

Exercice 5.3 o Correction p. 37

1. Représenter dans R? la boule fermée de centre (1,-1) et de rayon 2, d’abord pour
lI-Il1, puis pour |-l

2. Parmi les parties suivantes de R?, déterminer lesquelles sont bornées et lesquelles
sont convexes :

A:{(x,y)ERZ : |x|+|y|§3}, Bz{(x,y)elR2 : xyzl},
C:{(x,y)E]RZ : 13x2+y2£4}, D:{(x,y)ER2 : nyz}.

3. Soit E = C°([0,1],R) muni de ||-||., soit f € E et soit r > 0. Décrire géométrique-
ment la boule fermée de centre f et de rayon r.

4. Mémes questions qu’en 2 pour les parties suivantes de E :

F={feE: fllo<2}, G={f€E : lfllo =1},
H={fecE : f(0)=0}, f={feE : folf(t)dtzl}.
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Exercice 5.4 o Correction p. 38

1. Etudier la convergence, dans R® muni de ||||.., de la suite définie pour n € N* par
(2n+1 (-1)" ( 1)”)
U, = , , 1+ — .
n+3 n n

2. Etudier la convergence, dans M, (R) identifié 4 R* et muni de ||-||., de la suite définie

pour n € N* par
n sinn
n+l n

1
77 3

Ay =

3. Montrer que la suite de R? définie par v, = ((=1)", 1) diverge.

4. Soit E = C° ([0,1],R) muni de ||-||,. Montrer que la suite de fonctions f, : t n”—fl
converge vers f : t > t.

5. Soit g, : t > t". Calculer ||gn||; et ||gnll- La suite (g,) converge-t-elle vers la
fonction nulle pour ||-||; ? pour ||-||s ?

Exercice 5.5 ee Correction p. 39

Soit E 'espace des suites complexes u = (u,)nen bornées et telles que uy = 0. On définit

Il €t N par : pour tout u € E, ||u||, = sup |un| et N(u) = sup |up41 — Uyl
neN nelN

1. Montrer que ce sont des normes sur E.
2. Montrer qu’il existe k € R} tel que N < k ||| . Quel est le plus petit k possible ?

3. Les normes ||-||, et N sont-elles équivalentes?

Exercice 5.6 o Correction p. 42

Montrer que A — ||A|| = max Z?:l |a,~,j| est une norme sur M,,(K) et qu’elle vérifie
<i<n

VA € Mn(K), VB € M,(K), [IAB|| < [lAll[1B].

Exercice 5.7 o Correction p. 44
Soit E = R[X]. Montrer que N : P+ sup |P(x)| définit une norme sur E.

x€[0,1]
Exercice 5.8 e o o Correction p. 45

CCP 2017 PC exo 1 extrait.
Pour M € M, 4(C), on note ||M||,, = max |m,-,j|.

1<i<p
1 2 3 1<j<q
1. OnnoteA=(0 1 -1]|.
0 0 1

(a) Onnote N = A — I5, déterminer N* pour k € N.
(b) En déduire Pexpression de A" pour n € N, et déterminer lim [|A"||.
n—oo
2. (a) Montrer que M € M, 4(C)  ||M]|, est une norme sur M, 4(C).
(b) Montrer que pour M € M,, ,(C) et N € My, (C),ona |[MN||, < qlIM|| [IN]]co-

3. Soit M € My(C) (avec d > 2) une matrice ayant une valeur propre’ 1 telle que
|A| > 1. De b, déduire I’existence et la valeur de lim ||M"||..
n—oo

1. M admet une valeur propre A € C s’il existe X € Mg ;(C) non nul tel que MX = AX.
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4. Soit N € M,4(C) (avec d > 2) telle que N? = 0, (c) et NP~! # 0pq,(c). Soit A € C
avec || < 1. Calculer lim ||(Al; + N)"|| .
n—oo

Exercice 5.9 oo Correction p. 49

Soit E = C° ([0,1],R) et f, € E définie par f,,(x) = v/nx™. Montrer que la suite (f;)nen
converge pour ||-||; (vers 0) et diverge pour ||-||, et |||,

Exercice 5.10 o Correction p. 50

Soit (E, N) un espace vectoriel normé de dimension finie et f : E — E une application k-
lipschitzienne, c’est-a-dire telle que V(x,y) € E?, N(f(x) — f(y)) <kN(x -vy).

1. Montrer que f admet au plus un point fixe si k < 1.

2. On définit une suite (uy,)nen par uy € E et upy1 = f(uy,). On suppose que f admet un
point fixe £ € E.

(a) Montrer que pour tout n € N, N(u, — ) < k"N (ug — ).
(b) Sik < 1, que peut-on dire de la suite (u,)?

Exercice 5.11 ee Correction p. 51

On considére, dans espace vectoriel Ms(R), la suite (X,,) définie par :
Un

Xn =| vn |, avec Xy € Ms1(R) quelconque, et pour tout n € N,
Wn

_1 1 1
Un+1 = 3Un — gWn + 3

_1 1 1
Uns1 = 3Un + gUp + 3Wp

1 1 1 7
Wni1 = 3Un + 3Un + eWn— g

Montrer que la suite (X},) vérifie une relation matricielle de la forme X,,4; = AX,, + B.
Montrer que pour tout X € Ms;(R), [|[AX||o < k||X]||o oU k est un réel de ]0; 1].
Montrer que I’équation X = AX + B admet une unique solution L € Ms;(R).

Ll e

En déduire que la suite (X,,) est convergente, de limite L.

Exercice 5.12 oo Correction p. 53

On munit M, (C) de la norme ||-|| de I'exercice 5.6. Soit A € M, (C) telle que la suite
(AP)pen converge vers P € M,(C) pour cette norme. Montrer alors que P’ =Pet AP =
P =PA.

Exercice 5.13 o Correction p. 54
Soit (E, ||-|]|) un espace vectoriel normé et soit (x,) une suite d’éléments de E.

1. On suppose que (x,) converge vers £ € E. Montrer que la suite réelle (|[x,]|),en
converge vers ||£|].

2. Réciproquement, soit a € E tel que ||x,|| — |la||. La suite (x,) converge-t-elle
nécessairement vers a?

3. Montrer que si ||x,|| — 0, alors (x,) converge vers Og.
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Exercice 5.14 oo Correction p. 54

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et soit A une partie non vide de E. Pour x € E, on
pose
d(x,A) =inf {||x —al|, a € A}.

1. Justifier que d(x, A) est bien défini pour tout x € E.
2. Montrer que, pour tous x,y € E,

d(x,A) < |lx —yll +d(y, A),

puis en déduire que |d(x, A) —d(y,A)| < ||lx —y]l.
3. Onprend E = R? muni de ||-||, et A = Rx{0}. Calculer d(x, A) pour x = (x1, x3) € R%,

4. Montrer que d(x,A) =0 si x € A. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 5.15 oo Correction p. 55
Soit n € N*. Pour A et B dans M, (R), on pose (A, B) = tr(A" B).
1. Montrer que, pour toutes matrices A et B de M, (R),

(A, B) = Zn: Zn: aij bij.

i=1 j=1

2. En déduire que (-, -) est un produit scalaire sur M, (R), et que la norme qui lui est
associée est la norme |[|-||, du cours.

3. En déduire que, pour toutes matrices A et B de M,,(R), |[tr(ATB)| < ||All, ||B],.

4. Montrer que toute norme associée a un produit scalaire vérifie 'identité
2 2 2 2
Il + gyl + [lx = yllI” = 2lx]I” + 2 [[y[|I°.

En déduire que ni ||-||; ni |||, n’est associée & un produit scalaire sur R?,

Exercice 5.16 o Correction p. 56

Pour (x,y) € R2, on pose

NiGoy) =Vixgh  NoGew) =l +v% NoGey) = (Vi + Vi)

Pour chacune de ces trois applications, déterminer lesquels des trois axiomes d’une norme
sont vérifiés, et donner un contre-exemple pour les autres.

Exercice 5.17 o Correction p. 57

Soit n € N* et soit x = (x1,...,x,) € K".
1. Montrer que |lx]l., < lIxl, < Ilx]l,.

2. Montrer que ||x||; < Vn ||x||, (indication : appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz
dans R"™ aux vecteurs (|x1|,. .., |xa|) et (1,...,1)), puis que [|x||, < Vn [|x]|c-

3. En déduire que les normes |||, |||, et |||l sont deux a deux équivalentes sur K".

4. Pour chacune des quatre inégalités des questions 1 et 2, donner un vecteur pour
lequel il y a égalité.

Exercice 5.18 o Correction p. 58

On reprend la norme N de 'exercice 5.6, définie sur M,,(K) par N(A) = max X |a,r, j|,
<isn
et on note ||A||, = max |ai,j|.
1<i,j<n

1. Montrer que, pour toute A € M, (K), ||All.c £ N(A) < n||A||-
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2. En déduire qu’une suite de matrices de M, (K) converge pour N si et seulement si
elle converge pour |||, et que les limites sont alors les mémes.

3. Soit A € M, (C). On suppose que chacun des n? coefficients de A? converge lorsque
p — +00, et on note P la matrice de ces limites. Montrer que P? = P.

Exercice 5.19 oo Correction p. 58
Soit E = C° ([0,1],R). Pour w € E et f € E, on pose

1
Nu(f) = / w(t) [f(1)] dr.

1. On suppose w strictement positive sur [0, 1]. Montrer que N,, et ||-||; sont équiva-
lentes.

2. On prend désormais w : t +— t, qui s’annule en 0. Montrer que N,, est encore une
norme sur E.

3. Pour n € N, soit f;, : t = max(0, 1 — nt). Calculer || f,||; et N,,(f3).

4. En déduire que N,, et ||-||; ne sont pas équivalentes.

Exercice 5.20 oo Correction p. 59

1. Dans R?, on note By, B; et B, les boules unité fermées de centre 0 associées respecti-
vement a ||-||1, |||, et ||||co.. Montrer que B; C B; C B,

2. Soient N et N’ deux normes sur un K-espace vectoriel E et soit ¢ > 0. On note B’
la boule unité fermée de centre O pour N’, et B, la boule fermée de centre O et de
rayon a pour N. Montrer que N < aN’ si et seulement si B’ C B,,.

3. Retrouver, a l’aide de la question 2, les inégalités de comparaison correspondant aux
inclusions de la question 1.

Exercice 5.21 o Correction p. 60

1. Soit E un K-espace vectoriel. Montrer que I'intersection d’une famille non vide de
parties convexes de E est convexe. Montrer, par un exemple dans R?, que la réunion
de deux parties convexes n’est pas toujours convexe.

2. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé avec E # {0g}, soit a € E et soit r > 0.
Montrer que la sphére S(a,r) n’est pas convexe.

3. Soient E et F deux K-espaces vectoriels, u une application linéaire de E dans F et C
une partie convexe de E. Montrer que u(C) est convexe.

4. Montrer que C = {f e C’([0,1],R) : Vt e [0,1], f(t) = 0} est une partie convexe
de C° ([0,1],R).

Exercice 5.22 o Correction p. 61
Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé.

1. Soient A et B deux parties bornées de E et soit A € K. Montrer que A + B =
{a+b, (a,b) € Ax B} et AA ={Aa, a € A} sont bornées.

2. Donner une suite (Dg)xen de parties bornées de R dont la réunion n’est pas bornée.

3. Soit D un ensemble non vide. Montrer que si f et g sont deux fonctions bornées de D
dans K, alors fg est bornée et || fgllo < Ilflle 1191l
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Exercice 5.23 oo Correction p. 61

b
Soient a,b € Cet A = ((g a)' On munit M,(C), identifié & C*, de la norme ||-||o,.

1. Calculer A" pour tout n € N.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur (a, b) pour que la suite
(A™)nen converge, et préciser alors sa limite.

3. La limite obtenue est-elle la matrice d’un projecteur ?

Exercice 5.24 oo o Correction p. 62

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et soit (x,)nen+ une suite d’éléments de E conver-
geant vers £ € E. Pour n € N, on pose

1 n
el
k=1

1. Montrer que la suite (y,) converge vers ?.

2. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 5.25 oo Correction p. 63

Soit (E, ||-|]|) un espace vectoriel normé et soit (x,) une suite d’éléments de E.

1. On suppose que les suites (x2,), (x2n+1) et (x3,) convergent. Montrer que (x,)
converge.

2. Montrer que ’hypothése portant sur (x3,) ne peut pas étre supprimée.

Exercice 5.26 e o o Correction p. 64

Soit P € R[X] et soit (ag)ren la suite de ses coefficients, nuls a partir d’un certain rang. On
pose

No(P) =maxla|,  Ny(P)= ) lal,  Neo(P)= sup [P(1)],
keN P! tef0,1]

cette derniere application étant une norme sur R[X] d’apreés 'exercice 5.7.
1. Montrer que N, et N; sont des normes sur R[X].
2. Montrer que N, < N; et que N; < N;.

3. Pour n € N, on pose Q, = 2} _, Xk et R, = (2X — 1)™. Calculer N.(Q,), N5(Q,) et
Noo(Qn), puis Neo(Rp) et Ns(Ry).

4. En déduire que N,, N; et N, sont deux a deux non équivalentes sur R[X].
5. Soit n € N. Montrer que Ny < (n + 1)N, sur R, [X].

6. Soientn € Netty < --- < t, des éléments de [0, 1], et soient Lo, . .., L, les polynémes
d’interpolation de Lagrange associés. Montrer que, pour tout P € R, [X],

Ny(P) < (Z Ns(Lj)) Neo(P).
j=0

7. En déduire que N,, N; et Ny, sont deux a deux équivalentes sur R, [X].

Exercice 5.27 e o o Correction p. 65
Soit E = C! ([0,1],R) et soit Eg = {f € E : f(0) = 0}. Pour f € E, on pose

N =1fOI+ 1"l et NG =1l + 1 Moo -

1. Montrer que f +— ||f’||,, n’est pas une norme sur E, mais en est une sur Ej.
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SANER ANl e

Montrer que N est une norme sur E.

Montrer que || f||., < N(f) pour toute f € E.

Pour n € N*, soit f, : t w Majorer || f, || et calculer N(f;,).
En déduire que N et ||-||,, ne sont pas équivalentes sur E.

Montrer que N et N’ sont équivalentes.

Exercice 5.28 e o o Correction p. 66

Soit (E, ||-|]|) un espace vectoriel normé et soient x,y € E.

1. Montrer que siy = Ax avec A € R*, alors ||x + y|| = ||x]| + llyll.

2. Montrer que la réciproque est fausse : donner deux vecteurs non colinéaires de R?
réalisant I’égalité pour ||-||,, puis deux autres pour ||-||;.

3. On suppose dans cette question que la norme de E est associée a un produit scalaire
(, -). Montrer que

2
Ilyllx = lxll yl1* = 2 llx[ Tyl Cllx Iyl = <x, y)),

puis que 'égalité ||x + y|| = ||x|| + ||ly|| entraine que x et y sont colinéaires.

4. On revient a une norme quelconque. On suppose ||x|| = |ly|]| = 1 et ||x + y|| = 2.
Montrer que ||tx + (1 — t)y|| = 1 pour tout ¢ € [0, 1].

5. En déduire que la sphére unité de R? pour ||-||, ne contient aucun segment non réduit
a un point, et exhiber un tel segment contenu dans la sphére unité pour |||

Exercice 5.29 oo Correction p. 67

Soient Nj et N; deux normes sur un K-espace vectoriel E.

1. Montrer que N; + N; et max (N, N;) sont des normes sur E, et qu’elles sont équiva-
lentes.

2. Sur E = R?, on pose Ni(x,y) = 3|x| + |y| et No(x,y) = |x| + 3 |y|. Montrer que ce
sont des normes, mais que min(Ny, N;) n’en est pas une.

3. Soit (F, ||-||p) un K-espace vectoriel normé et soit u € L(E, F). Montrer que x
|[u(x)||p est une norme sur E si et seulement si u est injective.

4. Soit A € M, (R). En déduire que N4 : X — ||AX||,, est une norme sur M, ;(R) si et
seulement si A est inversible.

5. On suppose A inversible et on note N la norme de l'exercice 5.6. Montrer que
|AX |l < N(A) [IX]lo pour tout X € M, 1(R), puis que N4 et ||-|| sont équi-
valentes.

Exercice 5.30 e o o Correction p. 68

On munit M, (K) de la norme N de 'exercice 5.6, qui vérifie N(AB) < N(A)N(B).

1.

Soient (Ap)pen et (By)pen deux suites de M, (K) convergeant respectivement vers A
et vers B. Montrer que la suite (A,B,) converge vers AB.

2. En déduire que, pour tout k € N, la suite (Al;)peN converge vers A,

. Soit (Ap) une suite convergeant vers A et telle que Af, = A, pour tout p € N. Montrer

que A% = A. Enoncer et démontrer le résultat analogue pour une suite de matrices
vérifiant A7 = 0.

Soit (Ap) une suite de matrices inversibles convergeant vers A et telle que (A;l)
converge vers une matrice B. Montrer que A est inversible et que A™! = B.

. Donner une suite de matrices inversibles convergeant vers une matrice non inversible.

L’hypothése portant sur (A;l) dans la question 4 peut-elle étre supprimée ?
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ORRECTIONS DES EXERCICES

Enoncé p. 28

1) On a x + y = (4, -2, —2). Pour x, par exemple,
lx]l; =14+2+4+2=5, lx]l,=V1+4+4=3 1| = 2.

Les mémes calculs donnent

lyll, =7, llyll, =5, lyllo = 4,
llx +yll, =8, llx + yll, = 2V, llx +yll, =4

L’inégalité triangulaire est bien vérifiée dans les trois cas :
8<5+7=12,  2V6=490<3+5=8  4<2+4=6.

2) La distance associée a une norme est d(x,y) = ||x —y||. Ici x —y = (-2,-2,6),
donc
di(x,y) =2+2+6 =10, de(x,y) = max(2,2,6) =6,

dy(x,y) = V4 + 4 + 36 = 2V11.

3) Les normes font intervenir les modules des coordonnées, et non leurs parties
réelles et imaginaires : [1 + i| = V2 et [-2i| = 2. Donc

Izl =2+ V2 el =V2+4=6 llzll,, =max(V2,2) =2.

—2g

NG est bien défini.

4) Comme x # Og, on a N(x) > 0 par séparation, et le vecteur
Par homogénéité,

X 1 1
N(mx)) - ‘m N&@ = Ve =1

Pour x = (1, -2, 2), les trois vecteurs unitaires obtenus sont
1 1 1
—(1,-2,2), —(1,-2,2), —(1,-2,2),
“(L-22),  (1-22, (-2

respectivement pour ||-||1, ||-l5 et |||l co-

5) Les fonctions f,get f —g: t — t(1 —t) sont positives sur [0, 1], ce qui permet
de supprimer les valeurs absolues. La fonction f est croissante sur [0, 1], de méme
que g, donc leur maximum est atteint en 1; celui de f — g est atteint en % d’apres
I’étude du trindme. On obtient

1

I, = [ ear=3 ||f||2:(/0 tZdt)z -5
1
5

1

1 5 1 1 . 3
||g||1:/ Pdi=, ||g||2:(/ tdt) _
0 0
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et ||flle =19/l = 1. Enfin

1
1 1 1 1 1 1
2
— = t—1 dt:———:—’ —_ Sooo 8o,
If=gl= [ G-Aar=3-3=%  Wf-glo=7-7-7
et,comme [\ (t—t?)2dt = [ (P -2+ 1) dr=1 -1+ 1=
1
1f =gl = —=.
© V30

Enoncé p. 28

1) L’application N est bien définie sur R? et a valeurs dans R*, comme maximum de
deux réels positifs. Soient u = (x,y) et u’ = (x/,y’) dans R?, et soit 1 € R.
Homogénéité. On a Au = (Ax, Ay), donc

N(Au) = max (|Ax|, |Ax + Ay|) = max (|A] |x]|, |A| |x + y|) = |A| N(w),

le facteur positif |A| pouvant étre sorti du maximum.
Inégalité triangulaire. D’une part

lx + x| < |x| +|x'| < N(u) + N(u'),
et d’autre part
[(x+x") + (y+y)I < lx +yl + [« +y'| < N(u) + N(@).

Le réel N(u) + N(u’) majore donc les deux quantités dont N (u +u’) est le maximum,
dou N(u+u') < N(u) + N(v').

Séparation. Si N(u) =0, alors |x| < Oet|x +y| < 0,doncx = 0puisy = (x+y)—x =0,
c’est-a-dire u = (0, 0).

Ainsi ‘ N est une norme sur R2. ‘

2) La condition N(x,y) < 1 s’écrit |x| < 1 et |x + y| < 1, c’est-a-dire

-1<x<1 et —l-x<y<1l-x

C’est le parallélogramme de sommets (1,0), (1,-2), (—1,0) et (—1,2), représenté
ci-dessous en trait plein. Les boules unité fermées de ||-||; (en pointillés) et de |||
(en tirets) y sont superposées.
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Pour tout (x,y) € R?, ona |x| < |x| + |y| et [x + y| < |x| + |y|, donc
N <y

Si||(x,y)|l; < 1,il vient donc N(x,y) < 1:laboule unité de ||-||; est incluse dans celle
de N.Enrevanche, le point (1, 1) vérifie ||(1,1)||, = 1et N(1,1) = max(1,2) =2 > 1:
il appartient a la boule unité de ||-||., mais pas a celle de N.

3) Soit (x,y) € R Ona |x| < ||(x,y)]l., et

e +yl < lxl+ 1yl < 2[[(x Yl

donc N(x,y) < 2||(x,y)||, en passant au maximum.
Réciproquement, |x| < N(x,y) et, en écrivant y = (x + y) — x,

lyl < |x +y| + |x|] < 2N(x, ),

donc [|(x, y)lo = max (|x], |yl) < 2N(x,y).
4) Les deux inégalités de la question 3 s’écrivent

1
2 Ml < N < 2]l

ce qui est exactement la définition de I’équivalence, avec les constantes % > 0et
2 > 0. D’apres la proposition d’invariance de la convergence par passage a une
norme équivalente, une suite de R? converge pour N si et seulement si elle converge
pour |||, et les limites sont alors les mémes.

Enoncé p. 28

1) La boule fermée de centre a = (1, —1) et de rayon 2 est 'ensemble des (x, y) tels
que ||(x,y) — a|| < 2. Pour ||-||;, la condition s’écrit [x — 1| + |y + 1| < 2: C’est le
carré de sommets (3,—-1), (1,1), (=1, -1) et (1, —3), dont les c6tés font un angle de
45 degrés avec les axes. Pour |||, elle s’écrit [x — 1| < 2 et |y + 1| < 2: C’est le carré
[-1,3] X [-3, 1], de cdtés paralléles aux axes.

y y

ll-lloo

IR(P

2) La partie A est la boule fermée de centre 0 et de rayon 3 pour ||-||; : elle est bornée,
et convexe puisque toute boule I'est.

La partie B est I’hyperbole d’équation xy = 1. Elle n’est pas bornée, car elle contient
les points (n, %) pour n € N*, dont la norme infinie vaut n. Elle n’est pas convexe :
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les points (1,1) et (—=1,—1) lui appartiennent, mais le milieu du segment qu’ils
déterminent est (0, 0), qui vérifie xy =0 # 1.

La partie C est une couronne. Elle est bornée : si (x,y) € C, alors x%+ y2 < 4, donc
|[(x,y)||, < 2.Elle n’est pas convexe : les points (1,0) et (—1,0) lui appartiennent,
mais leur milieu (0, 0) vérifie x* + y> =0 < 1.

La partie D n’est pas bornée, car elle contient les points (0, n) pour tout n € N. Elle
est convexe : soient (x1, ;) et (x2,y2) dans D et soit ¢ € [0, 1]. L’identité

(1= 1)x2 + tx — (1= )y + txp)? = t(1 = £) (x; —x2)2 2 0
donne ((1 - t)x; + txz)* < (1 — t)x? + tx2, donc
1=ty +ty, > (1= t)xd +tx2 > (1= t)x; + tx2)%,

et le point (1 — t)(x1,y1) + t(x2, y2) appartient a D.
3) Une fonction g € E appartient a B(f, r) si et seulementsi ||g — f||., < r, c’est-a-dire

Vte [0,1], f(t)—-r<g(t) < f(t)+r.

C’est ’ensemble des fonctions continues dont le graphe reste dans le tube de demi-
largeur r tracé autour du graphe de f.
4) La partie 7 est la boule fermée de centre 0 et de rayon 2 : elle est bornée et
convexe.
La partie G est la sphére unité : elle est bornée, puisque | f||., = 1 pour tout f € G.
Elle n’est pas convexe : les fonctions constantes f = 1 et g = —1 lui appartiennent,
mais leur milieu est la fonction nulle, de norme 0.
La partie H n’est pas bornée : elle contient les fonctions t + nf, de norme infinie n.
Elle est convexe : c’est un sous-espace vectoriel de E, donc si f(0) = g(0) = 0 et

€ [0,1], la fonction (1 — t) f + tg s’annule encore en 0.

1

La partie 7 n’est pas bornée : les fonctions f,, : s > 1+ n (s — 3) vérifient /01 fn=1

.l 1 s
et ||fullo = 1+ 7. Elle est convexe : si /0 f= fo g=1lett € [0,1],lalinéarité de
Pintégrale donne

/1((1—t)f+tg)=(1—t)+t:1.
0

Enoncé p. 29

1) D’apres la proposition sur la convergence composante par composante, il suffit
d’étudier chacune des trois coordonnées. On a

1
n+1 2+31 ) (-)"| 1 .
n+3_1+§n—>+00 ’ n T n noteo

n

et, comme nln (1 + 1) — 1 par équivalent usuel,

1\" 1

1+ = — enln(1+;) —s@

n n—+oo

Les trois coordonnées convergent, donc
u, — (2,0, ).
n—+co

Les normes ||-||;, |||, et |||l étant équivalentes sur R>, cette convergence a lieu

pour les trois.
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2) Les quatre coefficients sont des suites numériques convergentes :

n sinn 1
— 0
n+1 n 2L

la deuxiéme par encadrement, puisque |sinn| < 1 donne |¥| < 1. D’aprés la méme

proposition,
10
Ay —— :
" ntoo (o 3)

3) Supposons que (v,) converge vers £ = ({1, £,). D’aprés la proposition sur la
convergence composante par composante, la suite réelle ((—1)") converge vers £;.
Or les suites extraites d’indices pairs et impairs sont constantes, égalesa 1 eta —1:
comme toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite, il
viendrait £; = 1 et £ = —1, ce qui est absurde. Donc

’ la suite (v,) diverge. ‘

4) Pour tout n € N* et tout ¢ € [0, 1],

t

KO- FO) =t (2= -1 =———,

n
n+1 n+1

donc |f,(t) — f(t)| = ﬁ < ﬁ avec égalité en t = 1. Ainsi

1

— = —— 0,
= fleo= 5 =
et la suite (f,,) converge vers f pour ||-||c-
5) La fonction g, est positive et croissante sur [0, 1], donc son maximum est atteint
enl:

1
1
= t"dt = — et =gn(1) = 1.
A 192l = 9n(1)
Comme ||g, — 0||; = ﬁ — 0, la suite (g,,) converge vers la fonction nulle pour ||-||,.

En revanche ||g, — 0]|,, = 1 ne tend pas vers 0 : elle ne converge pas vers la fonction
nulle pour |||/ -

Enoncé p. 29

1) Soit u € E, alors la suite u est bornée, autrement dit, il existe M € R, avec, pour
toutn € N,
lu,| < M.

Donc les ensembles
{lun|,n€N} et {lun+1_un|an€N}

sont des ensembles de réels (non vides et) bornés (puisque, pour tout n € N,
|un1 — un| < |un+1| + |un| < 2M), donc ont une borne supérieure, autrement dit les
normes

lullw et N(u)

existent bien. Puis, pour tout u € E,

N(u) >0 et lullo =0,
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comme borne supérieure d’ensembles non vides de réels positifs.
Soit u € E. Par définition, une borne supérieure est un majorant, donc pour tout
neN,

0<|up| <lulle et 0= |unss —up| < N(w).

Si ||u||o = 0 alors pour tout entier n € N, on a
0 < |un| < |lulle =0, donc u, =0.
Donc u = 0 (la suite nulle). Si N(u) = 0 alors de méme on a
Uns1 —Up =0

pour tout entier n € N, donc u est une suite constante, et comme 1y = 0 (car ue E),
on a u = 0 (la suite nulle).
Soit A € Cetu € E. Alors

lAullee = sup [(Au)n| = sup |Au,| = sup || [un| = [A|sup [un| = [A] ||u]le
neN neN neN (%) neN

(ou I'égalité (%) se justifie car [A| > 0).

Remarque

Pour une démonstration plus rigoureuse (mais la précédente est dans le pro-
gramme officiel, donc elle suffit) : soit A € C et u € E. Alors pour toutn € N,

|(Aw)n| = |Aup| = || [un| < A Jull
donc |A] ||u|| est un majorant de 'ensemble
{l(Aw)n|, n e N},
donc est supérieur ou égal a la borne supérieure de cet ensemble, soit

IAulleo < [A] lulle -

1
Puis, si A # 0, ce qui précede (appliqué a e lieu de A, et Au au lieu de u)

donne :

1
lulls = HZA”

<
0

1 ,
Z’ Mulleo, — soit  [A] [lulle < [[Aulle -

Cette derniére inégalité reste vraie si A = 0, car la norme de la suite nulle est
positive (et en fait, elle vaut 0). Donc, par double inégalité,

IAulleo = Al llulloo -

Puis, en utilisant ce qui précéde (qui est valable pour toute suite bornée, et pas
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seulement pour celles de E) :

N(Au) = sup [(Au)p+1 — (Au)n]
nelN
= sup [Mtps1 = At
neN
= sup |/1(un+1 - un)l
nelN
= ”A(unﬂ = Un)neNlleo = 4] ”(un+1 = Un)neN ||
= [A| N (u)

Soit enfin u € E et v € E, alors pour tout entier n € N,
|(u + 0)n| = lun + on| < |un| + [on] < llulles + [0l
donc [|u||s + ||v]| €st un majorant de ’ensemble
{I(u+0)ul, n e N},

donc est supérieur ou égal a la borne supérieure de cet ensemble, soit

lu + ol < llulle + Mol -
Pour tout entier n € N,
|(u+ 0)n+1 — (U +0)n| = [Uns1 = Un + Vp+1 — Onl < [Uns1 — Unl+|on+1 — vn| < N(W)+N(0),
donc N(u) + N(v) est un majorant de ’ensemble

{I(w +0)ns1 = (u+0)n|, n €N},

donc est supérieur ou égal a la borne supérieure de cet ensemble, soit

N(u+v) < N(u) + N(v).

Conclusion : ||-||, et N sont bien des normes.
2) Pour tout entier n € N,

|tn+1 = tnl| < luns1| + [un| < 2 [|ull .

et comme une borne supérieure est le plus petit des majorants, on a alors

IN@) < 2lull |

Remarque
Pour u définie par uy =0, uy =1, up = —1, u, = 0 pour tout n € N avecn > 3,

il y a égalité. Donc, 2 est la meilleure valeur possible pour k.

3) Supposons qu’il existe a € R tel que, pour tout u € E,
llulles < aN(u).
Pour p € N*, soit u'?) la suite définie par

min(n,p) 1

u’(lp) _ p

k=1
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(la somme vide valant 0, de sorte que uép ) = 0).

: elle

bl

p
Cette suite est croissante et stationnaire a partir du rang p, ou elle vaut };
k=

(p)

est donc bornée, et u," " = 0, donc u?) € E. Ses accroissements valent

1 .
L0 _ o) _ 1 sin+1<p
n+1 n -

0 sinon,

ils sont donc tous compris entre 0 et 1, et la valeur 1 est atteinte pour n = 0 (car

p = 1). Ainsi
P
1
Nwu®) =1 t ” <p>“ :Z_,
(u'f’) e wt? 2, p

et 'inégalité supposée donne

I/\

Zpll
k:E
e N¥,

Cela doit étre vrai pour tout entier p € ce qui est impossible, puisque

I
otli=

k=1

(la série harmonique est une série divergente a termes positifs).
Il n’existe donc aucun réel « tel que ||-||, < aN. La question 2 fournissant 'autre
inégalité, on conclut :

les normes ||-||, et N ne sont pas équivalentes. ‘

Remarque

Pour tout u € E, pour tout n € N, on a (par somme télescopique)

n-1
Up =Up — Uy = Z(uk+l — ug),
k=0
donc on a néanmoins
|un| < nN(u)
pour tout entier n € N.
Enoncé p. 29
Pour tout A € M,,(K), on peut définir ||A|| = nﬁax]] Xia |a,~, j| (on prend le maximum
i€||ll,n

d’un nombre fini de réels, donc il existe) et c’est un réel positif.
Pour toutes matrices A et B de M,,(K),

— si ||A]| =0, comme pour tout (i, j) € |[1,n]]2, on a

n
0 <ai;| < law| < 1Al =0,
k=1
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alors on a
ajj = 0.

C’est vrai pour tout (i, j) € [1, n]]?, donc
A =0,.

— Pour tout A € K,

n n n
1A =maxZ/1 a;j| = max )LZa--=/1 maxZw-:/l A
1A = s ), Wilass| = g 11 ), ous| = 141 e )| = A1 A
par propriété du max car |A| > 0.
— Pour tous i et j dans [ 1, n], par inégalité triangulaire dans K,
i j + bij| < ai | +[bi]-

On en déduit que pour tout i € [[1,n],

n n n
D lans+bul < ) il + > lbu|  puis
Jj=1 Jj=1 J=1

n n

n
D Mo +bigl < l.g[liﬁ]lz Ja | + lgﬂlf‘fj]]; |bi;] = Al + 1Bl

Jj=1 Jj=1

C’est vrai pour tout i € [1,n] donc c’est vrai pour le max, d’ou
lA + Bl < [IAll + [IBI|.

Conclusion :

n
A ||A|l = rr[[1ax]]z |al~,]~| est bien une norme sur M,, (K)
i€fln
n] =

Notons C = AB. Pour tout i € [ 1, n], la formule du produit matriciel, puis I'inégalité
triangulaire, donnent :

n n

el =2

Jj=1 Jj=1

< 323 ol = 35 s 35
=1

J=lk=1 k=1

n n
< " (lase] 1BI1) = 1BI > fas]
k=1 k=1

< lIBIl llAll

n

Zai,k bk,j

k=1

C’est vrai pour tout i € [1,n]), donc c’est vrai pour le max, et donc

[ 1ABI| < [lA]l 1IB]|}|
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Enoncé p. 29

Soit P € E. N(P) existe car P est continue sur le segment [0, 1], donc borné (théoréme
des bornes atteintes). Puis,
N(P) =0

comme borne supérieure d'un ensemble non vide de réels positifs.
Si N(P) =0, alors pour tout x € [0, 1],

0 < |P(x)] £ N(P) =0, donc P(x) =0.

Donc P a une infinité de racines (tout élément de [0, 1]), donc P = 0 (le polyndéme
nul).
Soit A € Ret P € E, alors

N(AP) = sup [(AP)(x)| = sup [AP(x)[= sup [A]|P(x)] 5 |Al sup |P(x)| = |A| N(P),

x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1] * x€[0,1]

ou I’égalité (x) provient de ce que |A| > 0.

Remarque

Pour une démonstration plus rigoureuse (mais la précédente est dans le pro-
gramme officiel, donc elle suffit) : soit A € R et P € E, alors pour tout x € [0, 1],

|(AP)(x)| = [AP(x)| = |A| [P(x)| < |A| N(P),
donc |A| N(P) est un majorant de ’ensemble

{I(AP)(x)[, x € [0,1]},

donc est supérieur ou égal a la borne supérieure de cet ensemble, soit

N(AP) < |A| N(P).

1
Puis, si A # 0, ce qui précede (appliqué a 7 lieu de A, et AP au lieu de P)

donne :

N(P) =N (%AP) <

%‘N(AP), soit  |A|N(P) < N(AP).

Cette derniere inégalité reste vraie si A = 0, car la norme de la fonction nulle
est positive (et en fait, elle vaut 0). Donc, par double inégalité,

N(AP) = |A| N(P).
Soit P et Q € E, alors pour tout x € [0, 1],
|(P+Q)(x)| = [P(x) + Q(x)| < [P(x)| + |Q(x)| < N(P) + N(Q).
Donc N(P) + N(Q) est un majorant de ’ensemble

{I(P+Q)(x)|, x €[0,1]},
donc est supérieur ou égal a la borne supérieure de cet ensemble, soit

N(P+ Q) <N(P)+N(Q).
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Enoncé p. 29

1a) Par calculs matriciels directs,

0 0
N2=|0 o o || N3 =05,
0 0

puis pour tout k € N avec k > 3 (pour que k — 3 € N),
N* = N¥73 5 N® = N*% x 05 =[ 03],

1b) On a
A=1L+N,

et les matrices I3 et N commutent, donc par la formule du binéme de Newton, pour

toutn € N,on a
n n
n_ N\ \rkn—k _ n\ \k
A_E (k)NI3 _E(k)N.

k=0 k=0
Puis, pour tout n € N avecn > 2,

A" = Zzl (Z)Nk + Z 0; = ; (Z)Nk

k=0 3

(car N = 03 pour tout k € N avec k > 3), ce qui donne

0 2 3 0 0 -2 1 2n —-n’+4n
n n(n—1) B
A—13+n00—1+TOOO—01 —-n
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Remarque

On vérifie alors directement que cette derniére égalité reste vraie pour n =1
etn=0.

On a alors directement que, pour tout n € N avec n > 6,

|A"||oo = n* — 4n

(car
n’—4n > 2n S n® > 6n S n=6,

puisque n > 0), et donc
lim ||A"|| = +00.
n—oo
Remarque

En fait, on n’a pas besoin de déterminer précisément ||A"||.,. En effet, par
définition, on a

lleo = +00.

A"l > |[(A")25] = |-n] =n — +o0, donc lim ||A"
n—oo n—oo

2a) Remarquons que ||-||., est bien défini et a valeurs dans R, (on prend le maximum
d’un nombre fini de modules, qui sont des réels positifs).
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Séparation : soit M € M, ;(C). On a alors par définition du maximum, pour tout

(i.j) € [Lp] x[14].
0< |mi,j| < |IM||o -

Dong, si ||M]|, = 0, alors pour tout (i, j) € [ 1, p]l X [1, 4],
0<|mij| <0, soit  my;=0.

Donc
M= O M, (C)-
Homogénéité : soit M € M, 4(C) et A € C. Alors

[|AM]| o = max |(/1M),-,jf = max |/1mi)j| = max [A] |mi,j| =11

(.j)e[Lplx[1.q] (i.j)elLplx[1.q] (L) elLplxl1ql (%)

ou I’égalité (x) se justifie car [A]| > 0.

Remarque

Pour une démonstration plus rigoureuse (mais la précédente est dans le pro-
gramme officiel, donc elle suffit) : soit M € M, 4(C) et A € C. Alors pour

() € [1p] <14l
|(AM); ;| = |AMy ;| = 121 [My ] < 1A TIM]|
donc |4| ||M||. est un majorant de ’ensemble
{lsm)is. Gij) € [1.p] x [1. 41},
donc est supérieur ou égal a la borne supérieure de cet ensemble, soit

IAMleo < A IM]lcs -

1
Puis, si A # 0, ce qui précéde (appliqué a 7 au lieu de A, et AM au lieu de M)

donne :

1
M|, = ||=AM
1Ml H;L

<
(o8]

1 .
/—1‘ [AMlleo, — soit  [A[ M| < [[AM]l -

Cette derniére inégalité reste vraie si A = 0, car la norme de la matrice nulle
est positive (et en fait, elle vaut 0). Donc, par double inégalité,

[AM|leo = 1A 1Ml -

Inégalité triangulaire : soit M et N € M, 4(C), alors pour tout (i, j) € [1,p]| X[ 1, q].
ona
Mij| < IMlle et [Nij| <INl -

Or, par inégalité triangulaire classique (pour le module complexe), on a, pour tout

(i.j) € [Lp]x[1q].
|(M + N)ij| = |Mij + Nij| < [Mij| + [Nij| < IMlleo + INloo -
Donc ||[M||s + |IN]|e est un majorant de 'ensemble

{|I(M+N)i|, Gj)elrplx[1ql}.
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donc est supérieur ou égal a la borne supérieure de cet ensemble, soit

M+ Nlleo < [[M[l + [Nl -

D’ou l'inégalité triangulaire.
Donc ||-||, est bien une norme.
2b) Soit M € M, 4(C) et N € Mg, (C), on a alors MN € M, ,(C), et pour tout

(i, j) € [Lp] x[1.r],

q
(MN);; = Z M; kN ;.
k=1

Fixons (i,j) € [1,p] x [1,r], alors par inégalité triangulaire classique (pour le
module complexe), on a

q q9
|((MN)i| < 3 [MiNe | = D 1M [N
k=1 k=1

Or, pour tout k € [[1,¢q], on a
Mia| < IMllw et [Nigy| <INl -

Alors par produit d’inégalités positives dans le méme sens, puis addition d’inégalités
dans le méme sens,

q
[(MN), ;| < Z [IMlloo [INlleo = g IMllco I Nl -
k=1

Donc q ||M||s |IN||s est un majorant de 'ensemble
{{MNYl. Gj) € TLp] > [ ]}
donc est supérieur ou égal a la borne supérieure de cet ensemble, soit
IMNlleo < g M|l [INlco -

3) A est une valeur propre de M, donc il existe X € My ;(C) non nul avec MX = AX.
Montrons par récurrence que, pour tout n € N, on a M"X = A"X.
Initialisation : pour n = 0, M* = I; et A° = 1, donc

M’X =X =X =1.X = A°X.
Hérédité : soit n € N, supposons M"X = A"X. Alors
MYX = M x M"X = M X A"X = \"MX = A" AX = AP,

d’ou I’hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, on a

M'X = A"X.
Soit n € N. Alors, par homogénéité de la norme,

IM"Xleo = 14" X loo = A" [1X | co -
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Or, le résultat de la question précédente donne
IM* Xl < d[IM™ |0 [ Xl -

De plus, X est non nul (puisque c’est un vecteur propre), donc par séparabilité, on a
|| Xl # 0, et comme une norme est toujours positive, on a méme || X||,, > 0.
Donc l'inégalité

A" IXlleo < dlIM*lo IIX]lee  donne || < d[|M"||

(en divisant par || X]|,, > 0), soit encore
lloo -

1
— A" < ||M™
S <

1
Or, [A] > 1, donc lim |A|" = +o0, et donc lim 3 |A]" = 400 (car d > 0), puis par
n—oo n—oo

inégalité,

lim [|M"| = +oo|
n—oo

4) Remarquons que Al; et N commutent, donc par la formule du binéme de Newton,
pour toutn € N,on a

n

(Al + N)" = Z (Z)Nk(/ud)"_k = Zn: (Z)An—ka.

k=0 k=0

Puis, pour tout k € N, si k > p (pour que k — p € N), alors
Nk = Nk=PNP = Nk_pOMd(c) = 0pmy(c)s

donc pour toutn € Navecn > p—1,0na

p-1 n p-1
n_ My n—k nrk _ M\ s n—k nrk
(Ut N = 35 (TN 43 oy = 3 aren
k=0 k:p k=0
Par inégalité triangulaire puis homogénéité, on a
p-1 . p-1 o p-1 "
0 < |(Alg + N)"ll, = ATENK < ATENK = A""‘”N"H :
< 1AL+ N)" o ;(k) _;(k) i kZ:;‘k” |

Or, pour k € [[0,p — 1],

(n):n(n—l)...(n—k+1) f

k k! n—~>oo k!

(a k fixé). Donc

k n—oo

(par croissance comparée, car |A| < 1).
On en déduit

k
(n) |A|n_k - % |A|n_k -0

p-1 n
Frig (k)l/ll"_k“Nk” 0

CAR la somme se fait sur un nombre constant (qui ne dépend pas de n) de termes
qui tendent vers 0. Le théoréme des gendarmes conclut alors :

lim [[(Ay + N)"|l = 0]
n—oo

48



CHAPITRE 5. NORMES

Enoncé p. 30

Pour tout n € N, en notant 0g la fonction nulle sur [0, 1],

||fn—oE||1:||fn||1:/ x| de = /fx de= Vg

donc
o — O

n—-oo

pour ||-[|;.
Pour tout n € N,

Ifalleo 2 Ifa(D)] = Vn — +oo

(en fait, || f,]|., = Vn), donc la suite de fonctions ( f;,)necn n’est pas bornée pour |||,
donc diverge pour ||-||., (on sait que toute suite convergente pour une norme est
bornée pour cette norme).

Pour ||-||,, c’est plus subtil. Rappelons que 'on a un produit scalaire sur E en posant

(f.9) = /01 f(t)g(t) dt, et que, pour tout f € E,

Iy = V<Fs £

Dong, pour f € E, si on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz a |f| (qui est bien
dans E) et 1 (la fonction constante égale a 1 sur [0, 1]), on a

1£1, = /0 If(t)ldt=<|f|,1>s\/ /0 f(t)2dt\/ / Ldt = Ifl,

Si f, — f pour ||-||,, alors on a
n—oo

0<|If = fally < If = fall, — 0,
n—oo
donc par théoréme d’encadrement,

If = falls — 0,
n—oo

soit

fo — f

n—oo

pour [|-]l;.
Comme on a unicité de la limite, on obtient f = 0g (d’aprés le début de I’exercice).

Or,
—0 — — xn — # 0,
£ = 0ell, = Ifall, = \/‘/_— 2+ 1 noe \/_

contradiction. Donc la suite de fonctions ( f;)nen ne converge pas pour ||-||,.
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Remarque

La suite de fonctions (f;)nen+ définie pour n € N* par
1
fn x> nix"

converge vers Og pour ||-||,, car

IRAY: ! vVn
— = = ixn = 2z =
1 = 08l = 1full \//O (méxm)”dx \//O Vi dx ‘/Znﬂ:m"

(donc converge aussi pour ||-||; vers Og, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
comme vu précédemment), mais

1
[falleo = (1] =1 — oo,

(en fait, || fnllo = |fn(1)] = ni), donc la suite de fonctions (f;)nen+ diverge
pour |[|[|e.

Enoncé p. 30
1) Soit x et y deux points fixes de f. Alors f(x) = x et f(y) =y, donc

N(x—y) =N (f(x) - f(y)) < kN(x - y).

Si N(x —y) > 0, alors on peut diviser par N(x — y), et on obtient

1<k
Mais I’énoncé dit k < 1, contradiction. Donc N (x — y) < 0, puis

N(x-y)=0

(car une norme est positive), donc

xX=y
(par axiome de séparabilité d’une norme), d’ou 'unicité de (I’éventuel) point fixe
de f.
2a) Remarquons : pour n € N, comme f(£) = ¢ (car £ est un point fixe), on a

N(tner = €) = N (F(un) = £(£)) < kN(tn  £).

On montre alors I'inégalité demandée par récurrence sur n € N.
Initialisation : pour n =0, k% =1, donc

N(ug—€) <1-N(ug—¢) = k"N (ug — ¢).

Hérédité : soit n € N, supposons N(u, — ) < k"N (ug — ¢), alors avec I'inégalité
que l’'on a remarqué au début de la question,

N(ups1 —€) < kN(u, —¢) HSR k-k"N(ug—¢€) = k"' N(ug - ?).

D’ou ’hérédité.
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Conclusion : pour tout n € N, on a
N(up —€) <k"N(ug— ).

2b) Comme 0 < k < 1,0n a

k" — 0.

n—oo

Puis, une norme est positive, donc pour tout n € N,
0<N(u,—£) <k"N(up—¢) — 0,
n—oo
et donc par le théoreme d’encadrement, on a
N(u, —¢) — 0,
n—oo

autrement dit la suite de vecteurs (u,),en converge vers £.

Enoncé p. 30

1) Les matrices

1
L2 0 -1 1
A= = 2 1 2 et B=]0
7
2 2 -1
conviennent.
x
2) Soit X = |y | € Ms3;(R), commencons par remarquer que, par définition de la
z
norme infinie,
x| < IXlleo> Iyl <Xl et 2] < (Xl -
Puis, on a
1
g(Zx -2)
1
AX = g(2x+y+22) .
1
E(Zx + 2y +2)
Alors

1 1 1 1
|(AX)| = g(2x - z) " (2|x| + |2]) < A 21Xl + [ X|le) = B 1X1lco »
et

1 1 1 5
|(AX)2| = s@xty+ 2z)| < 7 2x[ + |yl +2]2]) < = ClIXllo + IXlloo + 21X |l) = 3 1X oo »

et enfin

1 1 1 5
[(AX)3| = g(ZX+ 2y+z)| < z (2 x| + 2]y + [2]) < e 21Xl + 2 [ Xloo + IX]le) = 3 [1X1|co -
Donc

1 5 5 5
[AXlloe = max (|(AX)1]. [(AX)a|. [(AX)s]) < max | = [IX[leo. = [1X]lco - = IIXIIOO) =< Xlleo-
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et donc

convient.
3) Soit X € Ms(R), alors

X=AX+B &  (5-AX=B,
or 49
det(; — A) = — # 0,
et(l; ) 108
donc I; — A est inversible, donc

(Is; —A)X =B o X =(-A)"'B,

il y a donc bien une et une seule solution, qui est

L=-A7'B]

Remarque

Rappelons que le systeme MX =Y avec M € M, ,(K), de paramétre Y €
Mp1(K) et d’inconnue X € M, ;1 (K) a soit

1. aucune solution (lorsque Y ¢ Im(M))

2. une et une seule solution (si Y € Im(M) et Ker(M) = {0,,,} - dans le
cas n = p, Ker(M) = {0, } est équivalent a I'inversibilité de M, et donc
Y € Im(M) sera automatiquement vérifié),

3. une infinité de solutions (si Y € Im(M) et Ker(M) # {0,,1}).

Ceci dit, il y a ici une méthode plus en lien avec 'exercice pour établir I'inversibilité
de I; — A : déterminons son noyau. Soit X € Ker(I; — A), c’est-a-dire AX = X. Alors

5
1Xlleo = 14X ]loo < = IX oo

soit
1
—IXll <0,
6

et comme une norme est positive, cela donne
|1 X|le = O, puis X =03,
(par I’axiome de séparation). Donc
Ker(I; — A) = {031},

et la matrice carrée I; — A est donc inversible.
4) Pour toutn € N,

Xni1— L =(AX,, + B) — (AL + B) = A(X,, — L),
donc

1Xn+1 = Llleo = [[AXn = L)oo < k [|Xn — Lllo
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par la question 2 (appliqué en remplagant X par X,, — L).
Montrons alors par récurrence sur n € N que

1Xn = Lllco < &" IX0 = Ll -
Initialisation : pour n =0, 0ona k" = k% =1, donc
X0 = Lllw < 1+ X0 = Llloo = £° 1Xo — Llloo -

Hérédité : soit n € N, supposons || X, — L||o, < k" [|Xo — L||- Alors, avec I'inégalité
que 'on a remarqué au début de cette question,

IXner = Lllo < k1 Xn = Llleo < k- k" [IXo = Llleo = K™ 1X0 ~ Llloo
d’ou I’hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, on a
1Xn = Lllo < k™ 1Xo = Lllc -
Puis, comme 0 < k < 1,0ona

kK" — 0
n—oo

>

et comme une norme est positive,
0< ”‘(n - L”oo <k" ||‘(0 - L”oo — 0,
n—oo
donc le théoréme d’encadrement donne
||Xn - L”oo 0’
n—oo

autrement dit, la suite de matrices colonnes (X},),en converge vers L.

Enoncé p. 30

Commencons par remarquer que :

A o D
p—+o0

en tant que suite extraite. Montrons que cette limite est également P2,
En effet, la norme ||-|| vérifie ||[MM’|| < ||M]|| ||M’|| pour toutes matrices M et M’, ce
qui permet d’écrire :

|A% — P?|| = ||A* — APP + APP - P?|

< ||A% - APP|| + ||aPP - P?||
< ||aP (AP - P)|| + ||(A? - P)P||
<

- lla? =P+ [l42 =P 1P
borné car (AP) converge - 0 p—— o constante

Donc par encadrement, on a HAZP - PZH —— 0, c’est-a-dire :
p—o+
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Puis, par unicité de la limite, on a :
P> =P.
Les autres égalités se montrent de méme. Par exemple :

Ap+l — 5P
p—+oo

comme suite extraite. De plus :

|4 — AP = llAl [|la7 - P
—_—— —

constante ————
p—ot

D’out AP*! ——— AP. Et par unicité de la limite :
p—+oo

AP =P.
Enoncé p. 30
1) Soit n € N. La seconde inégalité triangulaire, appliquée a x,, et £, donne
0 < [[loenll = [l€ll] < llxn = £II.

Or ||x, — £|| — 0 par hypothese, donc par le théoréme d’encadrement,

lxnll = {1l — 0, soit llxnll — l€ll |
n—oo n—oo

2) Non. Prenons E = R muni de la valeur absolue, x,, = (—1)" et a = 1. Alors |x,| =1
pour tout n € N, donc

IXn| — 1=a.
n—oo

Pourtant, la suite (x,) ne converge pas : les suites extraites (xz,) et (xz2,+1) sont
constantes égales a 1 et a —1, donc convergent vers 1 et vers —1. Si (x,) convergeait,
ces deux limites seraient toutes deux égales a la limite de (x,), donc égales entre
elles, ce qui est faux.

3) Pour tout n € N,

llxn = O£l =[xl

donc I’hypotheése ||x,|| — 0 s’écrit exactement ||x, — Og|| — 0, c’est-a-dire

xp, — Og|.

n—oo

Enoncé p. 31

1) Soit x € E. L’ensemble {||x — al|, a € A} est une partie de R, non vide car A est,
et minorée par 0 car une norme est a valeurs positives. Elle admet donc une borne
inférieure : d(x, A) est bien défini, et d(x, A) > 0.

2) Soient x, y € E et soit a € A. Par inégalité triangulaire,

llx —all < llx = yll + ly - all.
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Or une borne inférieure est un minorant, donc d(x, A) < ||x — 4|, d’ou
d(x,A) = |lx -yl < lly—all.

Cette inégalité vaut pour tout a € A, donc le réel d(x, A) —||x — y|| minore 'ensemble
{lly — all, a € A}; il est donc inférieur ou égal a sa borne inférieure, qui en est le
plus grand minorant :

d(x,A) — |lx —y|| <d(y,A), soit d(x,A) < ||x - y|| + d(y, A).

En échangeant les roles de x et de y, et comme ||y — x|| = ||x — y|| par homogénéité,
on obtient aussi
d(y, A) < [lx —yll + d(x, A).

Le réel ||x — y|| majore donc d(x, A) — d(y, A) et son opposé : il majore leur valeur
absolue, soit

[1d(x, 4) - d(y A)| < IIx - yll}

3) Les éléments de A sont les (t,0) avec t € R, et pour un tel élément,
llx = (£,0) |l = max (lx1 — £, [x2]) > [x2].
Ainsi |x;| minore I’ensemble {||x — a||, a € A}. De plus, le choix ¢ = x; donne
[l = (x1,0) [l o = max (0, |x2]) = |x2],
donc |x;| appartient a cet ensemble : c’est son plus petit élément, donc sa borne

inférieure. D’ou
d(x,A) = |xz| |

4) Si x € A, alors ||[x —x|| = 0 appartient a I’ensemble {||x —a||, a € A}, donc
d(x,A) < 0; avec la question 1, d(x, A) = 0.

La réciproque est fausse. Prenons E = R muni de la valeur absolue et A = ]0, 1.
Alors 0 ¢ A, mais pour tout n € N avec n > 2, % € A, donc

1
0<d(0,A) <|0-1|=-,
n
et en faisant tendre n vers I'infini, d(0, A) = 0.

Enoncé p. 31

1) Soient A et B dans M,,(R). Pour tout j € [ 1, n], le coefficient diagonal d’indice
(j, j) deAT B vaut

n n
@B),; = > A7), bij= ) ajbi;.
i=1 1

i=

En sommant sur j,

n n
<A, B> = tr(ATB) = a,-,j bi,j b

j=1 i=1

2) La formule de la question 1 rend les quatre vérifications immédiates.
Bilinéarité. A B fixée, 'application A 2.i,j 4ijbij est linéaire, car les coefficients
de AA + pA’ sont les Aa; j + pa ;. A A fixée, de méme pour B — (A, B).
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Symétrie. Le produit a; ;b; ; est commutatif, donc (B, A) = (A, B).

Positivité. On a

n n

_ 2
n=3 0

i=1 j=1
comme somme de carrés.
Caractere défini. Si (A, A) = 0, c’est une somme nulle de termes positifs : tous ses
termes sont nuls, donc a; ; = 0 pour tout couple (i, j), soit A = 0.
C’est donc un produit scalaire. La norme associée vaut, pour tout A € M, (R),

n n
2
PIPILT

i=1 j=1

1
2

V(A Ay =

=[lAll, -

3) L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (-, -) s’écrit [(A, B)| <

V{4, A)+/(B, B), soit

|trATB)| < Al 1Bl |

4) Soit ||-]| la norme associée a un produit scalaire (-, -) sur un espace préhilbertien
réel, et soient x et y dans cet espace. En développant par bilinéarité et symétrie,

I+l = llxll® + 26 gy +llyll® et llx—yll® =[xl =2 ¢ y) + NIyl
et en additionnant ces deux égalités,
llxc + yll? + llx = yllI* = 21[1x]I* + 2 lyl|>.

Prenons maintenant x = (1,0) et y = (0, 1) dans R?, de sorte que x +y = (1,1) et
x—y=(1,-1).

Pour [|-||; : lIx|l; = llyll; = 1 et |[x + y||, = ||x — y||; = 2, donc le membre de gauche
vaut 4 + 4 = 8 et celui de droite 2 + 2 = 4.

Pour |||l : Ixlle = llyllee = 1 et ||x +yllo, = llx —yll, = 1, donc le membre de
gauche vaut 1 + 1 = 2 et celui de droite 2 + 2 = 4.

Dans les deux cas I'identité est mise en défaut, donc

ni ||-||; ni |||l n’est associée a un produit scalaire sur R?.

Enoncé p. 31

Cas de N;. L’application est bien a valeurs dans R*.
Elle est homogéne : pour A € R et (x,y) € R,

Ny (Ax, Ay) = VIA2xy| = VA2y/|xy| = |A| Ny (x, ).

Elle ne vérifie pas I’axiome de séparation : Ny(1,0) = 0 alors que (1,0) # (0,0).
Elle ne vérifie pas non plus I'inégalité triangulaire : avec u = (1,0) etv = (0, 1),

Ni(u+0) =N;i(1,1) =1 et Ni(u) + Ni(v) =0+ 0 =0.

Cas de N,. L’application est bien a valeurs dans R*.

Elle vérifie 'axiome de séparation : si |x| + y* = 0, c’est une somme nulle de termes
positifs, donc |x| = 0 et y? = 0, soit (x,y) = (0,0).

Elle n’est pas homogene : N,(0,1) = 1, tandis que

Na(2-(0,1)) = N»(0,2) = 4 # 2 = [2| Ny(0, 1).
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Elle ne vérifie pas I'inégalité triangulaire : avec u = v = (0, 1),
No(u +0v) = N(0,2) =4 et No(u) + Ny(v) =1+1=2.

Cas de N3. L’application est bien a valeurs dans R*.
Elle est homogene : pour A € Reet (x,y) € R?,

Ny(x, 2y) = (VI + VIZIVIg) = 11 (VI + VTgT) = 121 N )

Elle vérifie I’axiome de séparation : si N3(x,y) = 0, alors +/|x| + 4/|y| = 0, somme
nulle de termes positifs, donc |x| = |y| = 0.
Elle ne vérifie pas I'inégalité triangulaire : avec u = (1,0) et v = (0, 1),

Ns(u+0) =N3(L,1)=(1+1)2=4 et N3(u)+Ns(v)=1+1=2.

On reconnait N3 = |||, pour p = 7 :Cestle cas 0 < p < 1 évoqué dans le cours.

Enoncé p. 31

1) Le maximum étant atteint, fixons ko € [ 1, n] tel que ||x||,, = |xk0 | Tous les termes

o . 2 b b
de la somme };_ |xk|? sont positifs, et |xko| est 'un d’eux, donc

n
2
Ixl1Z, = P |* < D bel? = [1xII3,
k=1

et la croissance de la racine carrée sur R* donne ||x||o, < [|x]|,-
Ensuite, en développant le carré de la somme,

n 2 n n
2 2 2 2
||x||1:(2|xk|) =l D Pl bl 2 D Il = llxll
k=1 k=1 k=1

1<k,l<n
k#l

les termes croisés étant positifs. La croissance de la racine carrée donne ||x||, < ||x||;.
2) L’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R” muni de son produit scalaire canonique,

appliquée aux vecteurs (|x1],...,|x,|) et (1,...,1), donne
1 1
n n 2 n 2
2
lxll; = > el x 1 < (Z e ) (Z 1) =V |xll,
k=1 k=1 k=1

Par ailleurs, |xx| < ||x]|o pour tout k € [1,n], donc en sommant les carrés,

n

2 2 2
xl3 = > bxel” < nllxlZ,

k=1

puis [[x]l; < V7 [Ix]l-
3) Les questions 1 et 2 donnent, pour tout x € K",

lxlly < llxlly < Villxll, et llxlle < llxlly < Vi llxll

ce sont exactement les deux inégalités de la définition, avec les constantes 1 et v/n :
les normes ||-||; et ||-]|, sont équivalentes, et les normes ||-||, et |||, le sont aussi.
Enfin, le cours a établi ||x||,, < ||x||; < nllx]|e. Donc

‘ I-l1s NIl et ||l sont deux a deux équivalentes sur K". ‘
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4) Pour x = (1,0,...,0),on a ||x|| = |lxll, = |lx|l; = 1:il y a égalité dans les deux
inégalités de la question 1.
Pour x = (1,1,...,1),0ona ||x|| = 1, [|x]l, = Vn et ||x||; =n:il y a égalité dans les

deux inégalités de la question 2.

Enoncé p. 31

1) Soit A € M, (K).
Fixons (i, jo) tel que ||A|lo = |a,~0,j0|. Tous les termes de la somme Z;’Zl |ai0,j| sont
positifs, et ’a,-o,j0| est I'un d’eux, donc

n

1Al = laso 5] < ) lai | < N(A),

j=1

la derniere inégalité parce que N (A) est le maximum de ces sommes.
Réciproquement, pour tout i € [ 1, n], chacun des n termes de poy |a,<,j| est majoré

par ||A]l, donc
n
> lais| < n Al
j=1

Le réel n ||Al|, majore ainsi toutes ces sommes, donc majore leur maximum : N(A) <
n[|Alleo-
2) La question 1 s’écrit

[low<N et N<nl e,

avec 1> 0etn > 0:lesnormes N et |||, sont équivalentes sur M, (K). La propo-
sition d’invariance de la convergence donne alors le résultat : une suite converge
pour N si et seulement si elle converge pour ||-||.,, avec la méme limite.
3) Identifions M,,(C) a C" en rangeant les coefficients en une seule liste : la norme
[|*|l, de I’énoncé est alors la norme |||, de c.
Par hypothése, les n? suites de coefficients de (A? )pen convergent, et les limites sont
les coefficients de P. La proposition de convergence composante par composante
donne alors

AP — P pour |..

p—o

La question 2 transporte cette convergence a la norme N : la suite (A?),cn converge
vers P pour N. Or N est la norme dont I'exercice 5.12 munit M, (C), et son hypothése

est donc satisfaite. Il donne
[P=p]

Enoncé p. 32

1) La fonction w est continue sur le segment [0, 1], donc le théoréme des bornes
atteintes lui donne un minimum m et un maximum M, et m > 0 puisque w est
strictement positive. Soit f € E. Pour tout ¢t € [0, 1],

m|f (O] < w@®) |f(O)] < MIf (D),

donc, par croissance de I'intégrale sur [0, 1],

mllflly < Nw(f) < MIIfll; -
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En divisant la premiéere inégalité par m > 0, il vient

Iflh < SNu() et Nu(H < MIfl,

avec % >0etM >0 (car M > m > 0) : les deux normes sont équivalentes.

2) Pour f € E, la fonction t +— t |f(t)| est continue sur le segment [0, 1], donc N, (f)
est bien définie, et positive par positivité de I'intégrale. Soient f,g € Eet A € R.
Homogénéité. Par linéarité de I'intégrale et positivité de |A],

1
NoGf) = [ EIIF@de = AN,
0
Inégalité triangulaire. Pour tout ¢ € [0, 1],

tIf () + 9] < tlf (O] +tlg(D)],

et la croissance de l'intégrale donne N,,(f + g) < N,,(f) + N,,(9).

Séparation. Supposons N,,(f) = 0. La fonction t + t |f(¢)| est continue et positive
sur [0, 1], et d’intégrale nulle : elle est donc identiquement nulle. Ainsi tf(t) = 0
pour tout t € [0, 1], donc f(t) = 0 pour tout t € ]0,1]. Enfin, f est continue en 0,
donc

£(0) = lim £(1) =0.
t—0t
D’ou f = 0.
3) Soit n € N*. La fonction f;, est continue sur [0, 1], vaut 1 — nt sur [0, %] et 0 sur
[%, 1], et elle est positive. Donc

1/n £2 1/n 1 1 1
||fn||1=/ (1—nt)dt:[t—n—] 11 [1
0

2 ], n 2n 2n
et 1y
1/n 2 3 n
t nt 1 1 1
N = t(l—nt)dt=|— - — = =l—|
wlfn) ,/0 ( ) [2 3 |, 2n?  3n? |6n?

4) Supposons qu’il existe & > 0 tel que ||f||; < N, (f) pour tout f € E. En
appliquant cette inégalité a f,, il vient, pour tout n € N*,

1 a X
— < —, soit 3n < a.
2n ~ 6n?

C’est impossible, car 3n — +0c0. Il n’existe donc aucune telle constante, et

‘NW et ||-|l; ne sont pas équivalentes. ‘

L’autre inégalité est pourtant vérifiée : comme ¢ < 1 sur [0, 1], on a N,,(f) < [Ifll,
pour tout f € E.
Enoncé p. 32
1) Soit x € R% La question 1 de 'exercice 5.17 donne
Ixlleo < llxllz < llxlly -

Six € By, c’est-a-dire ||x||; < 1, alors ||x]||, < 1, donc x € By : d’ou B; C B;.Six € By,
alors ||x||o < ||x||; < 1, donc x € B : d’olt By C Beo.
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2) Supposons N < aN’ et soit x € B/, donc N’(x) < 1. Alors
N(x) <aN'(x) < a,

donc x € B,. D’ou B’ C B,.
Réciproquement, supposons B’ C B, et soit x € E. Si x = O, les deux membres
de N(x) < aN’(x) sont nuls. Sinon, N’(x) # 0 par I'axiome de séparation, donc
N’(x) > 0, et on peut poser

1
N’(x)

y= x, qui vérifie N'(y) = N'(x) =1

N’(x)
par homogénéité. Donc y € B’, puis y € B, c’est-a-dire N(y) < a. Or N(y) = ]\]\f]’((fc))’
toujours par homogénéité, d’ou

N(x) < aN’(x).

3) L’inclusion B; C B; est le cas & = 1 de la question 2 avec N” = ||-||; et N = ||-||, :
elle équivaut donc a [|-][, < ||]l;-

De méme, By C By, estle cas @ = 1 avec N' = ||-||, et N = ||-||, : elle équivaut a
l-lleo < II+1l2-

On retrouve bien les deux inégalités de la question 1.

Enoncé p. 32

1) Soit (C;);e; une famille non vide de parties convexes de E et soit C = ();¢; C:.
Soient x,y € Cett € [0,1]. Pourtouti € I,onax € C; ety € C;, et C; est convexe,
donc (1 —1t)x +ty € C;. Cest vrai pour tout i € I, donc (1 —t)x + ty € C: la partie C
est convexe.

Pour la réunion, prenons dans R?

C; =R x {0} et C, = {0} xR.

Ce sont deux sous-espaces vectoriels de R?, donc deux parties convexes : si x,y
appartiennent a un sous-espace vectoriel, toute combinaison linéaire de x et y y
appartient aussi. Or (1,0) € C; UC; et (0,1) € C; U Cy, tandis que pour ¢ = %

1 1 11
-(1,0)+=(0,1) = |-, = Cy UGy
;004300 =53] ecruc,

La réunion C; U C; n’est donc pas convexe.

2) Comme E # {0g}, il existe v € E non nul, donc ||o]| > 0 par 'axiome de séparation.

1 _ Y .
Posons u = 1o, de sorte que ||u|| = 1 par homogénéité, puis

x=a+ru et y=a-—-ru.
Alors ||x —al|| = r|lull = ret|ly—al|l = r, donc x et y appartiennent a S(a,r).
Pourtant, pour ¢t = %
1 1
-x+ -y =a, et la—al|=0%#r
2 2

puisque r > 0 : le point a n’appartient pas a S(a, r). La sphére n’est donc pas convexe.
3) Soient x’,y’ € u(C) et t € [0, 1]. Il existe x,y € C tels que x’ = u(x) et ¢y’ = u(y).

Par linéarité de u,

(1=-t)x"+ty =(1-t)u(x) +tu(y) =u ((1 - t)x + ty) .
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Or C est convexe, donc (1 — t)x + ty € C, et le vecteur ci-dessus appartient a u(C).
Donc u(C) est convexe.

4) Soient f,g € Cett € [0, 1]. La fonction (1 —t) f + fg est continue sur [0, 1] comme
combinaison linéaire de fonctions continues. De plus, pour tout s € [0, 1],

(1= (s) +tg(s) = 0

comme somme de produits de réels positifs, puisque 1 —¢ > 0,¢ > 0, f(s) > 0 et
g(s) = 0.Donc (1 —t)f + tg € C, et C est convexe.

Enoncé p. 32

1) Par la caractérisation des parties bornées, il existe My > 0 et Mg > 0 tels que
|la]l < M4 pour tout a € A et ||b]| < Mg pour tout b € B.

Soit x € A+ B. Il existe a € A et b € B tels que x = a + b, et 'inégalité triangulaire
donne

lxll = lla +bll < llall + 6]l < Ma + Mp.

Comme My + Mp > 0, la partie A + B est bornée.
Soit x € AA. Il existe a € A tel que x = Aa, et ’homogénéité donne

llxll = 1Al llall < |A| Ma < [A] Mg + 1.

Comme |A| Mg + 1 > 0, la partie AA est bornée.
2) Posons Dy = [k, k] pour k € N. Chaque Dy, est bornée, puisque |x| <k <k +1
pour tout x € Di. Pourtant

U Dy =R,

car tout réel x appartient a Dy dés que k > |x|. Et R n’est pas borné : pour tout M > 0,
le réel M + 1 vérifie |M + 1| > M. L’hypothése « famille finie » de la proposition du
cours est donc nécessaire.

3) Pour tout t € D,

FOI<lflle et g < lglle.

et ces quatre quantités sont positives, donc par produit d’inégalités entre réels positifs,

IFP O =1FOg®] < I flloo 19l -

La fonction fg est donc bornée, et || ||, |9, majore I'ensemble {|(fg)(t)|, t € D},
donc est supérieur ou égal a sa borne supérieure :

179l < 11 Tleo Nlglles

Enoncé p. 33

0 1
1)P N =
) Posons (O .

donc N* =0, pour tout k > 2. Les matrices al, et b N commutent, donc la formule

), de sorte que A = al, + bN. Un calcul direct donne N? = 0,,
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du binéme de Newton donne, pour tout n € N,

n min(n,1)
n _ n e
A" :Z(k)(bN)k(aIZ)” D) (k)bka kN,

k=0 k=0

Pour n = 0, cela donne A° = I, et pour n > 1,

n n—lb
A" =a"I, + na" " 'bN = (ao naan ) i

2) D’apreés la proposition de convergence composante par composante, la suite (A™)
converge pour ||-||., si et seulement si chacun de ses quatre coefficients converge,
c’est-a-dire si et seulement si les suites (a") et (na"_lb) convergent.

Etudions d’abord (a"). Si |a| < 1, alors |a"| = |a|® — 0, donc a® — 0.Sia =1,1la
suite est constante égale a 1. Si |a| > 1, alors |a"| — +oc0 : la suite n’est pas bornée,
donc diverge. Enfin, si |a| = 1avec a # 1 :si (a") convergeait vers ¢, alors, en passant
a la limite dans a™*! = a X a", on aurait £ = a#, soit £(a — 1) = 0 et donc ¢ = 0; mais
|a"| = 1 pour tout n, donc |£| = 1, ce qui est contradictoire. La suite (a") converge
donc si et seulement si |a| < 1 oua = 1.

Si|a| < 1, alors |na”*1b| =nla|"!|b| — 0 par croissance comparée, donc na""'b —
0, et

Aﬁ — 0}
n—oo
. n 1 nb . . . .
Sia=1,alors A" = o 0l et la suite (nb) converge si et seulement si b = 0 (sinon
|nb| — +o00). Dans ce cas A =1, et A" — L.
Finalement,

‘ (A™) converge &< |a| <1 ou (a=1letb= 0),‘

la limite valant 0, dans le premier cas et I, dans le second.
3) Oui: 05 = 0; et I = I, ce qui est conforme 4 la conclusion de I’exercice 5.12.

Enoncé p. 33

1) Pour tout n € N*, on a % Zzzl ¢ =¢, donc

1 n
- =- E —?),
Yn nk—l(xk )

puis, par inégalité triangulaire et homogénéité,

1n
- <= x — £ .
lya — €I n;nk ||

Soit € > 0. Comme ||xg — ¢|| — 0, il existe N € N* tel que, pour tout k > N,

€
xr — || £ —.
e = €l < -

Posons C = Zsz_ll ||xx — £]| : C’est un réel positif fixé, qui ne dépend pas de n. Alors,

pour tout n > N, en coupant la somme au rang N,

n—N+1

— X
n

e C
- S — + 5
2 n

\CH N}

i 55 1 & C
lyn = el < = > Nl =€l + = >l — el < =+
nk:l nk:N n
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puisque n — N + 1 < n. Enfin % — 0, donc il existe N’ > N tel que %

n > N’. Pour un tel n,

< £ pour tout

llyn =€l < €.

Ceci valant pour tout € > 0, on a ||y, — £|| — 0, soit

Yy, — |
n—oo

2) Non. Soit a € E non nul et posons x, = (—1)"a pour n € N*. Alors

< O sin est pair,
D %= N
= —a sl n estimpair,

car les termes se regroupent deux a deux. Dans les deux cas,

l|all
0<|lynll < — — 0,
n n—oo
donc (y,) converge vers 0g. Pourtant (x,) diverge : les suites extraites (x2,,) et (x2,+1)
sont constantes égales aaeta—a,eta# —apuisque a # Og; si (xn) convergeait, ces
deux limites seraient égales.

Enoncé p. 33

1) Notons £, #; et £; les limites respectives de (x2,), (X2n+1) et (x3p)-

La suite (xg,,) est extraite de (x2,), par n — 3n qui est strictement croissante, donc
elle converge vers {,. Elle est aussi extraite de (x3,), par n — 2n, donc elle converge
vers f5. Par unicité de la limite, £y = 5.

La suite (x¢,+3) est extraite de (x2,+1), par n — 3n + 1, donc elle converge vers £;.
Elle est aussi extraite de (x3,,), par n +— 2n+ 1, donc elle converge vers £,. Par unicité
de la limite, #; = £,.

Ainsi £y = £; ; notons ¢ cette valeur commune et montrons que x, — ¢.

Soit € > 0. Il existe Ny € N tel que ||xz2, — £|| < € pour tout n > Ny, et N; € N tel que
|2n+1 — €| < € pour tout n > Ny. Posons N = 2 max(Ny, N1) + 1 et soit m > N.

Si m est pair, écrivons m = 2n; alors 2n > 2 max(Ny, N7) + 1, donc n > max(Np, Ny),
et en particulier n > Ny, d’ou ||x,, — £]| < €.

Si m est impair, écrivons m = 2n + 1; alors 2n + 1 > 2max(Np, N;) + 1, donc
n > max(Ny, N1) = Ni, dou [|x,, — £|| < e.

Dans les deux cas ||x,,, — || < €, donc

X, — |
n—oo

2) Soit a € E non nul et posons x, = (—1)"a. Les suites extraites (xz,) et (x2n+1)
sont constantes égales a a et a —a, donc convergent. Pourtant (x,) diverge : si elle
convergeait, ces deux limites seraient égales, or a # —a puisque a # Og.

Les deux premieéres hypotheses ne suffisent donc pas. On vérifie au passage que la
troisiéme est bien en défaut ici : x3, = (—1)*"a = (—1)"a, et cette suite diverge pour
la méme raison.
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Enoncé p. 33

1) Si P et Q ont pour coefficients (ay) et (by) etsid € R, alors P+Q a pour coefficients
(ar +by) et AP a pour coefficients (Aay). Dans les deux cas, les sommes et les maxima
écrits ci-dessous ne portent que sur un nombre fini de termes non nuls, donc N, et
N; sont bien définies et positives.

Homogénéité. Pour tout A € R,

Ny (AP) = > Paxl = 11 ) lacl = |AI Ns(P),

keN keN

et de méme N, (AP) = maxyey |A| |ak| = |A| Ne(P).

Inégalité triangulaire. Pour tout k € N, |ag + b| < |ak| + |bi|. En sommant, Ns(P +
Q) < Ns(P) + N5(Q) ; en majorant chaque terme par N, (P) + N.(Q) puis en passant
au maximum, N.(P + Q) < N.(P) + N:(Q).

Séparation. Si Ny(P) = 0, tous les |ax| sont nuls car ce sont des réels positifs de
somme nulle, donc P = 0. Si N.(P) = 0, alors |ax| < 0 pour tout k, donc P = 0.

2) Soit t € [0,1]. Comme 0 < t* < 1 pour tout k € N,

Dt < > ekl t* < D k] = No(P).

keN keN keN

|P()] =

Ce majorant ne dépend pas de t, donc N (P) < Nx(P).
Par ailleurs, pour tout k € N, |ax| < ¥ ;e |aj| = Ns(P), donc N.(P) < Ns(P).
3) Tous les coefficients de Q,, valent 1, etil y en a n+1 de non nuls, donc N;(Q,,) = 1et
N;(Qn) =n+ 1. De plus, Q,, est a coefficients positifs, donc t — Q,(t) est croissante
sur [0,1] et

NOO(Qn) = Qn(l) =n+1l

Pour R, :sit € [0,1], alors 2t — 1 € [—1,1], donc |R,(t)| = |2t — 1]|" < 1, avec égalité
en t = 0. Ainsi N (R,,) = 1. La formule du bindéme donne

R=) (Z)(zx>’<<—1>"-’< 5 (Z)zk<—1>"-kxk,

k=0 k=0

d’ou
n

Ny(R,) = Z (Z)z" =(1+2)" =3
k=0

4) N, et N;. S’il existait f > 0 tel que Ny < fN;, on auraitn + 1 < f pour toutn € N

en appliquant I'inégalité a O, ce qui est absurde. Ces deux normes ne sont donc pas

équivalentes.

N, et No,. De méme, No, < SN, donnerait n + 1 < f pour tout n.

N; et Ny. Si N5 < BN, alors en appliquant I'inégalité a R, on obtient 3" < f pour

tout n € N, ce qui est absurde.

Les trois normes sont donc deux a deux non équivalentes sur R[X], alors méme que

la question 2 fournit une comparaison dans un sens pour chacune des trois paires.

5) Soit P € R, [X], de coefficients ay, ..., a,. Chacun des n + 1 termes de la somme

est majoré par le maximum,

n

Ny(P) = ) lag] < (n+1) max |ag| = (n+ 1)N(P).
e 0<k<n
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6) Les réels 1y, . . ., t, étant deux a deux distincts, tout polynéme P € R, [X] s’écrit

n
P=) P(t)L;.
j=0
L’application Ny étant une norme, I'inégalité triangulaire et ’homogénéité donnent
n
Ni(P) < ) [P(t))| Ne(Ly).
J=0
Or ¢t; € [0, 1], donc |P(tj)| < N« (P) pour tout j, d’ou

N(P) < (Z NS<LJ->) Neo(P).
Jj=0

7) Posons C,, = ;-’:0 N;(Lj) > 0. Les questions 2 et 6 donnent, sur R, [X],
No < Ns < CyNeo,
donc Nj; et N, sont équivalentes. Les questions 2 et 5 donnent de méme
N, < N, < (n+ 1)N,,

donc N, et N sont équivalentes. La symétrie et la transitivité de I’équivalence des
normes donnent alors I’équivalence de N, et de N, :

N., Ns et Ny, sont deux a deux équivalentes sur R, [X]. ‘

Les constantes obtenues dépendent de n, ce qui est cohérent avec la question 4 : elles
ne peuvent pas étre choisies uniformément en n.

Enoncé p. 33

1) Pour f € E,lafonction f” est continue sur le segment [0, 1], donc bornée: || f’||, est
bien définie. L’homogénéité et 'inégalité triangulaire résultent de celles de ||-||, et de
la linéarité de la dérivation : ||(Af) || = A f Il €t 1(F + 9) o < I Nl + 119 || -
En revanche, la séparation tombe en défaut : la fonction constante égale a 1 appartient
a E, elle n’est pas nulle, et sa dérivée est nulle, donc ||f”||, = 0. Ce n’est donc pas
une norme sur E.

L’ensemble Ey est un sous-espace vectoriel de E : il contient la fonction nulle et est
stable par combinaison linéaire. Sur E, la séparation est vérifiée : si || f’||, = 0, alors
f’ est nulle sur l'intervalle [0, 1], donc f y est constante, égale a f(0) = 0. Ainsi
f = |If'lls est une norme sur Ey.

2) L’application N est bien définie et positive. Pour A € R,

NQAf) = £ (O] + IAf [l = 1Al (IF O] + 1If " llee) = IAIN(S).
Pour f,g € E, en ajoutant |f(0) + g(0)| < [f(0)] + [g(0)] et [[f" + ¢'llce < If"lls +

g’ |l> on obtient N(f + g) < N(f) + N(g). Enfin, si N(f) =0, alors |f(0)] =0 et
IIfll, =0, cC’est-a-dire f € Eg et f* =0 : la question 1 donne f = 0.
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3) Soit f € E et soit t € [0, 1]. Comme f est de classe C!,

£ = £(0) + /0 £/(w) du,

donc

lf (O] < 1£(0)] +/0 |f @l du < [f(O)] +t]If 'l < N(f),

puisque t < 1. Ce majorant ne dépend pas de t, d’ou || f||, < N(f).
4) Pour tout ¢ € [0, 1], | fu(£)] = 2200 < L donc || £y,

Par ailleurs f,(0) =0 et f/(t) = cos(nt) donc ”fn“oo |f’(0)| =1, et ”fn”OO <
puisque |cos| < 1. Ainsi

N(f) =0+1=1.

5) S’il existait f > 0 tel que N < f||+||, on aurait, pour tout n € N*,

1=N(f) <Blfille <2,

donc n < f pour tout n € N*, ce qui est absurde. Les normes N et ||-||, ne sont donc
pas équivalentes, bien que la question 3 fournisse la comparaison ||-||,, < N.

6) Pour toute f € E,on a [f(0)| < ||f|l, donc N(f) < N’(f). Réciproquement, la
question 3 donne

N'(f) = Ifll + If Nl = N() + I "l < 2N(f),

car ||f'|lo < N(f). Ainsi N < N’ < 2N : les deux normes sont équivalentes.

Enoncé p. 34
1) Supposons y = Ax avec A > 0. Alors x +y = (1 + A)x et 1 + A > 0, donc, par
homogénéité,
lIx +yll = (1 +2) |Ix[| = [lxll + Allxll = llx]| + Iyl -
2) Pour |||, prenons x = (1,1) et y = (1, —1) : ils ne sont pas colinéaires, ||x||, =
lyllo =1etx+y =(20),donc |lx + yll, =2 = x|l + [yl
Pour ||-||;, prenons x = (1,0) ety = (0, 1) : ils ne sont pas colinéaires, ||x||; = ||y[|; =1

etx+y=(11),donc [[x +yll; =2 = |lxl, +llyll;.
3) En développant par bilinéarité et symétrie du produit scalaire,

Iyl = Nl g1 = Nyll® el = 2 1xl Iyl ¢, gy + 1xl llyll?
=2 [Ix[Hiyll ClxlH iyl = <, 9)) -

Supposons maintenant ||x + y|| = ||x|| + ||y||. En élevant au carré,

llxl? + 2 (e, y) + llyll® = 1xl1® + 2 [l gl + Nyl

donc (x, y) = |Ix|| |ly|l. L’identité précédente donne alors ||||y|| x — ||Ix]| y||* = o,
c’est-a-dire

lyllx =[xl y.
Siy =0, les vecteurs x et y sont colinéaires. Sinon ||y|| > 0 et x = |I|X|||\ y : ils le sont

encore, avec un coefficient positif.
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4) Soit t € [0, 1] et posons z; = tx + (1 — t)y. On remarque que
Zr+zip=tx+(1-tHy+ (1 -t)x+ty=x+y.
D’une part, 'inégalité triangulaire et ’homogénéité donnent
lzell < ¢llxll + (1 =) llyll = 1,
et de méme ||z;_;|| < 1. D’autre part,
2=|lx+yll = llze + zi—¢ll < llzell + |21l < 2.

Les inégalités sont donc toutes des égalités. En particulier ||z;|| + ||z1-;|| = 2 avec
||z¢ ]l < 1et]|zi—¢]| < 1, ce qui impose ||z;]| = 1.

5) Supposons que la sphére unité de R? pour [|-||, contienne le segment [x,y] avec
x # y.Alors [|x||, = [ly|l, = 1 etle milieu % appartient au segment, donc ”izy”z =1,
c’est-a-dire ||x + y||, = 2 = ||x]|, + |lyl|,- La norme ||-||, étant associée au produit
scalaire canonique, la question 3 donne |[|y||, x = ||x||, y, soit x =y : c’est exclu. La
sphére unité euclidienne ne contient donc aucun segment non réduit a un point.
Pour ||-||, reprenons x = (1,1) et y = (1, —1) de la question 2. Ils vérifient ||x||,, =
lyll, = 1et|lx +y|l, =2, donc la question 4 montre que tout point du segment
[x,y], c’est-a-dire {1} X [—1, 1], est de norme 1. Ce cbté du carré est contenu dans la
spheére unité.

Enoncé p. 34

1) Notons S = N; + N, et M = max(Nj, N;z). Ces deux applications sont positives.
Pour A e Ketx € E,

S(Ax) = [A| N1(x)+|A| Na(x) = |A|S(x),  M(Ax) = max (|A] Ni(x), |A| No(x)) = |A| M(x),

la derniére égalité car |A| > 0. Pour x, y € E, en ajoutant les deux inégalités triangu-
laires, S(x + y) < S(x) + S(y); et pour i € {1, 2},

Ni(x +y) < Ni(x) + Ni(y) < M(x) + M(y),

donc M(x + y) < M(x) + M(y) en passant au maximum. Enfin, si S(x) = 0 ou si
M(x) =0, alors N;(x) =0, donc x = Og.

Comme Nj et N; sont positives, ona M < § < 2M : les normes S et M sont équiva-
lentes.

2) Les applications Nj et N, sont des normes : ce sont les cas particuliers de la norme
a poids (x,y) — wy |x| + ws |y| avec wy, wp > 0, dont les trois axiomes se vérifient
comme pour ||-||;.

Posons m = min(Ny, N;), u = (1,0) et v = (0, 1). Alors

m(u) =min(3,1) =1, m(v) = min(1,3) =1, m(u +v) = min(4,4) = 4.
Ainsi m(u +0) =4 > 2 = m(u) + m(v) : I'inégalité triangulaire est en défaut, donc m
n’est pas une norme.

3) Posons Ny, (x) = ||u(x)||p. Par linéarité de u,

Nu(Ax) = [|[Au(x)||p = [A|Nu(x),  Nu(x+y) = [lu(x) + u(y)llp < Nu(x)+Nu(y),

donc ’homogénéité et 'inégalité triangulaire sont toujours vérifiées.
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Si u est injective et si Ny, (x) = 0, alors u(x) = Op par séparation de ||-||z, donc
x € Keru = {0g} : la séparation est vérifiée et N,, est une norme.

Réciproquement, si u n’est pas injective, il existe x # Og tel que u(x) = Of, donc
N, (x) = 0 avec x # Og : la séparation est en défaut.

4) L’application X — AX est linéaire de M,,;(R) dans lui-méme, et ||-||,, est une
norme sur M, ;(R). D’apreés la question 3, N4 est une norme si et seulement si cette
application est injective, c’est-a-dire si et seulement si son noyau est réduit a {0}.
Comme A est carrée, cela équivaut a U'inversibilité de A.

5) Soit X =(x1,...,x,)". Pour touti € [1,n],

n n
< S faulls < (Z |

j=1 j=1

n

Z sy

j=1

|(AX);] = X/l < N(A) [IX]loo »

et en passant au maximum sur i, ||AX|, < N(A)|X]|le, Cest-a-dire Ny <
N(A) |Illo-
En appliquant cette inégalité 2 A~! et au vecteur AX,

1X/leo = [[A7H(AX)]|, < N(A™") [|AX ]| = N(ATH)Na(X).
Les deux inégalités
NA<NA Il et [lllo < NA TNy

sont exactement celles de la définition, avec les constantes N(A) > 0 et N(A™!) > 0:
les normes Ny et ||-||., sont équivalentes.

Enoncé p. 34

1) Pour tout p € N,
AyB, — AB = A, (B, — B) + (A, — A)B,
donc, par inégalité triangulaire puis par sous-multiplicativité de N,
N(A,B, —AB) < N(A,)N(B, — B) + N(A, — A)N(B).

La suite (A,) étant convergente, elle est bornée : il existe M > 0 tel que N(A,) <M
pour tout p € N. Ainsi

0 < N(A,B, — AB) < MN(B, — B) + N(B)N(A, — A).

Les deux termes du majorant tendent vers 0, donc, par encadrement, N (A, B,~AB) —
0, c’est-a-dire

A,B, — AB.

p—

2) Par récurrence sur k € N. Pour k = 0, la suite (Ag) est constante égale a I,
qui converge vers A’ = I,,. Supposons le résultat acquis au rang k. La question 1
appliquée aux suites (Af,), de limite A, et (Ap), de limite A, donne Af,” = A‘ﬁAp —
AFA = AL

3) D’apres la question 2, Ai, — A?. Mais Ai, = A, pour tout p, donc cette méme suite
converge vers A. Par unicité de la limite, A% = A.

De méme, si A} = 0 pour tout p € N, alors A} — A" d’apres la question 2, et la
suite constante nulle converge vers 0 : par unicité de la limite, A" = 0. Une limite de
matrices nilpotentes d’indice au plus n est donc nilpotente.
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4) Pour tout p € N, A},AI;1 = I,. La question 1 appliquée aux suites (A,) et (A;l)
donne ApA;1 — AB; or la suite constante égale a I, converge vers I,,. Par unicité
de la limite, AB = I,. En échangeant les roles des deux facteurs, la méme méthode

appliquée a A;lAp = I, donne BA = [,,. La matrice A est donc inversible, d’inverse B.

5) Pour p € N*, posons A, = ’%In. Chaque A, est inversible, d'inverse pl,, et
N(Ap) = 117 — 0, donc (A,) converge vers la matrice nulle, qui n’est pas inversible.
L’hypothése ne peut donc pas étre supprimée : ici N (A;l) = p, la suite (A;l) n’est
pas bornée, donc ne converge pas, et la conclusion de la question 4 est fausse.
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Exercice 5.31 * Correction p. 74

Les inégalités de Young, Holder et Minkowski.

Le cours définit les normes ||-||,, sur K" mais admet I'inégalité triangulaire, qui porte le nom
d’inégalité de Minkowski. L’objet de ce probléme est de la démontrer. La partie I établit
une inégalité entre deux réels positifs, la partie II en tire une inégalité entre deux vecteurs,
et la partie III conclut. La partie IV compare enfin les normes ||-||, entre elles.

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. Deux réels p et g strictement
supérieurs a 1 tels que 1—1) + é = 1 sont dits conjugués; p et q désignent dans tout le probléme
deux tels réels.

Partie I — L’inégalité de Young
LM _ P . _ P _
. Montrer queq—F,pms que (p—1)g=pet q =p-1

2. Soient a > 0 et b > 0. En appliquant la concavité de In aux réels a” et b7 affectés des
coefficients ’% et é, montrer que

@ bl
ab < — + —.
p q

Vérifier que I'inégalité vaut encore pour a > 0 et b > 0.

Partie II — L’inégalité de Holder

3. Soient x = (x1,...,%,) ety = (y1, ..., y,) dans K". Montrer que

n
D eyl
k=1

(indication : traiter d’abord le cas ot x = 0 ouy = 0, puis appliquer la partie I a

IA

llxll, 1yl

_ xl — yel
U = T, etby = Tyl et sommer).

4. Quel cas particulier retrouve-t-on pour p =q =27?

Partie III — L’inégalité de Minkowski

Soient x et y dans K".

5. Montrer que
n n n
Dbt el < 3 eyl el + e+ uel”
k=1 k=1 k=1

6. En appliquant I'inégalité de Holder a chacune des deux sommes du membre de droite,
montrer que

I+ gl <l yll2 ™ (Il + Dyl )
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7. En déduire que ||x + y||p < Ixll, + ||y||p, puis que |||, est une norme sur K".

Partie IV — Comparaison des normes |||,

Soient r et s deux réels tels que 1 < r <5, et soit x € K.

8. Montrer que ||x||; < ||x||, (indication : se ramener au cas ||x||, = 1).

9. On suppose r < s. En appliquant 'inégalité de Holder aux vecteurs (|x1]", ..., |xn|")
et (1,...,1) avec les exposants conjugués 7 et -*-, montrer que

1_1
[l < nr=s [l -

10. En déduire que les normes ||-||,, pour r > 1, sont deux a deux équivalentes sur K".
Retrouver les inégalités de I’exercice 5.17.

Exercice 5.32 e o o Correction p. 76

Normes subordonnées et séries de matrices.

Plusieurs exercices de ce chapitre utilisent la norme N(A) = max Z;’zl |al- j| de l’exercice 5.6
1<i<n ’

sans dire d’ou elle vient. La partie I 'identifie comme la norme subordonnée a ||-||.,, la
partie II en déduit ses propriétés sans calcul, et la partie III 'applique a 'inversion de
I, — A.

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. L’espace K" est muni de |||, et
une matrice A € M, (K) est vue comme 'application x — Ax de K" dans K", les vecteurs
étant identifiés a des colonnes.

Partie I — La norme subordonnée a |||,
1. Soit A € M, (K). Montrer que, pour tout x € K",
lAx[[oo < N(A) [Ix][o -

[l Ax || oo

[E .
la note ||A||y,p, ; montrer que ||A|l,, < N(A).

2. En déduire que I’ensemble x e K"\ {0}} admet une borne supérieure. On

3. Soit iy un indice réalisant le maximum qui définit N(A). On suppose N(A) # 0 et on
pose, pour j € [1,n],

Qig, j

si aio,j * 0,
Xj= |aio,j|
1 sinon.

Calculer ||x||, et la ip-iéme coordonnée de Ax. En déduire que ||A|l,, = N(A), et
que la borne supérieure est atteinte.

Partie II — Propriétés de la norme subordonnée

4. Montrer, directement a partir de la définition de ||-||4,, qu’il s’agit d’une norme sur
M (K).
5. Montrer que ||I,||,, = 1 et que, pour toutes matrices A et B de M,,(K),

||AB“sub < ”A“sub ||B“sub .

Comparer avec la question 2 de P’exercice 5.6.

6. On note J la matrice de M, (K) dont tous les coefficients valent 1. Calculer J?,
puis || ]|l et |[J?.- Qu'en déduit-on sur I'inégalité [|AB]|o, < [|Alls [|Bllw, et sur la
constante n de I'exercice 5.8?
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Partie III — Inversionde I,, — A

Dans cette partie, A désigne une matrice de M, (K) telle que ||Al|¢yp < 1.

7. Montrer que A? —— 0 pour ||-||¢p, puis pour ||| -
p—+oo

8. Montrer que I, — A est inversible (indication : si (I, — A)X = 0, calculer APX).

9. Pour p € N, on pose S, = Z’;i:o AF_ Vérifier que (I, — A)S, = I, — AP*!, puis montrer
que (S,)pen converge vers (I, — A)~L

1

b S~ pour tout p € N, puis que
1= | Allsub

10. Montrer que ||S,||
1

Li=-A7w S ——
0= o < T

(indication : utiliser la question 1 de exercice 5.13).

11. Soit B € My 1(K) et soit (X,),en la suite de My, 1 (K) définie par X, quelconque et
Xp41 = AX, + B. Montrer que I’équation X = AX + B admet une unique solution L
et que (X,) converge vers L. Vérifier que la matrice A de I'exercice 5.11 satisfait bien
Al < 1.

Exercice 5.33 Correction p. 78

La jauge de Minkowski.

Le cours établit que les boules d’un espace vectoriel normé sont convexes. Ce probléme
démontre la réciproque : une partie convexe, symétrique et bornée, qui contient une boule,
est la boule unité d’une norme. La partie I construit cette norme, la partie II 'identifie sur
un exemple du plan.

Soit (E, ||-||) un R-espace vectoriel normé non nul et soit C une partie de E vérifiant les
trois hypothéses suivantes :

— C est convexe;
— C est symétrique, c’est-a-dire que —x € C pour tout x € C;
— il existe deux réels 0 < r < R tels que B(0g,7) € C C B(0g, R).

Pour x € E, on pose

T, ={teR} : ixeC} et  jo(x) =inf T,.

Partie I — La jauge est une norme

1. Montrer que 0 € C, puis que T, est non vide pour tout x € E. En déduire que jc(x)
est bien défini et que jco(x) < @

2. Montrer que tout t € T, vérifie t > @, et en déduire 'encadrement
llxll _ [lxll
R <jeo(x) < —.
r

3. Soit A € R*. Montrer que Ty, = |A| Ty (la symétrie de C sert pour A < 0), puis que
je(Ax) = |A| jo(x). Traiter le cas A = 0 a part.

4. Soient x,y € E, soits € T, et soit t € Ty. Montrer que

S x t y

— ()
—(x = .
s+t Y s+t s s+t ¢t
appartient a C, puis que jo(x + y) < jeo(x) + je(y).
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5. Conclure que jc est une norme sur E, équivalente a ||-||.

6. On note éj(OE, 1) et I_Sj(OE, 1) les boules unité de centre Og pour la norme jc. Montrer
que ) B
Bj(0g,1) € C C Bj(0g, 1).

Partie II — Un hexagone du plan
On prend E = R? muni de |||, et

Cz{(x,y) eR? : x| <1, lyl <1, |[x —y| < 1}.
7. Représenter C et vérifier qu’il s’agit de ’hexagone de sommets (1, 1), (1,0), (0, -1),
(_1: _1)’ (_1a 0) et (Oa 1)
8. Vérifier que C satisfait les hypothéses de la partie I avec r = % etR=1

9. Montrer que M : (x,y) — max (|x|, |y|, |x — y|) est une norme sur R? et que C est
sa boule unité fermée de centre (0, 0).

10. En déduire que jo = M. Vérifier enfin, a ’aide des vecteurs (1, 1) et (1,-1), que M
n’est aucune des trois normes usuelles de R?.
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Enoncé p. 70

. De ;%'*'é = 1 on tire é = 1—11) = 1%1, et comme p > 1leréel 1%1 est strictement
positif : en passant a 'inverse,

N 4
q_p—l'

Onendéduit(p—l)q:petg=’¥=p_1,

. La fonction In est concave sur R*. Comme < et 1 sont positifs et de somme 1,
on obtient, pour les réels strictement positifs a” et b9 :

A AN 1
In| —+ — 2—ln(ap)+—ln(bq):1na+lnb:1n(ab).
p 9 p q

La fonction exp étant croissante, il vient

a? b4

— + — >ab.

P 9
Sia =0 oub =0,le membre de gauche est positif et le membre de droite est
nul : Pinégalité subsiste.
. Si[lx|l, = 0, alors x = 0 et les deux membres sont nuls; de méme si ||y||q =0.
Supposons donc ||x||, > 0 et [lyll, > 0, et posons, pour k € [1,n]:

X,
wodml el
Il Iyll,
a b?

La partie I donne agby < 7" + ?" pour tout k. En sommant ces n inégalités :
1 n 120 el 12 el 11
——— ) |xyr| < — = = +-=1

I, Tyl & P q Iyld P g

car 37 xl” = [lxll et Zp_, yel? = llyllg- En multipliant par [Ix|l, llyll, > 0,
on obtient I'inégalité annoncée.

. Les réels 2 et 2 sont conjugués, car % + % = 1. L’inégalité devient

n
D gl < lxl gl
k=1

c’est-a-dire 'inégalité de Cauchy-Schwarz, déja utilisée a I’exercice 5.17.
. Pour tout k € [1,n]], I'inégalité triangulaire dans K donne |xj + yx| < |xx| +
|yx |, donc

xk + yiel? = | + yiel? ™ e + yiel < e+ gl (el + lyel)

le facteur |x; + y [P~ étant positif. En sommant sur k et en séparant les deux
termes, on obtient 'inégalité voulue.

. Posons
u= (|x1 + y1|P_1 D) |xn + yfl|P_1) .
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L’inégalité de Holder appliquée a u et x, avec les exposants conjugués q et p,
donne

n
D i+ gl il < Hlullg Nl -
k=1

Or (p — 1)q = p d’apres la question 1, donc

1
n q n
|wu=c]m+%wﬂﬂ =b]m+wﬂ
k=1 k=1

P
= =il
=llx+yll, =llx+ylly~,

1
q

la derniére égalité provenant de § = p — 1. Le méme calcul avec y donne

Doy Xk + Yel? 7 yg] < Jlx + y||£71 ||y||p En reportant dans la question 5 :

I+ g < N+ gll5 ™ (1l + )

. Silx +yll, = 0, I'inégalité |lx + yll, < llxIl, + [lyll, est immédiate. Sinon,
|| + y||1f,7_1 > 0 et on peut diviser I'inégalité de la question 6 par ce réel, ce
qui donne

e +yll, < llell, + Dyl
Le cours a déja établi 'homogénéité et la séparation : ||-||,, est donc une norme
sur K”.

. Six =0, les deux membres sont nuls. Sinon, posons u = mx, de sorte que
r

lu|l, = 1 par homogénéité. Pour tout k, |ux|" < p= |uj|r =1, donc |ug| < 1.
Or,pourt € [0,1] ets > r,onat’ <t :il vient |ug|® < |ug|” pour tout k. En

sommant,
n n
lally = Juel” < > il =1,
k=1 k=1

donc ||u||; < 1, C’est-a-dire ||x||; < ||x||, aprés multiplication par ||x||,.
. Les exposants # et ~*- sont strictement supérieurs a 1 et conjugués, car

r S—r

-+ =1.
s s
L’inégalité de Holder appliquée aux vecteurs (|x;|", ..., |x,|") et (1,...,1)
donne . o,
n n s n s ~
zhmVS(EHMY”)(EZJ =[xl n ™"
k=1 k=1 k=1

En élevant a la puissance % qui est croissante sur R* :
s=r 11
llxll, < llxlls noes =nr=s lx]ls .
. Les questions 8 et 9 donnent, pour 1 <r < s:
11
llxlls < llxll, < nr=s lx]ls,

soit exactement les deux inégalités de la définition : ||-||, et ||-||; sont équiva-
lentes. Deux exposants quelconques se comparent en les rangeant dans cet
ordre, donc toutes ces normes sont deux a deux équivalentes.

Pour r = 1 et s = 2, on retrouve ||x||, < ||x||; < Vn|lx||,; la transitivité établie
dans le cours permet alors de comparer ||-||; et ||-||, a toute autre norme de la
famille.
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Enoncé p. 71
1. Soit x € K". Pour tout i € [[1,n],

n

DI

Jj=1

n

< > lauil ol < lxll Z Jaij| < N(A) l1x]l

Jj=1 Jj=1

|(Ax)i| =

En prenant le maximum sur i, on obtient ||Ax||, < N(A) ||x||-

2. Pour x # 0, on a ||x||,, > 0 et la question 1 donne ”ﬁcx””“’ < N(A) : Pensemble

considéré est non vide (car n > 1) et majoré par N(A), donc il admet une borne
supérieure, et ||A||qp < N(A).

3. Siaj,; # 0, alors |x;| = 1; sinon x; = 1. Dans tous les cas |x;| = 1, donc
[|x]l, = 1. Par ailleurs,

n

(Ax);, :Zaio,jxj = Z QPR Z |aio,s| —Z|atoj| =N(A),

=1 j |a,0 J|
@iy ;%0 a10]¢0

car aa = |a|® et les termes omis sont nuls. Donc ||Ax||., > |(Ax)i0| = N(A),
puis

1Al 1A% |

P xl

> N(A).

Avec la question 2, ||A||s, = N(A), et ce vecteur x réalise la borne supérieure.
Si N(A) =0, alors A = 0 et les deux quantités sont nulles.

4. Notons d’abord que, par définition de la borne supérieure,

Vx e K" [lAx]le < Al [1Xllco

Pinégalité étant immédiate pour x = 0.

Homogénéité : pour A € Ketx # 0, ll’lﬁﬁ”‘” =4 ”I’C:C”m ; la borne supérieure
d’un ensemble multiplié par [A| > 0 est multipliée par |A|, d’ou [|AA|lgp =
A 1Al sub-

Inégalité triangulaire : pour x # 0,

A+ B)xlleo _ [[Ax[leo  [IBx]leo

Ixllo 7 lxllo lxlleo

< ”A“sub + ”B“sub’

et en passant a la borne supérieure, ||A + Bl < |Allsup + 11 Bllsup-
Séparation : si ||Allgy, = 0, alors Ax = 0 pour tout x; en particulier Ae; = 0
pour tout vecteur de la base canonique, c’est-a-dire que toutes les colonnes
de A sont nulles, donc A = 0.

5. Pour tout x # 0, ||[,x||o = ||x||c, donc le quotient vaut 1 et ||I, ||, = 1. Pour la
sous-multiplicativité, soit x € K" : en appliquant deux fois I'inégalité rappelée
a la question 4,

||ABx”oo < ”AHsub ”Bx”oo < “AHsub “BHsub ”x”oo .

Pour x # 0, on divise par ||x||,, et on passe a la borne supérieure. L’inégalité
N(AB) < N(A)N(B) de I’exercice 5.6, obtenue la-bas par un calcul sur les
coefficients, n’est donc que la traduction de la composition des applications
x — Ax.
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10.

11.

. Tous les coefficients de J* valent }7_, 1 = n, donc J* = nJ. Ainsi ||J||, = 1 et

||]2||00 =n.Pourn > 2,

Il =7 > 1= 1l 1Nl

donc |||l ne vérifie pas l'inégalité ||AB||, < ||Alls [|Blle- De plus, exer-
cice 5.8 donne ||AB||o, < n||Alle ||Blleo; le cas A = B = J montre que la
constante n ne peut pas étre diminuée.

. Par récurrence immédiate a partir de la question 5, ||A?||y < ||A||Sub pour

tout p € N. Comme 0 < ||A|lgp < 1, la suite géométrique (”A“ib) tend vers 0,
donc ||A?||s,, — 0 par encadrement : la suite (A?) converge vers 0 pour ||-||sub-
Comme ||-||su, = N et que N est équivalente a ||-||,, d’apres I'exercice 5.18, la
convergence vaut aussi pour ||-||.

. Soit X € M, 1(K) tel que (I, — A)X = 0, soit AX = X. Une récurrence

immédiate donne A?X = X pour tout p € N, donc

X1l = [|42X], < IAIZ, 11Xl — O.
p +00

La quantité || X||., ne dépendant pas de p, elle est nulle, donc X = 0. Le systéme
(I, — A)X = 0 n’a que la solution nulle : la matrice I,, — A est inversible.

. La somme est télescopique :

P P
(I, —A)S, = > AF— Y AR+l _ AP+,
P
k=0 k=0

En multipliant & gauche par (I, — A) 7},
Sp = (In—A)! = (I, - A)T1AP*,
et la question 5 donne

”Sp - (I” _A)_1Hsub = ”(I A) 1||sub ” |£1-'l:-)1 0.

p—o+

La suite (S,) converge donc vers (I, — A)~".

L’inégalité triangulaire et la question 5 donnent

IS, | ZHAkH Z AILE ||A||£1E1 . 1
Pllsub = sub = T A 1—[|A]

sub

sub

D’apres la question 1 de 'exercice 5.13, la suite réelle (”Sp”sub) converge vers

||(In - A)_leub. En passant a la limite dans I'inégalité ci-dessus, qui est large,

1
— 1Al

L’équation X = AX + B s’écrit (I, — A)X = B;la matrice I,, — A étant inversible
d’aprés la question 8, elle admet I'unique solution L = (I, — A)~!B. Pour tout
pEN,

”(I A) 1”sub -

Xp41 — L = (AX, + B) — (AL + B) = A(X, - L),
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d’ou, par récurrence, X, — L = AP(X, — L) et

P
% = Lll,, < AL, 1X0 = Ll —— 0.
La suite (X,,) converge donc vers L, quel que soit X.

Pour la matrice de 'exercice 5.11, les sommes des valeurs absolues des coeffi-
cients des trois lignes valent % g et g donc ||Allgy = % < 1:les questions 3
et 4 de cet exercice sont des cas particuliers de ce qui précede.

Enoncé p. 72

. Le vecteur 0g appartient a E(OE, r), donc a C. Soit x € E. Si x = Og, tout t > 0
convient et T,, = R}. Si x # Og, posons t = @ :alorst > 0 et H%x” = @ =r,
donc %x € E(OE, r) C Cett € Ty. Dans les deux cas, T est une partie non vide

de R minorée par 0 : sa borne inférieure existe, et jo(x) < @

. Soit t € T,. Alors %x eCc I_S(OE, R), donc @ < R, soit t > ”%”. Le réel ”%“

minore donc T, et par définition de la borne inférieure jo(x) > %. Avec la
question 1, on obtient '’encadrement annoncé.

. Soit A € R* et soit t > 0. En posant t = |A|u avec u > 0,

le signe étant celui de A. Comme C est symétrique, %x € C si et seulement si
—%x € C : dans les deux cas, t € Ty, équivaut a u € T. Ainsi Ty, = |A| Ty, et la
borne inférieure d’'un ensemble multiplié par |A| > 0 est multipliée par |4] :
jc(Ax) = |A| je(x). Enfin, jc(0g) = 0 d’apres la question 1, donc I’égalité vaut
encore pour A = 0.

. Les coefficients — et Ftt sont positifs et de somme 1, et T et !—t/ appartiennent
a C : la convexité de C donne ﬁ(x +y) € C, cest-a-dire s + t € Ty4,. Donc
je(x+y) <s+t.

Cette inégalité vaut pour tout s € Ty et tout t € T,. A t fixé, en passant a la
borne inférieure sur s, il vient je(x + y) < jo(x) + t; puis, en passant a la
borne inférieure sur t, jo(x + y) < jo(x) + je(y).

. L’application jc est a valeurs dans R*, homogéne d’apres la question 3 et
vérifie I'inégalité triangulaire d’aprés la question 4. Enfin, si jo(x) = 0, la
question 2 donne ||x|| £ R jo(x) =0, donc x = 0 : 'axiome de séparation est
vérifié. C’est donc une norme, et ’encadrement de la question 2 s’écrit

1 . 1
7 Il < je(x) < il
r

ce qui est exactement la définition de 1’équivalence des normes jc et ||-||.

. Soit x tel que jc(x) < 1. Par définition de la borne inférieure, il existe t € T
tel que t < 1. Alors ’?‘ €C,0p€C,et

X
x=t-;+(l—t)-OE

est un point du segment joignant ces deux éléments de C : par convexité, x € C.
Réciproquement, si x € C, alors 1 € T, donc jc(x) < 1etx € B;(0g, 1).
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7.

10.

L’ensemble C est I'intersection du carré [—1, 1]%, défini par |x| < 1 et |y| < 1,
avec labande |x — y| < 1. Cette bande contient les sommets (1, 1) et (—1,—1) du
carré, mais pas (1, —1) ni (-1, 1), pour lesquels |x — y| = 2. La droite x —y =1
coupe le carré en (1,0) et (0, —1), et la droite x —y = -1 en (-1,0) et (0,1) :
les deux sommets exclus sont remplacés par ces quatre points.

(1,1)

. L’ensemble C est convexe comme intersection de trois parties convexes (cha-

cune est définie par une inégalité de la forme |u| < 1 ou u est linéaire, donc
chacune est convexe). Il est symétrique, car les trois conditions ne changent pas
quand on remplace (x, y) par (—x, —y). Enfin, si ||(x, y) ||, < %, alors |x| < 1,
lyl < 1et|x—y| < |x| +|y| < 1, donc (x,y) € C;etsi(x,y) € C, alors
|(x, y)llo < 1. Ainsi

Bs ((0,0), 1) € € € Bo ((0,0),1) .

. Les applications (x,y) — |x|, (x,y) — |y| et (x,y) — |x — y| sont positives,

homogeénes et vérifient I'inégalité triangulaire, car x, y et x — y dépendent
linéairement de (x, y). Leur maximum M hérite de ces trois propriétés : pour
linégalité triangulaire, chacune des trois quantités évaluées en (x, y) + (x’, y’)
est majorée par la somme des quantités correspondantes, donc par M(x, y) +
M(x',y’), et il en va de méme de leur maximum. Enfin, si M(x, y) = 0, alors
|x] =0 et |y| =0, donc (x,y) = (0,0) : M est une norme. Par définition,

C={(xy) €eR* : M(x,y) <1} =By ((0,0),1).
Soit (x,y) € R? et soit t > 0. Par homogénéité de M,
1
;(x,y) €C &= M(}(xy) <1 & M(x,y) <t.

Ainsi Ty, ) = [M(x,y), +oo[ N R}, dont la borne inférieure vaut M(x,y) : on
a bien jo = M.

Enfin, M(1,1) = max(1,1,0) = 1 alors que ||(1, 1), = 2 et [|(1,1)]l, = V2, et
M(1,-1) = max(1,1,2) = 2 alors que ||(1,-1)||, = 1. La norme M n’est donc
ni [|[|y, ni [|[|5, i ][] -
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