Suites et séries de fonctions

Karl Weierstrass (1815 — 1897)

Dans ce chapitre, nous abordons les suites et les séries de fonctions. La notion
de suite de fonctions n’a rien de compliqué a priori : il suffit de considérer une
liste numérotée de fonctions. En revanche, il faut préciser ce que 'on entend
par limite d’une telle suite, et plusieurs réponses sont possibles. Ces notions de
convergence permettront a leur tour d’étudier la somme d’une série de fonctions.
Une fois la limite d’une suite de fonctions et la somme d’une série de fonctions
définies, se pose naturellement la question de leur régularité : la limite d’une
suite de fonctions continues est-elle continue ? Celle d’une suite de fonctions
dérivables est-elle dérivable? A quelles conditions?

Plus généralement, nous nous poserons la question de l'interversion des sym-
boles : peut-on échanger une limite et une dérivée? Deux limites? Une limite et
une intégrale ? Ces interversions ne vont pas de soi. Elles sont souvent légitimes,
mais & condition de vérifier des hypothéses précises, que nous allons découvrir.

Programme officiel
Suites et séries de fonctions
B - Suites et séries de fonctions
a) Modes de convergence d’une suite ou d’une série de fonctions
b) Régularité de la limite d’une suite de fonctions
c) Régularité de la somme d’une série de fonctions




Suites et séries de fonctions

1. Convergences pour les suites

Définition 6.1 (Suite de fonctions)

Soit I un intervalle de R. Une suite de fonctions définies sur I et a valeurs dans K
est une suite (f;),er d’éléments de K! : c’est la donnée, pour chaque entier n, d’une
fonction f,: I - K.

Exemple 6.2

Pour n € N, posons f,: R = R, t — sin(nt). Les premiers termes de la suite (f,)
sont la fonction nulle f;, la fonction f; = sin, puis f;: t > sin(2t), et ainsi de suite.

Exemple 6.3

Pour n € N, posons f;,: R > R, t — e ™. Les premiers termes de la suite (f;;) sont
la fonction constante f; égale a 1, la fonction fi: t > e/, puis fo: t > e™%, et ainsi
de suite.

Définition 6.4 (Convergence simple)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I et soit f une fonction
définie sur le méme intervalle. (f;,) converge simplement vers f sur I si:

Vt e, fu(t) m’f(”-

Exemple 6.5

Pour n € N*, posons

sin(nt
fn:R—>R,t|—>t2+—( ).
n
Soit t € R. Pour tout n € N*,
sin(nt 1
() - ¢ = S0l 1
n n

donc f;,(t) —— t%. Ceci valant pour tout réel ¢, la suite (f;,) converge simplement
n—+0o

sur R vers la fonction f: t > t2.
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Pour n € N*, posons
tn
i R—>R, t»—>(1+—) .
n

Soit t € R. Pour tout entier n > |f|,ona 1+ % > 0, donc

fu(t) =exp (nln (1 + %)) .

Sit =0, alors f,(0) =1 pour tout n. Si t # 0, comme % — O0etln(1+u) ~ u quand
u—0,

t t
nln(1+—)~n-—=t,
n n

donc nln (1 + %) —— ¢, puis, par continuité de 'exponentielle, f,(t) — €’.
n—+0co n—+o0o

Dans les deux cas, la limite vaut e’ : la suite (f;,) converge simplement sur R vers la
fonction exponentielle.

Remarque

Une limite simple de fonctions continues n’est pas nécessairement continue.

Pour n € N, posons f,,: [0,1] — R, ¢ — ™. Chaque f;, est continue sur [0, 1].

Soit t € [0,1[. Comme 0 < t < 1, la suite géométrique (¢") tend vers 0. En t = 1, on
a f»(1) = 1 pour tout n, donc f,(1) — 1. La suite (f,) converge donc simplement
sur [0, 1] vers la fonction

1 sit=1.

f't}_){o site[0,1]

Cette fonction n’est pas continue en 1: f(¢) — 0 quand ¢t — 17, alors que f(1) = 1.

Remarque

Méme lorsqu’une suite (f;) de fonctions continues converge simplement sur un
segment [a, b] vers une fonction f continue, on ne peut pas en déduire que

b b e 09 12 s, A
/a fa(t)dt — /a f(t)dt : la limite et I'intégrale ne peuvent pas, en général, étre
interverties.

Pour n € N, posons
gn: [0,1] >R, t > (n+1)(n+2)t"(1-1).

Chaque g, est une fonction polynomiale, donc continue sur [0, 1]. Son intégrale se
calcule en développant t"(1 —t) = t" — t"*1 .

/Olg,,(t)dt= (n+1)(n+2) (L -

n+l n+2

)=(n+1)(n+2)-m=1
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Déterminons la limite simple. En t = 1, g,(1) = 0 pour tout n. Soit ¢t € [0, 1[. Par
croissances comparées, n’t" — 0, nt" — 0 et t" — 0; donc
gn(t) = (n°t" +3nt" + 2t") (1 - t) —— 0.
n—+o0o

La suite (g,) converge donc simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle, qui est
continue et d’intégrale nulle. Ainsi

1 1
/ gn(t)dt=1——">1%#0 :/ lim g,(t)dt.
0 n—+oo 0 N+

Remarque

La convergence simple est la définition naturelle de la limite d’une suite de fonctions :
elle ramene I’étude, point par point, a celle de suites numériques. Les deux exemples
précédents montrent cependant qu’elle ne suffit pas a obtenir des théorémes d’in-
terversion : ni la continuité ni 'intégrale ne passent a la limite simple. Il faut une
notion de convergence plus exigeante.

Définition 6.9 (Convergence uniforme)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I et soit f une fonction
définie sur le méme intervalle. (f;,) converge uniformément vers f sur I si :

— la différence f,, — f est bornée a partir d’un certain ran
n

= llfa = fllo = 0.

Reprenons, pour n € N*, la suite de fonctions

sin(nt
ﬁ:R—)R,tl—)tz+—( ),
n

qui converge simplement sur R vers f: t > t%. Pour tout n € N* et tout ¢ € R,

_|sin(nt)| 1
Ifn(t) = f(D)| = 0 < o

La fonction f, — f est donc bornée sur R, et + en est un majorant; comme || f;, — f1l.,

est le plus petit des majorants de |f,, — f], ona 0 < ||f, — fll, < <. Par encadrement,
Ilfn — flleo — 0 :la suite (f;) converge uniformément vers f sur R.

Exemple 6.11

Pour n € N*, posons
ro_
fu: Ry >Rt e Ao

Montrons que (f;) converge uniformément vers la fonction nulle sur R,. Soit n € N*.
La fonction ¢: t — te~t/" est dérivable sur R, et, pour tout t € Ry,

qDI(t) — e—t/n _ ie—t/n — (1 _ E) e—t/n'
n n
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Ainsi ¢ est croissante sur [0, n] et décroissante sur [n, +oo[ : elle atteint son maximum
en n, ou elle vaut ¢(n) = ne™!. Comme ¢ est positive, on a pour tout t € R,

o(t) ne ! 1
0< t) = ——< = —
<hn=2l < -

avec égalité en t = n. La fonction f, — 0 = f, est donc bornée sur R, et || fyll =

é — 0 : la suite (f;) converge uniformément vers la fonction nulle sur R,.

Reprenons, pour n € N, les fonctions f;: [0,1] — R, t +— ", qui convergent
simplement sur [0, 1] vers la fonction f nulle sur [0, 1[ et valant 1 en 1. Montrons
que (f) ne converge pas uniformément vers f.

Soitn € N.On a f,(1) — f(1) =0 et, pour t € [0, 1], f,(¢) — f(t) =t" € [0,1]. La
fonction f;, — f est donc bornée par 1, d’otl || f;, — fllo, < 1.Par ailleurs, " — 1 quand
t — 17 :pour tout € > 0, il existe ¢ € [0, 1] tel que |f,,(¢) — f(¢)| > 1 — €. Aucun réel
strictement inférieur a 1 ne majore donc |f, — fl, et ||/ — fllo = 1.

Ainsi || f, — fllo = 1 pour tout n, ce qui ne tend pas vers 0 : la suite (f,) ne converge
pas uniformément vers f sur [0, 1].

Reprenons, pour n € N, les fonctions g,: [0,1] = R, t — (n+1)(n+2) t"(1—t), qui
convergent simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle et vérifient /01 gn(t)dt = 1.
Montrons que (gy,) ne converge pas uniformément vers la fonction nulle.

Soit n € N. La fonction g, est continue sur le segment [0, 1], donc bornée. Pour tout
t€[0,1],ona0 < g,(t) < ||gnllo, donc, par croissance de I'intégrale,

1 1
1=/ gn<t>dts/ gl dt = llgnlle.
0 0

Ainsi ||g, — 0], = 1 pour tout n, ce qui ne tend pas vers 0 : la suite (g,) ne converge
pas uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].

Remarque

Lorsque les fonctions f, et f sont bornées sur I, la convergence uniforme de (f,)
vers f est exactement la convergence de (f;) vers f dans I’espace vectoriel normé
(B(I,K), ||-lle) des fonctions bornées, étudié au chapitre précédent.

La définition de la convergence uniforme est cependant un peu plus générale : ni les
fonctions f;, ni la fonction f ne sont supposées bornées. Seule la différence f;, — f doit
létre, a partir d’un certain rang, pour que ||f, — f||., ait un sens. Dans le premier

sin(nt)

exemple ci-dessus, les fonctions t +— t? + et t — t? ne sont pas bornées sur

R : elles n’appartiennent pas a 8(R,R), et pourtant la convergence est uniforme.

Remarque

Avec des quantificateurs, la convergence simple de (f;) vers f sur I s’écrit :

Vtel Ye>0, AN eN, Vn > N, |fu(t) - f(1)] <e.
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La convergence uniforme de (f;,) vers f sur I s’écrit quant a elle :
Ve>0, AN e N, Vn > N, Vt € I, |f,(t) — f(t)| <e.

Seule la place de « Vt € I » change. Dans la convergence simple, il est placé avant
«3dN € N » : le rang N peut dépendre du point ¢. Dans la convergence uniforme, il
est placé aprés : un méme rang N convient pour tous les points ¢ de I a la fois.

Proposition 6.14

Soit (f;,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I et soit f une fonction défi-
nie sur I. Si (f;,) converge uniformément vers f sur I, alors (f,,) converge simplement
vers f sur I.

Soit Ny € N tel que f;, — f soit bornée pour n > Ny, et soit t € I. Pour tout n > Nj,
0 <1t = FOI < N = fll —— 0,

donc, par encadrement, f,(t) — f(t). O

Remarque

La réciproque est fausse : la suite des fonctions t + t" converge simplement sur
[0, 1] vers la fonction f nulle sur [0, 1] et valant 1 en 1, mais nous avons vu qu’elle
ne converge pas uniformément vers f.

La figure ci-dessous illustre la différence. Pour € > 0, on représente en gris la bande
formée des points (t,y) tels que |y — f(t)| < €. La convergence uniforme signifie
qu’a partir d’un certain rang, le graphe de f; est tout entier contenu dans cette bande.
A gauche, les fonctions ¢ — 2+ M, avec € = ‘l} : dés que n > 4, leur graphe reste
dans la bande autour de t — t2. A droite, les fonctions t — t", avec € = % : pour
chaque t € [0, 1] fixé, le point (¢, t") finit par entrer dans la bande, mais aucun des
graphes n’y est entiérement contenu, car chacun en sort au voisinage de 1.

— limite —n=5—n=12 —n=5—n=20—n=:60

Remarque

Si (f,) converge simplement vers f et uniformément vers g sur I, alors f = g. En
effet, d’apres la proposition, (f,) converge aussi simplement vers g; pour tout ¢ € I,
la suite numérique (f,(¢)) tend alors a la fois vers f(¢) et vers g(t), donc f(t) = g(t)
par unicité de la limite.



CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

La convergence uniforme ne peut donc pas conduire a une autre limite que la
convergence simple. Ce quil’en distingue, c’est qu’'une suite de fonctions qui converge
simplement peut ne converger uniformément vers aucune fonction. En pratique, pour
étudier la convergence uniforme d’une suite (f;;) sur I, on commence par déterminer
sa limite simple f; la suite converge alors uniformément sur I si et seulement si elle
converge uniformément vers f. Si (f,,) n’a pas de limite simple, elle ne converge pas
uniformément.

Par exemple, la suite des fonctions t — " et la suite (g,) étudiées plus haut
ne convergent pas uniformément vers leurs limites simples respectives : elles ne
convergent donc uniformément sur [0, 1] vers aucune fonction.

Remarque

La convergence uniforme est la notion de convergence adaptée aux théorémes
d’interversion. Nous verrons dans la section II qu’elle permet de faire passer a la
limite la continuité et I'intégrale sur un segment, et, sous des hypothéses portant sur
les dérivées, la dérivabilité.

Méthode 6.15 (Montrer une convergence uniforme)

Soit (f;,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I. Pour montrer que (f;,)
converge uniformément sur [ :

1. Déterminer la limite simple. Pour ¢ € I fixé, on étudie la suite numérique
(fu(t)) et on détermine sa limite f(¢). Si cette limite n’existe pas pour au moins
un t, la suite (f,) ne converge pas simplement, donc pas uniformément : c’est
terminé.

2. Majorer |f,(t) — f(¢)| indépendamment de t. Soient n € Nett € I. On
cherche un réel M, qui ne dépend que de n et pas de t, tel que

[fa(t) = f(B)] < My

et tel que M, — 0.

3. Majorer la norme infinie. L’inégalité précédente vaut pour tout ¢t € I :
la fonction f, — f est donc bornée sur I et M, en est un majorant. Comme
Ilfn = fllo estle plus petit des majorants de |f;, — f|, on obtient

0<|lfa = flleo < My

4. Conclure. Comme M, — 0, 'encadrement donne ||f, — f||., — 0 : la suite
(fn) converge uniformément vers f sur I.

Pour n € N*, posons
1
fmiR>R t— t2+ﬁ'

Montrons que (f,) converge uniformément sur R.

Limite simple. Soit t € R. On a t? + # — t2, donc, par continuité de la racine carrée,

fu(t) — Vi2 = |t|. La suite ( fn) converge simplement sur R vers f: t — [t].
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Majoration indépendante de t. Soient n € N* et t € R. En multipliant par la quantité
conjuguée,

2+ L) -2
1 n? 1
ful®) = f(t) ={[t2+ = - Vi2 = = .
" 2+ L] n? (,/t2+iz+|t|)
n n
Le dénominateur vérifie /2 + % + [t| > /& = L > 0, donc
n n n

1

1y

n

() = (D] <

n?

Le majorant % ne dépend pas de t.

Norme infinie. Cette inégalité vaut pour tout ¢ € R : la fonction f;, — f est bornée sur
Ret||fy - fllo < L.

Conclusion. Comme + — 0, par encadrement || f, — f ||, — 0: la suite (f;) converge
uniformément vers t > |t| sur R.

Remarque

Montrer qu’une suite de fonctions ne converge pas uniformément est en général
plus difficile : une majoration ne suffit plus. Il faut alors soit calculer explicitement
Ilf» — fll, ou au moins le minorer par une quantité qui ne tend pas vers 0, comme
nous I’avons fait pour les fonctions ¢ — " et g, ; soit utiliser la contraposée de 'un
des théoremes de la section II. Par exemple, nous verrons qu’une limite uniforme de
fonctions continues est continue : la limite simple des fonctions continues t +— t”
n’étant pas continue sur [0, 1], cela suffira a montrer que la convergence n’y est pas
uniforme.

2. Convergences pour les séries

Définition 6.17 (Série de fonctions)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans K. Pour
n € N, on note S, la fonction

Snziﬁc:l—)K, tHZn:fk(t)
k=0 k=0

La série de fonctions de terme général f,,, notée }’ f,, est la suite de fonctions (S, )nen-
La fonction S, est appelée somme partielle d’indice n de la série.

Remarque

Comme pour les suites de fonctions, la difficulté ne réside pas dans la définition de la
série elle-méme, mais dans celle de sa limite, c’est-a-dire de sa somme. La définition
précédente permet de la lever : une série de fonctions étant une suite de fonctions,
celle de ses sommes partielles, les notions de convergence simple et de convergence
uniforme s’appliquent telles quelles a la suite (S,,).
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Définition 6.18 (Convergence simple)

Soit )} f, une série de fonctions définies sur un intervalle I, de sommes partielles
(Sn), et soit f une fonction définie sur le méme intervalle. }; f,, converge simplement
vers f sur I sila suite (S,) converge simplement vers f sur I, c’est-a-dire si :

Vvt el, ka(t) — f(0).

k=0

+0o0

La fonction f est alors appelée somme de la série, et on note f = ;7% f5.

Exemple 6.19

Pour n € N, posons f,: | - 1,1[—> R, t — t".
Soit t €] — 1,1[. Comme t # 1, pour tout n € N,

1-— tn+1

S(t)—Zt ——

Comme [t| < 1, t"*! — 0, donc S, (t) —— L. Ceci valant pour tout t €] — 1, 1],
n—+oo

la série ) f, converge simplement sur | — 1, 1[ vers la fonction t - ﬁ
On ne peut pas remplacer | — 1, 1[ par un intervalle plus grand : si |t| > 1, alors

[t"| > 1 pour tout n, donc la série numérique ; t" diverge grossiérement.

Exemple 6.20

Pour n € N, posons
2
(142"
Soitt € R.Sit =0, alors f,(0) =0 pour tout n, donc S,,(0) =0 — 0.
Supposons ¢ # 0 et posons q = Comme t? > 0,on a q €]0,1[ et f,(t) = t?q".
Pour tout n € N,

fiRSR t—

1+t2

n+1

n
1 —
SA0=ﬂZﬁk=ﬁ~T%—
py q

Comme q €]0, 1[, ¢"*! — 0, donc S, (1) —— 1t__2 Or
n—s+0o q

1 t? t?
donc

=—, =1+t%
1+ 1412 1-gq

1-g=1-
La série }; f; converge donc simplement sur R vers la fonction

1+t2 sit#0
S:t— ]
0 sit =0.

Chagque f, est continue sur R, mais S n’est pas continue en 0: S(¢) — 1 quand ¢t — 0
avec t # 0, alors que S(0) = 0. Comme pour les suites, la somme d’une série de
fonctions continues qui converge simplement n’est pas nécessairement continue.
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Définition 6.21 (Convergence uniforme)

Soit )} f, une série de fonctions définies sur un intervalle I, de sommes partielles (S,),
et soit f une fonction définie sur le méme intervalle. }’ f;, converge uniformément
vers f sur I si la suite (S,) converge uniformément vers f sur I, c’est-a-dire si :

— la différence S, — f est bornée a partir d’un certain rang
= ISn = fllo = 0.

Remarque

Supposons que ), f;, converge simplement sur I, de somme S. Pour n € N, on appelle
reste d’indice n de la série la fonction

+00
Ri=S-Sp: oKt > fi(h).

k=n+1

Pour tout ¢t € I, R,(t) est le reste d’indice n de la série numérique convergente
S fil®).

Une série de fonctions ne pouvant converger uniformément que vers sa somme
simple, la définition précédente se reformule avec les restes : } f, converge unifor-
mément sur I si et seulement si elle converge simplement sur I et :

— le reste R, est borné a partir d’un certain rang

— [[Rnllec = 0.

Soit a € [0,1[. Pour n € N, posons f,: [-a,a] — R, t + t". Montrons que ), f,
converge uniformément sur [—a, a].

Comme [—a, a] C]—1, 1], le premier exemple montre que }’ f, converge simplement
sur [—a,a] vers S: t — .
Soient n € N et t € [—a, a]. Le reste d’indice n vérifie

1 __tn+1 |t|n+1

t 1-1t

R0 =150 - 82061 =|

1-t°

Or |t|"™ <a™let1-t>1-a>0,donc

n+1

a
|Rn(2)] < -
1—a

. , 7 n+1
Ce majorant ne dépend pas de ¢ : le reste R, est borné sur [—a,a] et 0 < [|Ry || < =

Comme a € [0,1[, a"*! — 0, donc, par encadrement, ||R,||., — 0 : la série ). f,
converge uniformément vers S sur [—a, a].

Remarque

Comme on vient de le voir, la convergence uniforme d’une série de fonctions n’est
pas particuliérement facile a vérifier : il faut majorer |R,(¢)| indépendamment de ¢,
ce qui, dans ’exemple précédent, reposait sur une expression explicite de S, et de
S. Or on sait rarement calculer les sommes partielles ou la somme d’une série de
fonctions. Il existe une autre notion de convergence, plus forte, mais également plus

10
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adaptée au cas des séries, car elle ne porte que sur les termes f;,.

Définition 6.23 (Convergence normale)

Soit ) f, une série de fonctions bornées sur un intervalle I. )’ f;, converge normale-
ment sur [ si la série numérique ) || f, ., converge.

Remarque

Comme pour la convergence uniforme, il suffit en fait que les fonctions f,, soient
bornées sur I a partir d’'un certain rang N : la convergence normale signifie alors
que la série numérique ),y || fnllo converge. Modifier un nombre fini de termes
ne changeant pas la nature d’une série, ce choix de N n’a pas d’importance.

Remarque

Contrairement aux convergences simple et uniforme, la définition de la convergence
normale ne fait intervenir aucune fonction somme f. Ce n’est pas un probléme :
nous allons voir que la convergence normale entraine la convergence simple. En
cas de convergence normale, la somme de la série est donc la somme donnée par la
convergence simple.

Remarque

La figure ci-dessous illustre ce point de vue. Pour chaque terme f;, on repeére la plus
petite bande horizontale, centrée sur ’axe des abscisses, qui contient tout le graphe
de f, : sa demi-hauteur est ||f,|| .- La convergence normale ne regarde ni la somme
ni les restes de la série; elle demande seulement que ces hauteurs || f,||.,, empilées
les unes sur les autres, forment une pile de hauteur finie.

A gauche, les fonctions f,: t ;—: sur [0,1],pourn >1:ona|fyll, = zin, et la pile
des hauteurs % i, % ... a pour hauteur totale 1. La série converge normalement sur
[0,1]. Sa somme S: t +— z—ft, en noir, reste sous cette hauteur. A droite, les fonctions
t — t" sur [0, 1] : chaque graphe frole la hauteur 1 au voisinage de 1, donc || f, ||, = 1
pour tout n, et la pile monte indéfiniment. La série ne converge pas normalement

sur [0, 1[, bien qu’elle converge simplement.

11



CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

t t
v 1 Yl falleo b 1 3 falle

— sommeS —n=1 —n=2 —n=3 —n=4

Méthode 6.24 (Montrer une convergence normale)

Soit ) f, une série de fonctions définies sur un intervalle I. Pour montrer que }, f,
converge normalement sur I :

1. Majorer |f,,(t)| indépendamment de ¢. Soient n € N et ¢t € I. On cherche
un réel u, > 0, qui ne dépend que de n et pas de ¢, tel que

|fa (D] < up.

Le plus souvent, une majoration directe suffit : |sin| < 1, |cos| < 1, ¢ € [a, b]
donc |t| < max(|al, |b|), un dénominateur minoré, etc. Sinon, on étudie les
variations de |f,| sur I pour déterminer son maximum.

2. Majorer la norme infinie. L’inégalité précédente vaut pour toutt € I : la
fonction f, est donc bornée sur I et u, en est un majorant. Comme || f, ||, est
le plus petit des majorants de |f;|,

0 < [[falleo < tn.

3. Montrer que } u, converge. On reconnait une série de référence (série
de Riemann }, ,%a avec o > 1, série géométrique de raison dans [0, 1[) ou
on applique un critere du chapitre sur les séries numériques (comparaison,
équivalent, régle de d’Alembert).

4. Conclure. Les séries Y, || fnll., €t > u, sont a termes positifs, || ||, < un pour
tout n et ) u, converge. Par critére de comparaison des séries a termes positifs,
2 Ifnll converge : la série ; f,, converge normalement sur I.

Si le majorant u,, obtenu est le terme général d’une série divergente, on ne peut rien
conclure : soit on cherche un meilleur majorant, soit on calcule || f; ., exactement,
et si X ||fnll., diverge, la convergence n’est pas normale sur I.

Exemple 6.25

Pour n € N*, posons

R>R t—» ——.
In n? 4 2

12



CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Montrons que ), fn converge normalement sur R.

Majoration indépendante de t. Soient n € N* et t € R. Comme t? > 0, on a n® + t? >
n?® > 0, donc
1
= ——— < —=.
Ol = s <
Norme infinie. Ce majorant ne dépend pas de t. Donc f; est bornée sur R et || f;, ||, <

1
?.
Série majorante. La série )’ # est une série de Riemann convergente (2 > 1).

Conclusion. Par critére de comparaison des séries a termes positifs, ) || f, ||, converge.
Donc }},,>; f» converge normalement sur R.

Pour n € N*, posons
fui: Ry >R, t >t ™™,

Montrons que )}, f, converge normalement sur R,.

Majoration indépendante de t. Ici, une majoration directe échoue : le facteur * n’est
pas borné sur R,, et e™™ < 1 ne suffit pas. Etudions les variations de f,. Soit n € N*.
La fonction f; est positive et dérivable sur R, avec, pour tout ¢ > 0,

fi(t) = 2te™ — nt’e™™ =t(2 — nt)e ™.

Comme t > 0 ete ™ > 0, f,(t) est du signe de 2 — nt : f, est croissante sur [0, %
et décroissante sur [% +00]. Elle atteint donc son maximum en ¢ = % et pour tout
t>0,

2 4 _ 4
OSﬁl(t) Sﬁl(—) :—26 2 =ﬂ'
n n e?n

Norme infinie. Ce majorant ne dépend pas de t. Donc f;, est bornée sur R, et || f,||, <

ﬁ. Le maximum étant atteint, on a méme || f,||, = ﬁ.

Série majorante. La série ), % est une série de Riemann convergente (2 > 1), donc la
2.9 4 o q 4

série ), 7 converge, par multiplication par la constante .

Conclusion. Par critére de comparaison des séries a termes positifs, ) || f, ||, converge.

Donc }},» f» converge normalement sur R,.

Proposition 6.27

Si 3} f, converge normalement sur I, alors, pour tout ¢ € I, la série numérique ) f,(t)
converge absolument.

Soit ¢ € I. Pour tout n € N, la fonction f, est bornée sur I et || f,||., majore |f,|, donc

0 < |fa(®)] < llfall -

La série a termes positifs Y, || f, ||, converge; par comparaison de séries a termes positifs, la
série ), |f, ()| converge. O

Proposition 6.28

Si ), f, converge normalement sur I, alors }; f;, converge uniformément sur /.

13
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D’apreés la proposition précédente, pour tout ¢t € I, la série numérique ) f,(¢) converge
absolument, donc converge : la série ), f;, converge simplement sur I. Notons S sa somme
et (R,) la suite de ses restes. D’aprés la remarque suivant la définition de la convergence
uniforme, il suffit de montrer que R, est borné et que ||R,||,, — 0.

Pour n € N, notons p, = ZZ; +1 Ilfell, le reste d’indice n de la série numérique convergente

2 |lfello- On a pr, — 0.
Soient n € N et t € I. Pour tout entier p > n, par inégalité triangulaire,

p p p
D K@ DRGNS D fille <

k=n+1 k=n+1 k=n+1

la derniére inégalité venant de la positivité des termes || f||.,. En faisant tendre p vers +oo, le
membre de gauche tend vers |R, ()|, donc |R, ()| < pa.

Ce majorant ne dépend pas de t : R, est borné sur I et 0 < ||R,|| < pn. Comme p, — 0, par
encadrement, ||R,||,, — 0 :la série } f, converge uniformément sur I. O

Remarque

La convergence normale entraine donc la convergence simple. On a ainsi les impli-
cations

convergence normale = convergence uniforme = convergence simple.

Soit g € [0,1[. Pour n € N, posons f,: [0,q] — R, t — t". Montrons que )’ f,
converge normalement sur [0, q].

Soit n € N. Pour tout t € [0,g], 0 < t" < ¢", avec égalité en t = g. La fonction
fn est donc bornée sur [0, q] et || full, = ¢" Or la série ) || fullo, = 25 q" est une
série géométrique de raison g € [0, 1[, donc convergente. Donc } f, converge
normalement sur [0, q].

En revanche, la convergence n’est pas normale sur [0, 1[, bien que la série y converge
simplement. Soit n € N. Pour tout ¢t € [0,1[, 0 < t" < 1, donc f; est bornée sur [0, 1]
et || fullo < 1. Par ailleurs, t” — 1 quand t — 17 : aucun réel strictement inférieur a
1 ne majore |f,| sur [0, 1[, donc ||f,||, = 1. La série } 1 diverge grossierement : la
série ) f, ne converge pas normalement sur [0, 1].

Soit a > 1. Pour n € N*, posons f,,: [a,+o[— R, s — % Montrons que }},51 fx

converge normalement sur [a, +oo].
Soit n € N*. Pour tout s > a, comme Inn > 0,

1 !

< — —eShnn o ,—alnn _ ~
0< " e <e a’
avec égalité en s = a. La fonction f;, est donc bornée sur [a, +oo[ et || f, ||, = n%, Orla

. _ 1 o .
série . || fullo = 2 7 est une série de Riemann convergente (a > 1). Donc },,51 fn
converge normalement sur [a, +oo].
En revanche, la convergence n’est pas normale sur |1, +oo[. Soit n € N*. Le méme
raisonnement montre que % < % pour tout s > 1, et #
Ifalle = +.La série harmonique ) % diverge : la série ), f, ne converge pas
normalement sur |1, +oo[.

— 4 quand s — 1*; donc

14



CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Pour n € N*, posons
ro_
fuiRy =Rt —e e
n
, . g , _ l
Nous avons vu, en étudiant la suite (f;), (llue fn est bornée sur R, et que || full, = ;-
Convergence normale sur R,. La série ). S~ diverge, car la série harmonique diverge :
la série ) ,-; fn ne converge pas normalement sur R,.
Convergence simple sur R,. Soit t € R,. Pour tout n € N*, comme 0 < e™!/" < 1,

osmns%.

La série }; n—tz converge (série de Riemann d’exposant 2); par comparaison de séries a

termes positifs, )] f,(t) converge. La série ), f, converge donc simplement sur

R, ; notons (R,) la suite de ses restes.

Convergence normale sur [0,a]. Soit a > 0. Pour tout n € N* et tout t € [0, a],

Pinégalité précédente donne
0<fil s <=

Le majorant - ne dépend pas de t. Donc f, est bornée sur [0, a] et || fullo [0.0] < 72-

Or la série ), - converge, comme multiple de la série de Riemann )] # (2 > 1). Par
critére de comparaison des séries a termes positifs, 2. || full, [o,o) converge. Donc
2.n>1 fn converge normalement, donc uniformément, sur [0, a].

Convergence uniforme sur R,. Soit n € N*. Tous les termes fi(n) étant positifs,
Ryn(n) > 0, donc

2n 2n
n _n/k
Ra(n) 2 Ry(n) = Ron(n) = 3 fi(m) = 3 e~
k=n+1 k=n+1
Pour k € [n+ 1,2n], on a k < 2n, donc w2 = ﬁ, et # <1, donc e Mk > el

Cette somme comportant n termes,

1 1
R,(n)>n-— e l=—.
n(n) 4n 4e

Ainsi, pour tout n € N* tel que R, soit borné, ||R,||e = Rn(n) > 4%,

pas vers 0 : la série )5 ; f, ne converge pas uniformément sur R,.

ce qui ne tend

Pour n € N*, posons

(=D" .
fn: [0,1] = R, t > ——t".
n
Montrons que ), f, converge uniformément sur [0, 1], mais pas normalement.
Convergence simple. Soit t € [0, 1]. Posons a, = % pour n € N*, de sorte que
fn(t) = (—-1)"a,. La suite (a,) est positive et, comme 0 < t < 1,
tn+1 th "
< — =ap,
n

Apn+1 = <
n n+1 n+1

donc (a,) est décroissante. Enfin 0 < a,, < % donc a, — 0. D’apreés le critére des
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séries alternées, la série )’ f,,(t) converge et son reste vérifie

n+1

Ry (8)| < apy1 = .
Ra(0)] < apen = ——
La série ), fn converge donc simplement sur [0, 1].

Convergence umforme Soit n € N*. Pour tout t € [0,1], 'inégalité précédente

donne |R,(t)| < Ce majorant ne dépend pas de t : R, est borné sur [0, 1]

n+1
et 0 < ||Ryllee < ﬁ Par encadrement, ||R,||, — 0 :la série },., f, converge
uniformément sur [0, 1].
Convergence normale. Smt n € N*. Pour tout ¢ € [0, 1], |f,(?)]| = , avec égalité

ent =1, donc ||fylle = ;. La série harmonique ), 1 . d1verge : Ia série Zn21ﬁl ne
converge pas normalement sur [0, 1].

La réciproque de la proposition précédente est donc fausse : une série de fonctions
peut converger uniformément sans converger normalement.

Remarque

Pour étudier la convergence uniforme d’une série de fonctions, le bon réflexe est
presque toujours d’étudier d’abord sa convergence normale : elle ne demande que
de majorer les termes f;,, sans connaitre la somme ni les restes.

L’exception type est celle des séries alternées, comme dans ’exemple précédent : la
convergence peut y étre uniforme sans étre normale. On majore alors directement le
reste R, grice au critere des séries alternées.

3. Bilan

Le tableau suivant récapitule les notions de convergence rencontrées pour les suites et
les séries, numériques ou de fonctions. Dans chaque case, les convergences sont rangées de
la plus forte a la plus faible; les convergences propres aux séries sont en gras.

Suite Série

convergence absolue
Numérique convergence U
convergence

convergence normale

convergence uniforme )
De fonctions U convergence uniforme
convergence simple U

convergence simple

Remarque

Une série, numérique ou de fonctions, est par définition la suite de ses sommes
partielles. Elle hérite donc systématiquement de toutes les notions de convergence
des suites : une série numérique ; u, converge si la suite numérique (S,) converge,
et une série de fonctions }, f, converge simplement ou uniformément si la suite de
fonctions (S,) converge simplement ou uniformément.

Les séries possédent en plus leur propre notion de convergence, qui porte sur les
termes et non sur les sommes partielles : la convergence absolue pour les séries
numériques (convergence de )’ |u,|), la convergence normale pour les séries de
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CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

fonctions (convergence de )’ || f»|,)- Chacune entraine la plus forte des convergences
héritées des suites.

Remarque

On passe de la ligne « De fonctions » a la ligne « Numérique » en fixant t € I : la
suite de fonctions (f,;) converge simplement sur I si et seulement si, pour tout ¢ € I,
la suite numérique (f,(t)) converge; de méme pour une série de fonctions }; f;, et
les séries numériques }; f,(t).

Remarque

La convergence normale n’est pas la convergence absolue. Les deux notions se
ressemblent : dans les deux cas, on remplace chaque terme par une quantité positive
qui mesure sa taille (Ju,| ou || f,]|.,), et on demande la convergence de la série a
termes positifs obtenue. Mais la convergence absolue concerne les séries numériques,
et la convergence normale les séries de fonctions : il ne faut pas mélanger les deux
vocabulaires.
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Ay Y Suites et séries de fonctions
THEOREMES D’ INTERVERSION ET DE REGULARITE

1. Limite et continuité

Théoréme 6.33 (Continuité de la limite d’une suite de fonctions)

Soit (f;,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I. Soit f une fonction
définie sur I.
Si:

— pour tout n € N, f, est continue sur [

— (fu) converge uniformément vers f sur I;

alors f est continue sur I.

Soit a € I. Montrons que f est continue en a. Soit € > 0.
Choix d’un rang. Comme (f,) converge uniformément vers f sur I, il existe un rang N € N tel
que fy — f soit bornée sur I et || fy — flo, < . Pour tout ¢ € I, on a alors

oo — 3°

(@) = fFOI < Mifv = fllo <

W m

Ce rang N est désormais fixé.

Continuité de fiy en a. La fonction fi est continue en a : il existe § > 0 tel que, pour tout t € I
vérifiant |t — a| < §, on ait |fx () - fv(a)| < 5.

Conclusion. Soit t € I tel que |t — a| < §. En intercalant fy () et fy(a), I'inégalité triangulaire
donne

IA

If (@) = f(@) < [f (&) = in (D] + | fn(8) = fn ()] + | fv (@) = f(a)]

€ € €
—+-+-=¢€
3 3 3

IN

Le premier et le troisieme terme sont majorés grace a la convergence uniforme, le second grace
a la continuité de fy. On a ainsi montré :

Ve >0,30>0,Vtel, |[t—a|<d = |f(t) — f(a)| < e

C’est-a-dire que f est continue en a. Ceci valant pour tout a € I, la fonction f est continue sur
L O

La convergence uniforme est essentielle : la suite des fonctions continues ¢ — t”
converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle sur [0, 1] et valant 1 en 1, qui
n’est pas continue. On retrouve ainsi, par contraposée, que cette convergence n’est
pas uniforme sur [0, 1].
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CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Pour n € N*, posons

1
fn: [0,1] > R, t > 4t + —.
n

Montrons que la suite (f;;) converge uniformément sur [0, 1] et que sa limite est
continue.

Limite simple. Soit t € [0, 1]. Comme ¢+ % — t et que la racine carrée est continue sur
R4, ona f,(t) — Vt. La suite (f,) converge simplement sur [0, 1] vers f: t > Vt.
Convergence uniforme. Soient n € N* et t € [0, 1]. En multipliant par la quantité
conjuguée,

it = ()] =\t + 1 = Vi = (t+5) -t

t+ 1+t t+ 14t

n

. . o) 1 1 _ 1
Le dénominateur vérifie , /t +o 4 Vi > \/; = donc

1
.\/;_%.

Ce majorant ne dépend pas de ¢ : la fonction f,,— f estbornée sur [0, 1] et || f, — f|, <

L — 0. La suite (f;,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

n
(\,‘C)ntinuité de la limite. Pour tout n € N*, la fonction f;, est continue sur [0, 1], comme
composée de t — t + %, a valeurs dans R, et de la racine carrée, continue sur R,. La
suite (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1]. D’aprés le théoréme précédent,
f est continue sur [0, 1].
La continuité de la racine carrée était connue; le théoréme prendra tout son intérét

pour les séries de fonctions, dont la somme n’est en général pas explicite.

S |-

S|

[fn() = f(D)] <

Remarque

Il arrive que la convergence ne soit pas uniforme sur I'intervalle I tout entier, mais
qu’elle le soit sur tout segment [a, b] inclus dans I. Cela suffit pour conclure a la
continuité de la limite sur I.

En effet, la continuité est une propriété locale : f est continue sur I si et seulement
si elle est continue en chaque point a € I, et la continuité en a ne dépend que des
valeurs de f au voisinage de a. Or, pour tout a € I, il existe un segment [c,d] C I
contenant a et contenant tous les points de I assez proches de a : il suffit de prendre
¢ < a < dsiaestintérieur al,etc = aoud = a sia est une extrémité de I.
Les fonctions f; étant continues sur [c,d] et la convergence y étant uniforme, le
théoréme montre que f est continue sur [c, d], donc en a.

En pratique, pour montrer que la limite f est continue sur I, on vérifie donc que :

— pour tout n € N, f;, est continue sur I;

— pour tout segment [a, b] C I, (f;,) converge uniformément vers f sur [a, b].
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Pour n € N*, posons

1 tln
fo: 10,400 5 R, t > il
t==

Limite simple. Soitt > 0. On a t'/" = el el = 1, donc f,(t) — % La suite (fp)

converge simplement sur |0, +oo[ vers f: t %

La convergence n’est pas uniforme sur |0, +oo[. Soit n € N*. Pour tout t > 0,

tt/n -1
fuld) = f5) = ——.

Quand t — 0%, le numérateur tend vers —1 et le dénominateur vers 0%, donc f,(t) —
f(t) — —oo. La fonction f,, — f n’est donc bornée sur ]0, +oo[ pour aucun n : la
premiere condition de la définition n’est pas remplie, et la convergence n’est pas
uniforme sur ]0, +co[. Le méme argument montre qu’elle n’est uniforme sur aucun
intervalle de la forme ]0, b].

Convergence uniforme sur tout segment. Soient 0 < a < b et n € N*. Pour t € [a,b],
la croissance de t — t!/" donne a'/" < t1/" < b1/" donc

‘tl/” - 1’ < max (1 —agl/n ptin — 1) = M,.
Comme de plus % < % on obtient, pour tout ¢ € [a, b],

|t1/n _ 1| M,
) - fol = —— < =2,

Ce majorant ne dépend pas de ¢t : la fonction f;, — f est bornée sur [a, b] et sa
norme infinie sur [a, b] vérifie ||fy — flle (4] < % Or a'/" — 1 et b'/" — 1, donc
M,, — 0 :la suite (f,) converge uniformément vers f sur [a, b].

Continuité de la limite. Soit [a,b] un segment de ]0, +oo[. Pour tout n € N*, la
fonction f;,: t = —+ est continue sur ]0, +oco[, donc sur [a, b]. La suite ( f,) converge

1
n

uniformément vers f sur [a, b]. D’apres le théoréme, f est continue sur [aq, b].
Ainsi f est continue sur tout segment [a, b] de ]0, +oo[. Par caractére local de la
continuité (voir la remarque précédente), f est donc continue sur |0, +co|.

Remarque

Insistons sur ce que la remarque précédente ne dit pas : la convergence uniforme
sur tout segment [a, b] C I n’entraine pas la convergence uniforme sur I. C’est faux,
et exemple ci-dessus le montre : la suite (f;,) y converge uniformément sur tout
segment de ]0, +co[ sans converger uniformément sur |0, +oo[. Contrairement a la
continuité, la convergence uniforme n’est pas une propriété locale : || f, — ||, est
une borne supérieure sur I tout entier, qui peut étre infinie ou ne pas tendre vers 0
alors que chaque || f, — f|lo [45) tend vers 0.

Ce qui se transmet des segments a I, c’est la continuité de f, parce qu’elle est locale.
La rédaction attendue est donc celle de 'exemple : « f est continue sur tout segment
de I, donc, par caractére local de la continuité, f est continue sur I », et jamais « {f7>

.
eenverge-uniformément sur-teutsegment;denesurd ».
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Théoréme 6.36 (Continuité de la somme d’une série de fonctions)

Soit )’ f, une série de fonctions définies sur un intervalle I.
Si:

— pour tout n € N, f, est continue sur I
— 2 f» converge uniformément sur I;

alors la somme S: t — Yt f,(t) est continue sur I.

Pour n € N, notons S, = 3}, fx la somme partielle d’indice n. Nous allons appliquer a la suite
(S,) le théoréme de continuité de la limite d’une suite de fonctions.

Les sommes partielles sont continues. Soit n € N. La fonction S, est une somme finie de fonctions
continues sur I, a savoir fj, ..., f, : elle est donc continue sur I.

Les sommes partielles convergent uniformément. Par définition, dire que la série ), f, converge
uniformément sur I, c’est dire que la suite de fonctions (S,) converge uniformément sur I vers
la somme S de la série.

Conclusion. La suite (S,) est une suite de fonctions continues sur I qui converge uniformément
vers S sur I. D’apres le théoreme de continuité de la limite d’une suite de fonctions, S est
continue sur I. O

Remarque

En pratique, on établit rarement la convergence uniforme d’une série de fonctions
directement : cela demanderait de majorer les restes R,,, donc de connaitre la somme
ou au moins de 'estimer. On vérifie plutét la convergence normale, qui ne porte
que sur les termes f;, et qui entraine la convergence uniforme. Pour montrer que la
somme S de ) f, est continue sur I, on vérifie donc que :

— pour tout n € N, f;, est continue sur [;
— 2. fn converge normalement sur I.

La convergence normale entraine la convergence uniforme, et le théoréme s’applique.
Le cas d’une série alternée, ou la convergence peut étre uniforme sans étre normale,
se traite en majorant directement le reste grace au critére des séries alternées.

Pour n € N*, posons

tn
ﬁll[—l,l]—)R,tl—)ﬁ.
Montrons que la somme S: t — > *% ;—"2 est définie et continue sur [-1,1].

Continuité des termes. Pour tout n € N*, la fonction f;, est polynomiale, donc continue
sur [—1,1].
Convergence normale. Soient n € N* et t € [—1, 1]. Comme |¢| < 1,

("1
o= < 2
Ce majorant ne dépend pas de t. Donc f;, est bornée sur [—1,1] et || f,]|, < # Or la
série D # est une série de Riemann convergente (2 > 1). Par critére de comparaison
des séries a termes positifs, ), || f,||, converge. Donc };,- f, converge normale-
ment sur [—1,1]. Elle converge donc uniformément sur [—1, 1], et en particulier
simplement : la somme S est définie sur [—1,1].
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Conclusion. Les fonctions f, sont continues sur [—1, 1] et la série ). f, converge
uniformément sur [—1, 1]. D’apres le théoréme, S est continue sur [-1, 1].
Contrairement aux exemples précédents portant sur des suites, la fonction S n’est
pas connue explicitement : sa continuité n’aurait pas pu étre obtenue autrement.

Pour n € N*, posons
sin(nt)

fR—R, b —

Montrons que la somme S: t — Y% Smrg—;”) est définie et continue sur R.

Continuité des termes. Pour tout n € N*, la fonction f; est continue sur R, comme
composée de ¢ — nt et du sinus.
Convergence normale. Soient n € N* et t € R. Comme |sin(nt)| < 1,

1
(D] < 5.

Ce majorant ne dépend pas de t. Donc f;, est bornée sur R et || f, |, < # Or la série
> # est une série de Riemann convergente (2 > 1). Par critére de comparaison des
séries a termes positifs, )’ || f,||., converge. Donc },; fn converge normalement,
donc uniformément, sur R. Sa somme S est définie sur R.

Conclusion. D’apres le théoréme, S est continue sur R.

L’intervalle R n’est pas un segment, mais cela n’a joué aucun réle : le majorant %
est valable pour tout t € R, et la convergence normale a lieu sur R tout entier. Il
n’est pas nécessaire de se restreindre a un segment lorsqu’on dispose d’une telle
majoration sur tout I'intervalle.

Remarque

Comme pour les suites de fonctions, il arrive que la convergence de }; f;, ne soit pas
uniforme sur Pintervalle I tout entier, mais qu’elle le soit sur tout segment [a, b] C I.
Cela suffit encore pour conclure a la continuité de la somme S sur I.

L’argument est celui donné pour les suites : la continuité est une propriété locale.
Soit a € I. 1l existe un segment [c,d] C I contenant a et tous les points de I assez
proches de a. Les fonctions f;, sont continues sur [c, d] et la série }; f, y converge
uniformément : d’aprés le théoréme, S est continue sur [c, d], donc en a. Ceci valant
pour tout a € I, la fonction S est continue sur I.

En pratique, pour montrer que la somme S est continue sur I, on vérifie donc que :

— pour tout n € N, f;, est continue sur [;
— pour tout segment [a, b] C I, 3, f, converge normalement sur [a, b].

La convergence normale sur chaque segment [a, b] est une condition plus faible que
la convergence normale sur I : c’est la tout 'intérét de la méthode.

Pour n € N*, posons

fo: ], 400 5 R, s> —.
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Montrons que la fonction ¢ définie sur |1, +oo[ par

(=3~
n=1

est continue sur |1, +oo[.

Convergence simple. Soit s > 1. La série de Riemann }; # converge : la série )}, fu
converge simplement sur |1, +oo[ et { est bien définie. Notons (R,) la suite de ses
restes : pour s > 1, Ry(s) = {2 | &.

La convergence n’est pas uniforme sur |1, +oo[. Nous avons vu que la convergence
n’est pas normale sur |1, +oo[ ; montrons qu’elle n’y est pas non plus uniforme. Soit
n € N*. Soit M > 0. La série harmonique diverge, donc ses sommes partielles tendent
vers +oo : il existe un entier p > n tel que Y7 L > 2M. Pour s > 1, les termes de

) 0 - k=n+1k =
la série 3y, 1= étant positifs, on a

5

k=n+1

Le membre de droite est une somme finie de fonctions continues de s, qui tend vers
ZZZHH £ = 2M quand s — 1*.1l existe donc s > 1 tel que R, (s) > M. Ainsi R, n’est
majoré par aucun réel M > 0 : le reste R,, n’est pas borné sur |1, +oo[, et ce pour tout
n € N*. La série )}, f, ne converge pas uniformément sur |1, +oo[.

Convergence normale sur tout segment. Soit [a, b] un segment de |1, +oo[, de sorte

que 1 < a < b.Soientn € N* ets € [a,b]. Comme Inn >0ets > a,

0 < l — e—slnn < e—alnn ==
n® n¢

Ce majorant ne dépend pas de s. Donc f, est bornée sur [a,b] et || fullo (05 <
nl“' Or la série ), n—la est une série de Riemann convergente (a > 1). Par critere
de comparaison des séries a termes positifs, 2. || full, (45 cOnverge. Donc 2,5 fa
converge normalement, donc uniformément, sur [a, b]. Le majorant ,%a dépend de a :
plus a est proche de 1, plus la série 3} nl“ converge lentement, et il n’existe pas de
majorant convenable sur |1, +oo[ tout entier.

Continuité de la somme. Soit [a, b] un segment de ]1, +oo[. Pour tout n € N, la
fonction f;,: s > e*I"" est continue sur |1, +oco[, donc sur [, b]. La série 3,5, f»
converge uniformément sur [a, b]. D’aprés le théoréme, { est continue sur [a, b].
Ainsi { est continue sur tout segment [a, b] de |1, +oo[. Par caractére local de la

continuité (voir la remarque précédente), { est donc continue sur |1, +oo].

Théoréme 6.40 (Double limite pour les séries de fonctions)

Soit ), f, une série de fonctions définies sur un intervalle I. Soit a un point de I ou
une extrémité de I, éventuellement infinie.
Si:

— pour tout n € N, f;, admet une limite finie £, en a

— 2 f» converge uniformément sur I;
alors :
— la série numérique )’ £, converge

— lasomme S: ¢ — Y% f,(t) admet une limite finie en a
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— le passage a la limite et la sommation peuvent étre intervertis :

+00 +oo D
lim 3" fu(t) = ) lim fu()) = ) .
n=0 n=0 n=0

Hors programme. O

Remarque

Il faut bien distinguer les deux opérations que le théoréme permet d’intervertir, car
elles ne portent pas sur la méme variable.

— A nfixé, lim;_,, fu(t) = ¢, est la limite d’une seule fonction, la fonction fj,,
quand sa variable ¢ tend vers a. L’entier n ne bouge pas. On obtient ainsi une
suite numérique (¢,), et le théoréme affirme que la série )’ ¢, converge : c’est
une conclusion, pas une hypotheése.

— At fixé, S(t) = 215 fo(t) est la somme d’une série numérique, indexée par n.
Le réel t ne bouge pas. On obtient ainsi une fonction S, et le théoréeme affirme
qu’elle admet une limite en a.

Le membre de gauche de I’égalité est la limite en a de la fonction S; le membre de
droite est la somme de la série numérique }; £,. Rien ne garantit a priori que ces deux
nombres existent, ni qu’ils soient égaux : c’est la convergence uniforme qui I’assure.

+00

. 1
Calculons lim _
x—>1 4 n?+2n+x
Pour n € N*, posons f,: Ry = R, x — m, bien définie car n? + 2n + x > 0.
.. ; * 1 1
Limite des termes. Soit n € N*. Quand x — 1, fu(x) = s = G = -

Convergence normale. Soient n € N* et x € R,. Comme x > 0,

1 1
—S__
n+2n+x_ n?

0 < falx) =

Ce majorant ne dépend pas de x. Donc f, est bornée sur Ry et || fy ||, < -7. Or la série
> # est une série de Riemann convergente (2 > 1). Par critere de comparaison des
séries a termes positifs, )’ || f,||,, converge. Donc },-; fn converge normalement,
donc uniformément, sur R,.

Conclusion. D’apres le théoréme de la double limite, appliqué en a = 1 € Ry, la série
Y. £, converge, la somme S: x — Y 7% f,(x) admet une limite en 1 et

+00

1 - 1 1
lim ) ———— = — = — =,
x—=14d n? +2n+x Z(n+l)2 ZkZ 6
n=1 n=1 k=2

en utilisant la valeur classique Y,/ é = %2 que nous admettons.

Ici a = 1 appartient a l'intervalle : le résultat traduit la continuité de S en 1, que le
théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions aurait aussi donnée. Le
théoréme de la double limite fournit en plus la valeur de S(1) sous forme de série.
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+00

. 1
Calculons lim .
X—+00 . 1+ n2x
n=

* . 1
Pour n € N*, posons f,: [1,+0[— R, x — Thie:
Limite des termes. Soit n € N*, Comme n’x — 400 quand x — +00, on a f,(x) —
0=1¢,
Convergence normale. Soient n € N* et x > 1. Comme 1 + n’x > n’x > n?,

0 < fn(x) < %
Ce majorant ne dépend pas de x. Donc f, est bornée sur [1, +oo[ et || f ||, < # Orla
série D # est une série de Riemann convergente (2 > 1). Par critére de comparaison
des séries a termes positifs, )’ || f, ||, converge. Donc ), fn converge normalement,
donc uniformément, sur [1, +oo].
Conclusion. Le point a = +oo est une extrémité de [1, +oo[. D’aprés le théoréeme de
la double limite, la somme S: x — Y72 f,(x) admet une limite en +co et

+00 +00

lim =
x—+o0 £ 1 + n%x
n=

_
S
g
=
1
(e}

Le choix de l'intervalle [1, +oo[ plutdt que ]0, +co[ est celui qui rend la majoration
possible : sur ]0, +oo[, on a seulement ||f,||., = 1, et la série ) 1 diverge. Comme

seule la limite en +oco nous intéresse, on peut se placer sur [1, +oo[ sans rien perdre.

+o —L_ de 'exemple précédent, et montrons que

Reprenons la fonction S: x > 3775 ——

71'2

S(x) ~ —.
x—+00 6X
Le théoréme de la double limite ne donne que S(x) — 0; pour obtenir un équivalent,
on I'applique a la fonction x — xS(x), qui est encore la somme d’une série de
fonctions.
Ecriture de xS(x) comme somme d’une série. Soit x > 1. En multipliant chaque terme
de la série convergente Y, f,,(x) par x,

+00

x 1
xS(x)=Zl+n2x= +n2

n=1

+
8

S

Il

IR
21—

Pour n € N*, posons donc g,: [1,+0o[— R, x — ﬁ, de sorte que xS(x) =

Zi'i gn(x).
1

Limite des termes. Soit n € N*. Comme )lc — 0 quand x — +00, on a g,(x) — .
Convergence normale. Soient n € N* et x > 1. Comme % > 0,

1 1
0<gn(x):1 2 _2
;+n n

IA

Ce majorant ne dépend pas de x. Donc g, est bornée sur [1, +co[ et ||gpl|, < # Orla
série ), # est une série de Riemann convergente (2 > 1). Par critére de comparaison
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des séries a termes positifs, ), [|gn ., converge. Donc )~ gn converge normalement,
donc uniformément, sur [1, +oo.
Conclusion. D’apreés le théoréme de la double limite en +oo,

+00 1 7[2
lim xS(x) = — =—.
x—+00 (x) ; n 6

%Z,C’est-é-dire S(x) ~ Z.

2 ’ .
Comme % # 0, on en déduit xS(x) ~ z
X—+00 x—+o00 0%

Remarque

L’hypothése de convergence uniforme ne peut pas étre supprimée : sans elle, les
deux membres de I’égalité peuvent exister et étre différents. C’est ce que montre
I'exemple suivant.

Pour n € N, posons f,,: [0,1[= R, t — t"(1—1).

s . . ’ . ’ ’ . 1
Somme de la série. Soit t € [0, 1[. La série géométrique 3, t" converge, de somme =,
donc

S(t)=Z:;t"(1—t)=(1-t);tn:(1_t).ﬁ:1_

La fonction S est constante égale a 1 sur [0, 1[, donc S(¢#) — 1 quand t — 1™.
Limite des termes. Soitn € N. Quand t — 17, f,,(¢) =t"(1—¢) — 1-0 = 0. La série
>ty = 2,0 converge, de somme 0.

Les deux membres différent. On a donc

+00 +00
lim ;fn(t) =1 et ;tli)nlmfn(t) =0.

Le théoréme de la double limite ne s’applique pas, et de fait la convergence n’est pas
uniforme sur [0, 1[. Soit n € N. Pour ¢ € [0, 1], le reste d’indice n vaut

+00
t"+1
Ra(t)= > tFa1-=(1-1)- T = "L,
k=n+1

Ainsi 0 < R,(t) < 1etR,(t) —» 1 quandt — 17 : le reste R, est borné sur [0, 1] et
IR:]le =1, ce qui ne tend pas vers 0. La série ), f, ne converge pas uniformément
sur [0,1].

Remarque

Le théoréme de la double limite existe aussi pour les suites de fonctions. Soit (f;,)
une suite de fonctions définies sur I, et a un point de I ou une extrémité de I,
éventuellement infinie. Si, pour tout n € N, f, admet une limite finie £, en a, et si
(fn) converge uniformément vers f sur I, alors la suite (¢,) converge, la fonction f
admet une limite finie en a et

lim lim f,(t) = lim lim f,(2).

t—a n—+oo
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Ce résultat est hors programme : dans une copie, on ne peut pas 'invoquer direc-
tement. Seule la version pour les séries de fonctions figure au programme.

Remarque

On peut néanmoins se ramener au théoréme du programme par télescopage. Soit
(gn)n>1 une suite de fonctions définies sur I qui converge uniformément vers g sur I,
et telle que chaque g,, admette une limite finie ¢, en a. Posons f; = g; et, pour n > 2,
fn =9n — gn-1. Pour tout n > 1, la somme partielle de la série ; fi est télescopique :

n n
D fe=g1+ ) (k= gk1) = gn.
k=1 k=2

La série )’ f, a donc pour sommes partielles les gy, : elle converge uniformément sur
I, de somme g. De plus, chaque f;, admet une limite finie en a, a savoir # pourn =1
et £, — £,—1 pour n > 2. Le théoréme de la double limite pour les séries de fonctions
s’applique : la série )} (£, — €,—1) converge, c’est-a-dire que la suite (¢,) converge, la
fonction g admet une limite finie en a et

+00
}1_1}(119(1?) =0+ Z (fn - [n—l) = n1—1>IPoo ln.

n=2

On retrouve exactement I’énoncé pour les suites, par un argument que 'on peut
reproduire dans une copie.

Pour n € N*, posons

X

gn: 10,1] 5 R, x> (x + %) = XIn(x+3),
Montrons que x* — 1 quand x — 0% a l'aide de la suite (g,).
Limite simple. Soit x € ]0,1]. Quand n — +co0, x + % — x > 0, dong, par continuité
du logarithme et de I’exponentielle, g,(x) — e** = x*. La suite (g,) converge
simplement sur |0, 1] vers g: x — x*.
Convergence uniforme. Soient n € N* et x € ]0, 1]. La fonction ¢: u — u* =e
est dérivable sur |0, +oo[, de dérivée ¢’ (u) = xu*~!. Pour u > x, comme x — 1 < 0,
onau*! < x*1 donc

xInu

0< (Pl(u) Sx‘xx—l = x* :exlnx <1,

car x Inx < 0. Par I'inégalité des accroissements finis appliquée a ¢ entre x et x + %

9000 = g0 =Jo (x+ ) —p(0] <12 =
Ce majorant ne dépend pas de x : g, — g est bornée sur |0, 1] et ||g, — gll, < % — 0.
La suite (g,) converge uniformément vers g sur |0, 1].
Limite des termes. Soit n € N*, Quand x — 0%, xIn (x + %) —0- ln% = 0, donc
gn(x) — €® = 1. Ainsi £, = 1 pour tout n € N*.
Conclusion. Posons fi = g1 et f;, = gn — gn—1 pour n > 2. D’aprés la remarque
précédente, la série )’ f,, converge uniformément sur |0, 1], de somme g, et chaque
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fn admet en 0 la limite finie $y = 1sin =1, #, —£,-1 = 0sin > 2. D’apres le théoréme
de la double limite pour les séries de fonctions, g admet une limite en 0 et

+00
li =1+ 0=1.
Jmat=te )

— exlnx

Cette limite se retrouve directement en écrivant x* etxlnx — 0.

Remarque

L’exemple précédent est artificiel : la limite de x* en 0 s’obtient directement, et le
détour par la suite (g,) n’apporte rien. Ce n’est pas un défaut de 'exemple, mais
la situation générale. Lorsqu’'une suite de fonctions est donnée explicitement, sa
limite g l’est aussi, et la limite de g en a se calcule sans théoréme. Le résultat de la
double limite pour les suites de fonctions est donc avant tout un outil théorique :
il sert dans des situations ou la suite (g,) n’est pas explicite, par exemple définie
par une récurrence ou par des intégrales, et ou l'on sait seulement qu’elle converge
uniformément.

Pour les séries de fonctions, la situation est différente : la somme S n’est presque
jamais explicite, et le théoréme de la double limite est le seul moyen d’obtenir sa
limite au bord de l'intervalle, comme dans les exemples de calcul ci-dessus. C’est
sans doute ce qui explique le choix du programme, qui retient la version pour les
séries et exclut celle pour les suites.

. Limite et intégrale sur un segment

Théoréme 6.46 (Intégration sur un segment de la limite d’une suite de fonctions)

Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur un segment [a, b]. Soit f une fonction
définie sur [a, b].
Si:

— pour tout n € N, f,, est continue sur [a, b]

— (fn) converge uniformément vers f sur [a, b] ;

alors f est continue sur [a, b] et

bfn(t)dt———> bf(t)dt.
[ o |

La limite est continue. Les fonctions f, sont continues sur [a,b] et la suite (f,) converge
uniformément vers f sur [a, b] : d’aprés le théoréme de continuité de la limite d’une suite de
fonctions, f est continue sur [q, b]. L’intégrale L b f(t)dt a donc un sens.

Majoration de I’écart. Comme (f,) converge uniformément vers f, il existe un rang N a partir
duquel f;, — f est bornée sur [a, b]. Soit n > N. Par linéarité de 'intégrale, puis par I'inégalité
triangulaire pour les intégrales,

Lémow—laﬂnw

Pour tout t € [a,b], on a |f,(t) — f(#)| < |Ifu — flle- Par croissance de l'intégrale, comme

b
S/Iﬁm—fmmt

b
/(ﬁm—ﬂmw
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b b
/Ifn(t)—f(t)ldtS/ 1o~ fllwdt = (b= a) I — fll..

Conclusion. On a montré que, pour tout n > N,

/abmt)dt—/abf(r)dr

Or ||fn — fll.o = 0 par convergence uniforme, et b — a est une constante. Par encadrement,

[P de— [P F)de. o

0<

<(b-a)llfa—fllo-

a 1 _ xn
Soit a € [0, 1[. Calculons lim
n—+oo 0 1 + X
1-x"

Pour n € N, posons f,,: [0,a] > R, x — e

Limite simple. Soit x € [0,a]. Comme 0 < x < a < 1,onax" — 0, donc f,(x) —
La suite (f;,) converge simplement sur [0, a] vers f: x — .

Convergence uniforme. Soient n € N et x € [0,a]. Comme 1+ x > 1et0 < x" < a",

1
1+x°

n
x
<x"<a".
+

[fn(x) = f(O)| =

1

Ce majorant ne dépend pas de x : f, — f est bornée sur [0,a] et ||f, — fll, < a"
Comme a € [0,1[, a® — 0, donc ||f; — fll, — 0 :la suite (f;,) converge uniformé-
ment vers f sur [0, a].

Conclusion. Pour tout n € N, la fonction f;, est continue sur le segment [0, a], comme
quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. La suite (f;,)
converge uniformément vers f sur [0, a]. D’aprés le théoréme d’intégration sur un
segment de la limite d’une suite de fonctions,

41 —x" ¢ dx
/ dx / =In(1+ a).
0 1+x n—+oo 0 1+x

1 o0
Calculons lim (1 + —) dx.
0

n—+oo n
Pour n € N*, posons f,: [0,1] = R, x (1 + %)n = enn(1+3),
Limite simple. Soit x € [0,1]. Quand n — +c0, & — 0, donc ln(l + %) ~
etnln(1+ %) — x. Par continuité de 'exponentielle, f;(x) — e*. La suite (f;,)
converge simplement sur [0, 1] vers f: x > e*.
Deux inégalités. Pour tout u > 0,
W2
u—?ﬁln(1+u)3u et e“>1—-u.

La majoration In(1 + u) < u et I'inégalité e™ > 1 — u traduisent la concavité du

logarithme et la convexité de 'exponentielle, dont les graphes sont respectivement

au-dessous et au-dessus de leurs tangentes en 0. Pour la minoration, posons ¢(u) =
2

In(1+u) —u+ % pouru > 0: ¢ est dérivable, avec

1 1-(1+u)+u(l+u u?
P EPUS bl (R LT B
14+u 1+u 14+u
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donc ¢ est croissante sur R, et ¢(u) > ¢(0) = 0.
Convergence uniforme. Soient n € N* et x € [0, 1]. Appliquons les inégalités précé-
dentes a u = % > 0. D’une part, nln (1 + %) <n- % = x, donc, par croissance de

I'exponentielle, f,(x) < e*. D’autre part,

x x  x° x?
nln(1+—)2n —=—|2g==—
n n 2n?

donc

2 2 2
fu(x) > ¥ =efe m >eF (1 - x_) )

En regroupant, et comme 0 < x < 1,

x%e*

2n

. e
0<e - filx) < < pYe

Ce majorant ne dépend pas de x : f, — f est bornée sur [0, 1] et || f, — fll,, < 57 — 0.
La suite (f;,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

Conclusion. Pour tout n € N*, la fonction f; est polynomiale, donc continue sur le
segment [0, 1]. La suite (f;) converge uniformément vers f sur [0, 1]. D’apres le
théoréme d’intégration sur un segment de la limite d’une suite de fonctions,

1

‘/1(1+)—C)ndx—> e“dx =e—1.
0

n n—+oo  Jo

Vérification. Ici I'intégrale se calcule directement : une primitive de x — (1 + %)n est

n+1
XH#(1+§) , donc
1 n+1
x\" n 1

/(1+—) dx = 1+ — -1].

0 n n+1 n
Comme # — let (1 + %)nﬂ = (1 + %)n (1 + %) — e -1 =e, on retrouve la limite
e—1.

Remarque

Le théoréme s’interpréte en termes de normes sur I'espace C°([a, b], K) des fonctions
continues sur [a, b]. Nous avons rencontré au chapitre précédent la norme infinie
|||l et la norme

b
1£ll, = / F(0)]dr.

Pour f € C°([a,b],K), I'inégalité |f(¢)| < ||fll,, pour tout t € [a,b] donne, en
intégrant,

1l < (0= a) |Ifll -

C’est exactement I'inégalité utilisée dans la démonstration, appliquée a f, — f. Elle
montre que toute suite qui converge pour ||-||,, converge, vers la méme limite, pour
I-Il; = sillfn = fllo — O, alors ||f, = fll; — 0. La convergence uniforme sur un
segment est plus forte que la convergence pour la norme [|-||;, dite convergence en
moyenne.
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La réciproque est fausse : la convergence pour ||-||; n’entraine pas la convergence
uniforme. Pour n € N, la fonction f;: [0,1] — R, t > t" vérifie

1
1
||fn||1:/t"dt:—eo et Ifille=1.
0

n+1

La suite (f;,) converge vers la fonction nulle pour ||-||;, mais pas pour |||, : les
deux normes ne sont pas équivalentes. En particulier, la convergence des intégrales

b . g s .
fa fa(t) dt ne permet jamais de conclure a la convergence uniforme.

Théoréeme 6.49 (Intégration de la somme d’une série de fonctions sur un segment)

Soit ) f, une série de fonctions définies sur un segment [a, b].
Si:

— pour tout n € N, f;, est continue sur [a, b]

— 2 fn converge uniformément sur [a, b] ;

alors la somme S: t +— Y0 f,(t) est continue sur [a,b], la série numérique

> /abfn(t) dt converge et

i/abfn(t)dt=/ab§ﬁ,(t)dt:/abs(t)dt,

Pour n € N, notons S, = 7' fx la somme partielle d’indice n.

Application du théoréme pour les suites. Pour tout n € N, la fonction S, est une somme finie
de fonctions continues sur [a, b], donc continue sur [a, b]. Par définition de la convergence
uniforme d’une série, la suite (S,,) converge uniformément vers S sur [a, b]. D’apreés le théoréme
d’intégration sur un segment de la limite d’une suite de fonctions, S est continue sur [a, b] et

b b
‘/Sn(t)dt——;e‘/ S(t) dt.

Identification des intégrales des sommes partielles. Soit n € N. Par linéarité de 'intégrale, qui
porte ici sur une somme finie,

b b n n b
Sn(t) dt = (1)dt = (t) dt.
/a t) dt /a;fkt t ;/ajfkt t

. . g o o b
Le membre de droite est la somme partielle d’indice n de la série numérique fa fr(t) dt.
. . o " b
Conclusion. La suite des sommes partielles de la série numérique fa fr(t) dt converge vers

b 2R -ans g b
[l S(t) dt. Par définition, cette série converge et sa somme vaut /a S(t)dt. O

Remarque

Comme pour la continuité, on vérifie en pratique la convergence normale de }’ f,
sur [a, b], qui entraine la convergence uniforme. Le cas d’une série alternée, unifor-
mément mais non normalement convergente, se traite par une majoration directe
du reste, comme dans le second exemple ci-dessous.
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Soit a € [0, 1[. Calculons Z / x" dx et déduisons-en la somme Z —

n=1
Pour n € N, posons f;,: [0, ]—>R,x|—>x.

Continuité des termes. Pour tout n € N, la fonction f;, est polynomiale, donc continue
sur le segment [0, a].

Convergence normale. Soient n € N et x € [0,a]. Comme 0 < x < ag,ona0 < f,(x) =
x" < a". Ce majorant ne dépend pas de x. Donc f, est bornée sur [0, a] et || f ||, < a".
Or la série ), a” est une série géométrique de raison a € [0, 1[, donc convergente.
Par critére de comparaison des séries a termes positifs, )’ || f»||., converge. Donc
> fn converge normalement, donc uniformément, sur [0, a].

Somme de la série. Soit x € [0, a]. Comme |x| < 1, la série géométrique Y, x" converge

et
+00

S(x):Zx”: 1ix’

n=0

Interversion. D’apres le théoréme d’intégration de la somme d’une série de fonctions
. a
sur un segment, la série fo x"™ dx converge et

Z/ x dx—/ dx [-In(1-x)]¢ = -In(1 - a).

n+1

Calcul de la somme demandée. Pour tout n € N, fo x"dx =
changement d’indice m =n + 1,

. On a donc, par le

+oo attl +oo a™
n+1 m
n=| m=1
c’est-a-dire
+00 (,Zn
Z — =—-In(1-a)
n
n=1

CalculonsZ )

Pour n € N*, posons f,: [0,1] — R, ¢t (_1)nt" de sorte que folfn(t) dt =
D% L - DL 7 gagit donc de calculer 34 L BAGL?

Connverg;rllce ;r(lrll']tolr)"me. Nous avons vu, en étudiant les modes de convergence, que

la série )}, fn converge uniformément sur [0, 1], mais pas normalement : pour
€ [0,1], la série numerique D fa(t) est alternée, et le critére des séries alternées

donne |R,(1)| < tnj < n+1’ d’ol || Ryl < m — 0. Notons S la somme de la série

sur [0,1].

Somme de la série sur [0,1]. Soitt € [0,1[. Pour u € [0,t], la série géométrique

2 (—u)" converge, de somme - + , et elle converge normalement sur [0, ¢] puisque

|[(—u)"| < t" avec ), t" convergente. Ses termes sont continus sur [0, ¢]. D’aprés le
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théoreme d’intégration de la somme d’une série de fonctions sur un segment,

oo t t
Z/ (—u)"duz/ W+,
= Jo o 1+tu

tn+1

Or [/ (~u)"du = (-1)"L

ln(1+t)—Z( 1) ,:11 Z( D" m —i(_;)mtm?sm.

. Par le changement d’indice m = n + 1,

Ainsi S(t) = —In(1 + ¢t) pour tout t € [0, 1[.

Somme de la série en 1. Les fonctions f;, sont continues sur [0, 1] et la série )., fn
converge uniformément sur [0, 1] : d’aprés le théoréme de continuité de la somme
d’une série de fonctions, S est continue sur [0, 1], donc en 1. Comme S(t) = —In(1+¢)
pour t € [0,1] et que t — —In(1 + t) est continue en 1, on obtient par passage a la

limite S(1) = —In 2, soit
+00
-1 n
SEV e
n=1 n

Finalement, S(¢) = —In(1 + t) pour tout t € [0, 1].
Interversion. Les fonctions f;, sont continues sur le segment [0, 1] et la série }.,,>; fn
y converge uniformément. D’apres le théoréme d’intégration de la somme d’une

- . L 1
série de fonctions sur un segment, la série }’ /o fn(t) dt converge et

SHESIESE 1 1
;n(n—Jrl):;/o f,,(t)dt:/o S(t)dt:—/o In(1 + t) dt.

Calcul de Uintégrale. Une primitive de t +— In(1+¢) sur [0, 1] estt — (1+%) In(1+2)—t,

comme on le vérifie en dérivant : In(1 +¢) + 1 — 1 =In(1 + ¢). Donc

/lln(1+t)dt: [(1+)In(1+¢t)-t]yg=2In2-1,
0

et

+o00 n
Z&ZI—ZInZ.

—/n(n+1)

Ici la convergence uniforme sur [0, 1] ne pouvait pas étre obtenue par la convergence
. 1. g 2.4 , q .
normale, puisque || fu||, = 3 : C’est le critere des séries alternées qui a permis de

majorer le reste.

. Limite et dérivabilité

Théoréme 6.52 (Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I. Soient f et g deux
fonctions définies sur I.
Si:

— pour tout n € N, f, est de classe C' sur I;

— (fn) converge simplement vers f sur I;

— (f,) converge uniformément vers g sur I;
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alors f est de classe C! sur I et f’ = g, c’est-a-dire

lim f, lim f,.

’
(n—>+c>o ) n—+oo

La limite des dérivées est continue. Pour tout n € N, f,, est de classe C! sur I, donc £, est continue
sur I. La suite (f,) converge uniformément vers g sur I. D’aprés le théoréme de continuité de
la limite d’une suite de fonctions, g est continue sur I.

Ecriture intégrale. Fixons a € I et soit x € I. Pour tout n € N, £, est de classe C! sur I, donc,
d’apres le théoréeme fondamental de I’analyse,

ﬁ&ﬁ#ﬂ®+/mﬂUML

Passage a la limite. Supposons d’abord x > a. Le segment [a, x] est inclus dans I. Les fonctions
£ sont continues sur [a, x] et la suite (f,;) converge uniformément vers g sur I, donc sur [a, x].
D’apreés le théoreme d’intégration sur un segment de la limite d’une suite de fonctions,

/axf,;(t)dtm/axg(t)dt.

Six < a, le méme raisonnement sur le segment [x, a] donne fxaf,;(t) dt — fxag(t) dt, et la

relation fax =- /xa fournit la méme conclusion. Dans tous les cas, /axfn’(t) dt — /ax g(t) dt.
Par ailleurs, la convergence simple de (f,) vers f donne f,(x) — f(x) et f,(a) — f(a). En
passant a la limite dans I’écriture intégrale, par unicité de la limite,

ﬂm=ﬂ@+/'mnw

Conclusion. Cette relation vaut pour tout x € I. Comme g est continue sur I, la fonction
X - fax g(t) dt est la primitive de g qui s’annule en a : elle est de classe C' sur I, de dérivée g.

La fonction f en différe d’une constante, donc f est de classe C! sur I et f’ = g. ]

Remarque

Comme pour la continuité, on peut remplacer ’hypothese « (f,) converge unifor-
mément vers g sur I » par « (f,) converge uniformément vers g sur tout segment de
I ». En effet, étre de classe C! sur I avec f’ = g est une propriété locale : il suffit de
I’établir sur un segment [c, d] C I contenant chaque point a € I et tous les points de
I assez proches de a (voir la remarque analogue sur la continuité). Sur un tel segment,
les hypothéses du théoréme sont réunies.

En pratique, pour montrer que la limite f est de classe C! sur I, on vérifie donc que :

— pour tout n € N, f, est de classe C' sur I;
— (fn) converge simplement vers f sur I;
— pour tout segment [a, b] C I, (f,) converge uniformément sur [a, b].

On obtient alors f” =lim f, sur I.

Remarque

Le théoreme ne demande que la convergence simple de (f;,) : c’est la convergence des
dérivées qui doit étre uniforme. La convergence uniforme de (f;,) sur tout segment
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en découle d’ailleurs. En effet, soit [a, b] C I. Avec les notations de la démonstration,
pour n assez grand et pour tout x € [a, b],

(%) = f(0)] = |ful@) - f(a) + / (£1(6) —g(1)) dt
<1f(@) = f(@]+ b =) |fy = 9l as)

Ce majorant ne dépend pas de x et tend vers 0 : (f,) converge uniformément vers f
sur [a, b].

Pour n € N*, posons
fn: 10,400 5 R, x > n(xl/”— 1).

Montrons que (f;;) converge simplement sur ]0, +co[ vers une fonction de classe C!
et calculons sa dérivée.

Régularité. Pour tout n € N*, la fonction x +— x1/" est de classe C! sur 10, +oo[, donc
f» aussi, et pour tout x > 0,

-1

1
f;;(x) =n- _x%_l =
n xl=n

Limite simple. Soit x > 0.On a f,(x) = n (e — 1) avec u, = lnTx — 0.Six =1, alors

fn(1) =0 =1In1 pour tout n. Si x # 1, alors u, # 0 et

Up,
en —1
——>Inx-1=Inx,
n—+oo

fu(x) =lnx-

n

e”u—l — 1 quand u — 0 (taux d’accroissement de ’exponentielle en 0). La suite

(fn) converge simplement sur |0, +oo[ vers f = In.

Convergence uniforme des dérivées sur tout segment. La suite (f,) est la suite des

1

fonctions ¢ — =7 étudiée dans la sous-section « Limite et continuité » : ony a

car

montré qu’elle converge uniformément vers g: x — % sur tout segment [a, b] de
10, +oo[, sans converger uniformément sur |0, +oo[ tout entier.

Conclusion. Soit [a, b] un segment de |0, +oo[. Pour tout n € N*, f;, est de classe
C! sur [a,b]. La suite (f,) converge simplement vers f sur [a,b] et la suite (f;)
converge uniformément vers g sur [a, b]. D’aprés le théoréme, f est de classe C! sur
[a,b] et f/ =g sur [a,b].

Ainsi f est de classe C! sur tout segment de |0, +oo[, avec f’ = g. Par caractére
local (voir la remarque ci-dessus), f est de classe C! sur ]0, +oo[ et, pour tout x > 0,
0 =1L

Icila limite est connue et le résultat ne 'est pas moins : I'exemple illustre la démarche.
L’exemple suivant montre le théoréme a ceuvre lorsque la limite n’est pas connue a
l’avance.
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Pour n € N, posons
n k
X
i R—>R, XHkE o
=0

Montrons que (f,,) converge simplement sur R vers une fonction f de classe C!, puis
identifions f.
Limite simple. Soit x € R. La suite (f,(x)) est la suite des sommes partielles de la

série numérique }; 77. Six = 0, tous les termes sont nuls a partir du rang 1 et la série

k
converge. Si x # 0, posons aj = % > 0; alors

Ak+1 _ |x|
ar k+1 kot

et 0 < 1, donc, par la régle de d’Alembert, la série ; ’,i—]: converge absolument, donc

converge. Dans tous les cas, (f,(x)) converge. Notons f(x) = Y ;o 2 sa limite : la

k=0 &I
suite (f;) converge simplement sur R vers f.
Régularité et dérivées. Pour tout n € N, f, est polynomiale, donc de classe C! sur R.
Pourn>1letx € R,

n o kexkl no k-l S
f(x) = => =) = =fiax).
e k! Pt (k-1)! = Jj!

Ainsi f, = f,—1 pour tout n > 1.
Convergence uniforme des dérivées sur tout segment. Soit a > 0. Soient n > 1 et

. xk , 5. , oy . B o
x € [-a,a]. La série ) 77 étant absolument convergente, I'inégalité triangulaire
s’applique a son reste :

9k 559 1 k gk
169~ £ = s () - 1 = |3 Tl < S EE SO ) sca),
k=n k=n : k=n

ou 'on a utilisé |x| < a. Ce majorant ne dépend pas de x : f, — f est bornée sur
[—a,a] et !f,: —f”oo,[_a,a] < f(a) = fu-1(a). Or f,_1(a) — f(a) par convergence
simple, donc ce majorant tend vers 0 : la suite (f,,),>1 converge uniformément vers
f sur [—a, q].

Application du théoréme. Soit a > 0. Sur le segment [—a, a], les fonctions f; sont
de classe C', la suite (f;;) converge simplement vers f et la suite (f]) converge
uniformément vers f. D’apreés le théoréme, f est de classe C' sur [—a,a] et f' = f
sur [—a, a]. Tout réel appartient a un tel segment : par caractére local, f est de classe
ClsurRet f' =f.

Identification de f. Posons h: x — f(x)e™*. La fonction h est de classe C! sur R et,
pour tout x € R,

W (x) = (f'(x) - f(x)) e =0.

Comme R est un intervalle, h est constante, égale a h(0) = f(0). Or f,(0) = 1 pour
tout n, donc f(0) = 1. Ainsi f(x)e™ =1 pour tout réel x, c’est-a-dire

Vx € R, Z%:ex.
k=0

Le théoréme a permis d’identifier la limite, connue seulement comme somme d’une
série, au moyen de I’équation différentielle f’ = f.
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Remarque

Dans le théoréme, ’hypothése de convergence uniforme porte sur la suite des déri-
vées (f,), et non sur (f,). On ne peut pas s’en passer : la convergence uniforme de
(fn) elle-méme, méme sur R tout entier, ne garantit pas que la limite soit dérivable.
L’exemple suivant en donne une illustration, ol toutes les hypothéses sont satisfaites
sauf celle-la.

Pour n € N*, posons
1
i ROR x> 4[x2+ -,
n
Régularité. Pour tout n € N* et tout x € R, x? + % > 0. Par composition, f; est de

classe C! sur R et X

241
,/x + 5

Convergence uniforme de (f,). Soit x € R. On a f,(x) — Vx? = |x|. Posons f: x —
|x|. Pour tout n € N* et tout x € R, par multiplication par la quantité conjuguée,

fa(x) =

1

1
- oy 1
0% fu0) — () = &2+ Ll = = — < A=
Je+lel (i VR

Ce majorant ne dépend pas de x : f,, — f est bornée sur R et ||f,, — 1|, < \/% — 0.
La suite (f;,) converge uniformément vers f sur R.

La limite n’est pas dérivable. Pour x # 0, le taux d’accroissement de f en 0 vaut li—l
égalalsix >0eta—1six <0:iln’apas de limite en 0. La fonction f n’est pas
dérivable en 0, donc pas de classe C! sur R. La conclusion du théoréme est en défaut.
L’hypothése manquante. Soit x € R. Si x > 0, alors f,, (x) — |x7| =1;six <0, alors
fa(x) — —1;enfin f,(0) = 0 pour tout n. La suite (f,;) converge donc simplement
sur R vers la fonction g définie par g(x) = 1six > 0, g(0) = 0 et g(x) = —1 si
x < 0. Les fonctions f, sont continues sur R, mais g n’est pas continue en 0 : par
contraposée du théoréme de continuité de la limite d’une suite de fonctions, (f;/) ne
converge uniformément vers g sur aucun segment contenant 0. C’est la convergence
uniforme des dérivées, et elle seule, qui fait défaut.

Sur tout segment ne contenant pas 0, on peut vérifier que la convergence de (f;)
est uniforme : le théoréme redonne alors que f est de classe C! sur |—o0, 0] et sur

10, +o0[, de dérivée g.

Théoréeme 6.56 (Dérivation de la somme d’une série de fonctions)

Soit 2 f, une série de fonctions définies sur un intervalle I.
Si:

— pour tout n € N, f;, est de classe C! sur I;
— 2. fn converge simplement sur [;

— . f converge uniformément sur I;

37



CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

alors la somme S: x — Y 7% f,,(x) est de classe C? sur I et, pour tout x € I,

S (x) = if,{(x), c’est-a-dire (i fn) = if,{
n=0 n=0 n=0

Pour n € N, notons S, = X', fi la somme partielle de rang n et T = Zzsz’ la somme
de la série des dérivées. Vérifions que la suite (S,) satisfait les hypotheses du théoréme de
dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions.

Régularité. Pour tout n € N, S,, est une somme finie de fonctions de classe C* sur I, donc est de
classe C! sur I, et par linéarité de la dérivation

n
&= ) i
k=0

Ainsi S;, est la somme partielle de rang n de la série )’ f,.

Convergence simple. Dire que } f, converge simplement sur I vers S, c’est dire que la suite
(Sn) converge simplement vers S sur I.

Convergence uniforme des dérivées. Dire que ), f, converge uniformément sur I vers T, c’est
dire que la suite de ses sommes partielles (S;,) converge uniformément vers T sur I.
Conclusion. D’apreés le théoréme de dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions, S est de

classe C! sur I et S’ =T, c’est-a-dire S’ (x) = >+ f(x) pour tout x € I. o

Pour n € N*, posons
sin(nx
i R>R x> #
n
Montrons que S = Y72 f,, est de classe C' sur R et exprimons S'.
Régularité. Pour tout n € N*, f;, est de classe C' sur R et, pour tout x € R, filx) =

cos(nx)
n2

Convergence simple de ), f,. Soit n € N*. Pour tout x € R, |f,(x)| < # Ce majorant
ne dépend pas de x. Donc f;, est bornée et || f,,]| ., < # Or la série # est une série de
Riemann convergente (3 > 1). Par critére de comparaison des séries a termes positifs,
2 Ifalle converge. Donc }},,-, f, converge normalement sur R, donc simplement
sur R.

Convergence uniforme de ), f,. Soit n € N*. Pour tout x € R, |fn’ (x)| < % Ce
majorant ne dépend pas de x. Donc f, est bornée et ||f,{||Oo < # Or la série ), # est
une série de Riemann convergente (2 > 1). Par critére de comparaison des séries
a termes positifs, ), H fr Hoo converge. Donc )}, f, converge normalement sur R,
donc uniformément sur R.

Conclusion. D’apres le théoréme de dérivation de la somme d’une série de fonctions,

S est de classe C! sur R et, pour tout x € R,

+00

S (x) = Z cos(nx).

2
n=1 n
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Remarque

Comme pour les suites, on peut remplacer ’hypothese « }; f,, converge uniformé-
ment sur [ » par « ), f, converge uniformément sur tout segment de I » : étre
de classe C! avec S’ = Y, f est une propriété locale, et sur tout segment de I les
hypotheses du théoréme sont réunies.

C’est le cas le plus fréquent : la série }; f, converge souvent normalement sur tout
segment de I, sans converger normalement sur I tout entier. En pratique, pour
montrer que la somme S est de classe C! sur I, on vérifie donc que :

— pour tout n € N, f, est de classe Clsurl;
— 2 fn converge simplement sur I;
— pour tout segment [a, b] C I, ), f, converge normalement sur [a, b].

On obtient alors S’ = }}*%) f sur I. L’hypothése de convergence simple de Y’ f, ne

doit pas étre oubliée : la convergence de }; f, ne dit rien, a elle seule, de celle de }; f;,.

Montrons que la fonction { définie sur |1, +oo[ par
+00 1
{(s) = Z =

est de classe C! sur |1,+oo[ et calculons sa dérivée. Pour n € N*, posons
fa: 11, +0[ > R, s> L

ns’
Régularité. Soit n € N*. Pour tout s > 1, f,(s) =n~° = e~*"" donc f; est de classe

C! sur |1, +oo] et
Inn

’ _ L a—slhhn _ _
fa(s)=—Inn-e =
Convergence simple de ) f,. Pour tout s > 1, la série de Riemann }, % converge :
Yin>1fn converge simplement sur ]1, +oo[, de somme {.

Convergence normale de 3 f, sur tout segment. Soient 1 < a < b et n € N*. Pour tout
s € [a,b], commelnn > 0ets > aq,

Inn Inn
e =— < —
Ce majorant ne dépend pas de s. Donc f, est bornée sur [a, b] et ||f,{||OO (ab] S 12—,?

Etudions la série Y 12_;1 Posons ¢ = aT“ de sorteque 1 < ¢ <a.Ona

Inn Inn 1 Inn
= - — avec
na na-c¢ pc n4—C¢ noico

par croissances comparées, puisque a — ¢ > 0. Ainsi lil‘—a” =0 (#) Or la série )’ # est
une série de Riemann convergente (¢ > 1). Par critére de comparaison des séries a
termes positifs, 1:11_: converge, puis ), || f,{”oo’[a)b] converge. Donc )}, f, converge
normalement sur [a, b], donc uniformément sur [a, b].

Conclusion. Soit [a, b] un segment de |1, +oo[. Pour tout n € N*, f;, est de classe C'
sur [a,b]. La série }) f, converge simplement sur [a, b] et la série }; f, converge
uniformément sur [a, b]. D’aprés le théoréme de dérivation de la somme d’une série

de fonctions, { est de classe C! sur [a,b] et {’ = 312 f7 sur [a, b].
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Ainsi { est de classe C! sur tout segment de |1, +oo[. Par caractére local, { est de
classe C! sur |1, +oo[ et, pour tout s > 1,

+00

==y =2,

n=1

Tous les termes de cette somme sont négatifs ou nuls, et celui d’indice n = 2 est
strictement négatif : {’(s) < 0 pour tout s > 1, donc { est strictement décroissante
sur |1, +oo].

Remarque

Bien qu’en général on vérifie la convergence normale de }’ f,,, c’est parfois impos-
sible : la série des dérivées peut converger uniformément sans converger norma-
lement. Dans le cas des séries alternées en particulier, on étudie directement la
convergence uniforme en majorant le reste grace au critére des séries alternées,
comme dans ’exemple suivant.

Pour n € N*, posons
fo: [0,400[— R, x — (=1)"In (1 + ’f) .
n

Montrons que S = ;fl ", est définie et de classe C! sur [0, +oo[, et exprimons S’.
Régularité. Soit n € N*. Pour tout x > 0, 1 + £ > 0, donc f;, est de classe C' sur

[0, +o0[ et

fi) = ()" s =

1+ n+x’

Convergence simple de Y, f,. Soit x > 0. Posons a, = In (1+ %) > 0, de sorte que
fu(x) = (—1)"a,. La suite (%) est décroissante et tend vers 0; par croissance et
continuité du logarithme, (a,) est décroissante et tend vers In 1 = 0. D’apreés le critére
des séries alternées, la série ) f,(x) converge. Ainsi )}, f, converge simplement
sur [0, +oo[ et S est bien définie.

Convergence uniforme de ), f,,. Soit x > 0. Posons b, = ﬁ > 0, de sorte que
fa(x) = (=1)"by,. La suite (b,) est décroissante et tend vers 0. D’apres le critére des

séries alternées, la série ), f;, (x) converge et son reste p,(x) = 21> | £ (x) vérifie

1 1
< .
n+1+x n+1

lpn(X)] < bpyy =

Ce majorant ne dépend pas de x : p, est borné sur [0, +co[ et 0 < ||ppl,, < . Par
encadrement, |[p,||,, — 0 :la série }},-; f, converge uniformément sur [0, +oo].
La convergence de ), f, n’est pas normale. Soit n € N*. Pour tout x > 0, |fn’ (x)| =
ﬁ < %, avec égalité en x = 0, donc ||f,;||m = % La série harmonique ), % diverge :
2. [ ne converge pas normalement sur [0, +oco[, ni d’ailleurs sur aucun segment
[0, b], puisque la borne est atteinte en 0.

Conclusion. Pour tout n € N*, f;, est de classe C! sur [0, +oo[. La série Y. f,, converge
simplement sur [0, +oo| et la série )’ f, converge uniformément sur [0, +oo[. D’apres

le théoréme de dérivation de la somme d’une série de fonctions, S est de classe C!
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sur [0, +co[ et, pour tout x > 0,

Remarque

L’hypothése de convergence uniforme de }; f, ne peut pas étre remplacée par sa
convergence simple, méme lorsque )’ f;, converge normalement et que sa somme est
de classe C'. L’exemple suivant montre une somme S de classe C! pour laquelle la
formule S’ = )] f, est en défaut en un point.

Pour n € N*, posons

xn+1 X"

:[0,1] 2 R, x+— .
fn[ ] n+1 n

Régularité. Pour tout n € N*, f,, est polynomiale, donc de classe C! sur [0, 1], et pour
tout x € [0,1], fr(x) = x" — x""1.
Somme de la série. Soit N € N* et x € [0, 1]. Par télescopage,

N N
Pad X" xN+1
25:0= - =
n+l n N+1
n=1 n=1
N+1 . 2 J o)
Comme 0 < 37 < ﬁ, ce majorant ne dépendant pas de x, la série ), fn

converge uniformément sur [0, 1] vers S: x > —x. La somme S est de classe C! sur
[0, 1], avec S’(x) = —1 pour tout x € [0, 1].
Série des dérivées. Soit N € N* et x € [0, 1]. Par télescopage,

Six € [0,1[, alors x¥V — 0 et cette somme tend vers —1; si x = 1, elle vaut 0 pour

tout N. La série ), f, converge donc simplement sur [0, 1], vers la fonction T définie
par T(x) =—1six € [0,1[ et T(1) = 0.

La convergence n’est pas uniforme. Les sommes partielles x — x™ — 1 sont continues
sur [0, 1], mais T n’est pas continue en 1. Par contraposée du théoréme de continuité

de la limite d’une suite de fonctions, ' f, ne converge pas uniformément sur [0, 1].

La conclusion est en défaut. On a S'(1) = —1 alors que T(1) = 7% f/(1) =0:la
formule S” = }},., f, est fausse au point 1. Elle est en revanche vraie sur [0, 1],
conformément au théoréme : sur tout segment [0, b] avech < 1,ona !xN | <bN >0
pour x € [0,b], donc )’ f, converge uniformément sur [0, b] vers —1, et le théoréme
redonne S’ = —1 sur [0, b].
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Théoréme 6.61 (Régularité C* de la limite d’une suite de fonctions)

Soit k € N*. Soit (f;,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I et soient gy,
... g des fonctions définies sur I.
Si:
— pour tout n € N, f;, est de classe C* sur I;
— pour tout j € [0,k — 1], la suite ( f,,(j )) converge simplement vers g; sur I;
— la suite ( f,,(k) ) converge uniformément vers gy sur I;
alors la limite f = g, de la suite (f,) est de classe C* sur I et, pour tout j € [0, k],
fY¥ =g, = lim f,,(j).

n—+oo

Raisonnons par récurrence sur k € N*, en montrant la propriété (k) : « pour tout intervalle
I et toute suite (f;,) vérifiant les hypothéses du théoréme a I'ordre k sur I, la fonction g est de
classe C¥ sur I et g(()j) = g; pour tout j € [0,k] ».

Initialisation. Pour k = 1, les hypothéses sont : f, de classe C!, (f;,) converge simplement vers
go et (f;)) converge uniformément vers g;. C’est exactement le théoréme de dérivabilité de la
limite d’une suite de fonctions : gy est de classe C! et g = g1. Donc P (1) est vraie.

Hérédité. Soit k € N*. On suppose que P (k) est vraie. Soit (f;,) une suite vérifiant les hypothéses

al'ordre k + 1 sur un intervalle I : les f; sont de classe CK*?, ( fn(j )) converge simplement vers
gjpour j € [0,k] et (£¥*V) converge uniformément vers gy ;.

Etape 1: la dérivée d’ordre k. Considérons la suite ( fn(k)). Pour tout n, f,,(k) est de classe C! sur I,
de dérivée fn(kﬂ). La suite ( fn(k)) converge simplement vers gy et la suite des dérivées ( fn(kﬂ))
converge uniformément vers gi4; sur I. D’aprés le théoréme de dérivabilité de la limite d’une

suite de fonctions, g est de classe C! sur I et i = gk+1- De plus, d’apres la remarque qui suit

ce théoreme, la suite ( fn(k)) converge uniformément vers gx sur tout segment de I.

Etape 2 : ordre k sur tout segment. Soit [c, d] un segment de I. Sur [c,d], les f, sont de classe
Ck, les suites (f,,(j)) convergent simplement vers g; pour j € [0,k — 1], et la suite (fn(k))
converge uniformément vers gy d’apres I’étape 1. D’apres P (k) appliquée sur 'intervalle [c, d],
la fonction gy est de classe C* sur [c,d] et géj) = g; sur [c,d] pour tout j € [0, k].

Etape 3 : conclusion. Tout point de I appartient a un segment [c,d] C I contenant tous les
é})
pour tout j € [0, k]. En particulier gék) = gk, qui est de classe C! sur I de dérivée gy, d’aprés

points de I assez proches de lui. Par caractére local, gy est de classe C* sur I et g;/ = g; sur I

Iétape 1. Ainsi go est de classe C**! sur I et gékH) = gi+1 : P(k + 1) est vraie.
Par principe de récurrence, P (k) est vraie pour tout k € N*. O

Reprenons la suite de fonctions de 'exemple de dérivabilité : pour n € N*,
fo: 10,+00[ 5> R, x — n(xl/"—l).

Nous avons montré que (f,) converge simplement vers In sur |0, +oo[, que f, (x) =
1
14 , g . 1 A
xn~" et que (f,) converge simplement vers g;: x — 1. Montrons que le théoréme
redonne le caractére C? de In et sa dérivée seconde.

Régularité. Pour tout n € N*, f}, est de classe C? sur ]0, +oo] et, pour tout x > 0,

(%) = (% - 1) xin 2,
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Limite simple des dérivées secondes. Soit x > 0. Comme x'/"
1 x\/n 1 . 1

(; = 1) ali e B Posons gz: x +— ol

Convergence uniforme des dérivées secondes sur tout segment. Soient 0 < a < b et

n € N*. Pour tout x € [a, b],

1 1 1 1/n
T R

X n

— l,ona f;'(x) =

Comme dans 'exemple de continuité, la croissance de ¢ + t/" donne |1 - xt/ "| <M,
avec M, = max (1 — al/n, pi/n 1) > 0,et0 < x/" < max(1,b). Comme de plus

é < %, on obtient, pour tout x € [a,b],

[ - 02 < (M,, N M)

Ce majorant ne dépend pas de x : f,” — g, est bornée sur [a, b] et ||fn" = gz”Oo [ab] S
% (Mn + W) — 0. La suite (f,") converge uniformément vers g sur [a, b].

Conclusion. Soit [a, b] un segment de ]0, +oo[. Pour tout n € N*, f; est de classe C?
sur [a, b]. Les suites (f,) et (f) convergent simplement sur [a, b], vers In et g4, et la
suite (f,’) converge uniformément vers g, sur [a, b]. D’apres le théoréme, In est de
classe C? sur [a, b], avec In’ = g; et In”” = g, sur [a, b].

Ainsi In est de classe C? sur tout segment de ]0, +oo[. Par caractére local, In est de

classe C? sur 0, +oo[ et, pour tout x > 0, In”'(x) = — L.

Théoréme 6.63 (Régularité C* de la somme d’une série de fonctions)

Soit k € N*. Soit }; f; une série de fonctions définies sur un intervalle I.
Si:

— pour tout n € N, £, est de classe C* sur I;

— pour tout j € [[0,k — 1], la série ), fn(j ) converge simplement sur I ;

- k . .
— la série ), f,,( ) converge uniformément sur I;

alors la somme S = Y*% f, est de classe C* sur I et, pour tout j € [0,k] et tout
x €1,
+o00 )
SV = f) ().
n=0

Pour n € N, notons S, = )7, f; la somme partielle de rang n et, pour j € [0, k], notons
T = o fi(J ) la somme de la série > fn(] ), de sorte que Ty = S. Vérifions que la suite (S,)
satisfait les hypothéses du théoréme de régularité C* de la limite d’une suite de fonctions.
Régularité. Pour tout n € N, S, est une somme finie de fonctions de classe C* sur I, donc est de
classe C* sur I, et par linéarité de la dérivation, pour tout j € o, k],

n

9= 0.

i=0

Ainsi S,gj ) est la somme partielle de rang n de la série }, fn(j ),
Convergences. Pour j € [0,k — 1], la série f,,(J ) converge simplement sur [ : la suite de
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ses sommes partielles (S,(lj )) converge simplement vers T sur I. La série }; f,,(k) converge
uniformément sur [ : la suite (S,Sk)) converge uniformément vers T sur I.

Conclusion. D’aprés le théoréme de régularité C* de la limite d’une suite de fonctions, la
limite S = Ty de (S,) est de classe C* sur I et SY) = T; pour tout j € [0,k], c’est-a-dire
SW (x) = 3 £U) () pour tout x € I. o

n=0Jn

Pour n € N*, posons
n

x
far -L1[ >R x> ol
Montrons que S = )% f,, est de classe C? sur |—1, 1[ et exprimons S’ et S”'.

Régularité. Pour tout n € N*, f;, est polynomiale, donc de classe C?sur |-1,1[, et
pour tout x € |-1,1],

51 (n _ 1)xn—2
n (%) = ————

falx) =

: (n>2),  f'(x)=0.
n

Convergence simple de ) f, et de )’ f,. Soit x € ]-1,1[. Pour tout n € N*, |f,(x)| <

|x|" et |f,{(x)| < |x|"!. Or la série géométrique Y |x|" converge puisque |x| < 1.

Par critére de comparaison des séries a termes positifs, les séries 3 f,(x) et X f; (x)
convergent absolument, donc convergent. Ainsi )’ f, et )] f, convergent simplement
sur |-1,1[.

Convergence normale de ), f,’ sur tout segment. Soit b € [0, 1] et considérons le
segment [—b, b]. Soit n > 2. Pour tout x € [-b, b], comme 0 < ”T_l <1,

n—1
7 Gl = —— " < b

Ce majorant ne dépend pas de x. Donc f;” est bornée sur [-b, b] et ”fn””w,[_b,b] <
b™2. Or la série Y5, b" 2 est une série géométrique convergente (0 < b < 1). Par
critére de comparaison des séries a termes positifs, || 4 co[_bp] CONVerge. Donc
2. [ converge normalement sur [—b, b], donc uniformément sur [-b, b].
Conclusion. Soit [—b, b] un segment de |-1,1[ avec b € [0, 1[. Pour tout n € N*,
fn est de classe C? sur [—b, b]. Les séries ). f, et 3. f, convergent simplement sur
[-b, b] et la série ) f,” converge uniformément sur [—b, b]. D’aprés le théoréme, S
est de classe C? sur [—b,b],avec S’ = Y,51 fr et S” =3 ,51 f sur [-b,b].

Tout segment de |—1, 1] est inclus dans un segment de la forme [-b, b] avec b € [0, 1].

Par caracteére local, S est de classe C? sur |-1, 1] et, pour tout x € |-1, 1],

I® n-1 TS n-2
x (n—1)x
§'(x) = et $"(x)= ) ———
-5 =50t
n=1 n=2
Remarquons que la série )’ f, diverge en x = 1 (série harmonique) et que la série
2. [/ ne converge pas normalement sur |—-1,1[, puisque ||fn”||o0 ==l 5 1:le

passage par les segments [—b, b] est indispensable.

Remarque

Les remarques faites pour la classe C! s’appliquent : la convergence uniforme de la
suite ( fn(k)), ou de la série }’ fn(k), des dérivées k-iémes n’est pas optionnelle, et on
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la vérifie le plus souvent sur tout segment; en revanche, on n’a pas a la vérifier pour
les dérivées d’ordre inférieur, dont la convergence simple suffit. Pour les séries, on
établit en général la convergence normale de }; fn( ), mais il faut parfois revenir a la

convergence uniforme, par exemple pour une série alternée.

Méthode 6.65 (Montrer une régularité C*)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I, convergeant simplement
vers f sur I, ou ), f;, une série de fonctions définies sur I, de somme S. Pour montrer
que f,ou S, est de classe C* sur I :
1. Régularité des termes. On vérifie que, pour tout n € N, f, est de classe C*
sur I, et on calcule ses dérivées successives fn(k), en général par une formule
valable pour tout k € N.

2. Convergence uniforme de toutes les dérivées sur tout segment. Soit
k € N et soit [a, b] un segment de I.

— Pour une suite, on détermine la limite simple g de ( fn(k)) sur I, puis on

montre que ( f,,(k)) converge uniformément vers gy sur [a, b], par une

f,,(k) (x) — gk (x)| indépendante de x € [a, b].

majoration de

. k : .
— Pour une série, on montre que »; fn( ) converge uniformément sur [a, b] ;
en pratique, on établit sa convergence normale sur [q, b], par une ma-

joration de |fn(k) (x)| indépendante de x € [a, b]. Le cas k = 0 fournit la
convergence simple de ] f;, sur I.

3. Conclure. Soit k € N* et soit [a, b] un segment de I. Les f, sont de classe C*
sur [a,b]; pour j € [0,k — 1], les dérivées j-iémes convergent uniformément,
donc simplement, sur [a, b] ; les dérivées k-iémes convergent uniformément
sur [a, b]. D’aprés le théoréme de régularité C* de la limite d’une suite, ou
de la somme d’une série, de fonctions, f, ou S, est de classe C k sur [a,b], de
dérivée k-iéme gi, ou X F% n(k), sur [a, b]. Par caractére local, f, ou S, est de
classe C¥ sur I. Ceci valant pour tout k € N*, f, ou S, est de classe C™ sur I et,
pour tout k € N et tout x € I,

P = lim (20w P =) £,
n=0

Montrons que la fonction { définie sur |1, +oo[ par

(=3~

est de classe C*™ sur |1, +oo[ et exprimons ses dérivées successives. Pour n € N*,
posons fp: ]1,+00[ - R, s — #

Régularité des termes. Soit n € N*. Pour tout s > 1, f,(s) = e ", La fonction f; est
donc de classe C™ sur |1, +0o[ et, en dérivant k fois 'exponentielle d’'une fonction
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affine, pour tout k € N et tout s > 1,

fiF(8) = (=Inn)femsn = (—1)"—(lnnf)k'

Convergence normale de an(k) sur tout segment. Soientk e N, 1 <a < betn e N*.

Pour tout s € [a,b], commelnn > 0ets > q,

(k) 3 (In n)k (In n)k
)| = o <

na
Ce majorant ne dépend pas de s. Donc f,,(k) est bornée sur [a, b] et f,,(k)H [a5] <
o,|a,
k
(11;';) _Posons ¢ = “T“ de sorteque 1 <c <a.Ona

(Inn)*  (Inn)* 1 (Inn)k
= - — avec — 0

na na-c ne na—c¢ notoo

. , . . . (In n)k _ 1 , . 1
par croissances comparées, puisque a — ¢ > 0. Ainsi ~—z— =0 (F) Or la série }; -=
est une série de Riemann convergente (¢ > 1). Par critére de comparaison des séries
1 k k
(r:l fn( )H (] converge. Donc )54 fn( )
oo,[a,b -

converge normalement sur [a, b], donc uniformément sur [a, b].
Conclusion. Pour tout n € N*, f,, est de classe C* sur |1, +oo[, et pour tout k € N,

n)k .
Z— converge, puis

a termes positifs, ),

la série }; fn(k) converge uniformément sur tout segment de |1, +oo[. D’aprés la
méthode ci-dessus, { est de classe C™ sur |1, +oo[ et, pour tout k € N et tout s > 1,

(95 = (- 3 L2

En particulier {F) est du signe de (—1)¥ : { est décroissante et convexe sur |1, +oo[.

Remarque

Pour la classe C* avec k fixé, seule la série des dérivées k-iémes devait converger
uniformément, la convergence simple suffisant pour les ordres inférieurs. Pour la
classe C™, on a besoin cette fois de la convergence uniforme, sur tout segment, de
toutes les séries dérivées ), f,,(k) , k € N : chaque ordre k est en effet 'ordre maximal
lorsqu’on applique le théoréme de régularité C¥. En pratique, on ne traite donc pas
les ordres k = 1, k = 2, etc. 'un aprés I'autre : on fixe un entier k € N quelconque et
on meéne I’étude de la convergence uniforme de ), fn(k) avec ce k générique, comme
dans 'exemple précédent, ce qui regle tous les ordres a la fois.

Remarque

On peut assouplir cette exigence : il suffit qu’il existe un rang ky € N tel que }; fn(k)
converge uniformément sur tout segment de I pour tout k > ko, et que ), f,l(j )
converge simplement sur I pour j € [0, ko — 1]|. En effet, pour k > ko, le théoréme de
régularité C* s’applique sur tout segment : les séries Y. f},(j ) pour j < k convergent
simplement, par hypothése si j < ky et comme conséquence de la convergence

uniforme si k, < j < k. La somme S est donc de classe C* pour tout k > ko,
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c’est-a-dire de classe C* sur I.

4. Bilan

Le tableau suivant récapitule les théorémes de cette section. Les fonctions f;, sont
définies sur un intervalle I'; pour les suites, f désigne la limite simple de (f;,), et pour les
séries, S = Y 1% f, désigne la somme. Toutes les convergences sont entendues sur I, sauf

pour l'intégration, ou elles le sont sur le segment [a, b].

Théoreme Régularité des f;, Convergence Conclusion
Suites de fonctions
Continuité continues (fn) uniforme f continue
b b

Intégration continues sur (f») uniforme sur [a, b] / fn— / f
sur [a, b] [a, D] a a
Dérivabilité de classe C! (fn) simple, (f,)) f de classe C!,

uniforme ' =limf,
Régularité de classe C* ( fn(J )) simple pour f de classe CF,
ck j <k, (fn(k)) uniforme ~ fY) = limfn(]) pour

i<k

Séries de fonctions
Continuité
Double limite

continues
fun—thena

> fn uniforme
2. f» uniforme

S continue
>, £, converge,

S— Y N thena

Intégration continues sur 2. f» uniforme sur [a,b] ] fa ’ fn converge,
sur [a, b] [a, b] b 00 ap
WA
a n=0vYa
Dérivation de classe C! 2. fn simple, )’ f S de classe C',
uniforme S =Y fr
Régularité de classe C* > fn(] ) simple pour S de classe C* .
Ck j <k Y £® uniforme SV = Sie fa?) pour
j<k
Remarque

La continuité et la classe C* sont des propriétés locales. Pour ces théorémes, il
suffit donc de vérifier la convergence uniforme sur tout segment de I, et non sur
I tout entier : la conclusion reste valable sur I. Ce n’est pas le cas du théoréme de
la double limite, ou le point a est en général une extrémité de I que les segments
de I n’atteignent pas : la convergence uniforme doit y étre vérifiée sur I ou sur un
intervalle adapté ayant a pour extrémité. Pour 'intégration, le segment [a, b] est
imposé par 'intégrale.

Remarque

Pour les séries, la convergence uniforme demandée s’obtient le plus souvent par la
convergence normale. Dans les théorémes de dérivation et de régularité C, elle ne
porte que sur la série des dérivées d’ordre le plus élevé; la convergence simple suffit
pour la série elle-méme et pour les dérivées d’ordre inférieur.
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EXERCICES

Exercice 6.1 o Correction p. 56

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions suivantes :
1. fu(x) = = surR

1+n2x?

2. £y(x) = sin (-2 x) sur [0, 27].

n+1
3. Yn(x) = sin(x)e”™ sur R*

Exercice 6.2 o Correction p. 59

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions suivantes :
x
1. fu(x) = — sur R, puis sur [-1,1];
n
2. gn(x) =x"(1 —x) sur [0,1].

Exercice 6.3 o Correction p. 59
nx

1+nx
1. Montrer que la suite (h,,) converge simplement sur R, et déterminer sa limite h.

Pour n € N et x € Ry, on pose h,(x) =

2. La convergence est-elle uniforme sur R, ?

3. Soit a > 0. Montrer que (h,) converge uniformément vers h sur [a, +oo[.

Exercice 6.4 o Correction p. 60

sin(nx)

iy

1. Montrer que la suite (f;)n>1 converge uniformément sur R.

Pour n € N* et x € R, on pose f,(x) =

2. La suite (f,)n>1 converge-t-elle simplement sur R ?

3. Que peut-on en conclure ?

Exercice 6.5 o Correction p. 60

nx2

1+nx
1. Déterminer la limite simple f de la suite (f;)n>1 sur [0, 1].

Pour n € N* et x € [0,1], on pose f,(x) =

1
2. Montrer que |f,(x) — f(x)| < — pour tout x € [0, 1], et en déduire liIP /01 fn(x) dx.
n n—+oo

3. Retrouver ce résultat par un calcul direct de /01 fn(x) dx.

Exercice 6.6 o Correction p. 61

Dans chacun des cas suivants, dire si ’affirmation est vraie ou fausse, en la démontrant
ou en donnant un contre-exemple. Les fonctions sont définies sur un intervalle  de R, a
valeurs réelles.

1. Si (f,) converge uniformément sur I, alors (f,) converge simplement sur I.
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2. Si (f,) converge simplement sur I vers f et si toutes les fonctions f; sont continues
sur I, alors f est continue sur I.

3. Si (fy) converge uniformément sur I vers f et si toutes les fonctions f;, sont bornées
sur I, alors f est bornée sur I.

4. Si(f,) converge uniformément vers f sur [a, +oo[ pour tout a > 0, alors (f,,) converge
uniformément vers f sur |0, +co|.

5. Si (fy) converge uniformément vers f sur I, si toutes les fonctions f;, sont continues
sur I et si (x,) est une suite d’éléments de I qui converge vers x € I, alors f,,(x,) —

f).

6. Si ), f, converge normalement sur I, alors pour tout x € I, la série numérique }; f;(x)
converge absolument.

7. Si ), f, converge uniformément sur I, alors }; f, converge normalement sur I.

8. Si Y, f, converge simplement sur I et si (f,;) converge uniformément vers la fonction
nulle sur I, alors )’ f;, converge uniformément sur I.

Exercice 6.7 oo Correction p. 62

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions suivantes :

1. gn(x) =x% ™™ sur Ry ou R}
2. Pn(x) = % sur R}

3. ky(x) = 3"(x2n - xznﬂ) sur [0, 1]

Exercice 6.8 o Correction p. 64
x

n(1+ nx?%)’

Pour n € N* et x € R, on pose f,(x) =

1
1. Montrer que, pour tout x € R et tout n € N*, | f,,(x)| < )
2n\n

2. En déduire que la série Y, f, converge normalement sur R et que sa somme S est

nx>1
continue sur R.
3. Déterminer lim S(x).
X—+00
Exercice 6.9 o Correction p. 65
cos(nx +oo
Pour n € N* et x € R, on pose f,(x) = # etonnoteS = ) f,.
n n=1

1. Montrer que S est définie et continue sur R.

7.[2

+00
2. Montrer que S est paire et 27-périodique. Calculer S(0), sachant que } — = o
n=1 N

1
3. Soit [a,b] un segment de R, avec a < b. Montrer que ||fn’||Do (ap] = T Pour n assez
> el n

grand. Le théoréme de dérivation terme a terme permet-il de conclure que S est de
classe C! sur R?

Exercice 6.10 oo Correction p. 65

Similaire a un exo CCP 2017.
Onpose f, : x — 1) pour x € R%. On pose S =Y, 7° fa.

n+x

1. Montrer la convergence simple de cette série de fonctions.

2. Converge-t-elle normalement sur tout segment de R} ?
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3. Montrer que la série de fonctions }, f;, converge uniformément sur R} (pensez au
critére des séries alternées). Qu’en dnéchuire ?

4. Montrer que S est de classe C'.

5. Montrer que pour tout x € R} : S(x + 1) + S(x) = }C

6. Donner un équivalent de S en 0 puis en +oo (on pourra commencer par justifier que S
est décroissante surR}).

Exercice 6.11 e o o Correction p. 69

On définit par récurrence sur [ = [O, %] une suite de fonctions en posant fy = 0 et pour
nz0,

3 x
fu =5+ [ foe o

1. Prouver que |f,(x)| < % pour tout x de I.

2. Prouver que pour tout n > 1, on a || fo+1 — fulle < % Ilfn = fr1ll e
3. Qu’en déduire concernant la série de fonctions }(f;+1 — f») ? On note f la somme
de cette série de fonctions, prouver que la suite (f,) converge uniformément sur I

vers f.

4. Prouver que f est une solution sur I de I'équation différentielle y’ = x?+y? satisfaisant
a f(0) = 0 (On pourra commencer par prouver que (f?) converge uniformément vers
f2, puis passer a la limite dans (x)).

Exercice 6.12 o Correction p. 71
CCP 2013 Officiel de la Taupe - exo 2.
La série de fonctions de terme général u, : x — (-1)"In (1 + ﬁ) converge-t-elle

simplement sur R; ? Normalement sur R, ?

Exercice 6.13 oo o Correction p. 73
CCP 2009 Officiel de la Taupe.
Soit f € C%([a, b]); on pose fo(x) = f(x) et frr1(x) = faxﬁ,(t) dt.

1. Montrer que f, est de classe C” sur [a, b] et que pour tout n € N, pour tout x € [a, b],

0 < 25 [ f
2. Onpose g,(x) = 3 fi(x). Montrer que g est C° sur [a, b], que g; est C! sur [a, b],

k=n

puis que g, est C” sur [a, b].

3. Déterminer une équation différentielle d’ordre 1 dont g, est solution pour n > 1. En
déduire que pour tout x € [a,b],

go(x) = f(x) + & / et F (1) dt.

Exercice 6.14 oo Correction p. 75
adapté de CCP 2016 PC.

1. Etudier les variations de t — g, (t) =t + X_th, pour x et ¢ € [0,1].

2. Soit (uy) la suite définie par uy = 0 et uy+1 = gx(u,). Montrer que u, € [0,1] pour
tout entier n.

3. Montrer que (u,) est croissante et converge vers une limite a déterminer.
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4. Soit (P,) une suite de fonctions définie par Py = 0 et P,41(x) = Pp(x) + %(x)z pour

tout x € [0, 1]. Montrer que P, est un polyndéme pour tout entier n.

n
5. Montrer par récurrence sur n I'inégalité 0 < vx — P, (x) < vx (1 - ‘/TE) pour tout
x € [0,1]

6. En déduire que la suite (P,) converge uniformément vers /- sur [0, 1].

Exercice 6.15 o Correction p. 78

Oral Mines-Telecom 2016.

Pour n € N* et x réel, on pose u,(x) = (0"

n

1. Déterminer le domaine de convergence simple de la série de fonctions },,cp- .

2. Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme.

Exercice 6.16 o Correction p. 82
(=D"x
(14x2)n

On considére la série de fonctions Z fn définie par: f; : x —

n>1

1. Montrer que la série converge simplement sur R et calculer sa somme.
2. Montrer qu’il y a convergence normale sur tout segment de |0, +0co[.

3. La convergence est-elle normale sur [0, +oo[ ?
4

. Montrer que la convergence est normale sur tout intervalle du type [a, +oo[ avec
a>0.

Exercice 6.17 o Correction p. 86

Montrer que la série de fonctions définie sur [0, 7] par Z sin(x) cos"(x) est simplement
n>0

convergente sur [0, z]. Etudier la convergence normale de cette série de fonctions sur [0, 7],

puis sur tout segment de |0, z|.

Exercice 6.18 o Correction p. 88
Montrer que la série de fonctions }; f, converge normalement sur [0,1[, ou f, : x €
nx1
1— n
[0, 1]~ 725
Exercice 6.19 o Correction p. 88
(o] e_nx2
On définit : f : x > Y ——
n
n=1

1. Donner ’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est continue sur R.

3. Calculer la limite de f en +co.
4

. Montrer que f est de classe C? sur R*, puis sur R*.

Exercice 6.20 oo Correction p. 90

1. Déterminer le domaine de convergence simple de la série de fonctions E fn, U pour
nx1
—nx

toutn e N* f, 1 x —> en
On notera f sa somme.

2. Calculer limy_, 1o f(x).

3. Montrer que la fonction f est de classe C* sur son ensemble de définition.
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4. Montrer que f est convexe.

5. Calculer f. indication : on pourra commencer par calculer f”.

Exercice 6.21 oo Correction p. 92
Soit £(x) = ) —
oit f(x) = .
4 n+n’x

1. Montrer que f est définie sur R}.

2. Etudier la continuité de f sur R%.

3. Calculer la limite de f en +oo puis en donner un équivalent.

4. Déterminer un équivalent de f en 0% (faire une comparaison série/intégrale puis

1 X
montrer que t(1+tx) Tt 1+tx )

Exercice 6.22 o Correction p. 95

1. Déterminer ’ensemble de définitionde S : x — Z Xe X,

n=1

2. Montrer que S est continue sur son ensemble de définition.

3. Quelle est la limite de S en +co.

Exercice 6.23 oo Correction p. 97
Soit f : x > In (1 + fe7).

1. Justifier que f est dérivable sur R, puis écrire f” sous forme de la somme d’une série
de fonctions sur R,.

2. Justifier que pour tout x, f(x) = In(3) —1In(2) +f0x f’(t) dt. En déduire une expression
de f sous forme de la somme d’une série de fonctions sur R.

3. ATaide d’'une majoration, montrer que Z CD2e-px _, 0. En déduire que f(x) =

p=1 “p2r X—>+00

- 1)‘” ! —px t t >0

pz=:1 o€ P¥ pour tout x > 0.
Exercice 6.24 o Correction p. 99

- )n
Montrer que S : x Z est définie et continue sur R}.
Exercice 6.25 o Correction p. 100
Soit £ : [0,1] — R définie par f(x) = Z (— - m) Justifier que f est bien définie, puis
calculer fol f(t)dt.
Exercice 6.26 o o o Correction p. 101
31
Montrer que fo == Z:: o
Exercice 6.27 oo Correction p. 103
Type CCINP.
—ne? 0

Soit u,(t) = % et f(t) = nz::() un (1) si convergence.

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
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2. Donner les variations de u;, sur R, et en déduire ||u,’1||00
3. Montrer que f est de classe C! sur R,.

4. Donner les variations de f et 'allure de la courbe; on prendra f(0) ~ 2,07 2 1072
pres.
5. Montrer que tlim f() =1
—+400

100
6. Montrer que }

1
n’+1

est une approximation a 102 pres de f£(0).

Exercice 6.28 o Correction p. 107

Type CCINP.
Soit f;, : x

1

— 5=2- Montrer que la série de fonctions ). f, converge simplement sur R*.

n>1

(o]
Y a-t-il convergence normale sur R* ? Montrer que la fonction -, est continue sur RY.
+ +

n=1

Exercice 6.29 oo Correction p. 107

Soit S la fonction définie par : t — S(¢) = Z In(1+e™).
n=1

1. Donner 'ensemble de définition.
2. Donner le sens de variation de S.
3. Donner la limite de S en +co.
4

. Donner un équivalent de S en 0 (on pourra faire une comparaison série/intégrale).

Exercice 6.30 e o o Correction p. 111

Soit r un réel élément de [0, 1] fixé.

’ ’ 7 ’ . n
1. Prouver que pour x réel élément de | — 1, 1[, la série }; - est convergente, et peut
étre dérivée terme a terme. En déduire la valeur de sa somme.

2. Prouver la convergence de la série de fonctions (de la variable 8) > r" sin(nf), et
calculer sa somme.

3. Prouver de méme la convergence de la série Y, r" —COSEI”G) _Calculer la somme de cette
série.
4. Calculer I'intégrale fom In (1 — 2rcos(0) + rZ) do.

5. Prouver que pour |r| > 1, I'intégrale envisagée a la question précédente converge, et
la calculer.

Exercice 6.31 e e o Correction p. 115

Soit f une fonction continue sur [0, 1], a valeurs réelles. Pour tout n € N*, on pose
gn:x €[0,1] > f(x") €R.

1. Montrer que la suite (g,) converge simplement sur [0, 1] et déterminer sa limite g.

2. Montrer que la suite (g,) converge uniformément sur [0, 1] si et seulement si f est
constante.

3. Soit a €]0, 1[. Montrer que la suite (g,) converge uniformément sur [0, a].

4. En déduire que
1
[ renax—— .
0 n—+oo
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1 1

5. Déterminer lim et lim In(1 + x™) dx.
n—+oo J, 1+ xn n—+oo Jo

Exercice 6.32 oo o Correction p. 116

Pour tout n € N*, onpose f, : x e R > e™"* ¢ R. On note D 'ensemble des réels x pour

+00

lesquels la série numérique }; f,(x) converge et, pour x € D, 5(x) = Z fn(x). On admet

que n=1
/ ! e du —— ﬁ
0 A—t0 2
1. Déterminer D.
2. Montrer que S est continue sur D.
3. Déterminer la limite de S en +oo, puis un équivalent de S en +co.
4. Soient x > 0 et N € N*. Montrer que

N+1 , N ) N )
/ e_txdtSZe_"xS/ e '* dt.
1 v 0

5. En déduire que, pour tout x > 0,

NG v

— -1<S(x) £ —,

2% ox

puis donner un équivalent de S en 0*.

Exercice 6.33 oo o Correction p. 118

On rappelle que la fonction ¢, définie sur |1, +oo[ par

+o00 1
()= —
n=1
est continue sur |1, +oo[. Pour tout n € N*, on pose

(_1)71—1
ns ©

gn : S €]0,+o0[—> R.

1
1. Montrer que {(s) —— 1,puisque {(s) -1 ~ —.
s—+00 s—+00 25

2. Soient s > 1 et N € N*. Montrer que

1 1
N <{(s) <1+ T puis un équivalent de { en 1%.
s —

En déduire que
3. Montrer que la série de fonctions }’ g, converge simplement sur 0, +oo[. On note 7
sa somme.

4. Soit a > 0. Montrer que la série ), g, converge uniformément sur [a, +oo[. En déduire
que 7 est continue sur |0, +oo].

5. Montrer que, pour tout s > 1, 7(s) = (1 —2!7%) {(s).

+00 (_1)n_1
6. En déduire la valeur de Z -
n
n=1
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Exercice 6.34 oo Correction p. 120

Pour tout n € N, on pose

(_1)nx2n+1

2n+1

Uy :x € [0,1[— eR.
1. Montrer que la série de fonctions ), u, converge simplement sur [0, 1[. On note S sa
somme.

2. Montrer que S est de classe C! sur [0, 1[ et calculer S’. En déduire S.

3. La série )} u, converge-t-elle normalement sur [0, 1[ ? Montrer qu’elle converge

uniformément sur [0, 1[.
n

. R
4. En déduire que la série
4 2 2n+1

converge et calculer sa somme.

5. La série ) u;, converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

Exercice 6.35 o Correction p. 122

On note B I'espace vectoriel des fonctions bornées de [0, 1] dans R, muni de la norme

Ifllee = sup |f(x)], et C le sous-espace vectoriel de B formé des fonctions continues sur
x€[0,1]

1
[0, 1], sur lequel on dispose aussi de la norme ||f||, = / |f(x)|dx.
0
1. Soient (f;) une suite de B et f € B. Montrer que si (f;,) converge uniformément vers

f sur [0,1], alors || fulle = |If]le- La réciproque est-elle vraie ?

2. Soient (fy,) une suite de C et f € C. Montrer que si (f,) converge uniformément vers
1 1
f sur [0,1], alors || f, — fll; — 0, puis que/ fu(x)dx — / f(x) dx.
0 0

3. Pour tout n € N*, on pose g, : x € [0,1] = nx"(1 — x). Montrer que [|g,]l; — 0,
mais que la suite (g,) ne converge pas uniformément sur [0, 1]. Que retrouve-t-on
sur les normes ||-]|; et [|*|| ?

4. Pour tout n € N, on pose hy, : x € [0,1] — x". Montrer que la suite (h,) est bornée
dans (B, ||-||), mais qu'aucune suite extraite de (h,) ne converge uniformément sur
[0, 1]. Comparer avec les suites réelles bornées.
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Suites et séries de fonctions

‘

Enoncé p. 48
1) Soit x € R. Si x # 0, alors

A~ - =0

—00 NX n—
Etsix =0,
fn(0) =0 — 0.
n—oo

Donc la suite de fonctions (f;)nen converge simplement vers la fonction nulle.
Méthode « évoluée » : puis, si on pose

X ,
J 1+ x?2
alors pour tout x € R,
nx
T -9

donc la convergence n’est pas uniforme sur R puisque

1fn = Ol = llgllee

ne tend pas vers 0 (||g]|, > 0, car g n’est pas la fonction nulle).
En effet, pour n € N*,

[l fn = Ol = sup |fn(x) = 0] = sup |g(nx)| = sup |g(y)| = l|9ll ,
x€R x€R yeR

en posant y = nx, et car la fonction x € R — y = nx € R est surjective (puisque
n € N¥).
Méthode plus élémentaire : pour tout n € N*, on a I'idée de calculer

donc

/o = Olleo = llfnllee 2

1 1
(-4

donc la suite numérique (||fulls, ) -, ne peut pas tendre vers 0.
Méthode basique : pour n € N*, on fait I'étude de variations de la fonction f;,. La
fonction f, est dérivable sur R (quotient de deux fonctions polynomiales, dont celle
du dénominateur qui ne s’annule pas sur R), et pour tout x € R,

b 1+n2x2—x2n2x_ 1—n’x? (1 -nx)(1+nx)
Ja(x) =n =n

=n
(1 + n2x2)2 (1 + n2x2)2 (1 + n2x2)2
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D’ou le tableau de variation :

I S —

hlinef, (x) - 0 + 0 -

hlinef,(x) | 0\ —% ya % N 0
hline

et donc
1 1
I fn = Olloo = llfulle = max |0, ||, = b

ne tend pas vers 0 sin — co.
2) La suite de fonctions (£,),en converge simplement vers sin (par continuité de sin
sur R) : pour tout x € [0, 2r],

n

X — X donc £,(x) — sin(x).
n+1 n—ooo n—oo

Puis, la fonction sin est de classe C! sur I'intervalle R, |sin’| = |cos| < 1 sur R, donc
par inégalité des accroissements finis, pour tout (a, b) € R?,

|sin(a) — sin(b)| <1 X |a—b|.

Donc, pour tout x € [0, 2x],

n n 1
£, (x) — sin(x =|sin( x)—sinx|§|—x—x’=—x <
162(3) = sin(x)] = fsin (——x) = sin(x)| < |-== x|

n+1 " " n+1

Donc en passant a la borne supérieure, on a

21
0< |6, —sin|]|, = sup | (x)—sin(x)| < —— — 0.
x€[0,27] n+1 n-e

Le théoréme des gendarmes conclut :
lim ||¢, — sin||,, =0,
n—oo

autrement dit la suite de fonctions (£,)  _,; converge uniformément vers la fonction
sin sur [0, 27].
3) Pour tout n € N,

Yn(0) =0 n::o 0,

et pour tout x € R},
[Yn(x)| <™ — 0
n—oo

(car |sin| < 1), donc la suite de fonctions (¢,,),en converge simplement vers la
fonction nulle sur R,.
Pour tout n € N*, pour tout a € R}, pour tout x € [a, o[, on a

|sin(x)e™"*| < e™",

soit
0 < [[¢nlle M — 0

oo,[a0o] S e

(la limite provient de a > 0), donc le théoréme des gendarmes conclut :

T (1Yl ool =0
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autrement dit la suite de fonctions (/,)nen converge uniformément sur [a, oo[ vers
la fonction nulle. C’est vrai pour tout a € R}, en particulier pour a = 1 : la suite de
fonctions (,)nen converge uniformément sur [1, oof.

Regardons sur [0, 1] : soit n € N*. La fonction 1, est dérivable sur R,, et pour tout
x € Ry,

Y (x) = e ™ (cos(x) — nsin(x)),
donc ¥, ne s’annule sur [0,1] qu’en un unique point, x, = arctan (%) (d’ou la
nécessité de prendre n # 0). D’ou le tableau de variations :

X 0 585 1
hliney, (x) + 0 -

hliney,(x) |0 N\, sin(1)e™ >0
hline

Donc la fonction 1, atteint son maximum (sur [0, 1], mais en fait sur R, ) en x,,, et
est positive. On a alors

||¢n||oo’[0’1] = Yn(xn).

Puis, x, = arctan (%) ~ %, donc e™™n —s e~! (par continuité de exp en —1), et
n—oo n—oo

sin(x,) o

donc
e
Wnllooon)  ~ AL
La suite de fonctions (/,)nen converge donc uniformément sur [0, 1].
La suite de fonctions (/,)nen converge uniformément sur [0, 1] et sur [1, oo[, donc
sur R, puisque : pour tout x € Ry, six € [0,1],0on a

[Yn(x)| < ”l//n”oo,[o,ﬂ < max ( ”lﬁn”oo,[og] > ”l//n”oo,[Loo[ )

etsix € [1,00[,0na

[y (x)| < ||¢n||oo’[1,oo[ < max ( ”l//nHoo,[oJ] > ||¢n||oo,[1,oo[ )
D’ou
0< ||¢n||oo,R+ < max ( ||¢n||oo,[0,1] > ||¢n||oo,[1,oo[ ) njo)o 0,

et le théoreme des gendarmes conclut.
Autre idée : soit n € N*. Pour tout x € Ry, on a

[Yn ()| < xe™™

(car |sin(x)| < |x| = x pour tout x € R,). Par conséquent,

0 < ¥nlleor, < 16nllo

en notant
0,:xeRy > xe ™ eR.

Or, la fonction 6, est dérivable sur Ry, et pour tout x € Ry, ona 6;,(x) = e”™(1-nx),
d’ou le tableau de variations :

x 0
hline®; (x) +
hline6,(x) |0 N 0

hline

(=33
|
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(car lim 6, (x) = 0 par croissance comparée, car n > 0).
X—00

Par conséquent, pour tout x € R,

Yn (O] < 0a(%) < 0, (1) L

soit ,
0< lYull < ™' — 0.
n

n—oo

On conclut bien (grace au théoréme des gendarmes) a la convergence uniforme sur
R de la suite de fonctions (1,,)nen vers la fonction nulle.

Enoncé p. 48

1) Soit x € R. On a f,(x) = 7 — 0, donc la suite (f,),>1 converge simplement
n—+oo

vers la fonction nulle sur R.

Pour tout n € N* la fonction f;, — 0 = f; n’est pas bornée sur R, puisque

fu(x) — +o0. La convergence n’est donc pas uniforme sur R. On peut aussi
X—+00

le voir en remarquant que f,(n) = 1 pour tout n € N* : si f;, est bornée, || f;|o, = 1.
Sur [—1, 1] en revanche, pour tout x € [-1,1],

i~ = < L

donc f, est bornée sur [-1,1] et || fullo [-11] < % — 0. La suite (f;,)n>1 converge
> ? n—+oo

uniformément vers la fonction nulle sur [—1, 1]. Le méme argument donne la conver-
gence uniforme sur tout segment [a, b] de R, avec || fulloo (45 < w

2) Soit x € [0,1]. Si x € [0,1], alors x™ — 0, donc g,(x) — 0. Si x = 1, alors
gn(1) = 0 pour tout n. La suite (g,) converge simplement vers la fonction nulle sur
[0, 1].

Pour n € N*, la fonction g, est dérivable sur [0, 1] et, pour tout x € [0, 1],

go(x) =nx"'(1-x) —x" =x"""(n— (n+ 1x).

_n_

> 1]. Comme g, > 0 sur

Ainsi g, est croissante sur [O, ﬁ] et décroissante sur [
[0,1], on en déduit

g, ( n ) ( n )" 1 < 1 0
= = —)
Gnlleo = gn n+1 n+1l/ n+1~ n+1 no+eo

La suite (g,,) converge donc uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].

Enoncé p. 48

1) Pour tout n € N, h,(0) = 0. Soit x > 0. Alors

nx nx .
~ —_— = 5
1+ nx n—+0 nx

hn(x) =

donc hy,(x) — 1. La suite (h,) converge simplement sur R, vers la fonction h définie
par h(0) =0 et h(x) = 1 pour x > 0.

2) Pour tout n € N, la fonction h,, est continue sur R, (son dénominateur 1 + nx est
supérieur ou égal a 1), alors que h n’est pas continue en 0. D’aprés le théoréme de
continuité de la limite d’une suite de fonctions, la convergence n’est pas uniforme
sur R,.
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On peut aussi le voir directement : pour n € N*, h, (%) = % et h (%) = 1, donc
I1An = hlloog, = 3
3) Soit x > a. Alors h(x) =1et

nx 1 1
<

n(x) —h(x)| =1- = < :
I (%) ()] 1+ nx 1+ nx 1+ na

Donc hy, — h est bornée sur [a, +oo[ et [|h, — Ao | —> 0:la suite (hy,)
’ +00

1
a,+eo[ < 14+na ,_,

converge uniformément vers h sur [a, +oo].

Enoncé p. 48
1) Pour tout x € R et tout n € N, |f,(x)] < \/iﬁ Ainsi f;, est bornée sur R et
Ifnlle < % = 0 : la suite (f,)n>1 converge uniformément vers la fonction nulle
sur R.
2) Pour tout n € N, f; est dérivable sur R et f;/(x) = vncos(nx). En particulier
fr(0) =+vn —> +o0: la suite numérique (£, (0)),> diverge, donc la suite (f;)n>1
n—+oo

ne converge pas simplement sur R.

3) La suite (f;,) converge uniformément sur R vers la fonction nulle, qui est déri-
vable, mais la suite des dérivées ne converge méme pas simplement. La convergence
uniforme d’une suite de fonctions de classe C' ne donne donc aucune information
sur la suite des dérivées : dans le théoréme de dérivabilité de la limite, ’hypothése de
convergence uniforme porte sur (f;/) et ne peut pas étre remplacée par la convergence
uniforme de (f,).

Enoncé p. 48
1) On a f,(0) = 0 pour tout n. Pour x € 0, 1],

2 x? x

nx
= _ —
1+ nx %+xn—>+oox

oo

fa(x) =

=X.

La suite (f;;)n>1 converge donc simplement sur [0, 1] vers f : x — x (la formule
vaut aussi en 0).
2) Pour x € [0,1],

g x—nxz X

Fulx) = fx) = 22— =

1+ nx 1+ nx

Si x = 0, cette quantité est nulle; six > 0,0 < 1+’;x < % = % Dans tous les cas
|fn(x) = f(x)| < %, donc f, — f est bornée et || f,, — fll < % —> 0 : la suite (f,)
n—+oo

converge uniformément vers f sur [0, 1]. Les fonctions f; sont continues sur le
segment [0, 1], donc d’apres le théoréme d’intégration sur un segment de la limite

d’une suite de fonctions,
1 1 1
/ fo(x)dx — / xdx =—-
0 n—+oo 0 2

3) D’apreés le calcul précédent, pour x € [0, 1],

X 1 nx 1 1

fu(x) =x - =x—-—"- =x—- =

+—-
1+ nx n 1+nx n  n(l+nx)
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Donc
In(1 + nx 11 In(1+n 1
[aomoi-d ARl 11w _ 4
n o & n n? n—+co 2’
puisque M — 0 par croissances comparées.

Enoncé p. 48

1) Vrai. Notons f la limite uniforme. Il existe Ny € N tel que, pour n > Ny, f, — f
soit bornée, et alors pour tout x € I,

Ifa(x) = fO < M1 fo = fllo
donc f,(x) — f(x).

2) Faux. Sur I = [0, 1], les fonctions f, : x + x" sont continues et convergent
simplement vers la fonction f nulle sur [0, 1] et valant 1 en 1, qui n’est pas continue
en 1.

3) Vrai. Par définition de la convergence uniforme, il existe N € N tel que fy — f soit
bornée sur I. Alors f = fy — (fn — f) est bornée sur I, comme différence de deux
fonctions bornées : pour tout x € I, [f(x)| < ||fN|| + 1N = flleo-

4) Faux. Pour n € N et x > 0, posons f,(x) = 1+nx Pour tout x > 0, f,(x) — 0,
etpoura > 0Oetx > a,0 < f(x) < ﬁ, donc || fulleo (g eo] < 1+1na — 0:la
suite converge uniformément vers la fonction nulle sur [a, +oo[. Mais pour n € N*,
I (%) = 2, donc Il frll o0, 400[ = 2 :la convergence n’est pas uniforme sur 0, +oo].
5) Vrai. D’apres le théoréme de continuité de la limite d’une suite de fonctions, f
est continue sur I, donc f(x,) — f(x). Soit Ny € N tel que f,, — f soit bornée pour
n > Ny. Pour n > N,

[ (en) = FOON < [fa(xn) = )| + 1f (xn) = FOOI < Nl fa = flloo + 1f (Gen) = F(X],

et les deux termes du majorant tendent vers 0. Donc f,(x,) — f(x).
6) Vrai. Soit x € I. Pour tout n, 0 < |f,(x)| < ||fall, €t la série 3 || fnll., converge
par hypothése. Par comparaison de séries a termes positifs, 3 |f,(x)| converge.

7) Faux. Sur I = R, prenons pour n > 1 la fonction constante f, : x % La

) s -1)" \ , N ;. o ,
série numérique }’ (T) converge d’apres le théoréme spécial des séries alternées;
= 1)

notons ¢ sa somme et R, = >,/ son reste d’ordre n. La somme partielle S,
de ) f, est la fonction constante egale af—R,,donc ||S, — || = |Ru| — 0:la série
. fn converge uniformément sur R. Mais || f,||,, = + et la série harmonique diverge :
la convergence n’est pas normale.

8) Faux. Sur I = [0, 1], posons f,(x) = x™*(1— x). On a vu plus haut que || f, ||, < n+1’
donc (f;,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1]. Pour x € [0, 1[,

n

Sn(x) =Y A (1-x) =1-2"" — 1,

n—+oo
k=0

et S,(1) = 0 pour tout n : la série converge simplement vers la fonction S égale a
1sur [0,1] et 4 0 en 1. Mais pour x € [0,1[, |S,(x) — S(x)| = x™*1, dont la borne
supérieure sur [0, 1[ vaut 1. Donc ||S, — S|/, = 1 pour tout n : la convergence n’est
pas uniforme sur [0, 1]. (On peut aussi invoquer le théoréme de continuité : les f;,
sont continues et S ne l’est pas.)
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Enoncé p. 49

1) Si @ > 0 : pour tout n € N, la fonction g, est définie sur R,.
On a
gn(O) = 0 — 05
n—oo

et si x > 0, par croissance comparée,
gn(x) — 0.
n—oo

Donc la suite de fonctions (g,)nen converge simplement vers la fonction nulle.
Pour tout n € N*, la fonction g, est continue sur R, et dérivable sur R}, et pour tout
x €RY,

g, (x) = e ™ x* a - nx).

D’ou le tableau de variations pour n > 1 (en utilisant que g, est continue en 0) :

X 0 % 00
hlineg,(x) | || + 0 -
hlineg,(x) | 0 N 0
hline
Donc " —a
o a%e
gl =9n (%) =~ =0,
n n n—oco

donc la suite de fonctions (g,),en converge uniformément vers la fonction nulle sur
R,.
Si a = 0, la fonction g, est la fonction

Gn x> e ™

. *
Puis, pour x € R,

nx
O:

n—oo

gn(x) =e
et
gn(0) =1 — 1.
n—oo

Donc la suite de fonctions (g,)nen converge simplement sur R, vers la fonction

1 six=0
X .
g 0 six>0

Il n’y a pas convergence uniforme sur R, car la fonction g n’est pas continue sur
R, alors que, pour tout n € N, la fonction g, I’est (on applique donc la contraposée
du théoréme de continuité des suites de fonctions), ou bien car, pour tout n € N*,

(o) -5(3)

ce qui empéche la suite ([|gn — gl )n21 de tendre vers 0.

Sia < 0, la fonction g, n’est définie que sur R}.
Pour tout x € R%, on a

g = glle = =e,

gn(x) —> 0.

Donc la suite de fonctions (g, )nen converge simplement sur R} vers la fonction
nulle.
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Puis,

9nlleo =

-5
“Jl=— —
In n :

n% n—oco

donc la suite de fonctions (g,)nen ne peut pas converger uniformément vers 0 sur
x
R3.

Remarque

Pour ceux qui préférent, on peut faire le tableau de variations : pour tout
n € N, la fonction g, est dérivable sur R}, et pour tout x € R},

gh(x) =e ™ x* Ha-nx) <0

(car a < 0). D’ou le tableau de variations :

X 0 o)
hlineg),(x) | || -
hlineg,(x) | © N\, O

hline

donc la fonction g, n’est pas bornée, donc ||g,||,, = +o0. Cela étant vrai pour
tout n € N*, la suite de fonctions (g,),en ne peut pas converger uniformément
vers 0 sur R}.

2) Comme [sin| < 1, pour tout x € R}, on a

1
0<[pn(x)| < —= —0,
x

n n—oo
donc le théoréme des gendarmes donne :
Pn(x) — 0,
n—oo

autrement dit la suite de fonctions (¢,)nen+ converge simplement vers la fonction
nulle sur R%.
Pour tout e > 0, pour tout x € [e,c0[,0ona

1

< — =
evn

sin(nx)

xvn

donc
0< ”¢n||oo,[e,oo[ <—= —0.

Donc, la suite de fonctions (¢, ),en+ converge uniformément vers la fonction nulle
sur [e, oo[. Dong, s’il y a un probléme sur la convergence uniforme, c’est vers 0.
Premiere idée : Soit n € N*. Si la fonction ¢, est bornée sur R}, alors pour tout
x €]0,00[ on a
Ignllee = [¢n(x)].
En particulier,
gl 2 Tim, 19 (o)

si cette limite existe. Or,

nx

¢n(x) D —= == \/Z

x—0" x4/n x—0*
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Donc

gl 2 [VA] = VA —> oo

donc la suite numérique ( [|¢||o )n o (sielle existe) ne tend pas vers 0. Donc la
suite de fonctions (¢, ),ei ne peut pas converger uniformément vers 0 sur RY.
Deuxieme idée : soit n € N*. Si la fonction ¢, est bornée sur R}, alors

Ignlle > |6 (1)‘ = VRsin(1) —» o

(car sin(1) > 0), et on conclut de méme.
3) La suite de fonctions (ky),en converge simplement vers la fonction nulle sur
[0,1] : six €]0,1[, lim k,(x) = 0 par croissance comparée, car

n—oo

3"x*" = exp (nIn(3) + 2" In(x)) = exp (2" In(x) + gm(Z")) — 0

n—oo

(car In(x) < 0), et car
k,(0) =k,(1) =0 = 0.

Puis, pour tout n € N*, pour tout x € [0,1], kn(x) = f,(x? ) avec

faiye[0,1] - 3"(y—y).

Donc
- 3"
Ienlloojory = sup [ka(ol = sup [fu(x")] = sup Ifa) = Ifallogor =

x€[0,1] x€[0,1] ye[0,1]
car (pour justifier la troisiéme égalité) la fonction
€[0,1] —y=x*" €[0,1]
est surjective.

Remarque

Une étude de fonction toute simple donne que || fullc, [0.1] = | fn % | %

n . . . ’
Et comme 37 — 00, la suite de fonctions (k,),en ne converge pas uniformément

n—oo
sur [0,1].

Enoncé p. 49

1) Soit n € N* et x € R. Comme (1—\/ﬁ|x|)2 >0,0onal+nx?>2yn|x|.Six #0,

on en déduit
|x| x| 1

n(1+nx?) ~ 2nynlx| 2nyn
et U'inégalité est évidente si x = 0 puisque f,(0) = 0. (Une étude de variations montre
que la borne est atteinte en x = %)

|fn ()] =

1

2) D’apreés la question precedente chaque Jn est bornée sur R et [|fullo < 557-

La série de Riemann }; W converge car 5 > 1, donc par comparaison de séries a
termes positifs, Y, || f» |, converge : la série ), f,, converge normalement sur R. Elle
nx1
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converge donc uniformément sur R, et sa somme S est bien définie. Comme chaque

fn est continue sur R (le dénominateur n(1 + nx?) ne s’annule pas), le théoréme de

continuité de la somme d’une série de fonctions donne que S est continue sur R.

3) Pour tout n € N*, f,(x) ~ -, donc fy(x) — 0.La série }, f, converge
x—+oo M°X X—+00

uniformément sur R, donc d’apres le théoréme de la double limite, la série )’ 0

converge (ce qui est clair) et

+00

S(x) = Z 0=

n=1

Enoncé p. 49

1) Pour tout x € R et tout n € N*, |f,,(x)| < %, donc || f1lle < % et la série } fj

nx1

converge normalement sur R. Elle converge donc simplement, ce qui définit S sur R,
et uniformément. Les fonctions f;, étant continues sur R, le théoréme de continuité
de la somme d’une série de fonctions donne que S est continue sur R.

2) Pour tout n € N*, la fonction f, est paire et 2z-périodique. Soit x € R. En sommant
les égalités f,(—x) = fn(x) et fo(x + 27) = f,(x) pour n allant de 1 & +co (les séries
convergent), on obtient S(—x) = S(x) et S(x + 2;r) = S(x). Enfin

+00 2
5(0) = i = ”_

2
“~n 6

3) Pour tout n € N*, £, est de classe C! sur R et f/(x) = —w, donc ffn’(x)| < %

pour tout x € R. Soit n > %. L’intervalle [na, nb] est de longueur n(b — a) > 2,

doncil contient un réel u tel que sinu = 1. Enposant xo = 7 € [a,b],ona ffn’ (xo)f =2

n b
ERY 7 _ l
d’ou ”fn ||oo,[a,b] =n
La série }; % diverge, donc la série )’ f, ne converge normalement sur aucun segment
de R. La convergence normale est le seul outil dont nous disposons pour établir la
convergence uniforme de }; f;, et il échoue : le théoréme de dérivation terme a terme

ne s’applique pas. Il ne permet donc pas de conclure, ni dans un sens ni dans ’autre.

s . @ o 2 2
On peut d’ailleurs montrer que S coincide sur [0, 27] avec x % — % + xT, et

qu’elle n’est pas dérivable en 0.

Enoncé p. 49

1. Soit xp € R}.

La suite numérique (n +le) . (bien définie car xy > 0) est positive (donc

la série considérée est alternée), décroissante et de limite nulle. D’apres le

théoréme des séries alternées, la série numérique », f,(xo) converge. La série
neN
de fonctions }; f, converge donc simplement sur R.
neN

2. La série de fonctions }; f; ne converge pas normalement sur [a, b] C R} car

neN
pour tout n € N*, la fonction |f;,| étant décroissante et positive sur [a, b], on a

||ﬁ1”oo,[a,b] = I

et C’est le terme général d’une série divergente (par critére d’équivalence des

o N ips 1 1 o o 1 .
séries a termes positifs, car —— . wavec la série numérique 3, ¢+ 5 qui
est divergente et a termes positifs).

65



CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Remarque
En fait, pour tout x € R},

HEl ~ 2,

—00 N
,o. 2.9 1 q 9 N ang
avec la série numérique ), <+ 3 qui est divergente et a termes positifs,
donc par critere d’équivalence des séries a termes positifs, la série
numérique Y, cn+ fn(x) ne converge pas absolument, donc la série de

fonctions ), fn ne peut pas converger normalement sur un ensemble
neN
contenant x...

3. Soit n € N, le critére des séries alternés (puisqu’il s’applique) donne, a x € R}
fixé,
1 1
<
n+l+x n+l1

D K@) < fani ()] =

k=n+1

(majoration indépendante de x!). Donc, pour tout n € N,

- 1
ka Sn+1'

k=n+1 00

Comme # — 0, on en déduit que la série de fonctions ), f, converge
n—oo neN

uniformément sur R}.

De plus, comme pour tout n € N*, la fonction f, est continue sur R}, on en
déduit par le théoréme de continuité des séries de fonctions que la fonction S
est continue sur R} .

4. Méthode 1:
Pour tout n € N, la fonction f; est de classe C I sur RZ, et pour tout x € R,

(_1)n+1
(n+x)%

fa(x) =

La série de fonctions ZN fn converge simplement sur R} (cf. question 1).
ne

Soit (a, b) € R? avec 0 < a < b, alors pour tout n € N, pour tout x € [a, b], on

a
1 1

(n + x)? = (n+a)%

1£2(x)] =

donc
1

0< ||f;:“<>o,[a,b] < (n+a)?

et la série numérique }; W converge (car a > 0, sinon il y a un probléme
eN
S S
(n+a)2 n— o0
i l . J o) Z i . t t t N t .t.f
-7, avec la série numérique )., - -7 qui est convergente et a termes positifs.
Donc le critére de comparaison des séries a termes positifs donne que la série
numérique ), cn H 1, ||oo (] CONVErge, autrement dit que la série de fonctions

>, f» converge normalement sur tout segment [a, b] inclus dans R7.
neN
Ainsi le théoréme de dérivation terme a terme s’applique : la fonction S est de

pourn = 0) par critére d’équivalence des séries a termes positifs, car
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classe C! sur tout segment [a, b] de R%, donc sur R% (par « caractére local »
de la propriété « étre de classe C! »). De plus, pour tout x € R,

§'(x) = ) fi(x).
n=0

Méthode 2 :
Pour tout n € N*, la fonction f;, est de classe C! sur RZ%, et pour tout x € R%,
(_1)n+1
/4
xX) = ———.
Ja ) (n+x)?

La série de fonctions }; f, converge simplement sur R} (conséquence directe
neN*
de la question 1).

Pour tout n € N*, pour tout x € R}, on a

, 1 1
()] = mtx?

(c’est la qu’on utilise n > 0), donc

1
< —.

o<l <5

fa

(o]

Comme la série numérique }; # converge, par critére de comparaison des sé-
neN*
ries a termes positifs, on en déduit que la série numérique 3}, || 1 ||c><J converge,
neN*
autrement dit que la série de fonctions ), f, converge normalement sur R}.

neN*
Ainsi le théoréme de dérivation terme a terme s’applique : la fonction

5-fo=§fn

est de classe C! sur RZ%. De plus, pour tout x € R},
S -f£)(x) =D fix).
n=1

Enfin, comme la fonction f; est aussi de classe C 1 sur R%, par somme, la
fonction

S=(-fo)+f

est de classe C! sur R%, et pour tout x € R,
§'x) == H ) +FE =K@+ f1(0)= ) fr(x).
n=1 n=0

Remarque

La fonction fj n’est pas bornée sur R}, donc on ne peut pas avoir que

la série de fonctions ) f, converge normalement sur R} ...
n=0
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5. Pour tout x € R,

S(x) +S(x +1) PIAIE SO L N ,5;111,(1
_ o (=" o (=P~
p=n+1 Zn=o e + Lp=1 prx

_ G Ly (DT s (D71

0+x n=1 n+x

6. Comme la fonction S est continue sur R}, donc en 1, d’apres la question 3, on
a
lim S(x + 1) = 5(1).
x—0

Or, d’apres la question précédente,

liir}) (xS(x) + xS(x + 1)) =

On a donc

1

lim xS(x) =1, soit S(x) ~ L
x—0 x—0 X

Pour tout x € R}, on a
( 1)n+1
Z (x +n)%

Or, la suite numérique ( est positive (donc la série précédente est

1
(x+n)z)n€N
alternée), décroissante et tend vers 0. Donc le critére des séries alternées

s’applique, et donne que S’(x) est du signe de son premier terme, a savoir
(_1)O+l _

1
(x+0)2 — xz,dOI‘IC

S’ (x) 0.

Donc la fonction S’ est négative sur l'intervalle R%. Donc la fonction S est
décroissante sur 'intervalle R}.
On a donc : pour tout x € R,

S(x+1) <S(x),

ce qui donne en additionnant S(x + 1) ou S(x) (et par la question précédente) :

28(x +1) < S(x) + S(x + 1) = ch et S()+S(x+1) == <25x).

==

Puis, pour y €]1, co[, en posant x =y — 1 (avec x € R}, puisque y > 1), on a

25(y) = 2S(x + 1) < S(x) + S(x +1) = % - ﬁ

Donc, pour tout x €]1, oo,

1 1 1
—<S(x) S —— ~ —.
2x 2(x — 1) x>0 2x

Dong, le théoréeme des gendarmes donne

SGx) ~ —|

x—00 2X
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Enoncé p. 50

On peut commencer par remarquer que la suite de fonctions (f,),en est bien définie
car par récurrence sur n, on a f, continue sur I (et méme de classe C™):
Initialisation : pour n = 0, f; est la fonction nulle, donc est continue sur I.
Hérédité : soit n € N, supposons la fonction f;, définie et continue sur I. Alors la
fonction fn2 est aussi continue sur I, I est un intervalle, et 0 € I. Donc, le théoréme
fondamental de ’analyse donne que la fonction

X
xe€l / F2(t)dt
0
est une primitive de la fonction ﬁf sur I, donc est de classe C? sur I. Enfin, la fonction

X —
3

est polynomiale, donc de classe C! sur I. Par addition, on a alors la fonction f;4
définie et de classe C! sur I. Donc la fonction f,11 est définie et continue sur I. D’ou
I'hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, la fonction f; est définie et continue sur I.
1) Montrons le résultat demandé par récurrence sur n :
Initialisation : pour n =0, on a

[« %,

lfo()l =10l =0 <

pour tout x € I.

Hérédité : soit n € N, supposons que pour tout x € I, | f,(x)| < %

Alors, pour tout x € I, par inégalité triangulaire, inégalité triangulaire généralisée
puis croissance de I'intégrale (car «les bornes sont dans le bon sens », c’est-a-dire
x>0):

|fat1 ()] <

/ £ dt
D’ou I’hérédité.

Conclusion : on a donc

I falleo <

| o

pour tout entier n € N.
2) Soit n € N. Pour tout x € I, linéarité de l'intégrale, puis (puisque x > 0) par
inégalité triangulaire généralisée et croissance de I'intégrale, on a :

frrr () = o] = |7 (F2(0) - £2.,(0) dt]

1 2
<—+/ fal? (1) dt < (2) /0(3) dt:$+§

1251
+
24 36 2

< [ = fE @] de = [T 1f(0) = e (D] f(8) + fooa (0)] dt
< [T = fa @ 16O+ i (0]) de

< Jo o = famalleo (Ifalleo + lfm1llee ) di

< LN = ftlle 2x2dt = 2 x 201 f = fmillox < Elf = fasillo

1
(car x < 3).
On a donc bien

5
fner = falleo < 2 llfn = fa-tlls
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pour tout n € N*,
3) Montrons par récurrence que, pour tout n € N,

s = ol = () 15 = ol

Initialisation : pour n = 0, (2)0 = 1, il y a donc égalité (ce qui est plus fort que
I'inégalité voulue).

Hérédité : soit n € N, supposons || fp+1 — fulle < (g)n Ilfi = folle- Alors, en prenant
I'inégalité de la question précédente en n+1 au lieu de n (c’est possible car n+1 € N¥),
ona

Mhos = ol < 2 Woor =l 2 (2] W= = () 15 = ol

d’ou ’hérédité.
Conclusion : on a donc, pour tout n € N,

n
0% s = il = () 15~ fll

Or, la série numérique ZneN ( )" I = foll est une série géométrique de raison 2,
convergente car % €] — 1,1[. Dong, par critére de comparaison des séries a termes
positifs, la série numérique ., civ | fn+1 — fullo converge, autrement dit la série de
fonctions )}, cn(fa+1 — fn) converge normalement, donc uniformément, sur 1.
Or la somme partielle d’indice n — 1 de cette série est f,, — fo = f, (car c’est une
série télescopique) pour tout n € N*, et comme la série de fonctions converge
uniformément, la suite des sommes partielles converge uniformément vers la somme
de la série.
D’ou la suite de fonctions (f,,),en converge uniformément sur I vers la fonction f,
somme de la série de fonctions ) ,cn(frr1 — fn)-
4) Pour tout n € N, pour tout x € I,

[f(0)? = fu(0)?| = 1f (2) = fuOIF () + ()] < 1F ) = f G (1IF L) <N = filloo (2 +

(car, pour tout x € I, comme |f,,(x)] < 2 pour tout n € N, et que la suite de fonctions
(fu)nen converge unlformement donc s1mplement, vers la fonction f, on a en passant
a la limite, |f(x)| < Autrement dit, || £l
Donc, pour tout n € N,

00_6

172 - fEll < 215 - Al

et comme ||f — f,|l, — 0, on en déduit
n—oo

2 2
If* = fill =2 0.
n—oo

autrement dit la suite de fonctions (f?),cn converge uniformément sur I vers f2.
Soit x € I fixé. Pour tout n € N, la fonction f? est continue sur I, donc sur [0, x].
La suite de fonctions (f?) converge uniformément sur I vers f2, donc converge
uniformément sur [0, x] vers f2, et [0, x] est un segment. Le théoréme d’interversion
limite/intégrale donne alors

/Oxfnz(t) dt - /Oxfz(t) dt.

70

5



CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Donc, pour tout x € I, égalité

x3 x )
n+ = n d
O G

donne, en passant a la limite pour n — oo,

x3 x2
= — dt.
=5+ [ fou

Comme la fonction f est continue sur I'intervalle I (limite uniforme de fonctions
continues sur I), et que 0 € I, le théoreme fondamental de ’analyse donne que la
fonction

— ) z
x /Of(t)dt

est une primitive de la fonction f? sur I.
Donc, par somme de fonctions dérivables, la fonction f est dérivable sur I, et pour
tout x € I,

Fx) =5 + f4(x).
Puis, f(0) = 0 est direct.

Enoncé p. 50

> 0,donc 1+

n(l x) = >0

Pour tout x € Ry, pour tout n € N* existe et
et u,(x) existe.

Onaln(1+u)=u+ O (u) et

_x _x
> n(1+x) n(1+x)

n(1+x) — 0, donc

Or, la série numérique Z > converge (Riemann, 2 > 1) et est a termes positifs.

Donc, par critere de domlnatlon des séries a termes positifs, la série numérique

> O (#) converge absolument, donc converge.

n>1 n—oo

Puis, la suite numérique ( 1) ey €st décroissante positive de limite nulle, donc par
. - -1)"

le critére des séries alternées, la série numérique J, &) converge, et, pour x > 0,

n>1

en multipliant par la constante == (qui existe car 1 + x # 0), la série numérique

1+x

> ’(1(11 ix’; converge.
>1

Par addition, on en déduit que la série numérique | u,(x) converge pour x € R,.
nx1
Autre facon : on peut appliquer directement le critere des séries alternées, mais la

vérification est moins directe.
Pour x € Ry, la suite numérique |1 + ﬁ) est décroissante (car 135 > 0) et
neN*

minorée par 1 (idem). En composant par In qui est une fonction croissante sur R}, on

en déduit que la suite numérique (ln (1 + ﬁ)) est décroissante et minorée
neN*

par In(1) = 0, donc positive (donc la série de terme général u, (x) est alternée). Un

calcul direct montre qu’elle tend vers 0 si n — co. Alors on peut appliquer le critére

des séries alternées, et la série numérique ), u,(x) converge.
nx>1
Soit n € N*, |u,| est une fonction dérivable sur R,, et pour tout x € Ry, |u,(x)| =
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In (1 + ﬁ) donc pour tout x € R4,

(1+x)—x q
’ n(1+x)?2
u x) = = > 0.
fual” () 1+n(1’ix) n(1+x)%+x(1+x)

Donc la fonction |uy| est croissante sur 'intervalle R, |u,| (0) =0 et lim |u,(x)| =
X—00

In (1 + %) Donc

1
[|[un]le =1In (1 + —) .
n

Donc la série de fonctions ), u, converge normalement sur R, si et seulement si la

nx1
série numérique
1
D lltnlle = > In (1 - —)
n>1 n>1 n

converge. Or, c’est une série a termes positifs,

1 1
Inf1+—-| ~ -
n n—oo n

(car In(1+u) ~ u,etque. — 0), et comme la série numérique Y, 1 diverge
u—0 " nooo n>1"
3 . . L 37 . J R \ - g
(C’est la série harmonique), par critére d’équivalence des séries a termes positifs, on

en déduit que la série de fonctions ) u, ne converge pas normalement sur R..
nx1
Remarque

Autre facon : on remarque, pour x, € R} fixé, que

xo 1

0 < |up(x ~ .
)l T

Xo
1+x0

Or, la série numérique }; ,—11 diverge, et
nx1

diverge. Par critere d’équivalence des séries a termes positifs, on en

# 0, donc la série numérique
Xo 1

1+xy n
n>1

déduit que la série numérique Y, |u,(xo)| diverge, autrement dit la série de
nx1
fonctions }, u, ne converge pas absolument en xy. Alors, en contraposant un

nx1
résultat du cours, pour tout intervalle I contenant x, (donc en particulier pour

R.), la série de fonctions ), uy, ne peut pas converger normalement sur I.
nx1

Le critere des séries alternées nous donne aussi que, pour x € Ry, pour n € N, si ’'on

(o]
note R,(x) = Y, ux(x) le reste d’ordre n de la série de fonctions considérée, alors
k=n+1

|Rn ()] < funs1(0)] < [Juns1lle -

C’est vrai pour tout x € Ry, donc

1
IRalles < ltmea o =ln(1 N _) o
n+1/) now

donc la série de fonctions ), u, converge uniformément sur R,.
nx1
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Enoncé p. 50

1) On montre que la fonction f, est de classe C” sur I = [a, b] par récurrence sur n.
Initialisation : pour n = 0, il faut montrer que f; = f est continue sur I, ce qui est
vrai par hypotheése.

Hérédité : soit n € N, supposons la fonction f;, de classe C” sur I, alors la fonction f;
est au moins continue sur I, I est un intervalle, et a € I, donc le théoréme fondamental
de 'analyse s’applique, et donne que la fonction f;4; est bien définie sur I et est la
primitive de la fonction f, qui s’annule en a (donc f,_; = fn).

Donc la fonction f;,;1 est dérivable sur I, et

ﬁ1+1 frl

est de classe C" sur I par hypothese de récurrence, donc la fonction f,,4 est de classe
C™! sur I. D’ou I’hérédité.

Conclusion : on a bien, pour tout n € N, que la fonction f;, est de classe C" sur I.
On montre par récurrence sur n la propriété P, :

«pour tout x € I, |f,(x)] < (x—a)? a) 11l oo

Initialisation : pour n = 0, comme 0! = 1 et (x — a)° = 1, cela revient a dire que
pour tout x € I,

] =11 < 1 1f s

ce qui est vrai par définition de la norme infinie (remarquons qu’elle existe, car la
fonction f est continue sur le segment I, donc est bien bornée).

Hérédité : soit n € N, supposons P, vraie, alors pour x € I, par inégalité triangulaire
généralisée puis croissance de I'intégrale (car x > a, donc « les bornes sont dans le
bon sens »), on a

(t—a)" Iflle [G=a)™ " lIflle x=a)™" |If]l
< 1) dt < dt = —= == = ®_(x—a)"*.
il = [ lolars [T = e |0 - We 00T - Ul o)
D’Oil Pfl+1'
Conclusion : on a bien, pour tout n € N, pour tout x € I,

(x -

lfa(Ol £ ——— ||f||

On en déduit en particulier que, pour tout n € N,

(b

I falloo < ||f||

(car, pour tout x € [a,b],0 < x —a < b — a, et car la fonction ¢ > t" est croissante

sur R,).

2) La série numérique . ||fall., converge car (b-a)” “) est le terme général d’une
neN

série exponentielle, donc convergente. Donc la série de fonctions }, fi converge

keN
normalement, donc uniformément, sur I. Comme de plus, pour tout k € N, la

fonction f; est continue sur I, on en déduit (par le théoréme de continuité des séries

de fonctions) que la fonction g, (la somme de la série de fonctions ), fi) est continue
keN
sur I.

Par construction, pour tout k € N*, la fonction f; est de classe C Lsur], et

fk/ = fk-1-
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De plus, on a vu que la série de fonctions

ank:jﬂ ka_l :ka,

n>0 k>1 k>1

converge normalement, donc uniformément, sur I.
Donc par application du théoreme de dérivation terme a terme, la fonction g; est de
classe C! sur I, et pour tout x € I,

g,(x) = Y f(x) = D felx) = go(x).
k=1 k=0

Soit n € N*. Pour tout entier k avec k > n, la fonction f est de classe C" sur I.
Pour tout i € [[0, n]], pour tout entier k avec k > n,

fk(i) = fi-i

(récurrence immédiate), et la série de fonctions

2 i 5, 20

k>n Y >n-i

converge normalement, donc uniformément, sur I (puisque n — i > 0 et que la série

de fonctions )] f; converge normalement sur I), donc par le théoréme de dérivation
Jj=0

terme a terme, la fonction g, est de classe C" sur I.

3) De plus, pour tout n € N*, pour tout x € I,

D0 =g ().

j=n-1

G =3 70 =3 firo)
k=n k=n

Jet

Donc
In =9n-1=Ggn+ fa

(et par récurrence immédiate, g,(,n) = go).
De plus, pour tout n € N*,
gn(a) =0

car fi(a) =0 pour tout k € N*,
Pour n = 1, cela donne

gi=q+f}

que 'on résout par la variation de la constante : ’équation homogene est y’ = y dont
les fonctions solutions sont les fonctions

y:x el Ke*

pour K € R.
Posons alors la fonction
K:xelm gi(x)e ™.

Par produit de fonctions de classe C 1 la fonction K est de classe C! sur I, et pour
tout x € I, on a g;(x) = K(x)e*, soit pour tout x € I,

91(x) = K'(x)e* + K(x)e*.
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On reporte dans I’équation différentielle vérifiée par g1, et on a, pour tout x € I,

K'(x) = e f(x),

donc

K:xe[+—>K(a)+/x€_tf(t)dt

a

(car la fonction K est de classe C! sur I). Or,
K(a) =g1(a)e =0

(car g1 (a) = 0), et donc pour tout x € I,

K(x) = /xe_tf(t) dt, puis g1(x) = ex/xe_tf(t) dt.

On conclut en remarquant que g; = gy — f, donc pour tout x € I,

go(x) - f(x) = & / e~ F(t) dt.

a

Enoncé p. 50

1) A x € [0, 1] fixé, la fonction g, est un polynéme, donc dérivable sur [0, 1]. Pour
tout t € [0,1],

g (t)y=1-¢t>0,
donc la fonction g, est croissante sur l'intervalle [0, 1], et méme strictement crois-
sante, car g, > 0 sur [0, 1[. Remarquons que g,(0) = 5 € [O, %] (pour x € [0,1]) et
gx(1) = “Tx € [0,1] (pour x € [0, 1]).

t 0 1
hlineg’.(t) +
hlineg,(t) | 7 x—;l

hline

2) Soit x € [0,1]. Tout d’abord, remarquons que, pour tout ¢ € [0, 1], comme la
fonction g, est croissante, on a

0 < gx(0) < gx(1) < gx(1) < 1.
On montre alors le résultat voulu sur u, par récurrence sur n.
Initialisation :sin =0, uy =0 € [0, 1].
Hérédité : soit n € N. Si u,, existe et u, € [0, 1], alors u, est dans le domaine
de définition de g, donc u,+1 = g (u,) existe, et de plus u,.; € [0, 1] d’apres la
remarque faite au début de cette question. D’ou I’hérédité.
Conclusion : pour tout n € N, on a u,, qui existe et u, € [0, 1].

Remarque
Le méme résultat subsiste pour uy € [0, 1] quelconque!
3) Soit x € [0, 1]. Montrons par récurrence sur n que u, < U,1.
Initialisation : comme x € [0,1], 0on a

>0, donc Uy < ug.
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Hérédité : soit n € N. Supposons u,, < u,1, alors comme u, € [0, 1], u,4+1 € [0,1]
et la fonction g, est croissante sur [0, 1], on a

Un+1 = gx(un) < gx(un+1) = Up+2-
D’ou I’hérédité.
Conclusion : donc, par récurrence sur n, on a u, < u,4+; pour tout entier n € N.
Donc la suite numérique (u,)nen est croissante.

Remarque
x—ug o . , . .
Uy —Up = ——. Dong, si ug < \/)_C, la suite numérique (tn)nen est croissante,
et si ug > V/x, la suite numérique (u,)nen est décroissante. Cela se montre de
méme que ci-dessus.

La suite numérique (uy)nen est croissante, majorée par 1 donc (par le théoréme de la
limite monotone) converge vers un réel £ (avec ¢ < 1), et comme la suite numérique
(tn)nen est minorée par 0, ona £ > 0.

Mais alors, par opérations algébriques sur les limites, u, — ¢ donne

n—oo

x — £2

Upyp — L+
n—oo
Mais
Uny1 — £
n—oo

(car la suite numérique (un+1)n o €st une suite extraite de la suite numérique
(tn)nen), donc par unicité de la limite,

x — 2 . 9
=0+ R soit ° =x.

Comme ¢ > 0, on a alors

?=|Vx|

Remarque

Le résultat subsiste pour la méme raison pour ug € [0, 1] quelconque.

4) Montrons par récurrence sur n que P, est un polynéme sur [0, 1].
Initialisation : pour n = 0, Py = 0 qui est bien un polynéme (le polynéme nul).
Hérédité : soit n € N. Si P, est un polyndéme sur [0, 1], alors P2 aussi, puis par
combinaison linéaire de polynémes réels, P,,.1 aussi. D’ou I'hérédité.

Conclusion : donc on a bien, par récurrence sur n, que P, est un polyndme sur
[0, 1], pour tout n € N.

5) Montrons par récurrence sur n : pour tout x € [0, 1],

OS\/;—Pn(x)S\/J_C(l—ﬂ)n.

2

Initialisation : pour n = 0, comme pour tout x € [0, 1],

Vx —Py(x) =+vVx et (1—ﬁ)0:1,

2
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I'initialisation est vraie.
Hérédité : soit n € N, supposons que, pour tout x € [0, 1],

os\/E—Pn(x)Sx/}(l—%)n.

On a déja vu 0 < Vx — Ppy1(x) (en effet, la suite (P,(x)) est la suite (u,) du début
de I'exercice, donc est croissante et tend vers v/x, donc est majorée par /x). Puis,

VE=Poi(2) = VE= Py() - EEa@
\/}_ P (x) _ (\/;_Pn(x)) (\/3?+Pn(x))
" 2

= VX+Pn (x)
= (‘E_P"ﬁ‘)l (1- ?U)

X x+Pp, (x
Vv (1 B T) (1 - T)
(par application de I’hypothése de récurrence, et car Vx < 1, P,(x) < 1, donc

1-— w > 0)_
Or, P,(x) = 0, donc

Vx + P(x)
2

IA

v R R
£ <

2

x
> puis 1 1- %,

et donc (en multipliant des inégalités positives et dans le méme sens), on a bien

n+1
Vx = Ppyi(x) < «/?c(l - g) ,
d’ou Phérédité.

Conclusion : donc, pour tout x € [0, 1] et pour tout n € N, on a

2

OS\/;—Pn(x)S\/;(l—ﬁ)n.

6) La convergence uniforme sur [0, 1] se montre alors par simple étude de fonction.
En effet, pour n € N, posons

ﬁl:xE[O,l]Hx(l—g)n,

alors la fonction f;, est polynomiale, donc dérivable sur [0, 1], et pour tout x € [0, 1],

=1 o 4] 1-3)7 + 137 13- 5) -3

Donc, pour x € [0, 1], f,(x) est du signe de 1 — @ Donc f; est croissante sur

[0, %] et décroissante sur [ﬁ, 1] g

x 0 £ 1
hlinef; (x) + 0 -

hlinef,(x) |0 N zln
hline

Donc f,; admet un maximum en ﬁ On en déduit que, pour tout x € [0, 1],

fx) < fi (%)

B (n+ Dx
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Or, pour tout x € [0, 1], vx € [0, 1], donc

(1= ) =08 < (2) - 25 1- 500 )

2 n+1) n+1 _2(n+1)

soit, grace a la question précédente, pour tout n € N,

2 2 2 Y
||\[_P”||°°Sfrl(n+l):n+1 (1_2(’1"‘1)) .

donc

2\ 1 i
1-— | =exp|nln|{l-——|| — e
2(n+1) n+1J) noeo
(car la fonction exp est continue en —1), donc
2
— 0.
o) =

On en déduit, par le théoréme des gendarmes, que

V= Palles =2, 0.

n—oo

autrement dit que la suite de fonctions (P,) converge uniformément vers \/- sur
[0, 1], ce qui conclut.

Enoncé p. 51

1) Pour x €] — 1, 1[, pour tout n € N*, on a
0 < |up(x)] < |x|".

Or, la série numérique ), |x|" est une série géométrique de raison |x|, convergente
neN*
car |x| €] — 1, 1[, donc par critere de comparaison des séries a termes positifs, la série

numérique Y, u,(x) converge absolument, donc converge.
neN*

Si |x| > 1, alors

|x|"

— 00
n n—oo

|un (x)| =

(par croissance comparée), donc la série numérique Y, u,(x) diverge grossierement.
neN*
Six =1, pour tout n € N*,

est le terme général d’une série convergente par le critére des séries alternées, puisque
(un(1)) est bien alternée (+ > 0 pour toutn € N*), etlasuite ( [un(1)] ), = (3), o
décroit et tend vers 0.

Six = —1, pour tout n € N,
1
un(_l) ==
n

est le terme général d’une série divergente (série harmonique).
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Donc le domaine de convergence simple de la série de fonctions }, u, est
neN*

1-1,1]]

2) Etude de la convergence normale
Soit a € [0, 1[. Pour tout x € [—a,a],on a

x| <a<1,

donc pour tout entier n € N*,
an
[un(x)| < — < a".
n

Donc, pour tout n € N*,
0< ”un”oo,[—a,a] <a"

Or la série numérique », a" est une série géométrique de raison a, convergente
neN*
car a €] — 1,1[, donc par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série

numérique 3. [|unllco[-qq) cOnverge, autrement dit la série de fonctions 3 up
neN* neN*
converge normalement sur [—a, a].
La série de fonctions }, u, ne peut pas converger normalement sur un intervalle
neN*
contenant 1, car la convergence normale implique la convergence absolue en tout
point, mais la série numérique », u,(1) est une série convergente qui n’est pas
neN*

absolument convergente (car Y, |u,(1)| = X % est la série harmonique, donc
neN* neN*

divergente).
Regardons sur | — 1,a] avec a €] — 1, 1] : soit n € N*. Pour tout x €] — 1, a],

x|" 1
jun()] = 2L < 1
n n
car |x| < 1, et
1
lun(x)| — -,
x—-1Tn
donc
1

lenloo -1 = -

terme général d’une série divergente. Donc la série de fonctions }; u, ne converge
neN*
pas normalement sur | — 1, a].

Remarque

En particulier, ), u, ne converge pas normalement sur | — 1, 1[.
neN*

Regardons sur [a, 1[ avec a €] — 1,1 : soit n € N*. Pour tout x € [a, 1],

n

x| 1
lun(x)| = — < -
n n
car x| <1, et
1
un(x)| — —,
x—1" n

79



CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

donc
1

||un”oo,[a,1[ = ;a

terme général d’une série divergente. Donc la série de fonctions }; u, ne converge
neN*
pas normalement sur [a, 1[.

De la, on sait dire s’il y a convergence normale ou non, sur tout intervalle inclus
dans | — 1, 1], ce qui doit normalement largement suffire pour répondre a la question.
Etude de la convergence uniforme

. . n LR ’ . .
Pour tout x € [0, 1], la suite numérique (x?) est positive (donc la série numérique
neN*

Ynen+ Un(x) est alternée) et tend vers 0 par le théoréeme des gendarmes, puisque

— 0.
n—oo

X"
0<—<
n

S|

De plus, la suite numérique (%) est décroissante : comme x € [0, 1], pour tout

neN* ona

et bien sar,

Or, des inégalités positives et dans le méme sens se multiplient, donc pour tout
neN* ona

d’ou la décroissance annoncée.
Le critere des séries alternées s’applique donc, et donne en particulier que pour tout
neN,

= 1
Ra()l = | D )| < Jtnar (0] < ——.
k=n+1

Or, cette majoration du reste ne dépend pas de x, donc pour tout n € N,

1
0 < [[Rnlloo,fo1] < e e 0.

Le théoréme des gendarmes donne alors
lim ||Rplco,[0,1] =0,
n—oo

autrement dit la série de fonctions ), u, converge uniformément sur [0, 1].
neN*
Pour a €] — 1,0[, on sait que la série de fonctions », u, converge normalement,
neN*
donc uniformément, sur [a, 0]. Donc

pour tout a €] — 1,1], la série de fonctions », u, converge uniformément sur [a, 1].
neN*

En effet, pour tout x € [a, 1], pour tout n € N*,

— six € [a,0], alors

|Rn(%)] < [|Rnlloo[a0) < IRnllco,[a0) + [IRnlloo, 0,17 >
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— etsix € [0,1], alors
|Rn ()| < [|Rnllos 0,11 < IRnlloo [a01 + IRnlloo0,1] -
Par conséquent, on a

0 < [[Rnlloofa,1) < [1Rnlloo,a0) + IRnlleofo.1) =2 0+ 0 =0,

et le théoréme des gendarmes conclut.

Puis, pour tout a €] -1, 0], la série de fonctions }, u, ne converge pas uniformément
neN*

sur | — 1, a]. En effet,
Méthode 1 : on raisonne par ’absurde avec le théoréme de la double limite.
Pour tout n € N*, on a

1
lim u,(x) =-,
n

x—-1*
et « —1 est une borne de I'intervalle | — 1, a] ».
Si de plus 'on suppose que la série de fonctions }},cy+ 4, converge uniformément
sur | — 1, a], alors le théoréme de la double limite s’applique, et donne que la fonction
Yoy Un @ une limite finie en —1%, qui vaut

[ee] (o] [ee] 1

lim up(x) = Z lim u,(x) = Z -,

x—-1* x——1t n
n=1 n=1 n=1

ce qui est absurde car la série numérique ), o % diverge. Donc la série de fonctions
Y neN+ Un Ne converge pas uniformément sur | — 1, a].

Méthode 2 : plus « élémentaire ».

Pour tout n € N, comme la série a termes positifs % diverge, il existe N € N

k>n+1
N
avec . % > 2. Donc, pour tout x €] — 1, a], comme pour tout k € N*, u(x) > 0
k=n+1

(carx <0),ona

0o N 1
Z ur(x) > Z up(x) — Z -2 2.
x—-1% k
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Donc il existe x,, €] — 1, a] avec

00 0 N
1
= > > —=—12>22-1=
Ralleo = 1| D uk > ) wla)z ) p-122-1=1
k=n+1 00,]-1,a] k=n+1 k=n+1

(la norme infinie valant co par convention si la fonction R, n’est pas bornée sur
1-1a).

Donc la suite numérique (||Rn||oo 1-1 a]) ne tend pas vers 0, donc la série de
77/ neN

fonctions )}, <y Un ne converge pas uniformément sur | — 1, a].

Méthode 3 : Toujours de fagon « élémentaire », basée sur la méme idée que la
méthode 2, mais présentée différemment :

pour a €] — 1,0], pour x €] — 1,a], on a pour tout k € N*, u(x) > 0. Donc, pour
tout n € N, pour tout N € N avec N > n, pour tout x €] — 1,a], on a

00 00 N
Z Ug > Z ur(x) = Z u(x)
k=n+1 00,]-1,a] k=n+1 k=n+1
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(la norme infinie valant co par convention si la fonction R, n’est pas bornée sur
] = 1,a]). Comme c’est vrai pour tout x €] — 1, a], en faisant tendre x — —1%, on
obtient (en passant a la limite dans une somme finie)

) N N 1

Z U > Z lim u(x) = Z =
x——1* k

k=n+1 00,]-1,a] k=n+1 k=n+1

Ceci étant vrai pour tout N € N avec N > n, on peut faire tendre N — oo, et donc

0o N 1

u > lim -

Z k N—>oo k
k=n+1 00,]-1,a] k=n+1

Or, cette derniére limite vaut oo, car la série numérique Y, 1 diverge (série harmo-
k>n
nique) et est a termes positifs. Par conséquent, le reste de notre série de fonctions

n’est pas borné sur | — 1,a], donc la série de fonctions », u, ne converge pas
neN*

uniformément sur | — 1, a].

Enoncé p. 51

1. Méthode 1:s0it xg € R, on a

2 (_1)nx0 _
n—otoo (14 xg)n

(si xo = 0, c’est toujours nul, et si xy # 0, alors 1 + xg > 1, donc c’est par

croissance comparée). Donc

n—+oo

fa(x0) = O (%),

- - 1 . X
et la série numérique Z —, est convergente (Riemann, 2 > 1) et a termes
n

neN*
positifs. Donc, par théoréme de convergence absolue par comparaison, la série

numérique Z fn(xo) converge.

neN*
Donc la série de fonctions Z fn converge simplement sur R.
neN*
Méthode 2 : par le critére de D’Alembert : six # 0, f,(x) # 0 pour tout n € N,
et
fn+1(x) 1
= —
fn(x) 1+ x% no+oo 1 + x2
(car x # 0), donc la série numérique Z fn(x) converge. Et pour x =0, on a

neN*
la série nulle, qui converge.

Remarque

Si on veut appliquer le critére de D’Alembert, il faut calculer une limite.

fn+1 (x)
Jn(x)

Méme si le quotient ne dépend pas de n, il ne faut pas oublier

de passer a la limite !

82



CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Méthode 3 : pour tout entier n € N*, on a

1 >
(1+x2)"

]

)n

(-1
(1+x2)n

donc la série numérique 3}, est alternée. Puis, la suite numérique
n>1
1 ’ . . . E)
(m) est décroissante, de limite nulle pour x # 0 (car c’est alors une
neN*

—L avec =5 € [0, 1[), donc on peut appliquer le
1)

_1\n
critére des séries alternées, et donc la série numérique ), m est conver-
n>1

suite géométrique de raison

gente. On multiplie alors par x, et on a le résultat Voulu_pour x # 0. Et pour

x =0, on a la série nulle, qui converge.
-1
1+x?2

Calcul de la somme : pour x # 0, c’est une série géométrique de raison
(qui est bien dans | — 1, 1[ car x # 0), donc

o (—1)"x 1 -x
(1 +x%)" il n L 2 + x2
en faisant attention que la somme part de 1 et pas de 0...). On peut remarquer
q p p p q
que cette formule reste valable pour x = 0.

2. Soit n € N*. Soit 0 < a < b. Pour tout x € [a,b],ona 0 < a < x < b, donc
0<1+da®°<1+x*<1+Db%

et comme la fonction t — ti,, est décroissante sur R} (car n > 0),

0< ! < ! < ! :
1+~ (1+x)" ~ (1+a?)"

Enfin, des inégalités positives dans le méme sens se multiplient, ce qui donne

x < b
(1+x2)" = (1+a*)"

()] =

Cette majoration ne dépendant pas de x, on peut affirmer

||ﬁl“oo,[a,b] 5 (1 +a2)n'

b

Or, la série numérique Z —
(1+a®)"

neN*
€]—-1,1[ car a > 0). Donc la série numérique Z | frll oo, 0]
neN*
converge, autrement dit la série de fonctions Z fn converge normalement
neN*

est convergente (série géométrique de rai-

1 1
son 1z avec ;7

sur [a, b].
Donc la série de fonctions Z fn converge normalement sur tout segment de
neN*

10, +o0].
3. Soit n € N*. Etudions le sens de variation de la fonction

X

|f;l|x€R+|—)m
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(qui est dérivable sur R, comme quotient de deux polynémes, dont celui du
dénominateur qui ne s’annule pas sur R,).

Pour tout réel x € R,, on a

1 2nx? 3 1+ x% — 2nx? B (1—\/2n—1x)(1+\/2n—1x)

(1+ x2)n_(1 + x2)ntl - (1 + x2)n+1 - (1 + x2)n+

fnl” (x) =

et décroissante sur

7=

Donc la fonction |f,| est croissante sur [0,

[\/2:1;—1 +00 [ Puis,

1

1 V2n-1 1
||ﬁ’l||oo,R+ Z ﬁ'l ( )‘ = 1 n ~ 1 3
V2n -1 (1+ 2n_1) n—+0 o34/2n
1
et la série numérique - est divergente (Riemann, % < 1) et a termes
nen+ €2V2n

positifs. Donc, par critére de comparaison puis d’équivalence des séries a
termes positifs, la série numérique Z I fullcor, diverge, donc la série de

neN*
fonctions Z fn n’est pas normalement convergente sur R,.
neN*
Remarque

(a) Justifions ’équivalent :

1\ 1
(1+ ) = exp [nln (1+ )],
2n—1 2n—-1

n
~ —

n—+o0o 2n — 1 n—+o

or

5

nln (1 +

DN =

n—-1

donc par continuité de la fonction exp en %

D=

1 n
(1 + ) — ez2,
2n—1] n—o+oo
c’est un grand classique.

(b) Une autre fagcon pour le voir : on évalue en x = % et on a
directement le terme d’une série divergente, encore faut-il le
remarquer...

(c) Sila somme partait de n = 0, alors comme fy n’est pas bornée
sur [0, +oo[ (fy est la fonction x — x), on aurait pu directement
conclure a la non convergence normale sur R,.

(d) Comme |f;,| (0) =0 et 11111 |fal (x) =0 (car n > 1), du tableau

de variations, on a méme

Ifallog, =l fallor, =

1
f ( )’ '
" V2n-—1
Mais ici, on a seulement utilisé une inégalité, ce qui a suffi pour
conclure.
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1
V2n-1

. 2 . 5. 1 s \
Comme la fonction |f;,| est décroissante sur 'intervalle [‘/77_1, +oo[ (d’apres

I’étude faite précédemment), pour tout n € N, si n > N alors la fonction |f;|
restreint a [a, +oo[ est décroissante positive, donc

il fasseof = 1ol o aenf = L (@]

De plus, la série numérique Z |fa(a)| est convergente (vu a la premiére

neN*
question), donc la série numérique

D M illeo faseol

n>N

. Soit a € R}, il existe N € N tel que pour tout n € N, si n > N alors

< a.

converge. Donc la série de fonctions

D h

n>N
est normalement convergente sur [a, +oo[. il reste a rajouter les premiers
termes...

Comme pour tout n € N*, la fonction f;, est bornée sur R, donc sur [a, +oo[,
on en déduit que la somme

z

||f;l||oo,[a,+oo[

Il
—_

n

est finie, et donc la série numérique

||ﬁl||oo,[a,+oo[

>1

=

converge, autrement dit la série de fonctions

P

n>1

est normalement convergente sur [a, +oo].
Autre méthode : une autre facon de montrer ceci, est d’utiliser 'inégalité

classique X <1 (une retraduction de (1 — |x| )2 > 0), ce qui donne pour
x>aetn>1:

1+x2 — 2

(=1)"x
(1 +x2)"

1 1
< :
T 2(1+x%)" 1 T 2(1 4+ a?)n !

C’est vrai pour tout x € [a, +oo[, donc

1
”ﬁl”oo,[a,+00[ < 2(1 + aZ)n—l’

L . 1
et on conclut car la série numérique Z —
e 2(1 + ag®)n1

- - 1 1
trique convergente, car de raison 1, avec 17— €]0, 1[ (car a > 0).

est une série géomé-

Remarque

On n’a fait I’étude que sur [0, +oo[, car f, est impaire pour tout entier n, donc
la somme de la série aussi.
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Enoncé p. 51

Convergence simple :
Soit xg € [0,7],510 < xy < 7, 0n a

0 < [sin(xg) cos"(x0)| < |cos(xo)|"

et la série numérique ), |cos(xp)|" est convergente (série géométrique de raison

n>0
|cos(xo)| avec |cos(xg)| < 1 puisque xq €]0, 7[). Donc, par critére de comparaison des
séries a termes positifs, la série numérique Z sin(x) cos” (xo) converge absolument,

nx0
donc converge.

Si xg = 0 ou 7 alors pour tout n € N, sin(xg) cos”(xp) = 0. Donc la série numérique
Z sin(xp) cos” (xp) converge.

n>0

La série de fonctions converge donc simplement sur [0, 7].

Convergence normale sur [0, ] ?

Raisonnons par I’absurde, supposons qu’il y a convergence normale sur [0, r]. Es-
sayons de nier un théoréme du cours.

On pose, pour n € N,

fn:x €10, 7] > sin(x) cos"(x).
— Pour tout n € N, la fonction f;, est continue sur [0, 7] (par produit de fonctions

usuelles continues).

— Supposons que la série de fonctions ), f;, converge normalement sur [0, ].
neN

Alors, par le théoreme de continuité des séries de fonctions, la fonction

foxm YA
n=0

serait continue sur [0, r].
Or

0 =3 0= 0=0
n=0 n=0

et pour tout x €]0, z[, on a

[

f(x) = Z sin(x) cos”(x) =

n=0

sin(x)
1 — cos(x)

(somme d’une série géométrique convergente de raison cos(x), avec cos(x) €] —1,1[
car x €]0, x[). Or,

52
sin(x) ~ x et 1—cos(x) ~ —,
( )x—>0 ( )x—>0 2
donc
sin(x x 2
4 ~ ==, en particulier lim f(x) =+c0 # 0 = f(0),
1 —cos(x) x—0 T ox x—0*

donc la somme de la série de fonctions n’est pas continue en 0. Absurde.
Donc la série de fonctions étudiée ne converge pas normalement sur [0, ].
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Remarque

On a le méme probléme en 7.

Convergence normale sur tous les segments de ]0, 7.
Soit 0 < a < b < , alors, comme la fonction cos est décroissante sur [0, ], on a,
pour tout x € [a, b],

cos(a) = cos(x) = cos(b), et donc 0 < |cos(x)| < max ( |cos(a)|, |cos(b)] )

Remarque

En effet, @ > y > ff donne |y| < max (|a|, |f] ), et cela se voit en distinguant
trois cas :
— sif >0, alors |a| =a, || =p et |yl
est directe.

y, et max(a, f) = a, et 'inégalité

—sia<0,l|a] =-a,|f| =—-Pet|yl =-y,doncona—-f > -y = |yl >
—a > 0 et max(—a, —ff) = —p, et I'inégalité est directe.

— si f <0 < a,alors |a| = a, |f| = —p, et deux cas sont possibles : si
y € [0,a],alors [y| =y < & = |a| < max(|al,|f]), etsiy € [ 0],
alors f <y < 0,s0it = = || > —y = |y| > 0, et donc |y| < |f] <
max (lal, |B1).

Dans tous les cas, on a bien I'inégalité annoncée.

Donc, pour tout n € N, pour tout x € [a, b],
n
|fu(x)] < |cos(x)|" < max ( |cos(a)|,|cos(b)|)

(car la fonction t + t" est croissante sur R;).
Alors, avec les notations précédentes, pour tout n € N,

1fillos sy < max (Icos(a)l, cos(b)] )

et la série numérique

Z max ( |cos(a)|, |cos(b)] )n

neN
est une série géométrique convergente car de raison max ( |cos(a)|, |cos(b)| ) avec

0 < max ( |cos(a)|,|cos(b)|) < 1(puisquel’ona0 < |cos(a)| < 1et0 < |cos(b)| < 1,

puisque a et b sont dans |0, 7[). Donc la série numérique

D M falleo fap

neN

converge (par critére de comparaison des séries a termes positifs), autrement dit la

série de fonctions }; f, converge normalement sur [a, b].
neN

Donc la série de fonctions Z fn converge normalement sur tout segment de |0, 7.
neN
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Enoncé p. 51
Soit n € N* fixé. Notons

(1—x)x"

fonix € [0,1][— m,

alors la fonction f; est dérivable sur [0, 1[ (comme quotient de deux polyndmes, dont
celui du dénominateur qui ne s’annule pas sur [0, 1[, puisque 1 — x" > 0 pour tout
x € [0, 1[), et pour tout x € [0, 1],

(nx”’1 = (n+1)x") (1=x™)+nx™1 (x?—x"*1)

fulx) = n(1=x™)?
= n(i‘j—;")z(n —nx"— (n+ Dx + (n+ 1)x" + nx" - nx”“)
— n(i‘f—;")z(n— (n+1)x + x™*1)

Notons alors P : x € [0, 1[ n—(n+1)x+x"*1. Alors, P est une fonction polynomiale,
donc dérivable, et pour tout x € [0,1[, on a

P(x)=(n+1)(x"-1) <0,
donc la fonction P est strictement décroissante sur 'intervalle [0, 1[. Comme
lirrll Px)=n-(n+1)+1=0,
x—1"

on en déduit P > 0 sur [0, 1].

Donc f,, > 0sur [0, 1[, et donc la fonction f;, est strictement croissante sur 'intervalle
[0, 1].

Comme, pour tout x € [0,1[, on a

fn(x):(l—x)x"_x" 1 1

== —
n(l—x") nl+x+---+x""1x>1" n?

(en reconnaissant la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de raison
x avec x # 1), et f,(0) = 0 (car n > 1), on en déduit que, pour tout x € [0, 1],

0 < fulx) < %

Donc || full o < # (et en fait, la limite lerrlli fu(x) = # donne méme qu’il y a égalité).

0o =

Or, la série numérique Y, = converge, donc la série numérique Y |||, converge.

n>1" n>1

Donc la série de fonctions ), f, converge normalement sur [0, 1[.
nx>1

Enoncé p. 51
1. Soit xp € R, pour tout n € N*,

e—nxg
0<

1
<
s =

n? n

- - 1 . 2
et la série numérique Z = est convergente (Riemann, 2 > 1) et a termes
nx1 n
positifs. Donc, par le critére de comparaison des séries a termes positifs, la
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série numérique Y, f,(x) converge absolument, donc converge.
nx1

Donc la série de fonctions converge simplement sur R, autrement dit, la fonc-
tion f est définie sur R.

. Pour tout n € N*, on pose

—nx

ﬁlzxeRHe

Pour tout n > 1, la fonction f; est continue sur R.
Pour tout n € N*, pour tout x € R, |f,(x)| < %. Donc
n

1
0< fillo < .
n

: : 1 : .
or la série numérique Z — est convergente (Riemann, 2 > 1). Donc par critére
nx1 n
de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique Z Il £l o
nx1
converge, autrement dit la série de fonctions Z fn converge normalement sur
nx1

R. En particulier, elle converge donc uniformément sur R.

D’apreés le théoreme de continuité des séries de fonctions, la fonction f est
alors continue sur R.

. Pour tout n € N*, limy_, 1o f(x) = 0. De plus comme la série de fonctions

2. fn converge normalement sur R, et que +co « est une borne de R », le
neN*
théoréme de la double limite s’applique, et donne

Jim )= Jim 3056 = D tim i) = 320 =[0)
n=1 n=1 n=1

. Pour tout n € N*, la fonction f, est de classe C* sur R et pour tout x € R, on
a: , ,
—2xe™ ™ —2e ™
fo(x) = — et (x)=—+ 4x%e™ ™"
n n

La série de fonctions Z fn converge simplement sur R
nx1
Soit (a, b) € R? avec 0 < a < b, alors pour tout x € [a,b],ona:

2

2be™ @ 2 + 4nb?)e "%
X)| < = < 2pe et (par inégalité triangulaire (x)| < @+ anb)e™ < (2+4b%)e ™™
n 2be™" par inég g n
n n
Ces majorations ne dépendent pas de x, donc
v —na® 7 2\ —na?
1l sy < 2067 Sl 1 Nl apy < (244D

Or, les séries numériques Z 2be™"% et Z (2 + 4bz)e—”a2 sont des séries
neN* neN*

géométriques convergentes (car de raison e™9, avec e €] -1,1[ car a > 0).

Donc les séries de fonctions Z I et Z £ convergent normalement, donc

neN* neN*
uniformément, sur [a, b].
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Dong, par le théoréme de dérivation terme a terme, la fonction f est de classe
C? sur tout segment [a, b] de R%, donc sur R* (par caractére « local » de la
propriété « étre de classe C? »). De plus, pour tout x € R,

P =Y gm =32 . ﬂm:iﬁw=itﬁi
n=1 n=1

n=1 n=1

Enfin, la fonction f est paire et de classe C? sur R’ donc est de classe C? sur
R*
Enoncé p. 51
. Six =0, la série numérique
Y hO=3
n
nx1 nx1

diverge (série de Riemann divergente).

Six < 0 alors pour toutn > 1ona

e—nx

=2-=-20

S|

5

n

. . 1 . . :
or la série numérique Z — diverge. Donc d’apreés le critére de comparaison
n

n>1
—nx

des séries a terme positif, la série numérique Z

n>1

est divergente.

Six>0,ona
e—nx
lim n? =0
n—+oo n

par croissance comparée, donc
—nx
e 1
= O — .
n n—+oo \ n2

. . 1 .
Or, la série numérique — converge (Riemann, 2 > 1) et est a termes
2
nx1
positifs. Donc, par théoréme de convergence absolue par comparaison, la série

e —nx
numérique E

n>1

est (absolument) convergente, donc f(x) existe.

Ainsi

Dy =]0, +oo| |

. Pour tout n e N*, lim f;(x) =0 (car n > 0). De plus, pour tout x € [1, +oo],
X—+00
pour tout n € N*, on a
—n

e _
|fn(x)| < W <e™",

donc || fulleo [1,+00[ < € " De plus, la série numérique 3, e™" est une série
T neN*
géométrique de raison e” -, avec e ! €] -1,1[, donc est convergente. Donc la

série numérique Y, || fulloo [1+00[ cOnverge, donc la série de fonctions 3. fy
neN* T neN*

1
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converge normalement, donc uniformément, sur [1, +co[. Comme +00 « est
une borne de [1, +0co[ », le théoreme de la double limite s’applique, et donne

im0 = lim () = D lim i) = 20
n=1 n=1

X—+00
n=1

Autre méthode : pour tout n > 1, pour tout x > 0,

donc (puisque les séries convergent bien car x > 0), par croissance de la somme,

:ZOS Z ]—ex_lx—>_+>000.

n=1 n=1

ona

Par théoréme des gendarmes, on en déduit| lim f(x) =0|

X—>+00

. Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b.
Pour tout n > 1, la fonction f; est de classe C* sur |0, +oo[, et pour tout entier
k € N*, pour tout x > 0, on

f;l(k) (x) — (_1)knk—1e—nx.

La série de fonctions Z fn converge simplement sur R} .
nxz1
Comme exp est une fonction croissante et positive sur R, on a pour tout n > 1,

pour tout x € [a, b],

f;l(k) (x)| — nk—le—nx < nk—le—na,

par conséquent

H k 1 e 4
ab]

(en fait, il y a méme égalité, car a € [a, b]).
De plus, par croissance comparée, on a lim,,_, 1, n?n*~1e™"¢ = 0, donc

1
= (0] —- 1.
o,[a,b] " notoo \ n2

. . 1 .
Or, la série numérique E —,; est convergente (Riemann, 2 > 1) et a termes
n
nx1
positifs, donc par théoréme de convergence absolue par comparaison, la sé-

rie numérique converge, autrement dit la série de fonctions

n>1

Z fn(k) converge normalement, donc uniformément, sur [a, b].
nx1
Donc le théoréme de dérivation terme a terme s’applique : la fonction f est de

classe C™ sur tout segment [a, b] inclus dans R, donc sur R} (par « caractere
local » de la propriété « étre de classe C* »).
De plus, pour tout entier naturel k € N, pour tout x > 0,

f(k) (X) — Z(_l)knk—le—nx.
n=1
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4. De la question précédente (pour k = 2), on déduit : pour tout x € R?,

[ee)

f(x) = Z ne”"™ > 0.

n=1

Donc la fonction f est convexe sur 'intervalle R7.

5. La fonction f est de classe C! sur R*, et pour tout x > 0,

e S

— p—X
o 1—e

—-X

(somme d’une série géométrique de raison e, convergente car e * €] — 1, 1]

puisque x > 0). En intégrant (c’est de la forme —%), ona:
les fonctions f et x — —1In (1 — e™*) sont deux primitives de f” sur R.
Comme R} est un intervalle, il existe K € R avec, pour tout x > 0,
f(x)=-In(1-e*)+K

(on n’oublie pas la constante quand on primitive!).
Cherchons K : en faisant tendre x vers +oo, on obtient 0 = 0 + K. Donc K = 0.
Ainsi, pour tout x > 0,

fx)==In(1-€e)|

Enoncé p. 52
1. Soit xg > 0, alors
1 1 1 1
lim n2—2 =—, donc ——= 0 (=]
noteo N+ NXy  Xo n+n’x, n—o+o\n
- - 1 . X
Or, la série numérique Z —, est convergente (Riemann, 2 > 1) et a termes
n
nx1

positifs. Donc le théoréme de convergence absolue par comparaison donne
que la série définissant f(x) est (absolument) convergente. Donc f(x) existe
pour x > 0.

Remarque

() On peut aussi utiliser le critere d’équivalence, puisque
1

=~ n}xﬁ d’aprés la limite précédente...
n—+oo

(b) f(0) n’existe pas, mais f(x) existe pour tout x < 0 dés que
n+n®x # 0 pour tout entier n € N*. Donc le domaine de définition
de fest R*\ {—%,n € N*}.

2. Pour tout n > 1, on pose

1
fn : x €]0, +00[> ——— €R.
n+ nx
Soit a € R avec 0 < a.

Pour tout n € N*, la fonction f;, est continue sur |0, +co[.
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Pour tout x € [a, +oo[, on a

0] = ful) < —

na ~ n?a’
(car a > 0), donc

1
0 < |l fulloo fgroof < S g

. . 1 .
, érie numérique — e vergente (Rie , ,
Or, la série numéri >— est convergente (Riemann, 2 > 1), donc
nx1
par critere de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique

Z | fll oo, 4,400 cOnVerge. Donc la série de fonctions an converge norma-
n>1 n>1
lement, donc uniformément, sur [a, +o[.

Ainsi, d’apres le théoréme de continuité des séries de fonctions, la fonction
f est continue sur tout intervalle [a, +co[ avec a > 0, donc par « caractére

local » de la continuité, sur |J [a, +oo[= R}.
a>0

Calcul de la limite :
Méthode 1:Pourtoutn > 1,ona lim f,(x) = 0.Or, ala question précédente,
X—+00

on a montré (en prenant a = 1) que la série de fonctions E fn converge
nx1
normalement, donc uniformément, sur [1, +co[. De plus, « +co est une borne

de [1, +0o[ ». Donc le théoréme de la double limite s’applique, et donne

xl_l)I_l':l flx) = hm an(x) Z hm fn(x)—ZO

Méthode 2 : Pour tout n > 1, pour tout x > 0, on a

1 1
0 ——< —-
n+n’x = nix

Donc, pour tout x > 0, en sommant des inégalités dans le méme sens (par
croissance de la somme),

()

1 1
0<f(x)<— -
pe p— n

(car cette derniére série converge (Riemann, 2 > 1)), et donc si x — +oo, le
théoréme des gendarmes donne

lim f(x)=0]|

x—+00

Calcul de I’équivalent :
Méthode 1: Calculons lim xf(x).
X—+00
Pour toutn > 1,ona lim xf,(x) = %
x—+00
Or, pour tout x € [1, +oo[, pour tout n € N*, on a
fu)] = — o <
X fn(x <=,
" n+n2x ~ n?
donc si on note g, : x — xf,(x), on a montré
1

S.
[ = ,2

(R
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. . 1 .

Or, la série numérique Z — est convergente (Riemann, 2 > 1), donc
nx1 n

par critere de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique

Z 19 ll oo [1,+c0[ converge. Donc la série de fonctions Z gn converge norma-
n>1 n>1
lement, donc uniformément, sur [1, +oo].

De plus, « +00 est une borne de [1, +co[ ». Donc le théoréme de la double
limite s’applique, et donne

. . b € . (o) 1
Jim 2£G) = lim 0. = 3 lim ga() = 3 25

o0
Comme s = Y. < > 0, on en déduit
n=1 n
s
FO 2%l
Méthode 2 : Notons s = 21 % (on sait (?) que s = %2). Alors, pour tout x > 0,
n=

(o) (5] [Se]

S 1 1 1 1 1
0<2—fx)=>[—-—r]=2Y—" <=V =
x =) ;(nzx n+n2x) xzn(n+n2x) x? & n’

n=

(car cette derniére série converge (Riemann, 3 > 1), et car, pour tout n > 1,

1
n(n+nix) — xn3) Donc
S 1 1
; _f(x) —x_>O+OO (P) —x_())+oo (J_c)’
soit
fe ~ 2
X X—+00 X i
_ 10, +o0[ — R
. Soit x > 0. On pose h : 1 _ 1
t t+t2x — t(1+tx)

La fonction h est continue (par morceaux), positive, décroissante (car dérivable

sur lintervalle ]0, +oo[, avec pour tout ¢t > 0, h'(t) = — (;:tzfxx)z <0).
Pourtoutt >0etx >0,0ona:
1 x  l+itx ix _ 1

t 1+tx t(1+tx) t(1+tx) t(1+tx)

en réduisant au méme dénominateur.
Pour tout n > 2, par décroissante de A :

IA

pour toutt € [n—1,n],onan—1<t < ndonch(t) > h(n),
et
pour toutt € [n,n+1],onan <t <n+1donc h(n) > h(t).

Donc, par croissance de 'intégrale (qui s’applique ici sur [n—1,n] ou [n,n+1]
carona n > 2 (hn’est pas continue en 0, c’est pour cela qu’on ne prend pas
le terme n = 1...)),

n 1 n 1 1 1 n+1 1
/ ——dt > / dt = et —— = / ——dt >
o1 (1 + tx) n_1 n(1+ nx) n(1 + nx) n(1 + nx) n
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Ainsi en sommant pour n € [[2, N]] (avec N > 2),on a:

N n 1 N 1 N n+l 1
—df 2 - > S It
;L_lt(l+tx)d_;n(l+nx)_;/n t(1+tx)d

Dongc, si N — +oo (et en utilisant la relation de Chasles), sous réserve
d’existence de la limite,

N - 1 N
i [ e Y s i [
No+oo J; (1 + tx) g n(l+nx)  No+o f, t(1+tx)

soit en additionnant —— (qui est le terme n = 1 de la somme) :

4 1 1 N 1
lim / dt + > f(x) > lim dt +
1 X

t t
N—+oo t(1+ tx) 1+ N—+oo Jo  t(1 + tx) 1+x

. N 1 > 8 A8 S 1 .
Calculons li>r£—loo fl E dt (c’est-a-dire /1 ) dt).Ona:

le t(l-il—tx) e = le % dr — /1N ﬁ dt
In(N) —In(1 + Nx) + In(1 + x)

—In (%) +In(1 + x) N —In(x) +In(1 + x)

donc la limite existe bien.
Par la méme méthode de calcul, on a:
N

N1i>n+'—loo \ m dt = —ln(x) - 111(2) + 11’1(1 + 2X)

(et la limite existe bien la aussi). On a donc : pour tout x > 0,

—In(x) +In(1+x) + ﬁ > f(x) > —In(x) —In(2) + In(1 + 2x) + n -Il-x

Donc par double encadrement, on a | f(x) S In(x) | (on divise par —In(x)

les inégalités précédentes et on applique le théoréme des gendarmes).

Enoncé p. 52

. Soit x5 € R.
Sixy > 0,ona
2. Xy ,—NXy =0

lim n“n*e
n—+oo

par croissance comparée (car xp > 0). On a donc :

_ 1
ne™™ = O =],
n—+co \ n2

. . 1 : .
or la série numérique Z — est une série convergente (Riemann, 2 > 1) a

nx1
termes positifs. Donc d’apres le théoréme de convergence absolue par compa-

raison, la série numérique E ne~" converge, autrement dit S(xo) est bien

n>1
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défini.
Sixy) <0,ona
lim n™e ™0 = +o0 £ 0
n—+oo
par croissance comparée, donc la série numérique E n®e”"* diverge gros-

nx1
siérement, en particulier S(x() n’existe pas.

Sixy =0, on a, pour tout n € N*, e =1 qui ne tend pas vers 0, donc de
méme, il y a divergence grossiére, et S(0) n’existe pas.

Ainsi
Ds =]0, +oo[ |.

. Pour tout n € N*, posons
faixeRL > ne™ eR.

Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b.
Pour tout n € N*, la fonction f; est continue sur R}.
Pour tout x € [a,b] et tout n € N*, on a

|fn(x)] < nbeme,

On a donc

b_—-na

0< ”ﬁl”oo,[a,b] <n'e s
2.q 2.5 b —na . D a5
et la série numérique » n’e "¢ converge (car a > 0, idem qu’a la premiére
nx1
question), donc par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série
numérique Z | full oo, [a,p] cOnVerge.
nx1
Autrement dit, la série de fonctions Z fn converge normalement, donc uni-

neN*
formément, sur [a, b].

Donc le théoréme de continuité des séries de fonctions s’applique, et donne
que la fonction S est continue sur tout segment inclus dans R}, donc par
« caractere local » de la continuité, sur R:.

. Pour toutn € N*, on a

lim fn(x) = lim exln(n)—nx = lim ex(ln(n)—n) =0
X—+00 X—+00 Xx—+00

car In(n) — n < 0 (en effet, In(u) < u — 1 < u pour tout u > 0).

Montrons que la série de fonctions E fn converge normalement, donc uni-

neN*
formément, sur [1, +oo].

xIn(n)—nx

Soit n € N*. Etudions les variations de f, : la fonction f;, : x — e est

de classe C! sur [1, +oo[, et pour tout x € [1, +oo],
fi(x) = (In(n) - n)eXI“(")_x" <0.

Donc la fonction f; est décroissante sur 'intervalle [1, +oo].
De plus, limy 400 fn(x) = 0.
Le tableau de variations de la fonction f;, donne alors

| frll oo, 1, 400f = fu(1).
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Or, la série numérique Z fn(1) converge (cf. question 1), donc la série nu-

nx1
mérique Z | frlloo,[1,+00[ cOnverge, d’ott la série de fonctions Z fn converge

n>1 neN*
normalement, donc uniformément, sur [1, +oo[.

Enfin, +oo est « une borne de [1, +oo[ », donc le théoréme de la double limite
s’applique :

500 = i, Q) = 2t i) = 20

Enoncé p. 52

1) Pour tout x € R,
1 -x
1+ 2¢ > 1>0,
donc f(x) existe. Puis, par composition de fonctions de classe C*, la fonction f est

de classe C* sur R.

Pour tout réel x € R,
e—x

/4
(x)=——"7F—,
/ 2(1+ ze7%)
et donc pour tout x € Ry,
ne (n+1)x 20

f,(x) = —g i (—%e_x)n Z - 1)2n+1 i Z 1)pe &
n=0

X

car on a reconnu la somme d’une série géométrique de raison —%e , avec —%e"‘ €

]—%,0] Cl-L1[pourx >0 (carx >0 = e * < 1).
Remarque
C’est méme valable tant que e~ < 1, soit pour x > —In(2).

2) La fonction f” est continue sur R, et la fonction f est une primitive de f” sur R,
donc pour tout réel x € R,

/0 f@®de=[f(O]g = f(x) = £(0) = f(x) —ln(;) = f(x) =In(3) +In(2).

Puis, fixons x € R;. Notons, pour p € N*,

(-1)rert
foit e [ox] m

alors la fonction f, est continue sur [0, x].

Montrons que la série de fonctions . f, converge normalement (donc uniformé-
p=1
ment) sur [0,x] : pour tout ¢ € [0,x],on a

(car t > 0, car x > 0), donc
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. . 1 . . .
Or la série numérique — converge (série géométrique de raison 1 avec
20 c
pEN*

% €] — 1,1[), donc, par théoreme de convergence absolue par comparaison, la sé-

rie numérique Z ” fp”oo,[o,x] converge, autrement dit la série de fonctions Z I
pEN* pEN*

converge normalement, donc uniformément, sur [0, x].

On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment :

f)

In(3) ~ In(2) + [* 21 f(t) dt
In(3) — In(2) + f INAGE:
In(3) - In(2) + z G [*ertde

In(3) —In(2) + Z 1)17 [e,;,];c

()P 1—e P
P

= |In(3) - ln(2)+Z

3) Pour tout x > 0, par inégalité triangulaire (et car les séries suivantes convergent),
ona

> (=1)P o 1 - 1
E( )e‘f’xsi—‘f’xsie‘f’xz -1 — 0
= P r=g i =1 L= xoee

(en reconnaissant la somme d’une série géométrique de raison e™*, avec e™* €]0,1[
pour x > 0) (on fait attention : la somme de la série géométrique part de p = 1, et pas
p =0...). Donc le théoréme des gendarmes conclut.

Remarque

1. On peut aussi majorer ainsi : pour tout x > 1,

0 )p_ =g 0
Z -1 px SZﬁex Zzip _ x_)_+>000‘

p: p:l p:l

2. On peut aussi utﬂiser le théoréme de la double limite, car la série de

fonctions Z (G )i pzp Zepx converge normalement, donc uniformément,
p=1
sur [1,+oco[, mais c’est plus long a rédiger que la simple majoration

ci-dessus...

On en déduit que

. Z‘” (-1)P 1
1 =1 -1 _.
x—1>IPoof &) ST =0(@) o = 20 p

Or, de la définition de f, on a

X—+00

: s - _
lim f(x) _x1_1>IPoo1n (1+§e )—0.
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—1)P
( 21,) 117 =0, et donc pour tout

N (NP e Sy ()P e
f(x)—; > —; > -

d’apres la question précédente.

Donc, par unicité de la limite, on a In(3) — In(2) +
p=1

x>0,

Enoncé p. 52

Ri — R
Pour tout n > 0, on pose f; : (-1)m
X P
) o ne+x
Soit xy € R,
o, 1 1
lim n |ﬁ1(X())| == donc |ﬁl(X())| = 0 |
n—+oo xo n—+oco \ n
or la série numérique Z — est convergente (Riemann, 2 > 1) et a termes positifs.
n

>1
Donc d’apres le théorénr;le de convergence absolue par comparaison (car x, > 0), la
série numérique Z fn(x0) est absolument convergente, donc convergente.
nx0
Donc la série de fonctions Z fn converge simplement sur R}.
n=0
Etudions la continuité.
Pour tout n € N, la fonction f, est continue sur R}.
Soit (a, b) € R? avec 0 < a < b, alors pour tout x € [a, b],

o) € ———

n% + a2

(méme pour n = 0, car on suppose a > 0), donc

fallestap) < 50—
1

1 1
— —, est convergente (car = ~ ),
n“+a

2 2 T e
nt+a® poioco M

De plus, la série numérique Z
nx0
donc par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique

> Wfillo fap) converge.

n>0

Donc la série de fonctions Z fn converge normalement, donc uniformément, sur

nx0
tout segment [a, b] de R.
Donc le théoréme de continuité des séries de fonctions s’applique : la fonction Z In
n=0

est continue sur tout segment [a, b] de R}, donc sur R} par « caractere local » de la
continuité.

Autre facon :

Onafy:xm— é continue sur R}.

2;3; est continue sur R, (et pas juste R}),

Puis, pour n € N*, la fonction f; : x —
et pour tout x € Ry,

G < .
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puis
1
0 < lfulle <
Comme la série numérique Z — est convergente (Riemann, 2 > 1), par le critére
n

nx1
de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique E I falloo converge.
nx1
Donc la série de fonctions ), f; converge normalement, donc uniformément, sur R.
nx1

Le théoréme de continuité des séries de fonctions donne alors que la fonction

T:x— ifn(x)
n=1

est une fonction continue sur R,.
Par addition, la fonction

1
S:xT(x)+ =
X
est continue sur R}.

Remarque

1. On constate ainsi que le probléme en 0 provient uniquement de f;.
2. La série de fonctions ) f, ne peut pas converger normalement sur R},

n>0
car la fonction fj n’est pas bornée sur R}.

Enoncé p. 52

Pour tout entiern > 2 et x € [0,1], on a

n-x>2-1=1>0 et n+x>22+0=2>0,
donc
1 1
n-x n+x n®—x2
existe.

Puis, a x €]0, 1] fixé,
2x 2x

n? — x2 n—+oo p2
Or, la série numérique }’ i—’zc converge (Riemann, 2 > 1), est a termes positifs, donc
n>2

par le critére d’équivalence des séries a termes positifs, on en déduit que la série

numérique (ﬁ - ﬁ) converge, donc f(x) existe.
nx2

Enfin, f(0) e;dste, car c’est la somme de la série nulle.
Soit n € N avec n > 2, notons
1 1 2x

:x € 10,1 — - = .
Jn [0.1] n—-x n+x n?-x2

Alors la fonction f;, est continue sur [0, 1] (comme quotient de deux polynémes dont
le dénominateur ne s’annule pas sur [0, 1]), et pour tout x € [0, 1], on a

0< fu(x) <

5

n% -1
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donc
< 2
il < ==
(série a terme positif, —— 2 = ...), donc
la série de fonctions Z fn converge normalement, donc umformement sur [0, 1].

n>2
Donc, par le théoreme de continuité des séries de fonctions, la fonction f est continue

sur [0, 1] (donc 'intégrale de I’énoncé existe), et par le théoréme d’intégration terme
a terme sur un segment, on a

(5]

/Olf(t) dt = ni:;‘ ‘/01 (n 1_ == _1'_ t) Z ~In(n—1t) - In(n +1t)]; g (2In(n)-In(n-1)-In(n+1)).

n=

Or, pour tout entier N > 2,

N N N
Z (2In(n)~In(n—1)-In(n+1)) = Z (ln(n)—ln(n—l))+z (In(n)-In(n+1)) = In(N)~In(1)+In(2)~In(N+1)
n=2 n=2 n=2

(en reconnaissant des sommes télescopiques). Et donc

N
/Olf(t) dt = NILTOO ; (2In(n)-In(n-1)-In(n+1)) = Nlin:oo (ln(z) —In (l + %)) = .

Enoncé p. 52

Notons

fixHx = g =)
Alors la fonction f est définie et continue sur |0, 1], par composition de fonctions
usuelles. Puis,

lim f(x) =1

x—0% f( )

car par croissance comparée, lim xIn(x) = 0 (et car exp est continue en 0). Donc

x—0

on prolonge la fonction f par continuité en 0, en posant f(0) = 1 (d’ou la célébre

convention 0° = 1). Donc la fonction f ainsi définie est continue sur [0, 1], donc
o 1 1 . o

Iintégrale /o f(x)dx = /0 x~* dx est bien définie.

Pour tout x €]0,1], on a
xln(x)
X = —xln(x Z

o0

(car e” = 3} 7 pour tout réel u € R).
n=0

Notons alors, pour n € N,

fn:x€]0,1] - (= xIn(x))".

Pour tout n € N, la fonction f;, continue sur ]0, 1] par produit de fonctions continues,
et pour n € N*,

fa(x) — 0

x—0*
(car lim+ xIn(x) = 0), et donc on prolonge la fonction f;, par continuité en 0 en
x—0

posant f,(0) = 0. Pourn = 0, on a f; : x — 1 qui se prolonge naturellement par
continuité en 0 en posant f(0) = 1.
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On a alors, pour tout x € [0, 1],

fi =y B0,
n=0

En effet, pour x €]0, 1], c’est ’égalité vue précédemment :

i -x 1n(x)

n=0

et pour x = 0, c’est car

[

0
1=1+ ) —
n!

n=1

La série de fonctions ), f, converge normalement, donc uniformément, sur [0, 1].
n=0
En effet, la fonction f; (constante égale a 1) est bornée sur [0, 1] par 1, puis pour tout

n € N¥,

fa= ()"
(en distinguant x = 0 et x €]0, 1]). Or, f; est une fonction continue sur le segment
[0, 1], donc est bornée par un réel M > 0 : pour tout x € [0,1],0n a

A <M.

Dong, par élévation a la puissance n, on a pour tout x € [0, 1],

[fa ()] < M™.

Cela reste vrai pour n = 0 avec la convention usuelle M° = 1.
Ainsi, pour tout n € N, on a
Mn
0 < Ifalles
Mn

Comme la série numérique ), “- converge (c’est une série exponentielle), par
n:
nx0

critére de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique 3 ||fallo
n=0
converge, autrement dit, la série de fonctions ), f, converge normalement, donc

nx0
uniformément, sur [0, 1].

Remarque

Si on fait une étude de fonction, on constate que la fonction f] est positive, et
prend son maximum en x = e}, donc M = fi(e”!) = e~! convient. Mais on
n’a pas besoin d’étre aussi précis.

On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment, et
donc on a

/ g Z / xln(x) dx:i(—nll)" /lenlnn(x)dx.

Pour (n, p) € N?, notons
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(C’est une intégrale convergente, par le théoréme de convergence absolue par com-
paraison, car la fonction x — x" In”(x) est continue sur ]0, 1], et négligeable devant
—L en 0 par croissance comparée, alors que la fonction x ix est intégrable sur

Vx Vx
10, 1] (Riemann, % <1)).

Alors, pour n € N et p € N*, les fonctions

xn+1

n+1

u:x - et v :x - Inf(x)

sont de classe C! sur ]0, 1], de dérivées respectives

u x> x" et 0':xr—>£lnp_1(x).
x
Enfin,
xn+1
u(x)o(x) = X InP(x) — 0
n+1 x—0*

(par croissance comparée, car n + 1 > 0 pour n € N), donc le théoréme d’intégration
par parties s’applique, et comme on sait que l'intégrale

1
In’p:./o u’ (x)ov(x) dx

converge, on en déduit que 'intégrale

1 1 xn+1 P
/ u(x)o’ (x) dx :/ x = In”~1(x) dx
0 o N +1 pe

converge, et de plus on a

1 1 xn+1 P P
—/ X S 1nP ™ (x) dx = ———
0 o n+1 x n

In’p_l .

xn+1
I & x In? (x
P [n +1 &) +1

=0-0

Par récurrence directe sur p € N (a n € N fixé), on en déduit

(-2

T = DTGy e

1 ) <
pour tout (n,p) € N2. Or, I, = /0 x"dx = ﬁ D’ou, pour tout n € N,

n!

Inn = (‘U"m-

Donc

! x gy o < " o (-1)" g™ N 1 w1
0 roeE Z nt M Z n! =1 (n+ 1)+t Z (n+ 1)+ k=n+1 Z [z
n=0 n=0 n=0 k=1

Enoncé p. 52

1) Pour tout t € R, pour tout n € N, u,(t) existe (car n + 1 ne s’annule pas), et
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lun ()] < n21+1 car e”™ < 1, donc pour tout n € N,

0<|ju < =
lnllo < ——

Or, la série numérique }; # converge (par critére de comparaison des séries a
n=0
1

termes positifs, car ona 0 < < # pour tout n > 1 et la série numérique ), #

2 =
n°+1 o1
qui converge (Riemann, 2 > 1)), donc par critére de comparaison des séries a termes

positifs, la série numérique }; ||u,|lo converge, autrement dit la série de fonctions
n>0

>, u, converge normalement sur R.

n>0

En particulier, cette série de fonctions converge simplement sur R, donc la fonction

f est définie sur R.
Comme pour tout entier n € N, la fonction u, est continue (composition de la
fonction exponentielle avec un polynome, puis multiplication avec une constante), et

que la série de fonctions ), u, converge normalement, donc uniformément, sur R,
nx0
le théoreme de continuité des séries de fonctions s’applique, et donne que la fonction

f (la somme de cette série de fonctions) est continue sur R.

2) ug = 1, donc la fonction u, est de classe C?surRet u(’) =0, donc Hu(’)”oo =0.
Puis, pour n € N*, la fonction u, est de classe C? sur R, (a une constante prés, c’est
une exponentielle), et pour tout ¢ € Ry,

=2nt _ .2
- e nt
nc+1

u,(t) = et u’(t) = -

n

donc u//(t) est du signe de 2nt* — 1.

Donc la fonction u], est décroissante sur I'intervalle [0 ] et croissante sur I'inter-

_1
) \/ﬁ
_1
valle [m, +00 [
Or, tlim u, (t) = 0 (par croissance comparée, car n > 1) et u,,(0) = 0, d’ou le tableau
— 400

de variations :

_1
t 0 Ve +o00
hlineu;; (t) - 0 +
hlineu, (t) | 0 ™\ 0
hline
Donc, pour n > 1,
, 1 Ven s
”un” =T\ =7 Z
& \V2n n+1

Remarque

Cette formule reste vraie pour n = 0.

3) Pour tout n € N, la fonction u,, est de classe C! sur R,. Puis,

\/ﬁ _% e_%\/é
e ~

’
laille = 57
Mleo 2 411 n—+oo 3

pour n > 1 (et Hu(’)”oo = 0, I'important est que u soit bornée), et la série numérique

3y L converge (Riemann, % > 1), donc le critére d’équivalence des séries a termes
n>1n2
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positifs conclut : la série numérique }; ||u;1||o0 converge, donc la série de fonctions
nx0

>, u,, converge normalement, donc uniformément, sur R,.

n>0

Comme enfin la série de fonctions », u, converge simplement sur R, le théoréme
n>0

de dérivation terme a terme s’applique : la fonction f est de classe C! sur R,, et pour

tout t € R4,

= —2nt 2
"(t) = ——
£ ;nm

4) La fonction f est dérivable sur R;, f/(t) < 0 pour ¢t > 0, donc la fonction f est
strictement décroissante sur I'intervalle R.. De plus, f'(0) = 0, d’ou une tangente
horizontale a la courbe représentative de f en 0. Enfin, la fonction f est décroissante
et positive, donc minorée par 0, donc admet une limite finie en +co (par le théoréme
de la limite monotone), d’oll une allure de courbe :

o

5)
Méthode 1 : Pour toutn € N,

0 sin>1
un(t) — . g
f—+eo |1 sin=0

De plus, on a vu que la série de fonctions ), u, converge normalement, donc
nx0
uniformément, sur R (cf. question 1). Comme « +oo est une borne de R », le théoréme

de la double limite s’applique, et donne

S f0) = Jlim ) (= ) Hm un() =1+ D, 0=1,

Méthode 2 : le terme en n = 0 vaut 1 (ne dépend pas de t), et sinon on a, pour tout
neN'etteR,
2
0<u,(t)y<e™

(car n? + 1 > 1), ce qui donne (en sommant des inégalités dans le méme sens, et car
les séries convergent), pour tout t € R* :

L=uo(t) Suo(t)+ Y ua()) = fB) <14 Y e =Y () = ——
n=1 n=1

=—
n=0 1 %
N 2..q , 2n.g 9 q Y
(car on reconnait une série géométrique convergente, puisque de raison e”*, et
0 _32 5 g ) N
qu’on a toujours e~*" €]0, 1[ pour ¢ # 0). Si on fait tendre t — +o0, le théoréme des
gendarmes donne la limite voulue.

Autre majoration possible : pour tout n > 1, pour tout t € R, e " < e~ et donc
o0 _ntZ '] _tz
e e 2
0<f()-1=) <> =Ke™",
F® n?+1 n?+1
n=1 n=1
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(qui est un réel, car la série numérique Z

2+1

en notant K = Z 2+1
n=

. _ 42
Comme lim Ke t

t—+00

= 0, le théoréme des gendarmes donne thT (f(t) -1)=0.

0o 100
6) Pour I'approximation, on veut encadrer Rigg = ), n21+1 (puisque f(0)— >, n21+1 =
n=101

Ri00)- Pour cela, on utilise une comparaison série/intégrale : pour n € N, pour
t € [n,n+ 1], on a (car la fonction t t21+1 est clairement décroissante sur R, ) les
inégalités :

1 < 1 < 1
(n+1)2+1" 2+1 7 n?+1

Par croissance de 'intégrale (« les bornes sont dans le bon sens »), on a alors

1 n+1 1 n+1 1 n+1 1 1
—2:/ —zdtS/ Z—dts/ 2 dt = —
(n+1)2+1 n (n+1)2+1 n 2 +1 . nt+1 n®+1

En sommant I'inégalité de gauche de 100 & N (pour N € N avec N > 100), on a par
la relation de Chasles :

N+1 N+1 dr
2 Z <Y [ s [T

k2 + 1 kentt (n+ 1)2 +1 " t2 +1° Chasles 2+1
k=101 n=100

et si N — +oo (comme la série et I'intégrale considérée convergent), on a

(9]
dt
R0 S/ R

Or, cette intégrale se calcule :

/Oo 4 _ larctan()]%, = = — arctan(100) = arctan [ —
= |arctan = — — arctan = arctan | —
00 241 10075 100

(car il est bien connu que arctan(x) + arctan (%) =Zsix € Rj..).

Or arctan est de classe C! sur I'intervalle R, et pour tout réel x € R, arctan’(x) =
—— < 1, donc par inégalité des accroissements finis, pour tout x € R,

1+
arctan(x) = arctan(x) — arctan(0) < 1 X (x — 0) = x.
Donc
t ! 1 i Rigo < L
arctan < —, uis < —,
100) = 100 o 9= 100

qui est bien ce que I'on voulait (Ryop > 0 est direct).

Remarque

Ici, il y a une astuce qui permet d’aller beaucoup plus vite : pour tout n > 101,

1
7.7 < 2o, donc

(o9

1
0SR100—Z 5 <
e n“+1

1 - 1
_n_n=2101(n_

par somme télescopique. Ce n’est évidemment pas exigible de trouver cette
astuce.

1) N ( 1
- —| = lim T o
n N—+00 n=Tol n—1

converge).

1
n
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Enoncé p. 53

Remarquons déja que, pour tout x € R, pour tout n € N*, n + n3x? > n > 0, donc
fn(x) existe.

Pour x € R*,
1

o)~

Or, la série numérique ), # est une série de Riemann convergente, car 3 > 1, a
n>1

termes positifs, donc par le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série
numérique Y, f,(x) converge. D’ou la convergence simple sur R*.
nx1
Puis, pour tout n € N*, la fonction f; est dérivable sur R}, et pour tout x € R},
—2n3x
(n+ n3x?)%

fa(x) =

donc f; < 0 sur 'intervalle R, donc la fonction f, est décroissante (strictement) sur
R}. Comme

1
li = li = -
Am ) =0 et lim fab) =2,
on en déduit

fillozs =

Or, la série numérique }; % diverge (série harmonique), donc la série de fonctions
nx1

2. fn ne converge pas normalement sur R}.
nx1

Soit ensuite (a, b) € R? avec 0 < a < b. Alors pour tout x € [a,b],ona0 < a < x < b,
et pour tout n € N*, comme la fonction f;, est décroissante et positive sur R}, on a

fa(@) = fa(x) 2 0.

Donc
[ fallco,[ap) < fn(a)
(en fait, il y a égalité). Comme la série numérique ), f,(a) converge (vu au début de
nx1

I'exercice, car a > 0), la série de fonctions ), f, converge normalement sur [a, b].
nx1
De plus, pour tout n € N*, la fonction f;, est continue sur R}.

Donc le théoréme de continuité des séries de fonctions s’applique, et donne que la
fonction ), f, est continue sur tout segment [a, b] inclus dans R}, donc sur R} par

n=1
« caractére local » de la continuité.

Enoncé p. 53
Notons, pour tout n € N*,
up it In(1+e™).

La fonction u, est bien définie sur R, car la fonction exponentielle est positive sur R.
1. Soitt € R.
Sit =0, on apour tout n € N*, In(1 + e™™?) = In(2) qui ne tend pas vers 0 si
n — 400, donc qui est le terme d’une série grossiérement divergente.
Sit < 0 alors pour tout n € N*, ona:

In(1+e™)>1n(2) >0
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donc 14 encore, on a divergence grossiére (I’expression In(1 + e~"") ne peut pas
tendre vers 0 sin — +00).
Sit>0,0ona

In(1+e™™) ~ e ™= (eh)"

n—+oo
(car e™™ — 0) et la série numérique Z (e™")™ est une série géométrique
n—+co
neN*
de raison e/, convergente car e’ €] — 1,1 (car t > 0), et a termes positifs.

Donc d’apres le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série
numérique Z In (1 + e™™) converge, autrement dit S(¢) existe.

neN*
— *
Ds =R:|

. Méthode 1: Une approche directe.

On a donc

Soit (ty, t;) € (R%)?, supposons o > t;. Alors pour tout n € N*, on a —nt, <
—nty, et donc par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R,

—nt —nt
e "V <e Y,
puis par stricte croissance du logarithme

un(to) =In(1+e ™) <In(1+e") =un(ty)

(ce que l'on aurait pu obtenir en étudiant les variations de u, grace au signe de
sa dérivée...). Donc (par sommation d’inégalités dans le méme sens), pour tout
N € Navec N > 2,

N N
Z un(ty) < Z un(t1).
n=2 n=2

En faisant tendre N — +oo (les séries considérées convergent, grace a la
question 1 et car ty > 0, t; > 0), on en déduit

S(to) = w1(t) = ) unlte) < ) un(tr) = S(t1) — (1)
n=2 n=2

(en effet, a la limite une inégalité stricte devient large). Enfin, u; (to) < uy(t1),
donc par addition d’inégalités dans le méme sens,

S(to) = (S(to) —ur(to)) + ur(te) < (S(t1) —us(tr)) + ur(t1) = S(t1).

Donc la fonction S est strictement décroissante sur R7.
Méthode 2 : On cherche les variations de S par I’étude de S’.

Pour tout n € N*, la fonction u,, est de classe C! sur R%, et pour tout t € R},

_ne—nt

() = e

Pour tout a > 0, pour tout ¢ € [a, +oo[, pour tout n € N*, on a

—nt
ne _ _
<ne ™ < ne ",

1+em —

|us,(1)] =

Donc, pour tout n € N*, on a

0< ||u;l||oo,[a,+oo[ < ne_na’
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puis

0 < n?|[uy| <n’e™™ — 0
oo,[a,+oo n—+oo

par croissance comparée (car a > 0), donc le théoréme des gendarmes donne

s :
| = o (=]
nlloo,[a,+co[ n—+oo \ n2

Or, la série numérique }, # converge (Riemann, 2 > 1) et est a termes
n>1

positifs, donc par théoréme de convergence absolue par comparaison, la série

’

- ; . - .
numérique Z>:1 ||un||m’[a’ 4o CONVErge, autrement dit la série de fonctions E uy,
nz

n>1
converge normalement, donc uniformément, sur [a, +oo].

Le théoréme de dérivation terme a terme s’applique alors et donne que la
fonction S est de classe C! sur tout intervalle [a, +co[ avec a > 0, donc par
caractére local de la propriété « étre de classe C! », sur | J - [a, +oo[=R%, et
de plus, pour tout t € R},

[} o nt

, _ , _ ne-
S(t)—zun(t)—ZTe_nt <0
n=1 n=1
Donc la fonction S est strictement décroissante sur 'intervalle R .
. Méthode 1 : Pour tout n € N*, tlim un(t) = In(1) = 0 par continuité de la
— 400

fonction In en 1.

Puis, pour tout n € N*, pour tout t € [1,+0o0[, on a —nt < —n, donc par
croissance et positivité de la fonction exp sur R,

0<e™<e™ puis 1<1+e™<1+e™™
Enfin, par croissance de la fonction In sur R}, on en déduit
0=In(1) <In(1+e™) =u,(t) <In(1+e™") =u,(1)

en fait, on a directement ceci en exploitant que la fonction u,, est décroissante
p q
sur RY, puisque u;, < 0 sur I'intervalle R}). Donc

0< ”un”oo,[l,+oo[ < un(1).

Or, la série numérique E un(1) converge (cf. question 1, car 1 > 0), donc
nx1
par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série numérique

Z lunllos,[1,+00[ cOnverge, autrement dit la série de fonctions Z u, converge
nx>1 n>1
normalement, donc uniformément, sur [1, +oo[.

Enfin, « +co est une borne de [1, oo ».

Donc le théoréme de la double limite s’applique, et donne

lim (1) = tg@w;un<t> = ;tgffwun(t) = Zo =[o]

Méthode 2 : par inégalité.
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Pour tout t € R%, pour tout n € N*, on a
0<In(l+e™)<e™

(car e™™ > 0 > —1, et que l'on sait, pour tout u > —1, que In(1 + u) < u), alors
en sommant des inégalités dans le méme sens (et car les séries qui interviennent
convergent), on a

-t

(o) o0 e
— —nt _
o_z;ossu)sz;e == .0
n= n=

donc le théoréme des gendarmes conclut :

lim S(t) =0}

t—+o0

. Soit t € R}, on pose
$r:uIn(1+e™)

qui est une fonction continue et décroissante (comme a la question 2) sur R;.
On a donc pour tout k € N*, pour tout u € [k, k + 1] :

Pr(u) < ¢ (k),

et pour toutu € [k — 1, k],

¢i(k) < ¢ (u).

Alors, par croissance de I'intégrale sur [k, k + 1] pour la premiére inégalité, sur
[k — 1, k] pour la seconde (les bornes « étant bien dans le bon sens »), on a :
k+1 k+1 k k
prwdus [ 40 du =0 =0 =4u = [ gerdus [ guwau
=1l -1

k

En sommant les inégalités (et par la relation de Chasles) pour k variant de 1 a
n(pourn € N*),ona:

n k+1

n+1 n n k n
[ twan 2 3 [ pwaes S <3 [ aan = [T

Calcul de nl_igloo /0 ¢r(u) du :

On effectue le changement de variable v = e** : la fonction

U e

est de classe C! sur [0,n], ona «do = —te " du » donc « ‘t—g” =du».D’oule

théoréme de changement de variable donne :

[ owa= [ Y - LA

tn [

Notons h la fonction définie sur [0, 1] par h(0) = 1 et h(v) = M pour
v €]0, 1]. Elle est continue sur |0, 1], et continue en 0 car In(1 + 0) ~, 0 donc
v

continue sur le segment [0, 1]. La fonction y fy ! h(v) do est alors continue
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sur [0, 1] (c’est 'opposée d’une primitive de h, a une constante prés), et comme

e ™™ — 0, on obtient

n—+oo

C 1
/ ¢ (u) du = T en notant C:/ h(v) do.
0

De méme, par la relation de Chasles,

/ ¢r(u) du = / ¢ (u) du — / ¢r(u)du — 9 - 1gzﬁt(u) du,

n—+oo [ 0

0< ‘/0 ¢¢(u) du < In(2)

par croissance de I'intégrale (car 0 < In (1 + e™**) < In(2) pour tout u € [0, 1]).

n
Enfin, Z ur(t) — S(t) d’aprésla question 1. En passantalalimiten — +co
n—+oo
k=1
dans ’encadrement des sommes partielles, on a donc

(7: —In(2) <S(1t) < (?:

pour tout t € R}.

La fonction h est continue, positive et non nulle sur [0, 1] (car h(0) = 1), donc
par stricte positivité de I'intégrale, C > 0. En divisant 'encadrement par (—t: >0,
on obtient, pour tout t € R},

_tin@) _ S

<1,
C C/t

et le théoréeme des gendarmes donne

S(t) ~

t—0+

C
ol

Enoncé p. 53

On peut supposer r €] — 1,1[ au lieu de 0 < r < 1 pour les quatre premiéres
questions, ce qu’on va faire dans la correction (il y aura juste |r| au lieu de r a
certaines majorations...).

1) Notons, pour tout n € N*,

n

x
Up:x €l - 1,1+ —-
n

Pour tout n € N*, pour tout x €] — 1,1[, on a

n

lun ()| = |—| < Ix[”

et la série Z |x|" est une série géométrique de raison |x|, convergente car |x| €

neN*
] — 1, 1[. Par critére de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que la
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série numérique Z u,(x) est absolument convergente, donc convergente. Donc la
neN*
série de fonctions Z u, converge simplement sur | — 1, 1].

neN*
Pour tout n € N*, la fonction u,, est de classe C! sur | — 1, 1[, et pour tout x €] — 1, 1[,

ul (x) =x""1

Soit a € [0, 1[. Pour tout x € [—a, a], pour tout n € N*, on a |x| < a, puis
()] = "7 = 11" < 0™

et donc

0 < fuillusf-ga <™

n

Or, la série numérique Z a" ! est une série géométrique de raison a, convergente

neN*

car a €] — 1, 1[, donc par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série

numérique ||u' || converge, autrement dit la série de fonctions u,
Mtlleo,[-a,a] n

neN* neN*
converge normalement sur [—a, a].

Le théoréme de dérivation terme a terme s’applique alors, et donne que la fonction

f= Z u, est de classe C! sur [—a, a], pour tout a € [0, 1[, donc par caractére local
n=1

de la propriété « étre de classe C' », sur U,e[o.1[ [~ a] =] — 1, 1[. De plus, pour tout

x €] -1,1],

[ee]
n=1 k=0

Donc les fonctions f et x — —1In(1 — x) sont deux primitives de f” sur I'intervalle
] —1,1[, donc il existe K € R avec

f:x— -In(1-x)+K.
Or, f(0) =0, donc K = 0, et donc pour tout x €] — 1, 1[,
|f()=-In(1-x)|

2) Pour tout 6 € R, pour tout n € N, on a

0 < |r'"sin(nb)| < |r|"

et la série numérique E |r|" est une série géométrique de raison |r|, convergente
neN

car |r| €] — 1,1[. Donc par critére de comparaison des séries a termes positifs, la

série numérique Z r" sin(nf) converge absolument, donc converge.

neN
On peut donc définir

g:QERHZr”sin(nQ)ER.

n=0
Plus généralement, pour tout 6 € R, pour tout n € N, on a

0 < |r"ei?| < Ir|™,
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donc de méme, la série numérique E r"ei"® converge absolument, donc converge.

neN
Puis, pour tout 0 € R,

9(0) = Z; " sin(n6) = Im (Z; r"ei"e) =Im (Z; (rei")") =Im (ﬁ)

en reconnaissant la somme d’une série géométrique de raison re’?, (absolument)
convergente car !re’9| =r| < 1.
Donc, pour tout 6 € R, en multipliant/divisant par le conjugué du dénominateur,

g(0) =Im

1-rei? B r sin(0)
(1- rcos(@))2 + 12 sin%(0) 1+7r%—2rcos(0) |

3) Pour tout § € R, pour tout n € N*, on a

<|rl*,

ncos(n@)‘
,
n

. \ . . . cos(nb)
donc de méme qu’a la question 2, la série numérique Z r'"* ————= converge abso-
n

neN*
lument, donc converge.

On peut donc définir
gb:HERHZr"MER.
n
n=1

Notons, pour tout n € N*,

ncos(n0) cR.
n

p:0eRH>r

Pour tout n € N*, la fonction v,, est de classe C! sur R, et pour tout 6 € R,
0, (0) = —r" sin(n0).

On a vu, au début de la correction de cette question, que la série de fonctions Z Un

neN*
converge simplement sur R.

Pour tout n € N*, pour tout § € R, on a
|z);l(9)| = |-r"sin(nd)| < |r|",

donc
0 <oyl < Irl™-

Or, la série numérique Z |r|" converge (déja vu), donc par critére de comparaison
neN*
des séries a termes positifs, la série numérique Z ”v;l”OO converge, autrement dit
neN*
la série de fonctions Z v, converge normalement, donc uniformément, sur R.

neN*
Le théoréme de dérivation terme a terme s’applique alors : la fonction ¢ est de classe

C! sur R, et pour tout § € R,

= = rsin(6)

#(0) = ) 0n(0) = ), —r"sin(n0) = 0= g(0) =~

n=1 n=1
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(le 0 correspond au terme n = 0 de la somme définissant g).
Comme R est un intervalle, on en déduit qu’il existe K € R avec

1
p:0eR— —Eln(l — 2r cos(0) +r2) +K
(on a reconnu une forme du type % d constante preés, que l'on sait donc primitiver
directement).
Comme ¢(0) = —In(1 — r) par la question 1 (car r €] — 1,1[), on a

K:%In((l—r)z)—ln(l—r)zo.

Donc pour tout 6 € R,

$(0) = —% In (1 - 2rcos(6) + rz) |

4) Pour tout n € N*, la fonction v, est continue sur [0, 27].
Pour tout n € N*, pour tout 6 € [0,2x],on a
r|"”

lon(O)] < — <",
n

donc
lonlloo,f0,227 < 171" -

Or, la série numérique Z |r|" converge (déja vu), donc par critére de comparaison
neN*
des séries a termes positifs, la série numérique Z lonlloo,[0,27) cOnVerge, autrement
neN*
dit la série de fonctions Z vp converge normalement, donc uniformément, sur

neN*

[0, 27].
Le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment s’applique alors :

27w ..n

27 2 o) 27 Ll r 0 rn
/ ¢(9)d9=/0 ;on(e)w:;/o v,,(e)dezr;/o ;cos(n@)d9=zg

n=1

Par conséquent,

2 2
/ In (1 - 2r cos() +r?) df = / ~2¢(0)d0 =-2x0=[0]
0 0
5) Soit r € R avec |r| > 1. L’idée est de mettre r? en facteur dans le In : pour tout
0 eR,
1 1\°
In (1 - 2rcos(6) +r?) =In(r?) + In (1 —2-cos(0) + (—) )
r r
(donc I'expression de gauche existe et a une intégrale convergente sur [0, 27], puisque

C’est le cas pour celle de droite par ce qui précede, puisque |%| < 1), puis la linéarité
de I'intégrale donne alors

|

sin(nf)
n

]Zn
0

2 2 1 12
In(1-2 0) +r?) df = In(r*)2 / In[1-2-cos(0) +|=] |df =In(r*)27 =|4xIn|r||
'/0 n ( rcos(6) +r°) n(r)7'L'+0 n( rcos()+(r)) n(r°)2z
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Enoncé p. 53

1) Soit x € [0,1]. Si x € [0, 1], alors x” — 0 quand n — +co, et comme f est
continue en 0, g, (x) = f(x") — f(0). Six = 1, alors g,(1) = f(1) pour tout n € N*.
La suite (g,,) converge donc simplement sur [0, 1] vers la fonction g définie par

9(x) =f(0)sixe[0,1[ et g(1) =f(1).

2) Si f est constante, égale a c, alors g, = ¢ pour tout n € N*, et la suite (g,) converge
uniformément sur [0, 1] vers la fonction constante c.

Réciproquement, supposons que (g,) converge uniformément sur [0, 1]. Sa limite
uniforme est alors sa limite simple g : pour n assez grand, g, — g est bornée sur [0, 1]
et [|gn —9||oo,[0,1] — 0.

Soit n € N*. La fonction x +— x" est une bijection de [0, 1[ sur [0, 1[, de réciproque
t — tY/" Donc, quand x décrit [0, 1[, t = x" décrit [0, 1], et

sup |gn(x) —g(x)[ = sup |f(x") = f(0)| = sup [f(2)—f(0)].

x€[0,1] xe[0,1] te[0,1]

Notons M cette derniére quantité, qui ne dépend pas de n et qui est finie car f est
bornée sur [0, 1]. On a donc, pour n assez grand, 0 < M < ||gn — 9llo 107> €t €N
passant a la limite, M = 0. Ainsi f(¢) = f(0) pour tout ¢ € [0, 1[, puis f(l) = f(0)
par continuité de f en 1 : la fonction f est constante.

3) Soit a €]0, 1[ et soit ¢ > 0. Comme f est continue en 0, il existe § > 0 tel que, pour
tout t € [0,68], |f(t) — f(0)] < &. Comme a €]0,1[, a® — 0, donc il existe N € N* tel
que, pour tout n > N, a” < 6.

Soient n > N et x € [0,a]. Alors 0 < x" < a" < §, donc |gn(x) — f(0)] =
|f(x™) — f(0)| < e. Ainsi, pour tout n > N, la fonction g, — f(0) est bornée sur [0, a]
et

”gn f(O)H ,[0,a] =

Cela signifie que [|gn — f(0) |l o) — O :la suite (g,) converge uniformément sur
[0, a] vers la fonction constante f(0), qui est bien la restriction de g a [0, a].

4) La fonction f est continue sur le segment [0, 1], donc bornée : notons M =
I fllcof0.1]- Pour tout n € N*, la fonction g, est continue sur [0, 1] (composée de
fonctions continues) et, pour tout x € [0, 1], |gn(x) — f(0)| < 2M.

Soit ¢ > 0. Comme 2M(1 — a) — 0 quand a — 17, on peut fixer a €]0, 1] tel que
2M(1-a) < §.

D’apreés la question 3, la suite (g,) de fonctions continues converge uniformément
sur le segment [0, a] vers la constante f(0). Par le théoréme d’intégration sur un
segment de la limite d’une suite de fonctions,

/gn(x)dxm‘/ £(0)dx = af(0).
0 0

Il existe donc N € N* tel que, pour tout n > N,

/0 gn() dx = af (0)

g
<t

Soit n > N. Par la relation de Chasles,
1 a 1
/ gn(x) dx - £(0) = (/ gn(x) dx — af(O)) +/ (gn(x) = £(0)) dx,
0 0 a
et par inégalité triangulaire,

/O gn(x) dx — F(0)] < g +/a Ign(x) — F(0)] dx < g +oM(1-a) <e.
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Ceci valant pour tout € > 0, on conclut :

1
[ 1 — s

5) La fonction f : t — —— est continue sur [0, 1] et £(0) = 1, donc, d’apres la

T+t
question 4,
dx
1)
0 1+ x" no+oo

De méme, la fonction f : t — In(1 + t) est continue sur [0, 1] et £(0) =0, donc

/1ln(1 +x") dx ————>@
0

n—+oo

Enoncé p. 54

1) Soit x € R.

Si x < 0, alors pour tout n € N*, —n?x > 0 donc f,(x) > 1: le terme général de la
série ), f,(x) ne tend pas vers 0, et la série diverge grossierement.

Six > 0, alors pour tout n € N*, n’x > nx, donc

0< fulx) = e—nzx <e ™ = (e,

Or la série géométrique Y, (e )" converge care ™ €]0, 1[. Par critére de comparaison
des séries a termes positifs, la série }; f,,(x) converge.
Ainsi| D =]0, +oo[ |
2) Soit a > 0. Pour tout n € N*, la fonction f;, est continue sur [a, +oo[, et pour tout
X 2 a,

0< ﬁz(x) — e—nzx < e—nza <ema

donc f, est bornée sur [a,+oo[ et ||fullo[gico[ < (e™*)". La série géométrique
> (e™®)" converge car e”* €]0, 1], donc, par critére de comparaison des séries a
termes positifs, la série X || full o [4400[ cOnVerge : la série de fonctions 2, f, converge
normalement, donc uniformément, sur [a, +oo|.

Par le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions, S est continue
sur [a, +co[, et ce pour tout a > 0. Par caractére local de la continuité, S est continue
sur |0, +oo[.

3) D’aprés la question 2 (avec a = 1), la série } f,, converge uniformément sur

[1, +0co[, dont +co est une borne. De plus, pour tout n € N*, f,(x) = e WX — 0.
X—+00

Par le théoréme de la double limite, la série ) 0 converge (ce qui est clair) et

+00

Pour I’équivalent, isolons le premier terme : pour tout x > 0,
+00
S(x)=e "+ Z e X,
n=2

2 _ .,
Pour tout n > 2, n® > 2n, donc 0 < e™™* < e~ ?"*, En sommant ces inégalités (les
deux séries convergent, la seconde étant géométrique de raison e %* €]0,1[),

+00 +0o0 —4x
—n2 —2x\ €
0< Y e <Y () = —,
1—e =X
n=2 n=2
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puis
+00 ) _3x
X —nzx €
0<Le e <—— — 0.
1—e2X x—+o0
n=2
+00
. 2 _
Par le théoréme des gendarmes, Z e "= o (e7),etdonc
X—+00
n=2
S(x) ~ e™*.
x—+00

4) Soit x > 0. La fonction ¢ : t e~"* est continue et décroissante sur R, car

t > —t?x y est décroissante et exp est croissante.
Soit n € N*. Pour tout ¢t € [n,n+ 1], ¢(t) < ¢(n), et pour tout t € [n — 1,n],
@(n) < ¢(t). En intégrant sur ces segments de longueur 1 (croissance de I'intégrale),

n+1 n
/ o(t)dt <e ™™ s/ o(t) dt.
n n-1

En sommant ces inégalités pour n allant de 1 a N, la relation de Chasles donne

N+1 , N , N
/ e_txdtSZe_”xS/ P
1 = 0

5) Soit x > 0. Calculons les intégrales de la question 4 a aide du changement de
variable affine u = t+/x : pour tout A > 0,

A 2 1 AVx 2
e *dt = —/ e ¥ du.
It =

Comme Ayx — 400 quand A — +o0, la limite admise dans 1’énoncé donne, par
composition des limites,

En particulier, quand N — +o0, le majorant de la question 4 tend vers YT pour le

2Vx

minorant, par la relation de Chasles,

N+1 , N+1 , 1 , N+1 ,
/ e‘“‘dt:/ e‘“‘dt—/ e_txdtZ/ e ' dt -1,
1 0 0 0

car 0 < e ** < 1sur [0, 1]. Ainsi, pour tout N € N*,

N+1 , N , N ,
/ e‘“‘dt—lsZe‘”s/ e " dt.
0 =1 0

Les trois membres ont une limite quand N — +co (la série converge d’aprés la
question 1), et le passage a la limite dans les inégalités donne

N v

2= _1<8(x) < —.

24/x 24/x
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En multipliant par Wx 0, on obtient, pour tout x > 0,

v

et le théoréme des gendarmes donne ﬁfs (x) — 1, C’est-a-dire
x—0

\/7

S(x) x—N;O’f %

En particulier, S(x) — +co quand x — 07,

Enoncé p. 54

1) Pour tout n € N*, posons f;, : s — n% Pour tout s > 2, comme Inn > 0,

1
—sl =21
0< fu(s)=e*""<e “”:?,

converge (2 > 1), donc, par critére de comparaison des séries a termes positifs, la
série )’ f, converge normalement, donc uniformément, sur [2, +co[, dont +oo est
une borne.

De plus, fi = 1 tend vers 1 en +oo, et pour tout n > 2, f,(s) = e~sSinn — 0 car

donc f, est bornée sur [2,+oo[ et || fullc [2400] < # La série de Riemann }, %

Inn > 0. Par le théoréme de la double limite,

+00

é/(S)ml-f‘ 0:.

n=2

Pour I’équivalent, écrivons, pour tout s > 1 (par linéarité de la somme d’une série
convergente),

+00 25 +00 2 S
S — — - . —
2({(3)—1)-2;—2}1"(3) ot h,,.s.—>(n).
n=2 n=2
Pour tout n > 2 et tout s > 2, comme 0 < % <1,
2
2 4
0 < hy(s) < (—) ==,
n n

donc ||hn | oo, 2,400 < % et, comme ci-dessus, la série ., h, converge normalement,

donc uniformément, sur [2, +oo[. Par ailleurs, h, = 1 tend vers 1 en +oo, et pour tout

n>3, hy(s) =e"@/n 0 car ln% < 0. Par le théoréme de la double limite,
§—+00

+00
s _ —
25 (Z(5) 1)m’1+20‘1’
n=.

c’est-a-dire

[(s)-1 ~ —

Ss—+00 23 )

2) Soit s > 1. La fonction ¢ : ¢ tls est continue et décroissante sur [1, +oo|.
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Soitn € N*. Pour tout ¢t € [n,n+1],¥(t) < ¢(n), donc, en intégrant sur ce segment de
n+1

1
longueur 1, Y(t)dt < —.Sideplusn > 2, pourtouts € [n—1,n], ¢(n) < Y (1),
n

n

donc # < / W(t)de.

n—1
Soit N € N*. En sommant la premiére inégalité pour n allant de 1 a N, et la seconde
pour n allant de 2 & N (en ajoutant le terme n = 1, égal a 1), la relation de Chasles
donne

Or, comme s # 1, pour tout A > 1,

Adt tl—s
[ o [1—3

car 1—s < 0. Les trois membres de 'encadrement ont donc une limite quand N — +oo
(la série de Riemann }, # converge car s > 1), et le passage a la limite donne

Sl 1

1

s—1 A-teo s—17

1
<{(s) <1+ —.
s—1 {() s—1

En multipliant par s — 1 > 0, on obtient 1 < (s — 1){(s) < s pour tout s > 1, et le
théoréme des gendarmes donne (s — 1){(s) — 1, C’est-a-dire
s—1

{(s) ~ —

s>t s—1°

En particulier, {(s) — +oo quand s — 17.
3) Soit s > 0. La suite (%)n>1 est a termes positifs, décroissante (car s > 0) et

de limite nulle (car s > 0). Par le théoréme spécial des séries alternées, la série

_1\n-1
2gn(s) =2 ( ln)s converge. La série de fonctions } g, converge donc simplement
sur ]0, +oo[.
4) Soit a > 0. Pour tout n € N*, notons R, le reste d’ordre n de la série }, g, : pour

+00 k-1
-1
tout s > 0, R,(s) = Z % Par le théoréme spécial des séries alternées, le
k=n+1
reste est majoré en valeur absolue par son premier terme : pour tout s > a,
1
IR (s)| <

<
T (n+1)s T (n+ 1)
car In(n + 1) > 0. Donc R,, est bornée sur [a, +oo[ et

1

[£— ——0
(n+1)a n—+o0o

0 < [|Rnlloo,[a,+00
car @ > 0. Ainsi || Rp||oo [g,+00] — 0:1a série 3 g, converge uniformément sur [a, +oo].
Pour tout n € N*, la fonction g, : s > (=1)""le™*I"" est continue sur ]0, +oco[. Par
le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions, n est continue sur
[a, +oo], et ce pour tout a > 0. Par caractere local de la continuité,  est continue sur
10, +o0].

5) Soit s > 1. Les séries ), % (Riemann, s > 1) et >, (_L)STH convergent, donc, par
linéarité,

+00 _ (_q1\n-1
£9) ) =y,
n=1
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Le terme général de cette série vaut 0 si n est impair, et % si n est pair. Pour tout
P € N*, sa somme partielle d’ordre 2P vaut donc

1—( 1)"1 1
Z Z(Zp)s_ Zp—

n=1

Quand P — +oo, le membre de gauche tend vers {(s) — n(s) (suite extraite de la

suite convergente des sommes partielles) et le membre de droite tend vers 2175 (s).

Donc {(s) — n(s) = 2175¢(s), c’est-a-dire

n(s) = (1-27) (s).

6) D’apres la question 4, 7 est continue en 1, donc
n(1) = lim n(s) = lim (1-2'"%)(s).
s—1* s—1*

Or1-21"5=1-e1=92 ot commee* -1 ~ u,
u—0

1-2"% ~ (s=1)In2.
s—1t

de la question 2, le produit des équivalents donne

1-2'%){(s) — In2. Ainsi
s—1*

Avec I'équivalent (s) O =
(

(1-2"%){(s) T 1n2 donc

+oo _1)n—1

Z ——=n(1) =In2.

n=1

Enoncé p. 55
1) Soit x € [0, 1[. Pour tout n € N,

2n+1
X 2n

Jun ()] = < = (x)".

2n+1

s . , , . n LY .
Or la série géométrique }; (x?)" converge car x* € [0, 1[. Par critére de comparaison

des séries a termes positifs, la série ), u,(x) converge absolument, donc converge.

La série }; u, converge donc simplement sur [0, 1[.
2) Soit a € [0, 1[. Pour tout n € N, la fonction u, est de classe C! sur [0, 1[, et pour
tout x € [0, 1],

wl (x) = (=1)"x2",
Pour tout x € [0, a], |u; (x)| = x*" < a*", donc u/, est bornée sur [0, a] et ||u,'1Hoo’[0)a] <
(a®)". La série géométrique 3, (a?)" converge car a® € [0,1[, donc, par critére de
comparaison des séries a termes positifs, la série , u, converge normalement, donc
uniformément, sur [0, a]. Enfin, la série ) u, converge simplement sur [0, a] d’aprés
la question 1.

Par le théoréme de dérivation terme a terme, S est de classe C! sur [0, a] et, pour
tout x € [0, a],

+00 +00

S (x) = Z Ul (x) = Z (—x?)" = 1 +1x2’

n=0 n=0
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en reconnaissant la somme d’une série géométrique de raison —x? €] — 1, 1[. Ceci
valant pour tout a € [0,1[, par caractére local, S est de classe C! sur [0,1] et
S'(x) = ﬁ pour tout x € [0, 1].

La fonction S — arctan est donc dérivable, de dérivée nulle, sur I'intervalle [0, 1] :

elle y est constante. Comme S(0) = 0 = arctan(0), cette constante est nulle et

‘Vx € [0,1][, S(x) = arctan(x).‘

2n+1

3) Soit n € N. La fonction x + 7— est croissante sur [0, 1[ et tend vers L_en1-,
n+1 2n+1
donc
” ” x2n+1 1
u = sup —— = .
nileo[0.1] xe[(fl[ 2n+1 2n+1
1 1 2.q . . g . .
Or oo~ T et la série harmonique diverge, donc la série 3 ||ty | [o,1] diverge :

la série ), u, ne converge pas normalement sur [0, 1[.

o . 2n+1 . L. , .
Soit x € [0, 1[. La suite (’zfn — ) est a termes positifs, décroissante (car x?"*3 <
neN

x?"*1 et 2n+3 > 2n+1) et de limite nulle. Par le théoréme spécial des séries alternées,
+00

la série ) u,(x) converge et son reste d’ordre n, R,(x) = Z uy(x), est majoré en
k=n+1
valeur absolue par son premier terme :

2n+3 1

R,(x)| < < .
IR ()] 2n+3 " 2n+3

Ainsi, pour tout n € N, R, est bornée sur [0, 1[ et 0 < [|Rp||o, 0,1 < Tlﬂ — 0.

n—+oo
La série ; u, converge donc uniformément sur [0, 1[.

4) Le réel 1 est une borne de [0, 1[, la série ), u, converge uniformément sur [0, 1]
et, pour tout n € N,

(-1"
x>17 2n+1
(="

2n+1

+00
(-1)"
S x—1- ; 2n+1°

Or, d’apres la question 2, S(x) = arctan(x) — arctan(1) = 7. Par unicité de la

Un(x)

Par le théoréme de la double limite, la série converge et

limite,

5) Pour tout n € N et tout x € [0, 1], |u;(x)| = x?" et x?" — 1 quand x — 17, donc
4 —

el o0 =T

Supposons que la série ) u;, converge uniformément sur [0, 1[, et notons T sa

somme et (T,) la suite de ses sommes partielles. Pour tout n € N*, v/, =T, - T,,_; =

(T, - T) — (T,-1 — T), donc, par inégalité triangulaire,

1= [lunll o < M7 = Tlleogoar + 1Tam1 = Tlleo for =2 0.

ce qui est absurde. La série ) u, ne converge pas uniformément sur [0, 1] : le
théoréme de dérivation terme a terme ne s’applique pas directement sur [0, 1[, d’oi
le passage par les segments [0, a] a la question 2.
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Enoncé p. 55

1) Par la seconde inégalité triangulaire dans I'espace vectoriel normé (B, |||, ), pour
tout n € N,

I falloe = 1fllo] < I1fe = fllco

Comme (f,) converge uniformément vers f, on a ||f, — f|l., — 0, donc || full., —

1 llco-

La réciproque est fausse : pour f; la fonction constante égale a (—1)", on a ||f,||, =1
pour tout n, donc || f,||, — 1 = ||fll, avec f la fonction constante égale a 1, mais
(fn) ne converge pas vers f, ni méme simplement, puisque f,(0) = (—1)" n’a pas de
limite.

2) Pour tout n € N et tout x € [0, 1], |fn(x) — f(x)| < |Ifu — fll- En intégrant sur
[0, 1], segment de longueur 1, la croissance de 'intégrale donne

Ilfa = £y =/0 fa(x) = f)]dx < (I fa = fllw =2 0.

Puis, par linéarité de I'intégrale et inégalité triangulaire,

1 1 1
Y dx — d " — d
/0 () /0 F(x) dx /0 (o) — F(x)) dx

C’est le théoreme d’intégration sur un segment de la limite d’une suite de fonctions.
3) Soit n € N*. La fonction g, est continue et positive sur [0, 1], donc

1
||gn||1=/ nx"(l—x)dxzn(
0

<fa=flly ——= 0.
n—+oo

1 1 _ n 0
n+1 n+2) (n+1)(n+2) no+eo

Soit x € [0,1]. Si x € [0,1][, alors nx™ = ne™™* — 0 par croissances comparées,
car Inx < 0, donc g,(x) — 0. Six = 1, alors g,(1) = 0 pour tout n. La suite (g,)
converge donc simplement vers la fonction nulle sur [0, 1].

Si (gn) convergeait uniformément sur [0, 1], sa limite uniforme serait sa limite simple,

la fonction nulle. Or, pour tout n € N*, en évaluant en x,, = # € [0,1],
no\n 1 no\nt+l AR 1
o 2 Xp) = n( ) = ( ) =|1+= — > e 1,
I9nlles 2 gn(xn) =n{-—= | ——={-— - —

car (n+1)In(1+1) ~ 20— 1 Donc ||gull,, ne tend pas vers 0 : la suite (g,)

n—+oo
ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Ainsi, la suite (g,) converge vers la fonction nulle pour la norme ||-||;, mais ne
converge pas pour la norme [|-||,. Une suite n’a pas la méme nature pour les deux
normes : on retrouve que les normes ||-||; et ||-||,, ne sont pas équivalentes sur C,
alors méme que ||-||; < |||l d’aprés la question 2.

4) Pour tout n € N, h, est bornée sur [0, 1] et ||h,||, = sup x" = 1. La suite (h,)
x€[0,1]
est donc bornée dans (B, ||*]|«)-

Soit (hy(n)) une suite extraite de (h,), ot ¢ : N — N est strictement croissante.
Comme ¢(n) — +oo, pour tout x € [0, 1[, hy(n)(x) = x5 0, et hom(1) =1
pour tout n. La suite (hy,(n)) converge donc simplement sur [0, 1] vers la fonction h
définie par h(x) =0six € [0,1[ et h(1) = 1.

Si (hy(n)) convergeait uniformément sur [0, 1], sa limite uniforme serait sa limite
simple h. Or les fonctions h, () sont continues sur [0, 1] : par le théoréme de conti-
nuité de la limite d’une suite de fonctions, h serait continue sur [0, 1], ce qui est faux
en 1. Aucune suite extraite de (h,) ne converge donc uniformément sur [0, 1].
Toute suite réelle bornée admet une suite extraite convergente (théoréme de Bolzano-
Weierstrass). Cette propriété tombe en défaut dans (B, ||-||)-
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Y¢ POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 6.36 e o o Correction p. 128

Le théoréme de Dini.

Le cours montre que la convergence uniforme entraine la convergence simple, et que
la réciproque est fausse. Ce probléme établit une situation ou elle devient vraie : sur un
segment, une suite monotone de fonctions continues qui converge simplement vers une
fonction continue converge uniformément. La partie I démontre ce théoreme, di a Ulisse
Dini, et la partie Il montre que chacune de ses hypothéses est indispensable, puis 'applique
a des suites et a des séries de fonctions.

Dans la partie I, [a, b] désigne un segment de R et (f;;)nen une suite de fonctions continues
sur [a, b], a valeurs réelles, qui converge simplement sur [a, b] vers une fonction f continue
sur [a, b]. On suppose de plus la suite (f;) croissante, c’est-a-dire que

Vx € [a,b], VneN, fi(x)< for1(x).

Pour n € N, on pose g, = f — fi.

Partie I — Le théoréme

1. Montrer que, pour tout n € N, la fonction g, est continue et positive sur [a, b], que
JIn+1 < gn, et que la suite (g,) converge simplement sur [a, b] vers la fonction nulle.

2. Justifier que ||gnll, = sup |gn(x)| existe pour tout n € N, puis que la suite réelle
x€la,b]

(I1gnlle) ,cpr converge vers un réel £ > 0.
3. Montrer que, pour tout n € N, il existe x,, € [a, b] tel que g, (x,) > ¢.

4. Justifier 'existence d’une extractrice ¢ telle que la suite (xqo(n))
réel c € [a,b].

neN converge vers un

5. Soit m € N. Montrer que g, (x,p(n)) > ¢ pour tout n > m, puis que gp,(c) > ¢.
6. En déduire que ¢ = 0, puis que la suite (f;;) converge uniformément vers f sur [a, b].

7. Enoncer le résultat correspondant pour une suite décroissante de fonctions.

Partie II — Hypotheses et applications

8. Pourn € Netx € [0,1], on pose f,(x) = x". Vérifier que la suite (f;,) est décroissante,
formée de fonctions continues, et qu’elle converge simplement sur [0, 1], mais pas
uniformément. Quelle hypothese du théoréme n’est pas satisfaite ?

x
9. Pour n € N* et x € Ry, on pose f,(x) = — Vérifier que la suite (f;) est décrois-
n+x

sante, formée de fonctions continues, qu’elle converge simplement sur R, vers une
fonction continue, mais pas uniformément. Quelle hypothése du théoréme n’est pas
satisfaite ? Que peut-on dire sur un segment [0, A], avec A > 07?
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x — Py(x)?
10. Pour x € [0,1], on pose Py(x) = 0 et, pour n € N, Ppy1(x) = Pp(x) + %
(suite déja rencontrée a 'exercice 6.14). Montrer par récurrence que, pour tout n € N

et tout x € [0, 1],
0 < Pp(x) < Ppyi(x) < Vi,

puis que la suite (P,) converge simplement sur [0, 1] vers x + v/x. En déduire, sans
aucune majoration supplémentaire, que la convergence est uniforme sur [0, 1].

11. Soit )’ u, une série de fonctions continues et positives sur un segment [a, b], qui
converge simplement sur [a, b] et dont la somme S est continue sur [a, b]. Montrer
que la série )’ u, converge uniformément sur [a, b].

x"(1-x
12. Pour n € N* et x € [0, 1], on pose u,(x) = ¥ On rappelle que, pour
n
+00 xn
x € [0,1], Z — = —In(1 - x). Montrer que la série ) u, converge simplement sur
n
n=1

[0, 1], calculer sa somme, et montrer que la convergence est uniforme sur [0, 1].

Exercice 6.37 oo Correction p. 130

Limites uniformes sur R tout entier.

Dans le cours, la convergence uniforme est presque toujours obtenue sur un segment, ou
sur tout segment. Ce probléme examine ce que signifie une convergence uniforme sur R
tout entier : la partie I montre qu’une limite uniforme sur R de fonctions polynomiales est
encore polynomiale, la partie II donne un exemple de convergence uniforme sur R vers
une fonction non dérivable.

Partie I — Suites de fonctions polynomiales

Soit (P,)nen une suite de fonctions polynomiales a coefficients réels, qui converge unifor-
mément sur R vers une fonction f.

1. Montrer qu’il existe N € N tel que, pour tout n > N, la fonction P, — Py soit bornée
sur R.

2. Montrer qu'une fonction polynomiale bornée sur R est constante.

3. En déduire qu’il existe une suite réelle (c,),>n telle que P,, = Py + ¢, pour tout
n > N, puis que (cp),>n converge. Conclure que f est une fonction polynomiale.
no .k

x

4. Pour n € Netx € R, on pose E,(x) = o On rappelle que (E,) converge
k=0 "

simplement sur R vers exp. La convergence est-elle uniforme sur R ? sur tout segment

deR?

Partie II — Un exemple de convergence uniforme sur R

1
Pour n € N* et x € R, on pose f,,(x) =[x + —.
n

1
5. Montrer que, pour tout x € Rettoutn € N*, 0 < f,(x) — |x| < T (indication :
n

utiliser la quantité conjuguée). En déduire que (f;,) converge uniformément sur R
vers x — |x|.

6. Montrer que chaque f; est de classe C' sur R et déterminer la limite simple de la
suite (f,)).

7. La suite (f;/) converge-t-elle uniformément sur [—1, 1] ? sur [1, 2] ? Quelle hypotheése
du théoréme de dérivation des suites de fonctions n’est pas satisfaite sur [-1,1] ?
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Exercice 6.38 Correction p. 131

Polynémes de Bernstein et théoréme de Weierstrass.

Le théoréme de Weierstrass affirme que toute fonction continue sur un segment est limite
uniforme, sur ce segment, d’'une suite de fonctions polynomiales. L’exercice 6.14 en donne
un cas particulier pour la racine carrée. Ce probléme le démontre en général, en suivant
une construction explicite due a Bernstein : la partie I établit trois identités, la partie I en
déduit la convergence uniforme, et la partie III en tire deux conséquences.

Dans tout le probléme, f désigne une fonction continue sur [0, 1], a valeurs réelles. Pour
neN* ke[o,n] etx € [0,1], on pose

bn,k<x>=(Z)xk<1—x>"-’< et Bn<f><x>:2f(§)bn,k<x>.
k=0

La fonction B, (f) est polynomiale : c’est le n-iéme polynéme de Bernstein de f.

Partie I — Trois identités

Soient n € N* et x € [0, 1].

n
1. Montrer que Z bnk(x) = 1. Que vaut B, (f) lorsque f est constante ?
k=0

-1 n
2. Montrer que, pour k € [1,n], k " = n " . En déduire que Z kb,i(x) = nx.
k)~ "e-1 250

3. Montrer de méme que Z k(k = 1) bpx(x) = n(n — 1)x*, puis que Z k2 byi(x) =
k=0 k=0
n(n —1)x* + nx.

4. En déduire que

Z(k — %)% by (x) = nx(1 - x) <
k=0

S

5. Calculer B,(f) pour f : x — x?2, et en déduire ||B,(f) — f||., dans ce cas.

Partie II — Convergence uniforme

On rappelle le théoréme de Heine : f étant continue sur le segment [0, 1], elle y est
uniformément continue, c’est-a-dire que pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que

Vioy) €[0,1]%  |x-yl <8 = [f(x) - fy)l<e

On fixe ¢ > 0 et un tel réel § > 0, et on note M = || f|| .
6. Justifier Iexistence de M. Montrer que, pour tout n € N* et tout x € [0, 1],

n

f(x) = Bu(HG) < )

k=0

bn,k(x)-

-1 (5]

7. Soient n € N* et x € [0, 1]. On note A 'ensemble des k € [0, n] tels que !% - x| <4,
et B son complémentaire dans [0, n]]. Montrer que

2,

keA

bui(x) <e.

-1 (5]
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(k — nx)?

8. Montrer que, pour k € B, 1 < NOYS) , puis que

2,

keB

bn,k(x) <

k
.ﬂm—f&) .

2
(Bn(f)),en- converge uniformément vers f sur [0, 1].

M
9. En déduire que ||[f — B,(f)|l, < €+ on5? Pour tout n € N*, puis que la suite
n

Partie III — Conséquences

Soient a < b deux réels.

10. Soit g une fonction continue sur [a, b]. Onpose, pour ¢ € [0,1], f(¢) =g (a + t(b — a)).
Montrer que g est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de fonctions polynomiales.

b
11. Soit g une fonction continue sur [a, b] telle que / g(t)t"dt = 0 pour tout n €
a
b
N. Montrer que / g(t)P(t) dt = 0 pour toute fonction polynomiale P, puis que
a

b
/ g(t)*dt = 0. En déduire que g = 0.
a

Exercice 6.39 oo o Correction p. 134

Le lemme de Riemann-Lebesgue.
Soient a < b deux réels. Pour toute fonction f continue sur [a, b], a valeurs réelles, et tout
n € N, on pose

b
In(f)=/ f(t) sin(nt) dt.

L’objet de ce probléme est de montrer que I,(f) —— 0, résultat connu sous le nom
n—+00

de lemme de Riemann-Lebesgue. La partie I traite le cas d'une fonction de classe C!, la
partie II celui d’'une fonction continue, en s’appuyant sur le théoréme de Weierstrass
démontré a exercice 6.38, et la partie III en tire une application.

Partie I — Le cas d’une fonction de classe C!

1. Dans cette question seulement, [a,b] = [0, 7]. Montrer que la suite de fonctions
(gn)nen définie par g, (¢) = sin(nt) ne converge pas simplement sur [0, z] (indication :
considérer t = 7). Le théoréme d’intégration sur un segment du cours permet-il
d’obtenir la limite de I,(f) pour f constante égale a 1?

2. Soit f de classe C! sur [a, b]. Montrer, a 'aide d’une intégration par parties, que pour

toutm €1 Uil + (6= a) If]
2 wt(b—a Moo
) < AW e 2 020 e

et en déduire que I,(f) —— 0.
n—+oo

Partie II — Le cas d’une fonction continue
Soit f continue sur [a, b] et soit € > 0.
3. Justifier I'existence d’une fonction polynomiale P telle que ||f — P||, < ¢, la norme
étant prise sur [a, b]. On pourra utiliser le résultat de I'exercice 6.38, c’est-a-dire que

toute fonction continue sur un segment est limite uniforme, sur ce segment, d’une
suite de fonctions polynomiales.

126



CHAPITRE 6. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

4. Montrer que, pour toutn € N, |I,(f)| < |I,(P)|+(b—a)e. En déduire que I,(f) ——

n—+oo
0.
b
5. Montrer que 'on a de méme / f(t) cos(nt) dt —— 0.
a n—+oo

Partie III — Applications

Soit f continue sur [a, b].
b
6. Déterminer lim / f(t) sin®(nt) dt.
n—+oo
. a
7. Montrer que / |sin(nt)|dt = 2 pour tout n € N*. En déduire que, pour [a,b] =
0

b
[0, 7], la suite ( / |f(¢) sin(nt)] dt) ne tend pas vers 0 en général.
a neN
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Enoncé p. 123

. Soit n € N. La fonction g, = f — f, est continue sur [a, b] comme différence
de deux fonctions continues. Soit x € [a, b] : la suite réelle (f,(x)),c est
croissante et converge vers f(x), donc elle est majorée par sa limite : f,(x) <
f(x), c’est-a-dire g, (x) > 0. De plus f,(x) < fu+1(x) donne gn41(x) = f(x) —
Jan1(x) < f(x) = fa(x) = gn(x). Enfin, gn(x) = f(x) = fa(x) ——— 0 par
convergence simple de (f;,) vers f.

. Soit n € N. La fonction g, est continue sur le segment [a, b], donc elle y est
bornée : ||g,||,, existe. Pour tout x € [a, b], la question 1 donne

|gn+1(%)| = gn+1(x) < gn(x) < lIgnllo

et en passant  la borne supérieure sur x, ||gn+1llcs < [|gnlle- La suite (||gnllo)
est décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers un réel £ > 0.

. Soit n € N. La fonction g, est continue sur le segment [a, b], donc elle y
atteint sa borne supérieure : il existe x, € [a, b] tel que g,,(x,) = ||gnllo- Par
ailleurs, une suite décroissante est minorée par sa limite, donc ||g,|l,, > ¢
Ainsi g, (x,) = ¢.

. La suite (x,) est a valeurs dans [a, b], donc bornée. D’aprés le théoreme de
Bolzano-Weierstrass, elle admet une suite extraite (x,(»)) qui converge vers
un réel c. Comme a < x,(») < b pour tout n, le passage a la limite dans ces
inégalités larges donne ¢ € [a, b].

. Soit n > m. Comme ¢ est strictement croissante, ¢(n) > n > m, et la question 1
donne alors g, > gy (n) Sur [a, b]. Donc, avec la question 3,

Im (Xo(n)) 2 o) (Xp(n)) = £-

La fonction g,, est continue en ¢ et x,(,) —0 donc gm (xp(n)) —

gm(c). En passant a la limite dans I'inégalité large précédente, valable pour
tout n > m, on obtient g,,(c) > ¢.

. L’inégalité g,,(c) > ¢ vaut pour tout m € N. Or g,,(c) —— 0 d’apreés la
m—+0o

question 1, donc 0 > £. Avec £ > 0, il vient £ = 0, c’est-a-dire ||f — full, =

llgnllee — 0 :la suite (f,;) converge uniformément vers f sur [a, b].
n—+oo

. Si (fy) est une suite décroissante de fonctions continues sur un segment [a, b],
qui converge simplement sur [a, b] vers une fonction f continue, alors la conver-
gence est uniforme sur [a, b]. En effet, la suite (—f;,) est croissante, formée
de fonctions continues, et converge simplement vers —f, qui est continue :
d’aprés la question 6, (—f,) converge uniformément vers —f, et comme
1(=f) = (=Nl = lIfn = flleo, la suite (f;,) converge uniformément vers f.

. Pour x € [0,1], x"*! = x - x" < x", donc la suite (f;) est décroissante, et
chaque f;, est continue. Pour x € [0,1[, x” — 0, et f,(1) =1 pour toutn: la
suite converge simplement vers la fonction f nulle sur [0, 1] et valant 1 en 1.
Cette limite n’est pas continue en 1, alors que les f; le sont : d’aprés le cours,
la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1]. L’hypothése manquante est la

continuité de la limite.

. x X

. Pourx e Ryetn e N, n+x <n+1+x donne fp1(x) = < =
) L. n+l+x n+x

fn(x), donc la suite est décroissante, et chaque f; est continue sur R,. Pour

x fixé, f,,(x) — 0: la limite simple est la fonction nulle, qui est continue.
n—+oo
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10.

11.

12.

Mais pour tout n € N*, f,,(x) —— 1, donc || f,, — 0|, = sup fn(x) > 1(eten
X—+00

xeR,
fait cette borne vaut 1, car 0 < f;, < 1) : la suite ne converge pas uniformément

sur R;. L’hypothése manquante est que R, n’est pas un segment.

(9

Sur un segment [0, A], toutes les hypotheéses de la question 7 sont satisfaites,
donc la convergence est uniforme sur [0, A]. On peut aussi le voir directement :

fn est croissante sur Ry, donc sup f,(x) = f,(A) = — 0.
xe[0,A] n+A no+eo

Pour n € N, notons H, la propriété : « pour tout x € [0,1], 0 < P,(x) <
Ppii(x) < x».

x
Initialisation. Py = 0 et P;(x) = > Pour x € [0,1], on a x < v/x (car x? < x),

x
donc 0 <0< 7 < Vx : Hy est vraie.

Hérédité. Soit n € N. On suppose H,,. Soitx € [0, 1]. D’abord Pp,+1(x) > P,(x) >
0. Ensuite, 0 < P,1(x) < vx donne P,;;(x)? < x, donc Pyy(x) — Ppyq(x) =

—-P 2
m > 0. Enfin,

\/J_C—P,H.z(x) = (\/)_C_Pn-u(x)) _ (‘/;—Pn+1(x))2(\/}+Pn+1(x))

)(1_ VX + Pryq(x) ’
2

= (\/; = Pp1(x)

et les deux facteurs sont positifs, car Vx — Pp1(x) > 0 et vx + Ppyi(x) <
24/x < 2. Ainsi H,,4; est vraie.

Conclusion. Pour tout n € N et tout x € [0,1],0 < Pp(x) < Ppyi(x) < x.
Soit x € [0, 1]. La suite (P,(x)) est croissante et majorée par /x, donc elle

converge vers un réel 1 € [0, \/E] En passant a la limite dans la relation

X — Py(x)? x — A2

Poi1(x) = Py(x) + , on obtient A = A + soit A2 = x, et

comme A > 0, A = v/x. La suite (P,) converge donc simplement sur [0, 1] vers
x = x.

Une récurrence immédiate montre que chaque P, est une fonction polynomiale,
donc continue sur [0, 1]. La limite x — +/x est continue sur [0, 1], la suite (P,)
est croissante et [0, 1] est un segment : d’apres la question 6, la convergence
est uniforme sur [0, 1].

n
Pour n € N, notons S, = Z ur la somme partielle. Chaque S, est continue sur

k=0
[a, b] comme somme finie de fonctions continues, et S,,+1 — S, = u,+1 > 0, donc

la suite (S,) est croissante. Par hypothese, (S,) converge simplement sur [a, b]
vers S, qui est continue. D’aprés la question 6, (S,) converge uniformément
vers S sur [a, b], ce qui est exactement la convergence uniforme de la série
> uy sur [a, b].

Soit x € [0,1]. Si x = 1, alors u,(1) = 0 pour tout n, et la série converge,
de somme 0. Si x € [0,1[, alors 0 < u,(x) < x", terme général d’une série
géométrique convergente, donc ) u,(x) converge, et

iun(x) =(1-x) i J%n =—(1-x)In(1 -x).
n=1 n=1

La somme S est donc définie sur [0, 1] par S(x) = —(1—-x) In(1-x) six € [0, 1]
et S(1) = 0.
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Les fonctions u, sont continues et positives sur [0, 1]. La somme S est continue

sur [0, 1[ comme produit de fonctions continues, et continue en 1 car, en posant

h=1-x,5(x) =-hlnh h—+> 0 = S(1) par croissances comparées. D’apreés
—0

la question 11, la série ) u, converge uniformément sur [0, 1].

Enoncé p. 124

. Comme ||P, — f|l., — 0, il existe N € N tel que ||P, — f||, < 1 pour tout
n—+oo
n > N. Soit n > N. Pour tout x € R,

|Pn(x) = Pn ()| < [Pn(x) = f(0)| + | f(x) = Pn(x)]
SPn = flloo + 1PN = flle <2

donc P,, — Py est bornée sur R.

. Soit P une fonction polynomiale non constante, de degré d > 1 et de coefficient
dominant ag # 0. Alors P(x) ~ agx?, donc |P(x)| —— +c0 et P n’est
x—+00 X—+00

pas bornée sur R. Par contraposée, une fonction polynomiale bornée sur R est
constante.

. Soit n > N. La fonction P, — Py est polynomiale et bornée sur R (question 1),
donc constante d’apres la question 2 : il existe ¢, € R tel que P, = Py + ¢p,.
En évaluant en 0, ¢, = P,(0) — Py(0) —— f(0) — Px(0) par convergence

n—+oo

simple en 0; notons c cette limite. Pour tout x € R,
f(x) = lim P,(x) = lim (Pnx(x)+c,) =Pn(x)+ec,
n—+oo n—+oo

donc f = Py + c est une fonction polynomiale.

. Si (E,) convergeait uniformément sur R, sa limite exp serait polynomiale
d’apreés la question 3. Or une fonction polynomiale P de degré au plus d vérifie
P+ = 0, alors que exp(?*!) = exp n’est pas nulle : exp n’est pas polynomiale,
et la convergence n’est pas uniforme sur R.

xk

k!

Ak

Soit A > 0. Pour x € [-A,A] etk € N, _k'

, terme général d’une série

k
. L a X
numérique convergente (série exponentielle) : la série ), o converge norma-
lement, donc uniformément, sur [—A, A], ce qui signifie ciue (E,) converge
uniformément sur [—A, A]. Tout segment étant inclus dans un tel [-A, A], la
convergence est uniforme sur tout segment de R.

. Soient x € R et n € N*, Comme /x% + % > 0 et Vx2 = |x]|,

e

24 1 241 .
AJx + 5+ |x] NES + o+ |x]

. ogs 2 1 1 - . , 1/n
Ce quotient est positif, et comme /x? + nt x| > w il est majoré par U
n

1
T. Ainsi ||fy, = ||l £ — — 0 : la suite (f;;) converge uniformément
n

°°_\/_

fa(x) = |x| =

sur R vers x +— |x|.
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6. Soit n € N*. La fonction x — x% + % est de classe C! sur R, a valeurs dans RZ,
et /- est de classe C! sur R : par composition, f;, est de classe C' sur R, avec

X
'x2+l
n

x
Pour x > 0, f,/(x) —— — =1;pourx <0, f,(x) — —1;et f,(0) = 0 pour
n—+o0o X

tout n. La suite (f,/) converge donc simplement sur R vers la fonction g définie
parg(x) =1six > 0,g(x) =—1six < 0etg(0) =0.

fa(x) =

7. Les fonctions f, sont continues sur [—1, 1], mais leur limite simple g n’est pas
continue en 0 : d’apres le cours, la convergence n’est pas uniforme sur [—1,1].

Sur [1, 2], pour tout x € [1, 2],

x2+1-x 1
0<1-f(x)= = L
24 1 241 241
Xt + g \/x +;(\/x +;+x)
1 1 1
<—r—=—,
n 1-2 2n

car 4/x% + % > x > 1. Donc sup |fn’(x) - g(x)| < zi — 0 : la convergence
x€[1,2] n

est uniforme sur [1, 2].

Sur [—1,1], la suite (f;) converge simplement (et méme uniformément) vers

x > |x|, chaque f; est de classe C', mais la suite des dérivées (f;/) ne converge

pas uniformément : c’est cette hypothese du théoreme de dérivation qui fait

défaut. On constate d’ailleurs que la limite x +— |x| n’est pas dérivable en 0.

Enoncé p. 125

1. D’apres la formule du binéme,

D bnk(x) =) (Z)xk(l —0)"F = (x+ (1-x)" = 1.
k=0 k

=0

Si f est constante égale a c, alors B, (f)(x) =c Z bni(x) =c:Bu(f) =f.
k=0

2. Pourk € [[1,n],

kn 3 kn! 3 n!
(k) T k'(n—k)!  (k-1)!(n-k)

3 (n—1)! _ [n-1
Tk (n=1) = (k=1))! ‘”(k—l)'

Le terme d’indice k = 0 de la somme est nul, donc, en posant j =k — 1,

N N (n 1)k n—k
Zkbn,k(x) —Zn(k_ 1)x (1-x)
k=0 k=1
n—1 n—1 . )
= nx ( j )xj(l—x)"_l_J =nx (x+ (1-x)""! =nx.
0

Jj=
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3. Sin = 1, les termes d’indices k = 0 et k = 1 sont nuls et la somme vaut
0 = n(n—1)x* Sin > 2, le méme calcul qu’a la question 2 donne, pour

-2
kel2n], k(k- 1)(2) =n(n- 1)(Z B 2), donc, en posant j =k — 2,

n-2

Z k(k = 1) byg(x) = n(n - 1)x? Z ( ; z)xj(l — )" = n(n - 1)x2.

j=0

n
Comme k? = k(k — 1) + k, on en déduit avec la question 2 que Z k? by (x) =
k=0
n(n —1)x* + nx.
4. En développant (k — nx)? = k? — 2nx k + n?x? et en utilisant les questions 1
a3,

Z(k = 1nx)? byi(x) = (n(n - 1)x* + nx) — 2nx - nx + n*x* - 1
k=0

=nx — nx? = nx(1 - x).

2
1 1
Enfin, - —x(1-x) = (x——) > 0, donc nx(1—x) < z
4 2 4
5. Pour f : x — x?, la question 3 donne
n
k? n(n—1)x? + nx x(1 - x)
Ba(f)(x) = ) < bui(x) = ————— =x"+ =

k=0

Ainsi B, (f)(x) — f(x) =
1
—, valeur atteinte en x = 1. On observe que B,(f) # f, mais que

1Ba(f) = fll — 0

6. La fonction f est continue sur le segment [0, 1], donc bornée : M existe. Soient

1-
x( x)’ et d’apres la question 4, ||B,(f) — fll. =
n

n e N*etx € [0,1]. D’apres la question 1, f(x) = f(x) Z bk (x), donc
k=0

f(x)—Bn(f)(x)—Z(f(x) (5] eweto

k=0

Comme x € [0, 1], chaque b, x(x) est positif, et I'inégalité triangulaire donne
la majoration demandée.

7. Pour k € A, |x = §| < 4, donc ’f(x) -f (S)‘ < ¢ par définition de §. Les
by k(x) étant positifs,

2,

keA

- (5] nk<x><eank<x><eank<x>-e

keA

8. Pour k € B, |§ —x| > &, donc (k —nx)? = n (% x) > n?8% doul <

%_ Par ailleurs, ’f(x) -f (%) <IfGl+ | (S)

< 2M. Donc, avec la
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10.

11.

question 4,
k (k — nx)?
’;B f(x) _f (;) bn,k(x) < ];ZM W bn,k(x)

2M n M
< zézz(k—nx) bak(X) S S 7 = 5.

. Soit n € N*. Pour tout x € [0, 1], en découpant la somme de la question 6 selon

A et B, les questions 7 et 8 donnent

() = Ba(ND < e+ 2.

Ce majorant ne dépend pas de x, donc || f — B,(f)|l, < €+ R
n

< € pour tout n > ny,

— 0, il existe ny € N* tel que <
2 n—+oo n 2

et alors ||f Bn(f)llo < 2¢. Le réel € > 0 étant arbitraire, cela signifie que
Ilf = Bn(f)|loe — 0 :la suite (B,(f)) converge uniformément vers f sur
n—+oo

[0, 1].

La fonction t — a + t(b — a) est continue et envoie [0, 1] sur [a, b], donc f
est continue sur [0, 1] par composition. D’aprés la question 9, la suite (P,) =

(Bn(f)) de fonctions polynomiales converge uniformément vers f sur [0, 1].

s—a

—) : Qy, est une fonction
a

b—

Comme

Pour n € N* et s € [a,b], posons Q,(s) = P, (

polynomiale de s. Pour s € [a,b], le réel t = Z appartient a [0,1] et
-a

g(s) = f(t), donc
19(s) = Qn()| = 1f(¢) = Pu(®)| < |If = Pull
Ainsi sup |g(s) = On(s)| < |If = Pulle — 0 : la suite (Q,) converge

s€lab]

uniformément vers g sur [a, b].
d

Soit P = chtk une fonction polynomiale. Par linéarité de 'intégrale,
k=0

b d b
/ g(H)P(t) dt:ch/ gtk de =o.
a k:0 a

D’apreés la question 10, il existe une suite (Q,) de fonctions polynomiales qui
converge uniformément vers g sur [a, b]. Pour tout t € [a, b],

|9(1)Qn () = g(1)?| = 19(D)11Qn (t) = ()] < lIglls 1Qn = gllco

donc la suite (gQy,), formée de fonctions continues, converge uniformément
vers g° sur [a, b]. D’aprés le théoréme d’intégration sur un segment,

b b
/g(t)Qn(t)dtm/ g(t)*dt.

b
Or le membre de gauche est nul pour tout n, donc / g(t)*dt = 0. La fonction

a
g est continue et positive sur [a, b], d’intégrale nulle : elle est nulle sur [a, b],
et donc g = 0.
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Enoncé p. 126

. Pourn € N, g, (%) = sm(””) vaut 0 si n est pair, 1 sin = 1 [4] et —1 si
n = 3 [4]. La suite (g, (%)) prend une infinité de fois les valeurs 1 et —1, donc

elle ne converge pas : la suite (g,) ne converge pas simplement sur [0, 7].
T

Pour f = 1,on a I,(f) = / gn(t) dt. Le théoréme d’intégration sur un
segment demande la convergence uniforme, donc au moins simple, de la suite
(gn) : il ne s’applique pas ici.

cos(nt)

. Les fonctions fett — — sont de classe C! sur [a, b], et la seconde a

n
pour dérivée t — sin(nt). Par intégration par parties,

[ (1) Cos(nt) }

L(f) = / F/(£) cos(nt) dt.

Comme |cos| < 1, il vient

IL(f)] < M / IF (1)) dt < 20l + (6= a) I1f Il

n

ou ||fll. et Il ']l existent car f et f’ sont continues sur le segment [a, b]. Le
majorant tend vers 0, donc I,(f) —— 0.

n—+oo

. D’apres le théoréme de Weierstrass, il existe une suite (Qk) de fonctions
polynomiales qui converge uniformément vers f sur [a, b], c’est-a-dire que
IIf = Okl ————> 0. Il existe donc un entier k tel que ||f — Okll, < &, et

P =0 conv1ent
.Soit n € N. Par linéarité de lintégrale, I,(f) — I.(P) =
b

/ (f(t) — P(¢)) sin(nt) dt, donc

b
I (f) = In(P)| < / |f (1) = P(8)| |sin(nt)[dt < (b—a) [|f = Pll, < (b-a)e,

et I'inégalité triangulaire donne |I,(f)| < |I,(P)| + (b — a)e.
La fonction P est de classe C! sur [a,b], donc I,(P) —— 0 d’apres la
n—+0o

question 2 : il existe ny € N tel que |I,(P)| < ¢ pour tout n > ny, et alors

IL(f)] < (1 4+ b — a)e. Le réel ¢ > 0 étant arbitraire, cela signifie que
L,(f) —— 0.
n—+o0o0
i t
. Pour f de classe C!, I'intégration par parties avec t sin(nf) donne, pour
n
n € N*,
b
t t
/ £(t) cos(nt) dt = [M} / £/(t) sin(nt) dt,
a

et la méme majoration qu’a la question 2 montre que cette intégrale tend vers
0. Pour f continue, les questions 3 et 4 se reproduisent mot pour mot, la seule
propriété utilisée étant |cos| < 1.

1 — cos(2nt)

. Pour tout ¢, sin?(nt) = , donc

b b b
/a £(b) sin?(nt) dt:% / £(1) dt—% / £(£) cos(2nt) dt.
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b
La suite (/ f(t) cos(2nt) dt) est extraite de la suite de la question 5,

a L neN
donc elle tend vers 0. Ainsi

b b
‘/af(t)sinZ(nt)dtm%/a f(t)de.

. Soit n € N*. Le changement de variable u = nt donne

T 1 nr 1 n-1 (k+1)m
/ [sin(nt)| dt = —/ [sinu|du = - Z/ |sin u| du.
0 nJo n kn

k=0
La fonction [sin| est 7-périodique, donc chacune de ces n intégrales vaut
T T
. . T : 1
/ [sinu| du = / sinu du = 2, et 'intégrale cherchée vaut — - 2n = 2.
0 0 n

3
Pour f constante égale a 1 sur [0, ], on obtient / |f(¢) sin(nt)|dt = 2
0

T
1-—-
pour tout n € N*, alors que I,(f) = / sin(nt) dt = cos(nr) _
0 n
1-(-1)"

0. La convergence de I,(f) vers 0 ne provient donc pas
n—+oo

n
de la petitesse de sin(nt), mais des compensations entre les valeurs positives
et négatives de sin(nt), dont les oscillations sont de plus en plus rapides.
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