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DS 1 — PROGRAMME DE PREMIERE ANNEE

Durée : 4h

Calculatrices interdites

1. La notation des copies tiendra compte de la qualité de la rédaction.

2. Si vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez-le sur votre
copie et poursuivez votre composition en expliquant vos initiatives.

3. Encadrez ou soulignez vos résultats.
4. Rendre les exercices sur copies séparées et mettre son nom sur chaque copie.
5. Rendre les copies les unes dans les autres dans ’ordre des exercices.

Exercice 1 — E3A 2024 (Exercice 1)

Soit n un entier naturel non nul.
On note E = Ry, [X] l'espace vectoriel des polyndémes de degrés inférieurs ou égaux a 2n. Pour tout
k € [0,2n], on note e, = X* et B = (eg,...,e2,) la base canonique de E.
1
Pour tout couple de polynémes (P, Q) de E?, on pose (P | Q) = / P(t) Q(t) dt et on rappelle que
-1
I’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

Soit L 'application définie sur E par :

VPeE, L(P)= /1 P(t) dt.
—1

Montrer que L est une forme linéaire sur F.
Déterminer L(ey) pour tout k € [0, 2n].

Déterminer la dimension de Ker(L).

- W

Prouver qu’il existe une base U, que ’on ne cherchera pas a expliciter, de Ker(L), dont le premier
vecteur est e;.

5. Montrer que :
(a) Vect(ep) et Ker(L) sont deux sous-espaces orthogonaux,
(b) E = Vect(eg) ® Ker(L).

6. Soit A un réel. On considére 'application T définie sur E par :
VPeE, T\(P)=P+\L(P)X.

(a) Veérifier que T est un endomorphisme de E.
(b) Soit P € E. Calculer (L o Ty)(P).

(c) Déterminer la matrice de T dans une base de E adaptée & la décomposition obtenue aux
questions 4. et 5.

(d) Pour les 5/2 : Déterminer les valeurs propres de T).

Pour les 3/2 : Soit p un réel. Montrer que s’il existe un polynéme P non nul tel que
T\(P) = uP, alors u = 1. Déterminer alors les polynomes P € E vérifiant T (P) = P.

(e) Pour les 5/2 : I’endomorphisme T est-il diagonalisable ?
Pour les 3/2 :

i. Soit (fo,. .., fon) une base de E dans laquelle la matrice de T} est diagonale. Montrer
que T)\ =1d E-
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ii. En déduire les valeurs de A\ pour lesquelles il existe une base de E dans laquelle la
matrice de T) est diagonale.
(f) Justifier que T} est un automorphisme de E.
(g) Pour tous réels a et 3, préciser Ti, o Tj.
(h) Déterminer 7'y L

[ Exercice 2 — ECRICOME ECS 2020 (Exercice 2)

Soit (un)n>0 une suite de réels. Si la série numérique de terme général u, converge, on dit qu’elle
converge a l'ordre 1 et on note alors (R1,,)n>0 la suite des restes de cette série, autrement dit :

—+o0
VneN, Rin= > u.
k=n-+1

Si a nouveau la série de terme général Ry, converge, on dit que la série E U, converge a l'ordre 2 et
n=0
on note (R, )n>0 la suite des restes de cette série, autrement dit :

—+00
VneN, Ryn= > Ry
k=n+1

Plus généralement, pour tout entier p > 2, si la série de terme général R,_; , converge, on dit que la

série E uy, converge a l'ordre p et on note alors (R, ,)n>0 la suite des restes de cette série :
n=0

“+00
Rpn = E : Rp_1k-
k=n+1

On peut noter : pour tout n € N, Ry, = u,. Le but de cet exercice est d’étudier, sur certains exemples,
I’ordre de la convergence de la série de terme général wu,,.

1. Soit a € R. On considére, dans cette question uniquement, que pour tout n € N* : u,, = —.

(a) Rappeler la condition nécessaire et suffisante sous laquelle Z Uy, converge.

n>1
On se place désormais sous cette condition.
(b) Pour tout entier k > 2, justifier que :
Mlae 1 Pt
@ SES| o
koot k k-1t
(¢) En déduire que pour tout n > 1 :
1 1 1 1
: < Ripn < : :
a—1 (n+1)>1 S g1 po-t
(d) En déduire que :
1

Ry ~
™ notoo (a —1)no—t
(e) Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur «, la série g up, converge-t-elle a ’ordre
n>1
27
(f) Conjecturer a quel ordre la série E u, converge.
n>1
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2. On considére, dans cette question uniquement, que pour tout n € N* : u,, = —.

(a) Montrer que la série E Uy, converge.
n>1

(b) Montrer que, pour tout k > 3, uy < 3% puis en déduire que, pour tout n > 2 :

1

< < .
0‘\~R1m/\ 2.3n

¢) En déduire que la série uy, converge a 'ordre 2, et que, pour tout n > 1 :
q g ) que, p
n>1

1
437"

()g«R2m,<

(d) Montrer que, pour tout p > 1, la série Z uy, converge a l'ordre p et que pour tout n > 1 :
n>1

1
0<R

X pm/g 2p,3n‘

(e) La série Z R, ,, converge-t-elle ?
n=1
(=D"

3. On considére, dans cette question uniquement, que pour tout n € N : u,, = 1
n

1 n

dt = 0.

(a) Montrer que : lim
n—+oo Jg 141

1 1
(b) Soit N € N. En remarquant que pour tout k € N, Pl = / t¥ d¢, montrer que :
0

Up = - .
—~ "o 1+t Sy 1+t

(¢) En déduire que la série Z uy, converge et que, pour tout n > 0 :
n>=0

R :/1 (_t)n+l dt
br= 1+t

(d) Montrer par récurrence que, pour tout entier p > 1, la série Z uy, converge & l'ordre p et

n=0
1 —t n+p
o (T+¢)P

que pour tout n > 0 :

[ Exercice 3 — Centrale 2025 (Maths 2) (Parties A, B.I et B.II)

Notations

Si a et b sont deux entiers tels que a < b, on note [a, b] 'ensemble des entiers k tels que a < k < b.
Pour n € N, on appelle polynéme trigonométrique de degré inférieur ou égal a n toute fonction de R

dans C de la forme .
T Z cpelF?

k=—n
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ou, pour tout k € [—n,n], ¢t € C. On note T, I'ensemble des polyndmes trigonométriques de degré
inférieur ou égal a n. C’est un C-espace vectoriel, ce qu’on ne demande pas de vérifier.

On note Cy, le C-espace vectoriel des fonctions continues 27-périodiques de R dans C et C3 le sous-
espace vectoriel des fonctions de classe C! 2m-périodiques. Pour g € C§_ et h > 0, on pose :

wy(h) = sup [g(s) —g(t)|.

[t—s|<h

Pour toute fonction bornée f de R dans C, on pose :

[fllse = sup [f ()]
teR

Partie A — Préliminaires

—

. Montrer que si g est la fonction sinus, alors, pour tout h > 0, wy(h) < h.

o

(a) Montrer que, pour tous g € C9_ et h > 0, wy(h) est un réel bien défini.
(b) On suppose que g € C3.. Montrer que, pour tout A > 0, wy(h) < h||¢'||l..- En déduire que
li h) = 0.
P wg(h)
On admet que }Lir% wy(h) = 0 est vrai pour tout g € C3, .
%
3. Soit h et h' deux réels strictement positifs et soit g € C3_.
(a) Montrer que, si h < I/, alors wg(h) < wgy(R').
(b) Montrer que wy(h + ') < wy(h) 4+ wy(h').
(c) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 et pour tout réel A strictement

positif :
wg(nh) <nwg(h) et wy(Ah) < (1+ X)wy(h).

4. Soit g € ng. Montrer que pour tout z € R,

/_ : g() dt = /_ 7; o(t) dt.

5. Soit g € CY_ et n € N. Pour tout p € T, on note A(p) la fonction de R dans C définie par
vreR A@@) = [ pla-tgd

Montrer que A définit un endomorphisme de 7T,.

Partie B
I — La fonction J,

Pour tout n € N, on définit la fonction ¢, de R dans C en posant, pour tout ¢t € R,
. n
on(t) =72 ) " e* et fu(t) = pn(t)".
k=0

Dans cette sous-partie, on fixe un entier n € N.
6. Montrer que, pour tout réel ¢t n’appartenant pas a 277,

sin((n—i;l)%) ot fn(t):<sm((nt1)é))4.

S b S 5

(;On(t) =

7. Montrer que ¢, et gp% appartiennent a 7,, puis que f, appartient & Ta,.

™
8. Montrer qu’il existe un réel strictement positif ¢, tel que / enfn(t)dt = 1.

—Tr
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Pour tout n € N, on pose désormais J, = ¢, fy, de sorte que J, est une fonction réelle positive vérifiant

™

Jn € Ton et / Ja(t)dt = 1.

—T

IT — Une majoration de / [t| Jn(t)dt

Soit n € N.

W [ hio
9. Montrer que/ t| Jo(t)dt = 20

0

2
10. Montrer que pour t € [0, g], —t<sint < ¢.
7r

™ 1 2 (n+1)T ;. 4
11. En déduire que / t fu(t)dt < 7 <n—i— > / psintu
0

0 2 U3
sintu sintu
Pour les 3/2 : Bien que 5— ne soit pas défini en 0, la fonction u — ——=— se prolonge par
u u
(13 gind
continuité en 0 (on le vérifiera). On peut donc définir I'intégrale / —— du.
0 u
ﬂ L[5 ginty
12. En déduire également que / fa(t)dt > 2(n+1) / — du.
0 0 u
. sin® u . , ) sintu
Pour les 3/2 : Bien que —— Dhe soit pas défini en 0, la fonction u +— —— se prolonge par
u u
(n+1)5 sin*u
continuité en 0 (on le vérifiera). On peut donc définir I'intégrale / — du.
0 u
T a
13. Montrer qu’il existe a > 0 tel que, pour tout n € N, / [t| Jn(t)dt < T
n
—Tr
Exercice 4 — E3A 2024 (Exercice 4)
Soit E = R[X] l'espace vectoriel des polyndomes a coefficients réels.
1. Soient P et () deux éléments de E.
P q
On note : P = Zaka et Q = Zkak, ot a, # 0 et by # 0.
k=0 k=0
Prouver que la série Z 27" P(n) Q(n) est absolument convergente.
n=0
+oo
2. On pose pour tous P et ) dans E : (P | Q) = Z 27" P(n) Q(n).
n=0
(a) Montrer que : (S| S) =0 <= S est le polynéme nul.
(b) Démontrer alors que 'on définit ainsi un produit scalaire sur E.
3. Quelques calculs de sommes
+o0
(a) Rappeler I'ensemble de définition de la fonction f: ¢ +— Z t" et sa somme.
n=0

(b) Justifier que la série Z e "* converge pour x € RY.
n=0
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“+oo

(c) Exprimer g : x +— Z e """ al'aide de la fonction f et en déduire que g est de classe C* sur
R’j_ n=0
(d) Soit z > 0. Exprimer a l'aide des fonctions usuelles, g(z), ¢'(z) et ¢"(z).
+oo
(e) Soit o un entier naturel, on pose S, = Z n® 27",
n=0

Pour les 5/2 : Calculer Sy, S; et Ss.
On pourra utiliser les questions précédentes avec une valeur de x bien choisie.

Pour les 3/2 : Pour tout N € N, on note gy la fonction définie sur R par gy(z) =
N

S

n=0

i. Soit N € N. Exprimer gn(x) a l'aide de g(x) pour tout = > 0, puis calculer gy (z) de

deux maniéres.
+0o0
ii. Soit > 0. Montrer que gy (z) — ¢'(x). En déduire la valeur de Zne_m, puis
N—+o0 0

celle de S;.
iii. Calculer Sy et Ss.

On admettra que S3 = 26 et Sy, = 150.

4. On cherche & calculer la distance du vecteur X2 au sous-espace vectoriel R;[X] dans E muni du
produit scalaire défini dans la question 2.

(a) Déterminer les réels a et b tels que X2 — aX — b soit orthogonal & 1 et a X.
+o0

(b) Prouver que I'ensemble {Z 27" (n% —en — d)?, (c,d) € R2} posséde un minimum.
n=0

(¢) En déduire la distance recherchée.
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DS 1 — PROGRAMME DE PREMIERE ANNEE — CORRECTION

[ Exercice 1 — E3A 2024 (Exercice 1)

1. Tout polynéme P € FE définit une fonction continue sur le segment [—1,1], donc L(P) =

1
/ P(t)dt est un réel bien défini. Soient (P,Q) € E? et (o, 3) € R% Par lindarité de l'inté-
-1

grale :

1

1 1
L(aP + Q) = /_1 (aP(t) + BQ(t)) dt = a/ P(t)dt + 5/_1 Q(t)dt = aL(P) + BL(Q).

Ainsi ‘ L est une application linéaire de E dans R, c’est-a-dire une forme linéaire sur F. ‘

tk+1
2. Soit k € [0,2n]. Une primitive de t + t* est t Py donc :
1 k+1 71 k41
t 1—(-1)
Lex) = [ trdt= -\
(ex) /1 {kH]l k+1

Si k est pair, (—1)k*!1 = —1; si k est impair, (—1)¥*! = 1. D’ot :

L(e) = si k est pair, L(ex) = 0 si k est impair.

k+1

3. La forme linéaire L n’est pas nulle puisque L(ep) = 2 # 0. Son noyau est donc un hyperplan de
E, qui est de dimension 2n + 1. Ainsi | dim Ker(L) = 2n. |

4. D’aprés la question 2, L(e;) = 0 (car 1 est impair), donc e; € Ker(L). Comme e; = X # 0, la
famille (e1) est une famille libre de Ker(L). D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut
la compléter en une base de Ker(L), qui compte 2n vecteurs d’aprés la question 3.

Ainsi ‘ il existe une base U = (e, ua, ..., us,) de Ker(L) dont le premier vecteur est ej. ‘

5. (a) Soient Q = aeg € Vect(ep), avec a € R, et P € Ker(L). Comme e est le polyndéme constant
égal & 1:

1 1
(Q|P)—/1Q-P(t)dt—a/ P(t)dt = a L(P) = 0.

-1

Ainsi ‘Vect(eg) et Ker(L) sont orthogonaux. ‘

(b) D’aprés la question 5a, Vect(eg) C Ker(L)*. Or Ker(L) et Ker(L)* sont en somme directe :
si P € Ker(L) N Ker(L)*, alors P est orthogonal & lui-méme, (P | P) = 0, donc P = 0
puisque (- | -) est un produit scalaire. A fortiori Vect(eg) N Ker(L) = {0} et la somme
Vect(ep) + Ker(L) est directe. De plus, eg # 0 donc dim Vect(ep) = 1, et d’aprés la question
3

dim (Vect(eg) @ Ker(L)) =1+ 2n = dim E.

Le sous-espace Vect(eg) @ Ker(L) de E ayant la dimension de F, il lui est égal :

‘E = Vect(eg) ® Ker(L). ‘

6. Soit A un réel.
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(a)

Soit P € E. Le polynéme X = e; appartient & F car 1 < 2n, et L(P) est un réel, donc
T\(P) = P+ AL(P)X est une combinaison linéaire d’éléments de E : T)\(P) € E.

Soient (P, Q) € E? et (a, 8) € R%. Par lindarité de L :

T\(aP + BQ) = aP + AQ + A (aL(P) + BL(Q)) X
— 0 (P+AL(P)X) + B (Q+ AL(Q)X) = a Ty(P) + BTX(Q).

Ainsi ‘T)\ est un endomorphisme de E. ‘
Soit P € E. Par linéarité de L, et comme L(X) = L(e;) =0 :

(LoT\)(P) = L(P+AL(P)X) = L(P) + AL(P) L(X) = L(P).

Ainsi |VP € E, (LoTy)(P) = L(P),| c'est-a-dire Lo T} = L.

Soit U = (ey,ug, . .., us,) la base de Ker(L) obtenue a la question 4. Comme E = Vect(ey) D
Ker(L) d’apreés la question 5, la famille C = (e, e1, ug, . . ., u2y), obtenue en concaténant une
base de Vect(ep) et une base de Ker(L), est une base de E adaptée a cette décomposition.

Calculons les images des vecteurs de C. D’une part, L(eg) = 2 donne :
T)\(eo) =eyg+ 22X =eg+2)\eq.

D’autre part, pour tout P € Ker(L), T\(P) = P+ X-0-X = P, donc T)(e1) = e; et
T\ (ug) = ug pour tout k € [2,2n]. D’ou :

1 0 O 0
20 1 0 0
Mate(Ty) = 0 0 1 . | € Mosi(R),
ol 0
o o0 - 0 1

c’est-a-dire la matrice identité Ia,11 dont le coefficient en position (2, 1) a été remplacé par
2.

Pour les 5/2 : La matrice Mate (7)) est triangulaire inférieure, donc ses valeurs propres

sont ses coefficients diagonaux, tous égaux a 1. Ainsi ‘ Sp(Ty) = {1}. ‘

Pour les 3/2 : Soit p un réel et P € E un polyndéme non nul tel que T)(P) = uP.
Appliquons L aux deux membres : d’aprés la question 6b, L(Ty(P)) = L(P), et par linéarité
L(uP) = uL(P). Donc L(P) = uL(P), soit :

(1 - p) L(P) = 0.

— Si L(P) #0, alors = 1.
— Si L(P) =0, alors T\(P) = P+ X-0- X = P, donc uP = P, soit (u—1)P = 0. Comme
P#0,u=1.

Dans les deux cas,

Soit P E.On a :
T\(P)=P < AL(P)X =0 < ML(P)=0,

car X # 0.

— Si A =0, cette condition est toujours vérifiée : tout polyndéme P € E vérifie Ty(P) = P,
c’est-a-dire Ty = Idg.

— Si A # 0, la condition équivaut a L(P) = 0 : les solutions sont exactement les polynémes
de Ker(L).

Ainsi :

E siA=0,

PeB|I\P)="P}= {Ker(L) si A # 0.
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(e) Pour les 5/2 : Si A\ =0, alors To(P) = P pour tout P € E, donc Ty = Idg, dont la matrice
est diagonale dans toute base de E : Tj est diagonalisable.

Supposons A # 0. D’aprés la question 6d, la seule valeur propre de T) est 1, et pour P € E :

T\(P) =P < AL(P)X =0 < L(P)=0,

car A # 0 et X # 0. Le sous-espace propre associé a 1 est donc Eq(T)\) = Ker(L), de
dimension 2n d’aprés la question 3. Or T) est diagonalisable si et seulement si la somme
des dimensions de ses sous-espaces propres vaut dim £ = 2n + 1. Comme 2n # 2n + 1, T
n’est pas diagonalisable.

Ainsi ‘TA est diagonalisable si et seulement si A = 0.

Pour les 3/2 :

i.

ii.

Soit (fo, ..., fon) une base de E dans laquelle la matrice de T} est diagonale, de coef-
ficients diagonaux pug, ..., ton. Par définition de la matrice d’un endomorphisme dans
une base, pour tout i € [0,2n], Th(f;) = pifi- Comme f; est un vecteur d’une base,
fi # 0, et la question 6d donne p; = 1 : T (f;) = fi-

Les endomorphismes T et Idg coincident sur la base (fo, ..., fon), donc, par linéarité,
sur F tout entier :

Supposons qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de T est diagonale.
D’apres la question i, Ty = Idg, donc en particulier Ty (eg) = ep, soit 2Ae; = 0 d’apreés
le calcul de la question 6¢c. Comme ey # 0, A = 0.

Réciproquement, si A = 0, alors Ty = Idg d’aprés la question 6d, et sa matrice dans
n’importe quelle base de F est Iz, 11, qui est diagonale.

Ainsi :

‘la matrice de T) est diagonale dans une base de E si et seulement si A = 0. ‘

(f) Soit P € Ker(Ty). En appliquant L a l'égalité T\(P) = 0, la question 6b donne L(P) =
L(T\(P)) = L(0) =0. Alors T\(P) =P+ X-0- X = P, donc P =T)(P) =0.
Ainsi Ker(Ty) = {0} : Pendomorphisme T est injectif. Comme FE est de dimension finie, un

endomorphisme injectif de E est bijectif. Donc ‘TA est un automorphisme de E. ‘
(g) Soient a et 5 deux réels et P € E. En utilisant la question 6b, L(T3(P)) = L(P), d’oit :

Ainsi |V(o, B) € R?, Ty 0Ts = Toyp.

(To 0 T3)(P) = T(P) + a L (T3(P)) X = P+ BL(P) X + a L(P) X
=P+ (a+B)L(P) X = Tays(P).

(h) D’apreés la question 6g, T\ oT_y =T_yo Ty = Ty. Or Ty(P) = P+ 0- L(P)X = P pour
tout P € F, donc Ty = Idg. Ainsi T est 'inverse de T}, :

Tyt =T, Ccestadire VPeE, T, '(P)=P-\L(P)X.

[ Exercice 2 - ECRICOME ECS 2020 (Exercice 2) ]

1. Cas u,

1

_na

(a) La série E uy, est une série de Riemann :

n=1

E Uy, converge si et seulement si a > 1.
n=1
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(b)

1
Soit k > 2. Comme a > 1 > 0, la fonction ¢ — o est décroissante sur |0, 4+o00[.

1 1
Pour t € [k,k+ 1], on a t > k, donc o < Ta Par croissance de l'intégrale sur un segment

k+1 dt k+1 dt 1
7< - -
Lowcl e
1

1
Pourte[k—l,k],ona0<k—1<t<k,donct—a>k et de méme :

/k dt /k dt 1
— > R —
k-1t Jpo1 B RS

Mlae 1 Fodt
vk > 2, / — < =K / —.
Soit n > 1 et N > n—+1. Les entiers k compris entre n+1 et N vérifient £ > 2 : en sommant
I’encadrement précédent pour k allant de n + 1 & IV, la relation de Chasles donne :

/N—l—ldt Z /th
gl O S k.a S to’

n

de longueur 1 :

-«

Pour 0 < a < b, une primitive de ¢t +— ¢t~ étant t — 1

/bdt_ 1 11
W 1@ a—1\a*1 po-1)°

1 1
Comme o — 1 > 0, No 1 N—H—oo\ 0 et (NF 17T Note 0. Par ailleurs, la série Zuk

converge, donc E ——— Ry . Par passage a la limite dans I’encadrement :
[ ka N—~+o00
n

1
Soit n > 1. En divisant ’encadrement précédent par —— > 0 :
(= 1)no—t

a—1
n <%<1‘
n+1 1

(v —1)na—t

/

or —— 1, donc
n+1 n—+oo n+1

théoréme d’encadrement, le quotient tend vers 1 :

a—1
> — 1 par continuité de z — -+ en 1. Par le
n—-+o0o

1
Fin n—stoo (a —1)no—1’

La série g uy, converge a ’ordre 2 si et seulement si la série g R1 ,, converge. D’aprés la
1

a—1 po1’

le critére d’équivalence des séries a termes positifs, g R1 ,, a la méme nature que la série

question précédente, Ry, ~ et ces deux suites sont strictement positives. Par

de Riemann Z ——» qui converge si et seulement si o —1 > 1.

Ainsi, |la série E uy converge a l'ordre 2 si et seulement si a > 2.
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(f)

2. Cas
(a)

. C A . , . . ”, .
Si Rp_1,n ~ —5 avec ¢ > 0 et 8 > 1, la méme comparaison série-intégrale qu’aux questions
n
c . s
1b a 1d donne R, ,, ~ W : chaque passage au reste abaisse ’exposant d’une unité.
—1)n

On conjecture donc que :

E uy converge a 'ordre p si et seulement si o > p,
n=1

N 1
n—+oo (@ —1)(a—2) -+ (. — p)ne—p

avec, dans ce cas, Ry,

U/n:n7

2 .
Pour n > 2, on a n™ > n*, donc :

. . 1 : : e
La série de Riemann g — converge. Par comparaison de séries a termes positifs :
n

la série E Uy, converge.
n=>1

Soit k > 3. Par croissance de z — z* sur Ry, k¥ > 3¥ > 0, d’ott en passant a l'inverse :

1

Soit n > 2 et N > n+ 1. Les entiers k compris entre n + 1 et N vérifient £ > 3, donc :

N N 1\N—-n
1 1 1-(3) 1 3 1
0S 2 WS ) mTm oI Sgia g
k=n+1 k=n+1 3

La série Zuk converge, donc le terme du milieu tend vers Ri, quand N — 4o00. Par
passage & la limite :

1
2.3

Vn=22, 0<Rip<

Le méme calcul donne, pour tout réel ¢ > 0 et tout n € N :

+oo

E, c__°
kK~ 9.an’

L 323

Pour n > 2,0 < Ry, < —, de raison % € ]-1,1],

2.3’ 2-3
converge. Par comparaison de séries a termes positifs, la série g Ry, converge :

et la série géométrique Z

la série g Uy, converge a l'ordre 2.
n=>1

Soit m > 1. Les entiers k > n + 1 vérifient k > 2, donc en sommant I'encadrement de R
pour k > n + 1 (toutes les séries en jeu convergent) :

= =1 11
O0<Bon= D, Rik< D 5i=5 5.0
k=n-+1 k=n-+1

D’ou :
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1 1
Z 6 On établit donc
I’encadrement pour n > 2 lorsque p = 1, et pour n > 1 dés que p > 2.

(d) Pour p =1 et n =1, I'inégalité demandée est fausse : Ry 1 > ug =

Montrons par récurrence sur p > 1 la propriété H, : « la série g u, converge a l'ordre p

n=1
1
et, pour tout n > 2, 0 < Ry, < 2 »
— Initialisation. H1 est établie aux questions 2a et 2b.
1
— Hérédité. Soit p > 1. On 5uppose que H, est vraie. Pour n > 2, 0 < Ry, < % 3 et

la série géométrique E converge : par comparaison de séries a termes positifs,

2p . 3n
ZRP»" converge, c’est-a-dire que Zun converge a l'ordre p + 1. Pour n > 2, en
sommant I’encadrement de R, pour k >n+1:

1 1
0S Bprin= Z Fpk < Z 20 3k:2p .37 optl.3n’
k=n+1 k=n+1

Ainsi Hpy1 est vraie.

Par récurrence, H, est vraie pour tout p > 1 : la série g Uy, converge a tout ordre, et :
n>1

1
2p . 3

Vp}l, Vn > 2, 0<Rp,n\

Enfin, pour p > 2, les entiers k > 2 relévent de H,_1, donc :

I = 1 1 1

L’encadrement vaut donc aussi pour n = 1 dés que p > 2.
(e) D’apreés la question précédente, la série Zun converge & tout ordre, donc R, est défini
pour tout n > 1, et pour n > 2 (en prenant p =n) :

: : 1 . : .
La série géométrique g & converge. Par comparaison de séries & termes positifs :

la série E R, ,, converge.

n=>1

(=1)"
n+1

(a) Soit n € N. Pour ¢t € [0,1],ona 1+t > 1ett" >0, donc 0 <

I'intégrale :

3. Cas u, =

tTL
1+t

1 tn 1 1
Og/ dté/tndt:
0 ].+t 0 n+1

——— 0, le théoréme d’encadrement donne :
n+1 n—too

< t". Par croissance de

Comme

1 "
lim / dt = 0.
n—+4oo fo 1+
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1 75l~::+1
(b) Soit N € N. PourkEN,/ thdt = [ ]

1
= , donc u, = (—1)”/ t"dt =
0 k+1 0 0

1
/ (—t)" dt pour tout n € N. La somme étant finie, la linéarité de 'intégrale donne :
0

N 1 N
Su= [ Y-
n=0 0 n=0
Pour t € [0,1], —t # 1, et la somme des termes d’une suite géométrique de raison —t vaut :

N . 1— (_t)N—i-l 1 (—t)N+1
nzjo(_t) T 1= (=t) 1+t 1+t

En intégrant sur [0, 1] :

N 1 1 N+1
dt —1
Up = / — / (=) dt.
nzo o 1+t Jy 1+t
(¢c) Pour N € N, par I'inégalité triangulaire puis la question 3a :

/ 0 g/ dt —— 0.
0 1+t 0 1+t N—+oo

Loat
D’aprés la question 3b, les sommes partielles de Z Uy, convergent donc vers / 11 =1In2.
0

Ainsi, | la série E uy converge, | et sa somme vaut In 2.
n=0

Soit n > 0. Le reste est la différence entre la somme et la somme partielle d’indice n :

B Y-S [0 ([ [
Ln = 2k =, 1+t o 1+t Jo 1+t '

1 (_t)n—H

——dt.
1+t

Vn >0, Rl,nz/
0

(d) Montrons par récurrence sur p > 1 la propriété H, : « la série Zun converge a 'ordre p
n=0

1 (_t)n-l-p

(I+¢t)yp

— Initialisation. H1 est la question 3c.

et, pour tout n > 0, Ry, = / dt ».
0

— Hérédité. Soit p > 1. On suppose que H, est vraie. Soit N € N. Par linéarité de
I'intégrale (somme finie), puis somme géométrique de raison —t # 1 :

N 1
_ (—t)P .
nZ:oRp’n - /0 (1+ 0 n;)(_t) dt

A GO T CORS
_/0 (14t di

)
1 Y 1 (_p\N+p+l
[ e,
o (L+t)r* o (I+o)pt
Pour ¢ € [0,1], (1 +¢)P*! > 1, donc :

1 (_t)N+p+1 1 1
/ ~ gt g/ NPl g = 0
o (14t)ptl 0 N+p+2 Notoo
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i
Les sommes partielles de Z Ry, ,, convergent donc vers S, = /0 e dt : la série
Z R, ,, converge, c’est-a-dire que Z Uy, converge a l'ordre p + 1. Pour n > 0, le reste

vaut :
n 1 (7t)n+p+1
Rpy1n = Sp — R,k:S—<S—/ dt>
P+ P kz;) P P o (T4 Pt
1/ 4 \n+(p+1)
_ / (GO
o (L+t)yptl

Ainsi Hpy1 est vraie.

Par récurrence, la série E Uy converge a tout ordre p > 1, et :
n=0

1 (_t>n+p
Vp>1, Vn >0, Rp,n:/ ——dt.
o (L+t)P

Exercice 3 — Centrale 2025 (Maths 2) (Parties A, B.I et B.II)

Partie A — Préliminaires

1. Soit h > 0 et soient s et t deux réels tels que |t — s| < h. La fonction sinus est de classe C' sur
R, de dérivée cos bornée par 1, donc I'inégalité des accroissements finis donne

2.

|sins —sint| < [s —t| < h.

L’ensemble {|g(s) — g(t)| | (s,t) € R?, [t — s| < h} est donc majoré par h, et sa borne supérieure

vérifie |wy(h) < h.

(a)

Soient g € C9_ et h > 0. La fonction g est continue sur le segment [0, 2], donc bornée sur
ce segment par un réel M ; par 2w-périodicité, |g| < M sur R tout entier. Pour tous réels s
et t, |g(s) — g(t)| < lg(s)| + |g(t)| < 2M. L’ensemble

A= {|g(s) = g(®)| | (s,1) € R, |t — 5| < h}

est une partie de R non vide (elle contient |g(0) — ¢g(0)| = 0) et majorée par 2M : elle admet

une borne supérieure. Ainsi |wg(h) = sup Ay, est un réel bien défini.

Supposons g € C3_. La fonction ¢’ est continue et 27-périodique, donc bornée d’aprés 'ar-

gument précédent : ||¢’||., est un réel. Soient s et ¢t deux réels tels que |t —s| < h. Les

roles de s et t étant symétriques, on peut supposer ¢ < s. Comme g est de classe C!,
S

g(s) —g(t) = / g’ (u) du. Par l'inégalité triangulaire, puis par croissance de I'intégrale (les
t

bornes vérifiant ¢ < s),

/ts g (u) du

Le réel h ||¢'||,, majore Ay, donc |wy(h) < ¢

l9(s) —g(t)] =

< [lg@laus [ gl du= =0 ). <nlo.

Par ailleurs, A, est une partie de R, (une valeur absolue est positive), donc sa borne
supérieure est positive : wg(h) > 0. On a ainsi 0 < wy(h) < h|¢'||,, pour tout h > 0, et

hllg||e — 0. P d t, | 1i h) = 0.
19l s o ar encadrement, hli%wg( )
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3. (a) Si h <P, tout couple (s,t) vérifiant [t — s| < h vérifie aussi |t — s| < A : avec la notation
de la question 2a, A, C Ayp. Le réel wy(h') majore Ay, donc majore Ap, et il est donc

supérieur ou égal & la borne supérieure de Ay, : |wy(h) < wy(h).

h
(b) Soient s et ¢ deux réels tels que |t — s| < h+ h'. Posons u = s + m(t —s). Alors

/

t—s|<h et |t—ul=-—-—
tosl<h et Jt-u =

lu — s = It —s| < I,

e
h+n
donc, par I'inégalité triangulaire et par définition de wg(h) et wy(h'),

lg(s) —g()] < lg(s) — g(u)| + |g(u) — g(t)| < wy(h) + wy(R).

Le réel wy(h) 4+ wg(h') majore App, donc |wg(h + h') < wy(h) + wg(h').

(c) Pour n € N*, notons P, la propriété « wg(nh) < nwy(h) ». Montrons par récurrence que
P, est vraie pour tout n € N*.

— Initialisation. Pour n =1, wy(1 - h) = wy(h) = 1-wy(h), donc Py est vraie.
— Hérédité. Soit n € N*. On suppose que P, est vraie. Montrons que Pp1 est vraie.
D’aprés la question 3b appliquée aux réels strictement positifs nh et h, puis d’aprées P,,,

wg((n+ 1)h) = wg(nh + h) < wg(nh) +wg(h) < nwg(h) + wy(h) = (n+ 1) wy(h),

donc Py est vraie.

Par récurrence, |Vn € N*,  wy(nh) < nwy(h).

Soit A >0etn=|A+1€N" Onal<n<A+1 Comme \h < nh, la question 3a puis
ce qui précéde donnent

wg(Ah) < wy(nh) < nwg(h) < (1+A)wg(h),

la derniére inégalité utilisant wy(h) > 0 (question 2b). Ainsi|wy(AR) < (14 X) wy(h).

4. La fonction g est continue sur R, donc y admet une primitive G. Pour x € R, posons
T+
O(x) :/ g(t)dt = G(r+z) — G(—7 + x).
—T+x
La fonction ® est de classe C! sur R et, par 2r-périodicité de g,
VzeR, ®(z)=g(r+z)—g(-7m+z)=g(r+z)—g(r+z—2m)=0.

Les parties réelle et imaginaire de ® ont une dérivée nulle sur I'intervalle R, donc ® est constante
sur R : pour tout x € R, ®(z) = ®(0), c’est-a-dire

/ 7: g(t)dt = / 7; g(t) dt.

5. Soit p € Ty, : il existe (cx)_nck<n € C*H tel que p(z) = Z cxe™ pour tout z € R. Soit
k=—n
x € R. La fonction ¢ — p(z —t) g(t) est continue sur [—m, 7], donc A(p)(z) est bien défini, et par
linéarité de l'intégrale,

™
Posons 7y, = / e *tg(t)dt € C pour k € [—n,n] : ces nombres ne dépendent pas de z, et
-7
n

A(p)(x) = Z (cxvi)e*® pour tout = € R, done A(p) € Ty.

k=—n
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Soient p,q € T, et A € C. Pour tout z € R, par linéarité de l'intégrale,

™

A(Ap+q)(x) = / (Ap(z —1t) +q(z — 1)) g(t) dt = A A(p)(z) + A(g)(z),

—T

donc A(Ap+¢q) = AA(p) + A(g). Ainsi ’ A est un endomorphisme de 7y,. ‘

Partie B
I — La fonction J,
6. Soit t € R\ 27Z. Alors e # 1 et la somme des termes d’une suite géométrique de raison e’

donne
1(n+1)t

n
k
DL

k=0

‘ . . . . 0 t
Or, pour tout réel 6, el — 1 = ¢i?/2 (619/2 — e_“g/Q) = 2i¢?/2gin ok Comme 3 ¢ w7, sin — 7& 0 et

Zn: e 20602 sin (0 + 1)) int/2 S (n+1)%)
(§ = —e i SV

— 2i eit/2 sin % sin %
. sin ((n+1)%
En multipliant par e /2 : | o, (t) = ((,—t)2), puis, en élevant a la puissance quatriéme,

sin &

2
sin ((n+ 1)%) !
f n(t) - -t : :

sin 5

Erreur d’énoncé

pn, Nappartient pas & 7, si n est impair. Cette erreur figure dans le sujet d’origine, tel que
les candidats ’'ont eu le jour du concours en 2025.

Pour tout t € R, ¢, (t) = Zei(k_%)t,
k=0
n n
Si n est pair, 5 est un entier, donc pour k € [0,n], Pexposant k — 3 est un entier vérifiant

imt

n
< n. Ainsi ¢, est de la forme t +— Z Cme

m=—n

(avec ¢y, = 1 si

n n
—ng—*gk—ggi

2
m+g€[[0,n]] et ¢, = 0 sinon) : ¢, € Ty

Si n est impair, @, ¢ T,. En effet, tout élément de 7, est 2mw-périodique, comme combinaison

linéaire des fonctions t + ™ avec m € Z. Or ¢,(0) = n + 1 et ,(27) = *m’TZe?lk’r =

(=D"(n+1) = —=(n+ 1) # ¢,(0), donc ¢, n’est pas 2m-périodique. Par exemple gol( ) =
e /2 4 §lt/2 — 2COS% est 4m-périodique mais pas 2w-périodique.

Quoi qu'il en soit, 'appartenance de ¢, & T, n’est plus utilisée dans la suite du probléme.

Pour tout t € R, en développant le produit,

n n

n n
on(t)? = Z Zei(j—%)tei Zel j+k—n)t
7=0 k=0 j=0 k=0

Pour (j,k) € [0,n]?, j+k—n est un entier de [[ n,n]. En regroupant les termes selon la valeur de

= j+k —n, on obtient ¢, (¢ Z dme™ ot d,, est le nombre de couples (j, k) € [0, n]?

m=—-n

tels que j + k = m + n. Ainsi |92 € T,.
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Plus généralement, si p et ¢ sont deux éléments de T, p(t) = Z are™ et q(t) = Z bel’t,
k=—n l=—n
alors
n n
S 3 S wnaen
k=—nl=—n

avec k + 1 € [-2n,2n] : en regroupant de méme les termes selon la valeur de k + I, pg € Tay.

Appliqué a p = g = 2, cela donne | f,, = (@721)2 € Ton.

8. Pour tout ¢t € R, le changement d’indice j = n — k donne

Ze_l :Ze” 5)t on(t),

j=0

donc ¢, est & valeurs réelles et f, = ¢ est a valeurs réelles positives. La fonction f,, est continue
sur R, comme somme et produit de fonctions continues, et f,(0) = (n + 1)* > 0. L’intégrale sur
[—7, 7| d’une fonction continue, positive et non identiquement nulle est strictement positive :

™
I, = fn(t)dt > 0.
—T
) 1 . . L.
Le réel ¢, = T est strictement positif et vérifie

s In
L fa () dt = 2t =1,
| enfutyat =3

—T

. 1 .
Ainsi | ¢, = — convient.
n

IT — Une majoration de / [t| Jn(t)dt

—Tr

9. Pour tout t € R, ¢,(—t) = pn(t) = ¢n(t) d’apres le calcul de la question 8 : ¢, est paire, donc
fn aussi. Les fonctions t — |t| f,(t) et fy, sont continues et paires sur [—7, 7], donc

/_Z\t Jn(t)dt—cn/_tr\t\ fn(t)dt—an/Owtfn(t)dt et 1_/_7r dt—2cn/ £ult)

T T -1
La seconde égalité montre que / fn(t)dt # 0 et donne 2¢,, = < / fn(t) dt> . En reportant
0 0

dans la premiére :

Tt
o v

10. Premiére méthode : étude de fonctions. Posons u(t) = ¢t — sint pour ¢t € |0,

T
5] La fonction u
est dérivable, u/(t) = 1 — cost > 0, donc u est croissante ; comme u(0) = 0, u > 0, ¢’est-a-dire

sint < t.

2 2
Posons v(t) = sint — —t pour t € [O, g} La fonction v est dérivable, v'(t) = cost — — est
T v

2 2
continue et strictement décroissante sur [0, g], avec v'(0)=1—=>0et ? (g) =——<0.1
T T

existe donc ty € }O, g [ tel que v' > 0 sur [0,%] et v/ < 0 sur [to, g} : v est croissante sur [0, to]
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11.

12.

et décroissante sur [to, g} Comme v(0) =0 et v <g) =1—-1=0, v 2> 0 sur chacun des deux

intervalles, c¢’est-a-dire — ¢t < sint. Ainsi
T

2
Vte{o,z], Lt <sint <t
2 T

Seconde méthode : concavité. La fonction sinus est deux fois dérivable sur [0, g] et sin” = —sin <
0 sur cet intervalle : elle y est concave.

Une fonction concave est en dessous de ses tangentes. La tangente en 0 a pour équation y =
sin’(0) ¢ + sin 0 = ¢, donc, pour tout ¢ € [0, g}, sint < t.

Une fonction concave est au-dessus de ses cordes. La corde joignant les points (0,sin0) = (0,0) et

T . T s ) . 1-0 2 T 2
(—,sm —) = (—, 1) a pour équation y = — t = —t, donc, pour tout ¢t € {O } sint > —t.

2 2 2 37— 0 s 2 71'
On retrouve 'encadrement.

t t 2t t
Soit t € ]0, 7). Alors 3 € }0, g} et la question 10 donne sin 3 > — 5= > 0, donc, d’apres la
™ s
question 6,
i 4 t i 4 t i 4 t
sin® ((n+1)5 sin® (n+1)5 sin® ((n+1)5

4 3
sin 5 t t

sint ((n+1)%
SERICRSTE

4
1
n; ) t, donc ¥ se

prolonge par continuité en 0 par 1(0) = 0; I'inégalité ¢ f,(t) < 7*(t) reste vraie en t = 0, ol
les deux membres sont nuls. Par croissance de I'intégrale sur [0, 7,

| enar<at [T

U
se prolonge de méme par continuité en 0 par la valeur 0, et le changement

La fonction ¢ : t est continue sur |0, 7] et () o (
—

i 4

. sin
La fonction u — 3
U

de variable affine ¢ =

/ o(t) /”“‘1 2 sin? u3 2 du — (n+1)2 /(n+1)72r sin® u du
2u n+1 4 0 u3
n+1
Comme 74— (n+ < > on obtient
T 1 2 r(n+D)Z 54
/ t folt) dt < 7t <”+ > / L )
0 2 0 u
. t t
Soit t € ]0,7]. La question 10 donne 0 < sin 5 2 donc, d’aprés la question 6,
sin* ((n+1)%) sin* ((n+1)3)
fot) = ——— =5 2 16 ——— 5
sin™ 5 t
-4 ¢ 4
sin® ((n+1)3 1
La fonction x : t — ((#1)2) est continue sur |0, 7] et tend vers % en 0 :on la

prolonge par continuité en 0 par cette valeur, et I'inégalité f,(t) > 16 x(t) reste vraie en t = 0,
ot les deux membres valent (n + 1)%. Par croissance de I'intégrale,

/ Ful®) /0 " () dt.
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13.

. intu
La fonction u

1 se prolonge par continuité en 0 par la valeur 1, et le changement de
U

variable ¢ = s donne
n+1

/71' X(t) & — /(nJrl);r Sin4 u4 . 2 du — (n + 1)3 /(n+1)g Sln4 u du
0 0 (271,1) n + 1 8 0 U4
n+1

= 2(n + 1)3, on obtient

T (n+1)Z i 4
/ Fat)dt = 2(n + 1)3/ CE .
0 0

(n+1)3

C 16 -
omme 3

i
Soit n € N et posons X = (n+ 1)%, de sorte que X > g > 1. La fonction u +— Lgu, prolongée
u

par 0 en 0, est continue et positive sur [0, X|, et 'on coupe son intégrale en 1 par la relation de

Chasles.
sin®u

3

Pour u € ]0,1], 0 < sinw < u d’apreés la question 10, donc 0 < < u; 'inégalité reste vraie

Lsintu !
en 0 et, par croissance de 'intégrale, / —5—du < / wdu =
o U 0

.4 X o4 X
sin® u 1 sin® u du
Pour v € [1,X], 0 < sin*u < 1, donc 0 < < — et / du < / — =
1 1

u3d uld
1 ] 1 o 1
2 Xz) =2
(n+1)5
En sommant, pour tout n € N, /
0
- 4
) sin® u . .
D’autre part, la fonction u — ——, prolongée par 1 en 0, est continue et positive sur [0, +o0l.
u
2 4

S u s . . o . .
Posons D = / 1 du : c’est 'intégrale d’une fonction continue, positive et non identique-
u

M\Hg

ment nulle sur {O g} donc D > 0. Comme (n + 1 )E T et que l'intégrande est positive, pour

(n+1)T s 4 272
n
toutnEN,/ 7 sin udu}D

4
0 u
Les questions 11 et 12 donnent

s 1 2 s
og/ tfn(t)dtgw‘l(nz) et / fn(@)dt = 2(n+1)3D > 0,
0 0

d’ot, avec la question 9,

/|t|J /tf"() s N

/ h \2(n+1)3D*87D‘n+1'

4
T
Le réel a = ) est strictement positif et ne dépend pas de n :

a
n+1

Vn €N, / It Ja(t) dt <

[ Exercice 4 — E3A 2024 (Exercice 4)
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1.

2.

Le produit R = PQ est un polynéme (de degré p + q), et pour tout n € N, |27"P(n)Q(n)| =
|R(n)| 27™. Par croissances comparées, pour tout k € N, n* (v/2) - = 0; R(n) étant une
n—-+0o0

combinaison linéaire finie de puissances n*, on en déduit R(n) (\/i) " T 0. Il existe donc un
n—-+0oo

entier N tel que, pour tout n > N, |R(n)| (V2) <1, don

v N2 Pe)Qo) = | (v2) " (ve) < (55)

n
La série géométrique (%) converge car 0 < % < 1. Par comparaison de séries & termes

positifs, Y |27"P(n)Q(n)| converge : |la série Z 27"P(n)Q(n) est absolument convergente.

n=0

(a) Soit S € E.Si S =0, alors S(n) =0 pour tout n et (S |S)=0.

Réciproquement, supposons (S | S) Z 275 (n)* = 0. Cette série est a termes positifs,

donc ses sommes partielles sont maJorees par sa somme : pour tout N € N,

+oo
0<27Vs(N Z 27"8(n)* <) 27"S(n)” =
n=0

Ainsi S(N) = 0 pour tout N € N : le polynéme S admet une infinité de racines, donc S = 0.
Onamontré:‘(S|S)=O — SZO.‘
(b) D’aprés la question 1, pour tous P,Q € E, la série > 27" P(n)Q(n) converge, donc (P | Q)
est un réel bien défini.
— Symétrie. Pour tous P,Q € E et n € N, P(n)Q(n) = Q(n)P(n), donc (P | Q) = (Q |
P).
— Linéarité a gauche. Soient P, P',Q € E et A\, € R. Pour tout n € N :

AP+ pP')(n) Q(n) = A27"P(n)Q(n) + p27"P'(n)Q(n).

Les séries Y 27"P(n)Q(n) et >.27"P'(n)Q(n) convergent, donc par linéarité de la
somme d’une série convergente, (AP + uP’ | Q) = MNP | Q) + u(P' | Q). Avec la
symeétrie, ’application est bilinéaire.

— Positivité. Pour tout P € E, (P | P) Z 27"P(n)* > 0, comme somme d’une série a

termes positifs.
— Caractére défini. C’est la question 2a.

Ainsi ‘ (- | -) est un produit scalaire sur E. ‘

(a) La série géométrique Y " converge si et seulement si [t| < 1. Ainsi f est définie sur | —1, 1]
et :

vte]—1,1], Zt”—

(b) Soit x > 0. Pour tout n € N, e ™% = (e7%)", et 0 < e % < 1 car > 0. La série >_ e "% est

donc une série géométrique de raison e”* €10, 1] : | la série g e ™ converge.
n=0

(c) Soit > 0. D’apreés la question 3b et la question 3a appliquée at =e * €] —1,1[:

—+00

g(z) = Z (e_m)n =f(e™), soit |V&>0, g(z)=f(e")=

n=0

1—e 2’

1
La fonction x +— e~ est de classe C*° sur R , a valeurs dans |0,1[C]—1,1[, et f: ¢ — ¢
est de classe C* sur | — 1, 1] comme fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule

pas. Par composition, ‘ g est de classe C°° sur R7 . ‘
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1
(d) Soit z > 0.On ag(x) = Fpp— En posant u(z) = 1—e %, onav/(z) =e %, u'(x) = —e 7
et g = 1, d’otr :
u
/ —T
R4 C.) I
g(w) = u(z)? (1—e)?’
") = _u”(:v) u(z) — 2/ (z)? e f(l—-eT)+ e~ 2@
Ainsi :
1 , e " y e " (l+e™®)
r) = ) Z)=— ; r)= :
@) =7—= 9@ Qoo ¢ () L

(e) Pour a € N, la série Y, n“2~" converge d’aprés la question 1 appliquée & P = X% et Q =1,
donc S, est bien défini. Pour = > 0, on a e™™* = 27" pour tout n € N si et seulement si

= 2.

x =In2; la question 3c donne alors Sy = g(In2) =

N[

Pour les 5/2 : On calcule S; et Sy de deux maniéres.
Premiére méthode : dérivation terme a terme de la série définissant g. Pour n € N, posons
up, : T — 7", Chaque u,, est de classe C? sur R, avec u),(z) = —ne " et u/l(z) = n?e "7,

— La série ) u, converge simplement sur R* , de somme g (question 3b).

— Soit & > 0. Par croissances comparées, ne”™ ™ = o (e*m/ 2) quand n — 400, et la série
géométrique 3 e "*/2 converge (question 3b avec z/2), donc 3. /,(z) converge : la série
>~ uy, converge simplement sur RY .

— Soit @ > 0. Pour tout = > a et tout n € N, [u”(z)] = n?e ™™ < n2e " et > n2e ™
converge par le méme argument (n?e~"% = o (e_”a/ 2)) La série > !/ converge donc
normalement sur [a, +-00[ pour tout a > 0, donc uniformément sur tout segment de R*..

D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme pour les fonctions de classe C2, g est de

classe C? sur R% et ses dérivées s’obtiennent en dérivant terme & terme :

+00 +oo
Yo > 07 Znefnx = —g/(x) et Zn2 L g//(IE).
n=0 n=0

En z = In2, avec les expressions de la question 3d et e "2 = % :

‘w\'—\

1,
=2 Sy =¢"(In2) = 22 =6.

CI

Seconde méthode : dérivation terme a terme d’une série entiére. D’aprés la question 3a, f
est la somme de la série entiére > ¢", de rayon de convergence 1. Sur 'intervalle ouvert de

S =—¢(In2) =

Sl

convergence | — 1,1[, f est de classe C* et se dérive terme a terme :
+00 1 400 2
/ _ n—1 __ /] _ n—2 __
n=1 n=2
Ent= % :
= 1 1 = 1 1
_ -n __ (1) _ -n __ "1y _ _
Si=> n2 _§f(§)_§-4_2, > n(n-1)2 =3/ (5)_1-16_4,
n=1 n=2
+o0
puis, par linéarité de la somme, Sy = Z (n(n—1)4n) 27" =4+ 5 =6.
n=0

Dans les deux cas : ‘ So=2, S1=2, Sy=6. ‘
Pour les 3/2 :
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i. Soit N € N. Pour x > 0, e7® # 1 et la formule de la somme géométrique donne :

ii.

iii.

N - xX
(z) = —xnzl—e (N+1) N N | o (NiDe
gn(z) Z (e™) Tz soit | gn(x) = g(x) (1 —e )-
n=0

D’une part, gy est une somme finie de fonctions dérivables sur R* , donc est dérivable
sur R% et, en dérivant terme a terme cette somme finie :

Vo >0, gy Zne ne,

D’autre part, en dérivant le produit g(z) (1 — e_(NH)m) :
Vo >0, gh() =g'(@) (1 - V) 4 (V4 1) (V7 g(a),

Soit & > 0. Par croissances comparées, comme z > 0 :

e~WHDz et (N +1)e" Nz 5,
N—4o00 N—+o0

La seconde expression de gy () donne donc : | g (z) — ¢'(z).
N—+o00

D’aprés la premiére expression, —giy(x) est la somme partielle d’indice N de la série
> ne . Cette suite de sommes partielles converge vers —g’(z), donc la série converge
et :

e—m

(1—e®)?

+o0o
Vo > 0, Zne_m =—¢'(z) =
n=0

Pour x =In2,onae™™ = % et e7™ = 27" pour tout n, d’ou :

N[ —

Zn2": '(In2) = W7 soit

2

On a vu que Sp = ¢g(In2) = 2. Pour Sy, on propose deux méthodes.

Premiére méthode. Soit N € N. Posons hy(z) = 1 — e~ N7 de sorte que hiy(z) =
(N4+1)eNFDz ot % (2) = —(N +1)2 e~ (N2 En dérivant une seconde fois les deux
expressions de g, obtenues en (i), la seconde par la formule de Leibniz :

vz >0, gy(z Zn2 = g" (@) hn(2) + 29/ (2) hiy(2) + g(2) Ry (2).

Pour z > 0 fixé, hy(z) — 1, Wy (z) = 0 et A (x) — 0 quand N — +o0 par croissances
comparées, donc g (z) — ¢"(z) : la série Y. n? e ™ converge et sa somme vaut g”(z).
En x =1n2, d’apreés la question 3d :

[=

(1+
1—

) _

Sy =¢"(In2) = 2——=¢

= 6.

OO\»—‘\Moo

l\’)h—l
~— |

—_ [\3\>—A

Seconde méthode. La série Y n?2~" converge d’aprés la question 1. Son terme d’indice
0 est nul, donc en multipliant par 2 puis en posant n =m + 1 :

400 400 +00
28, => n?27 N =N " (m+1)227" =) " (mP 4+ 2m+1) 277 = S, + 25 + So,
= m=0 m=0

par linéarité de la somme, les séries >_ m?27™ S m 27 ™ et 3. 27 étant convergentes.
Ainsi Sy = 2571 + Sy = 4+ 2 = 6. Le méme décalage redonne S : 257 = S1 + Sy, soit
S1 =S50 =2

Dans les deux cas : | Sg =2, S1 =2, So= 6.‘
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4.

(a)

Soient a,b € R. Par définition du produit scalaire et linéarité de la somme, puis d’aprés la
question 3e :

+oo
(X2 —aX 0| 1):22_"(n2—an—b) =Sy —aS1 — bSy =6 — 2a — 20b,
(X2—aX—b]X)222_”(n3—an2—bn) = 53 —aSy — bS; =26 — 6a — 2b.
Le polynome X2 — aX — b est orthogonal & 1 et & X si et seulement si :
2a+2b=6 a+b=3 a=>5
<~ <~
6a + 2b = 26 4a =20 b= -2
Ainsi‘a: 5et b= —2:le polynéme Py = X2 — 5X + 2 est orthogonal a 1 et aX.‘

Notons |-|| la norme associée au produit scalaire. Pour (c,d) € R? :

Sorm?oen—d)’ = (X2 —eX —d| X2~ X —d) = | X2~ (X + )|

Lorsque (c,d) décrit R?, le polynéme cX + d décrit le plan Ry[X] = Vect(1, X). L’ensemble
considéré est donc 'ensemble des carrés des distances de X2 aux points du plan R;[X]. Or
R1[X] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E : la distance de X? & R{[X] est
atteinte en un unique point, le projeté orthogonal de X? sur R;[X]. D’aprés la question 4a,
X? — (5X —2) = Py est orthogonal & 1 et & X, donc a R;[X] : le projeté orthogonal de X?
sur Ry[X] est 5X — 2. Ainsi :

I’ensemble {Z 27"(n? —en — d)?, (c,d) € ]R2} admet un minimum, égal a || Ppl|?,
n=0

atteint pour (c,d) = (5, —2).
Rappelons pourquoi la distance est minimale au projeté orthogonal. Pour (c,d) € R? :

X?—cX —d=Py+Qca, avec Qeg=(5—0c)X +(-2—d)e€Rq[X].
Comme Py est orthogonal a Q). 4, le théoréme de Pythagore donne :
2
1% = eX —d||” = | Pol* + |Q.al® = | Poll*

avec égalité si et seulement si Q.4 = 0, c’est-a-dire (¢, d) = (5, —2).
La distance de X2 a Ry [X] est d(X?, R;[X]) = infgep, gXl | X% — Q|- Les ¢léments de Ry [X]
sont exactement les polynémes c¢X + d avec (¢,d) € R*, donc :

d(X? Ri[X]) = . ilnefﬂ@ X% —cX —d| = 1n€fR2 22 —cn —d)2.

La fonction racine carrée étant croissante sur R, cette borne inférieure est la racine carrée
du minimum obtenu & la question 4b, soit ||Py||. Calculons || Py||*. Comme Py est orthogonal
abX —2eR[X]:
1Pol* = (Po | Po) = (Po | X* = 5X +2) = (P | X?)
+o0o

= 27" (n? —bn+2)n® = S5 — 555 + 255 = 150 — 130 + 12 = 32.
n=0

Ainsi :

d(X2,Ry[X]) = V32 = 42,

distance atteinte pour @ = 5X — 2.
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