Séance a distance — Corrigé

Suites et séries de fonctions : intégration sur un segment, dérivation

Rappel utilisé tout au long du corrigé

Convergence normale = convergence uniforme

Si Y fn converge normalement sur I, alors pour tout x € I la série > f,,(z) converge absolu-
ment, et > f,, converge uniformément sur I (le reste vérifie ||[Ry|locc < 3o n |l frlloo

0).

S
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1 Exercice récapitulatif de la séance précédente

Exemple 1 — récap : domaine, convergence normale, continuité, double limite.

e~ nT +o0 e—nT
Pourn >1letz € R, fo(z) = —5 etF(:c):E 5
n n
n=1

1. Soit x € R fixé.
Cas x > 0. Pour tout n > 1, —nx < 0, donc 0 < e™™ < let 0 < fp(z) < # La série
de Riemann > n% converge (2 > 1); par comparaison de séries a termes positifs, Y f,,(z)
converge.

nlz|

e : .
Cas x < 0. Alors —z = |z[ > 0 et fu(z) = — ~— 7 T00 par croissances comparées. Le
n n——+oo

terme général ne tend pas vers 0 : la série diverge grossierement.
Conclusion : D = [0, +o0].

2. Magoration. Soit n > 1 et soit > 0. Comme ci-dessus, |f,(z)] = So < n—12, majorant

indépendant de x.

Norme infinie. f, est donc bornée sur [0,4o00| et, par définition de la borne supérieure,
[ fll oo, 0,+00] < % (Egalité, atteinte en x = 0.)

Convergence normale. Comme ) n% converge, par comparaison de séries a termes positifs,
Yol fnlloo 0,400 cOnverge. La série - f, converge normalement sur [0, +ocol.

3. La convergence normale entraine la convergence uniforme sur [0, +o00[, et chaque f,, est conti-
nue sur [0, +oo[. D’apres le théoréeme de continuité, F' est continue sur [0, +oo|.

4. Soit n > 1 fixé : —nx ——— —oo, donc fp(z) —— £, = 0.
T—+00 T—+00

Hypotheses du théoreme de la double limite sur I = [0,4o00[ : +00 est adhérent a I; > f,
converge uniformément sur I (question 2); chaque f,, admet une limite finie en +o00. Donc

“+oo
lim F(z)= ZOZO.
n=1

r——+00

5. (a) Soit > 0. La série Y fn(x) converge; en la multipliant par la constante e (linéarité) :

400 2z —nx +oo —(n—1)z
e’e e
IF pu— p—



b) On note w,(x :@.Soi’cn21etsoitm20. Commen—12>0, —(n— 1)z <0,
n
donc 0 < wy(x) < n—lg, majorant indépendant de x. Ainsi w,, est bornée sur [0, 4o0[ et
1wnlloo,[0,400] < # Par comparaison avec . %, > w, converge normalement sur
[0, +o0l.
(c) Sin=1:wi(z)=e"=1 pour tout x, donc wy(x) — 1.

Sin>2:n—-1>0,donc —(n—1)x = —o0 et wy(z) —— 0.
r—+00

(d) Par le théoréme de la double limite sur [0, +oo[ (convergence uniforme d’apres (b), limites
finies d’apres (c)) :
+o00
lim e"F(x) =1+ Z 0=1.
n=2

r—r—+00

F
(z) —— l,avece ™™ #0:|F(z) ~ e*|
e T z—+oo T—+00

Ainsi

Bonus. Soit > 0. La série étant convergente, on peut isoler son premier terme fi(z) =e % :

+o00 e_nx +o0o e—(n—Q)I
F(z)—e™™ = Z —5 donc  €**(F(x) —e ) = Z —
n=2 n n=2 n

—(n—2)x .
Pourn>2etx>0,0< ¢ (nQ ) < 2 : la convergence est normale, donc uniforme, sur [0, 4+o00].
1
40

n
Le terme n = 2 est constant égal a

et pour n > 3 le terme tend vers 0 en 4+oc0. Par double limite :

1 —2z
lim e*(F(z) —e™®) = T don  F(x)—e* ¢

~Y
x—+00 z—+oo 4

Autrement dit, F(z) = e™% + 1¢72* + o(e™ ) en +oo.
2 Intégration sur un segment de la limite d’une suite de fonctions

Exemple 2 — guidé.

int
Pour n > 1 et t € [0,7], fu(t) =

n+t’
1. Soit n > 1. Pour t € [0,7], n+t > n > 0 : le dénominateur ne s’annule pas. f,, est donc
continue sur [0, 7] comme quotient de fonctions continues.

n 1

2. Soit ¢ € [0, 7] fixé. Pour n > 1, = ;
n+t 1+ o o

» 1, donc fy,(t) — sint. La limite simple
est f = sin.

3. Soit n > 1 et soit ¢ € [0, 7].

_ t]sint|

fult) = £(0) =sint (1~ 1) =sint =L done 1) - J0)] = D20

Or0<t<m,|sint| <letn+t>n>0, dot |fult) — ()] < ~.
n

4. Le majorant 7 est indépendant de ¢ : f,, — f est bornée sur [0, 7] et, par définition de la borne

supérieure, 0 < || fn — flloo 0,7 < 7 — 0. Par encadrement, (f,) converge uniformé-

ment vers sin sur [0, 7).

5. Les f, sont continues sur le segment [0, 7] (question 1) et convergent uniformément vers sin
(question 4). D’apres le théoréme,

Tnsint “ ™
/ dt / sintdt = {— cos t} = 2.
0o n+t n—+oo Jo 0




Exemple 3 — en autonomie.
Pour n > 1 et t € [0,1], on pose f(t) = 1/t? + %

Continuité. t — t> + 1 est continue et a valeurs dans |0, +o00[, et /- est continue sur [0, +oo| :
fn est continue sur [0, 1].

Limite simple. Soit t € [0,1]. t* + 1 — ¢2 et \/* est continue en ¢, donc f,(t) — V2 =t =t
(car t > 0). La limite simple est f : ¢t — .

Magoration. Soit n > 1 et soit ¢t € [0, 1]. Avec la quantité conjuguée (et /t2 + % +t>0):

(t2 4+ 1) —¢2 1
fnt_ft: t2+%—t: n — n .
o %447 ¢ﬁ:g+t ¢§I§+t

Cette quantité est positive. De plus t > 0 et /12 + % > \/g (croissance de /*), donc le dénominateur

est minoré par f >0 et

1/n 1
0< (- 10 < 1=

majorant indépendant de ¢.

Convergence uniforme. Par définition de la borne supérieure, 0 < [|fn — flloo,j0,1] < N
(fn) converge uniformément vers f sur [0, 1].

Conclusion. D’apres le théoreme,

1 1 1
lm(/wﬁ+—&:/t&:f
n—-+o0o 0 n 0

Attention — ’hypothése de convergence uniforme est indispensable.
Pour n > 1ett € [0,1], gn(t) = n?te ™.
1. Soit t € [0,1]. Sit =0, go(0) = 0 — 0. Si t > 0, g,(t) = tn? (e H" avec 0 < e7! < 1; par
croissances comparées, n?q" — 0 pour ¢ € [0, 1], donc g, (t) — 0. (g,) converge simplement
vers la fonction nulle sur [0, 1].

2. Soit n > 1. Posons u(t) =t et v(t) = —ne ™ : u et v sont de classe C* sur [0, 1], avec v/(t) = 1
et v/(t) = n?e~". Par intégration par parties :

1 1 1 1
/ n’te ™ dt = [—nte_nt} + / ne ™dt = —ne "+ {—e_m} =1—e"—ne ™
0 0 0 0

1
Comme e — 0 et ne”"™ — 0 (croissances comparées), / n(t) dt — 1.
0 n—+00

3. Conséquence. Si (g,) convergeait uniformément vers 0 sur [0, 1], comme les g, sont continues
sur ce segment, le théoréme donnerait fol Gn — fol 0 = 0, ce qui contredit la question 2. La
convergence n’est donc pas uniforme sur [0, 1].

Vérification. g, est dérivable et ¢/,(t) = n?(1—nt) e™™, du signe de 1 —nt. Comme L €10, 1], g,
croit sur {0, ﬂ et décroit sur [%, 1} ; elle est positive. Pour tout ¢ € [0, 1], [gn(t)] < gn( > =2,
et cette valeur est atteinte, donc

lgnlloo = —> +00,
e n——+oo

qui ne tend certainement pas vers 0. L’aire sous la courbe reste proche de 1 car g, forme une
« bosse » de plus en plus haute et de plus en plus étroite, concentrée pres de 0.

Bonus — lien avec les normes |||; et ||||co-



1. Soit f € E. Pour tout t € [a,b], |f(t)] < ||flloc (la norme infinie majore toutes les valeurs).
Par croissance de l'intégrale (a <b) :

b b
17l = [T 10l < [ lsdt = b=l fl

2. Pour tout n, f, — f € E et, d’apres la question 1, 0 < ||f, — fll1 < (b—a)||fn — flloo = 0 :
par encadrement, ||f, — f|[1 = 0.

Ensuite, par linéarité puis inégalité triangulaire pour les intégrales,

/abfn—/abf|= /ab(fn—f)

donc fffn —>f;’f.

1 1
3. il :/ " dt = — . Pour £ € [0,1], 0 <17 < 1, et hy(1) = 1 : done [l = L
0 n

b
< [ U= f1=tn =l 0,

Ainsi ||k, — 0|1 = n%rl — 0 : (hy) converge vers 0 pour |-||;. Mais ||h, —0]jcc =1 4 0 :

(h,,) ne converge pas vers 0 pour ||-|s.

4. Supposons les normes équivalentes : il existe C' > 0 tel que, pour tout f € E, || fllco < C||f|l1-

Avec f =h, : 1 < n%q pour tout n € N, ce qui est faux pour n assez grand (le membre de

droite tend vers 0). Les deux normes ne sont pas équivalentes sur F.
(L’inégalité de la question 1 est vraie, mais I'inégalité dans 'autre sens est impossible.)

3 Intégration de la somme d’une série de fonctions sur un segment

Exemple 4 — guidé : un développement de arctan.

Soit a € [0,1[. Pour n € Net t € [0,a], fu(t) = (=1)"t?".

(St a =0, la formule de la question 3 se réduit ¢ 0 = 0 ; on suppose donc a €]0,1], de sorte que
[0,a] est un vrai segment.)

1. Soit n € N et soit ¢ € [0,a]. Comme 0 <t < a et x — 22" est croissante sur [0, +-o0] :
|fn(t)| _ 7£2n < a2n — ((IQ)n,

majorant indépendant de ¢. Donc f, est bornée sur [0,a] et || fullo j0,q) < (a®)". Comme
0 < a? < 1, la série géométrique 3 (a?)" converge ; par comparaison, Y. f,, converge norma-
lement sur [0, a].

2. Soit t € [0,a]. fu(t) = (—t3)" et | — 2| = 12 < 1, donc la série géométrique converge et

+o00 oo 1 B 1
nz:%fn()— 1—(—t2) 1+t

3. Les f,, sont continues sur le segment [0, a] (polynomiales) et " f,, converge uniformément sur
[0, a] (question 1). D’aprés le théoreme, la série Y [ f, converge et

dt

T g 9 a
-1 ntndt:/ e
nz::(]/o( ) 0o 14¢2

a a’ntl o dt
Or / (=) dt = (—1)" et / —— = arctana — arctan 0 = arctan a. D’oul
0 2n +1 o 1+1¢2

+00 (_1)n a2n+1

arctana =
nz::o 2n+1



1 1 \2n 1 1 1
4. O —=(—) .0 dd =-—¢€]0,1] : al Il — . et
I remarque que - ( \/§) n prend donc a 7 10,1 : alors a 73 et la
question 3 donne
1 1= n R 3
= arctan — = Z 7), d’ou Z (=1 = V3 - T
V3 \f (2n+1)3n = (2n+1)3" 6 2v/3
Exemple 5 — en autonomie.
t2n
1. Pour n € Net t € [0,1], on pose fy(t) = —.
n!
; 2 = = (t2)n 12
Somme. Soit t € [0,1]. D’apres le rappel avec u = t* : Z%fn(t) = z:O e
n= n=
Convergence normale. Soit n € N et soit te[0,1] : 0 < 2" < 1, donc |fn(t)| < n,, majorant

indépendant de t. Ainsi || fn|oo,j0,1] < n, La série 3 ; converge (c’est le rappel avec u = 1);
par comparaison, Y f, converge normalement, donc uniformément, sur [0, 1].
Intégration terme a terme. Les f, sont continues sur le segment [0, 1]. D’apres le théoréme,

12n
/e dt = Z/i _Zn' 2n—|—1_zn‘ 2n+1

* Soit N € N. On note a,, =

m > 0. D’apres la question 1, la différence étudiée est le reste

RN:/ et dt—Zan— Z an >0
n=N+1
(série convergente a termes positifs).
Magjoration de chaque terme. Soit n > N + 1. On écrit n!l = (N +1)! x (N +2)(N+3)---n
le produit contient n — N — 1 facteurs, tous > N + 2 (produit vide égal & 1 sin = N + 1).
Donc n! > (N 4+ 1)! (N + 2)"~¥=1 De plus 2n + 1 > 2N + 3. Ainsi

0 1 1 \n—N-1
<“”—(2N+3)(N+1)!‘(N+2) '

Sommation. Posons q = ﬁ € }0, %] Pour M > N + 1, en sommant den =N +1a M :

M M—-N-1
1 , 1 1

> ans > < o

S SENI (V) = QN +3)(N+1)! 1—¢

Or 1—iq = N+2 < 9 En faisant tendre M vers 400 :

N+1
1 N 1 2
0</ qt — .
=Jo € nz:%n!(2n+ 1) = (2N +3) (N + 1)!

IN

Application numérique. Pour N =4, le majorant vaut TQHO = Téo ~ 1,5-1073 : insuffisant.

Pour N =5, il vaut 46180 ~2,1-107* < 1073. On calcule

13><720
5
1 11 1 1 15203
T 013 T 316 T 1350 = Tog0z © 146253,
;)n!@nﬂ) +3+10+42+216+ 1320 10395

Donc 1,46253 < fol et dt < 1,4625340,00022 = 1,46275, et 1,463 est une valeur approchée
de [} e dt 2 1073 prés (en fait f) e dt ~ 1 A46265).
Remarque : on ne connait pas de primitive de t — e s’exprimant avec les fonctions usuelles ;

I'intégration terme a terme permet malgré tout de calculer I'intégrale avec la précision sou-
haitée.



Bonus — le sophomore’s dream.

1. Prolongement. Par croissances comparées, x lnx — 0, donc ¢(x) — 0 : ¢ se prolonge par
z—0

continuité en 0 en posant ¢(0) = 0. Le prolongement est continu sur [0, 1].

Encadrement. ¢ est dérivable sur |0,1] et ¢'(z) = —lnxz — 1, qui est > 0 sur }O, H et <0 sur
E, 1}. Donc ¢ croit sur }0, %}, décroit sur E, 1}, et p(z) < go(é) = % pour tout x €0, 1]. Par
ailleurs, pour z €]0,1], 2 > 0 et Inz < 0, donc ¢(x) > 0. Avec (0) =0:0 < p(z) < L pour
tout x € [0, 1].
Justification de la convention. Pour x €]0,1], 7% = e=*"% = ¢¥(®) ot z"(Inz)" = (zlnz)" =
(—1)™p(x)™. Comme ¢ (prolongée) est continue sur [0, 1], les fonctions e® et (—1)"¢™ sont
continues sur [0, 1] : elles prolongent par continuité en 0 les deux fonctions considérées, avec
les valeurs e = 1 et 0 (pour n > 1) en 0.

2. Convergence normale. Les f, = ‘pn—T sont continues sur [0, 1]. Soit n € N et soit x € [0,1] :
d’apres la question 1, 0 < p(z) < % <1, donc |fn(x)] < %, majorant indépendant de x. Ainsi
| frlloo,jo,1] < % et, > % convergeant, y_ f, converge normalement sur [0, 1].

400 n
Somme. Soit = € [0,1]. Le rappel de 'exemple précédent avec v = ¢(z) donne E @ =
n!
n=0

e?) qui est bien 27 (prolongée par 1 en 0).

3. Les f, sont continues sur le segment [0, 1] et la convergence est uniforme (question 2). D’apres

le théoréme,
1 400 .1 n +oo —1)» 1
/ z %dx = Z/ SO(x‘) dz = Z (=1) / 2" (Inz)" de,
0 =070 : 0

|
n n—0 n.

et, avec la formule admise,

1 R (S L 0 § LY e 1
Tdr = : = —_—
/0 x x nz::o nl (’I’L+ 1)n+1 Z (n+ 1)n+1

Avec le changement d’indice m =n+1 :

1 T g
/ x dr = — (~1,29129).
0 mm

m=1

* Soit n > 1. Pour j € N, on note P; la fonction z — 2" (In x)7 prolongée par continuité en 0.
Elle est bien prolongeable : pour j > 1, 2"(Inx)’ = (x”/ J1n :1:)] — 0 par croissances comparées
(car % > 0), et Py(x) = a". Ainsi P;(0) =0 et I; = I} P;.

(a) Soit k> 1. Sur |0, 1], hy est dérivable (produit de fonctions dérivables) et

1
R (z) = (n+ )z"(Inz)* 4+ 2" k(lnz)* 1. = = (n+ 1) 2"(In2)* + k2" (Inz)* L.
x

R, est continue sur ]0, 1], donc hy, est de classe C* sur |0, 1].

En 0. hi(z) = x-2"(Inz)* — 0 = hy(0), donc hy, est continue sur [0, 1]. De plus, comme
n > 1, les deux termes de hj(z) tendent vers 0 quand z — 07 (ce sont (n + 1)Py(z)
et kPy_1(x)). D’apres le théoreme de la limite de la dérivée, hy est dérivable en 0 avec
R}, (0) = 0, et k), est continue en 0. Donc hy, est de classe C! sur [0, 1], et sur tout [0, 1] :

k=m+1)Py+kPp_1.

(b) hy, étant de classe C! sur le segment [0, 1] :

/O1 h(z)dz = hy(1) — he(0) = 1" (In1)* —0=0  (car k > 1).

6



D’autre part, par linéarité de I'intégrale, fol %= (n+1)Iy+ kIj_y. Donc
(n+ 1) I = —k 1.

(¢c) Onaly= fol z"dx = n%rl et,pour k > 1, I, = —niﬂfk,l. Par une récurrence immédiate,

k k—1 1 “DFE 1 —1)k k!
Ik:(— )( )( )IO:( ) _ (=D

n+1/\ n+1 n+1 (n+1F n+1  (n4 1)k

! n n (_1)n n! . .
Pour k=n: / 2"(Inz)"dx = I, = —————, ce qui est la formule admise.

0 (n+ 1)n+1

Cas n = 0. La formule est vraie directement : 2°(Inz)? = 1 et fol lde =1 = %. En
revanche la méthode ne s’applique pas : pour k£ > 1, (In x)k n’a pas de limite finie en
0 (sa valeur absolue tend vers 4+o00), donc I, = fol (Inz)* dz n’est pas l'intégrale d’une
fonction continue sur le segment [0, 1] (cela reléve des intégrales généralisées, vues plus
tard) ; de méme hj n’a pas de limite finie en 0.

4 Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions

Attention — c’est la suite des dérivées qui doit converger uniformément.

Pour n > 1et x € R, gn(:n):w

Convergence uniforme. Soit n > 1 et soit z € R : |g,(z) — 0] < %, majorant indépendant de x.
Donc 0 < [|gnlloc <2 = 0: (gn) converge uniformément vers 0 sur R.

Dérivées. g, est dérivable et g/, (x) = cos(nzx). En particulier g, (7) = cos(nm) = (—1)", suite qui
ne converge pas. Alors que la limite (la fonction nulle) est dérivable de dérivée nulle, la suite des
dérivées ne converge méme pas simplement : la convergence uniforme de (g,) ne dit rien sur celle

de (gy,)-

Exemple 6 — guidé : identifier une limite par sa dérivée.
n

k
x
Pourn >1letx €] —1,1], fu(z) = Z—
k
k=1
k
1. Soit z €] — 1,1[. Pour k > 1, % = % < |z|*. La série géométrique 3" |z|¥ converge car
0 < |z| < 1; par comparaison, % converge absolument, donc converge. Comme f,(x) est

sa somme partielle d’ordre n, la suite (f,(z)) converge.

2. f, est polynomiale, donc de classe C! sur | — 1,1[. Pour z €] — 1, 1] (donc = # 1) :

n 1 n—1 ] 1 — g
/ = Tt = J =
fn(x) Z x Z x T
k=1 7=0
3. Soit a €]0,1[, soit n > 1 et soit x € [—a, al.
1—am 1 x" || ™
frle) —ge) =20 L T e @) - (@) = 1A
n
Or |z| < a donne |z|" < a", et x <adonne 1 —z >1—a>0.Dou |f](z) — g(x)] < la ,
—a
majorant indépendant de x.
Par définition de la borne supérieure, 0 < || £}, — glloo,[—a,a] < 25 50 (car 0 < a < 1). (f})

converge uniformément vers g sur [—a,a.

4. Soit [e,d] C]— 1,1 un segment : —1 < ¢ < d < 1. Posons a = max(|c/,|d|, 1) ; alors a €]0,1]
et, pour z € [¢,d], —a < —|c| < ¢ <z < d < |d| < a, donc [¢,d] C [~a,a]. (On a mis § dans
le maximum pour garantir a > 0.)



Convergence uniforme sur [c,d]. Avec ce a, soit n > 1. D’apres la question 3, f], — g est bornée
sur [—a, a], donc || f},— glloc,[—a,q) €Xiste. Soit z € [c,d] : comme [c,d] C [~a,a],onax € [~a,al,
et la norme infinie sur [—a, a] majore toutes les valeurs prises sur [—a, a] :

(@) = g(@)| < 1f5 = 9lloo,[~aa-

Ce majorant ne dépend pas de z : f] — g est bornée sur [c,d] et, par définition de la borne
supérieure (plus petit des majorants),

an

0< Hf'r/L _g”oo,[c,d] < Hfr/L _g”oo,[—a,a] < 1—a

Comme ffna — 0, par encadrement ||, — gllc,jc,q) — O : (f},) converge uniformément vers g

sur [c, d].
Attention : ce n’est pas parce que (f]) converge uniformément sur un intervalle qu’elle converge
uniformément sur un intervalle plus grand ; c’est 'inclusion [c, d] C [—a,a], dans ce sens, qui
permet de conclure.
Le segment [c,d] étant quelconque, (f]) converge uniformément vers g sur tout segment de
] — 1,1[. Vérifions les hypotheéses du théoréme sur I =] —1,1] :

— chaque f,, est de classe C! sur I (question 2);

— (fn) converge simplement vers f sur I (question 1);

— (f!) converge uniformément vers g sur tout segment de I.

Donc f est de classe C! sur | —1,1] et f'(x) =

1—a
5. fn(0) = 0 pour tout n, donc f(0) = 0. Posons #(x) = f(z) + In(l —z) sur | — 1,1 : 6 est

dérivable et
1 1

l—-2 1—2x

0 (z) = =0.

Comme |—1, 1] est un intervalle, 6 est constante, égale & #(0) = 0. Ainsi, pour tout z € |—1, 1],

~a
o

M+

=—In(1—z).

o

Exemple 7 — en autonomie : quand I’hypothése manque.
Pour n > 1et z € R, fo(z) = 1 In(1+ €"®) et h(z) = max(z,0).
1. o+ 1+ e est de classe C! sur R & valeurs dans |1, +00[C]0, +-00, et In est de classe C! sur
]0, +00[ : par composition, f, est de classe C! sur R, et

n e e 1

1
n 14+ew 14enx | fenz’

() =

2. Soit n > 1.
Siz>0.1+e"™ =e"(14e ), donc fo(z) = L(nz+In(l+e ™)) =2+ 2In(l+e2).
Comme h(z) =x et 0 < e™™ < 1, par croissance de In :

1 In2

< fo(x) —h(z) =—In(l1+e ™) < —.

0< fal@) ~ha) =~ (1 +e7) < =
Sixz<0.h(zx)=0et0<e™ <1, donc 0 < f,(x) — h( —1ln(1+e”x)§m72.

Dans tous les cas, | f,(z) — h(z)| < 22 majorant indépendant de z. Par définition de la borne
supérieure, 0 < || fr, — hlloc < IHTQ — 0 : (fn) converge uniformément vers h sur R.

3. Pour z < 0, %ﬁ(o) = % =0; pour = > 0, M = 1. Les taux d’accroissement ont pour

limites 0 & gauche et 1 & droite : h n’est pas dérivable en 0.



4.

Soit z € R. Siz >0, e — 0 donc fi(z) = 1. Sia =0, f,(0)=3.Si2z<0,e™ — +o0
donc f] (z) — 0. La limite simple de (f}) est

0 siz<0,
glx) =<1 siz=0,
1 siz>0.

Chaque f] est continue sur [—1,1], mais g n’est pas continue en 0. Si la convergence de (f},)
était uniforme sur [—1, 1], le théoréme de continuité (séance précédente) donnerait g continue
sur [—1,1] : contradiction. La convergence de (f],) n’est pas uniforme sur [—1,1].

Les deux premieres hypothéses du théoréme sont vérifiées ( f,, de classe C!, convergence simple,
et méme uniforme, de (f,,)); c’est la convergence uniforme de (f)) sur tout segment
qui est en défaut (sur les segments contenant 0). Ce n’est pas étonnant : la conclusion du
théoreme est fausse puisque h n’est pas dérivable en 0.

Soit ¢ > 0, soit n > 1 et soit z > c.

1 e*?’Lw
— < e—’l’bit < e—nc
1+ene  1iens = =

@) =1 =1- ,
majorant indépendant de 2. Donc 0 < || f},—1][oo e, 4-00] < €7"¢ — 0 (car ¢ > 0) : (f;,) converge
uniformément vers 1 sur [c, +o0].

Soit [ar, 8] un segment de |0, 4+00[ : 0 < a < f3, et [«, 5] C [, +00[. Appliquons ce qui précede
avec ¢ = a. Soit n > 1 et soit x € [, f] : comme = € [a, +00[, | f1(x) — 1] < || £}, — Uloo, o, 400>
majorant indépendant de x. Par définition de la borne supérieure, 0 < || f}, — 1o ja,5] <
£, = Uloo,ja, oo < € — 0 (méme argument que dans 'exemple 6, question 4). Ainsi (fy,)
converge uniformément vers la fonction constante 1 sur tout segment de ]0, +o0o[. Comme les
fn sont de classe C' et convergent simplement vers h sur ]0,4+oc[, le théoréme donne : h est
de classe C! sur ]0, +oo[ et h' = 1, ce qui est cohérent avec h(z) = x pour z > 0.

5 Dérivation de la somme d’une série de fonctions

Exemple 8 — guidé : retour sur la fonction F' du récap.

1.
2.

—nx

e
Soit n > 1. fp:x #e‘”x est de classe C! sur R, donc sur |0, +ool, et f,(x) = —
n

D’apres la question 1 de 'exemple 1, > f,,(z) converge pour tout z > 0, en particulier pour
tout > 0 : Y f,, converge simplement sur |0, +o0].

Soit ¢ > 0, soit n > 1 et soit x > ¢. Comme —nx < —ncetn >1:

e—?’l$ n
@) =S e et = ()

majorant indépendant de z. Par définition de la borne supérieure, ||y, loc,c,4-00] < (e)".
Comme 0 < e~ ¢ < 1, la série géométrique > (e~ ¢)™ converge ; par comparaison, y_ f/ converge
normalement sur [c¢, +00].

Soit [a, f] un segment de |0, +00[: 0 < o < S et [ov, f] C [ex, +00[. Soit n > 1 et soit x € [a, 8] :
comme z € [a,+00[, |f(®)] < || fillos,jatoc[, majorant indépendant de x. Par définition
de la borne supérieure, ||f}lloo 0,8 < Ifhlloo,ja,1o0] < (e7)"™ (question 3 avec ¢ = a). Par
comparaison avec la série géométrique, Y| £y lloo,[a,5) cOnVerge : 3° f;, converge normalement,
donc uniformément, sur tout segment de ]0, +00[. Avec les questions 1 et 2, le théoréme donne :
F est de classe C! sur |0, +oof et

+00 400 e~ nT
P =Y fia=-3
n=1 n=1

9



5. Soit z >0ety=e":0<y<1,doncye€]|—1,1[. D’apres 'exemple 6,

I
Fl'(z) = —

n

8

n

3 S

=—(-In(1-y)) =In(l —e).

Il
—_

Comme 0 <1—e"* <1, F/(z) <0 pour tout > 0 : F est strictement décroissante sur
10, +o0.
Elle 'est méme sur [0, +o0[ : pour y >0 et z € |0, %], F(z) > F(%) ; en faisant tendre x vers
0" (continuité de F' en 0), F(0) > F(%) > F(y).

6. Soit n > 1. Pour z > 0, |f,(z)| = &~ < 1 donc f} est bornée sur ]0, +oo[ et [l £ 10,10, 400 <

. Réciproquement, pour tout = > 0, ¢

= < | fhlloso,400[; en faisant tendre z vers 0%,

SI=3I=

<\f |]oo7]07+oo[. Finalement

1
1 full 00,10, +00] = —

et la série harmonique diverge : il n’y a pas convergence normale de ) f/ sur |0, +oo|.
Le probléme se situe au voisinage de 0, d’ou le travail sur les [¢, +oo[, ¢ > 0.

Pour aller plus loin : il n’y a méme pas convergence uniforme sur |0, +-o0c[. Sinon, le théoréme
de la double limite en 0 (adhérent & ]0, +o00[), avec f(z) — —21, affirmerait que la série }°(—1)
converge, ce qui est faux.

Bonus. Quand z — 0%, 1 — e * — 0%, donc F'(z) =In(1 — e *) — —o0.
F est continue sur [0, +oo[ (exemple 1) et dérivable sur ]0, +o00[. Soit x > 0 : d’apres le théoréme
des accroissements finis sur [0, z], il existe ¢, €10, z[ tel que

F(z) - F(0)

— / _ _ s, Cx
g = F'(¢z) =In(1 — e~ ).

Quand = — 07, ¢, — 07 (encadrement), donc ce taux d’accroissement tend vers —oo. (C’est la
version « limite infinie » du théoréeme de la limite de la dérivée.) F' n’est donc pas dérivable a
droite en 0.

Interprétation graphique : la courbe de F admet au point (0,F(0)) = (0, %2) une tangente
verticale.

Remarque : chaque f,, est dérivable en 0, mais pas la somme F'; c’est cohérent avec I’absence de
convergence uniforme de Y f/ au voisinage de 0.

Exemple 9 — en autonomie.

1
Pour n > 1 et z € R, on note f,(x) = a2 et H=73,51 fn
1. Soit x € R : pour tout n > 1, 0 < f,(z) < n% et Y # converge. Par comparaison, Y. f,(x)
converge : H est définie sur R.
2. Dérivées. Chaque f,, est de classe C! sur R (le dénominateur ne s’annule pas) et f/(z) =
2z

(n? +22)?
Convergence normale sur [—A, A]. Soit A > 0, soit n > 1 et soit x € [-A, A]. Comme
(n?+22)2>nt>0et[z] < A:

2|z| 2A

!/

=" <

| fn(@)] (n2 +22)2 = nt’

majorant indépendant de x. Donc || f}lloc,[—4,4] < i—‘f}, et > i—ﬁ‘ converge (Riemann, 4 > 1).
Par comparaison, Y f/ converge normalement sur [—A, A].

Passage a un segment quelconque. Soit [c, d] un segment de R et A = max(|c|, |d|,1) > 0 : pour

x € e,d], —A<c<z<d<A,donc [c,d] C[-A,A]. Soit n > 1 et soit x € [¢,d] : comme

z € [—A, A, la majoration précédente donne |f/ (z)| < i—‘f}, indépendant de z. Par définition
de la borne supérieure, || f}lloo,fc,q] < i—f, et par comparaison Y| f} [|oc,[c,aq) converge.

10



Conclusion. Y f} converge normalement, donc uniformément, sur tout segment de R. Les f,
sont de classe C! sur R et 3" f,, converge simplement sur R (question 1). D’apres le théoréme,
H est de classe C! sur R et

+0oo
2x
H, = — _—
@) =3 Grep

(On ne pouvait pas travailler directement sur R avec cette majoration, le majorant i—ﬁl dépen-
dant de A.)

3. Soit z > 0 : tous les termes (nﬁ#ﬁ sont strictement positifs, donc leur somme est strictement
positive (elle est minorée par son premier terme). Ainsi H'(z) < 0 pour x > 0, et H'(0) = 0.
H' étant strictement négative sur [0, 4+oc[ sauf en 0, H est strictement décroissante sur
[0, 4+o00[.

(Résultat cohérent avec le fait que chaque f,, est décroissante sur [0, +00|; par parité, H est
strictement croissante sur | — oo, 0].)

Bonus — suite de 1’exercice E4 de la séance précédente.
(=1)"

n+ax

Pour n > 1 et x > 0, on note u,(x) =
(_1)n+1

(n+x)%
majorant indépendant de x. Donc

1. Chaque u, est de classe C! sur [0, +oo[ (pour x >0, n+z > 1> 0) et u),(x) =

Soitnz1etsoit3:>0']u()|—W

Nl | oo, 0,4-00] <4 -7 (égalité en x = 0), et 3 u;, converge normalement, donc uniformément, sur
[0, +00]. Enfin " u,, converge simplement sur [0, +oo[ (E4).

1
Sﬁa

D’apres le théoréme, 1) est de classe C! sur [0, +oo[ et
400 _1)n+1

Z

n—l—:c

(Contrairement & Y uy, la série Y u!, converge normalement : dériver a fait gagner une puis-
sance de n au dénominateur.)

2. SoitxZOetbn:W.
05 ¢'(z) = Y ,51(=1)""1b, est une série alternée qui releve du critére spécial. Son premier
terme est by > 0, et le reste d’ordre 1 vérifie |R1| < by. Donc

La suite (by,),>1 est positive, strictement décroissante et tend vers

1/Jl($)=bl+R12b1—bg>0.

1 est strictement croissante sur [0,4o0o[. Comme () P 0 (E4), on en déduit de
T—>+00
plus que ¢ (z) < 0 pour tout z > 0 : en effet, pour y > z, ¥(x) < Y(x + 1) < P(y), et en

faisant tendre y vers +oo, ¥(z) < ¢¥(z + 1) <O0.
Exercices supplémentaires

E1.
(a) Soit t € [0,1]. Sit € [0,1[, t" — 0 donc fn(t) — 1. Sit =1, fu(1) = 1. La limite simple est

- Lz

[N

Les f, sont continues sur [0, 1] mais f n’est pas continue en 1; par contraposée du théoréme
de continuité, la convergence n’est pas uniforme sur [0,1]. On ne peut pas appliquer le
théoréme sur [0, 1].

11



(b) Soit a €]0,1[, soit n > 1 et soit ¢t € [0, q] :

() — 1] =1 — e
T o
" T+ 1+t”—

majorant indépendant de ¢. Donc 0 < || f, — 1f|o [0,q) < @™ — 0 : (fn) converge uniformément
vers 1 sur [0, a.

Pour ¢ € [a,1], 0 < fp(t) < 1 (car t™ > 0). Par croissance de l'intégrale (a < 1) : 0 <

/fn dt</1dt—1—a

(c) Soit e €]0,1[ et @ =1 — § €]0, 1[. Par la relation de Chasles,

/Olfn—lz(/Oafn—a)—k(/alfn_(l_a))_

— Les f,, sont continues sur [0, a] et convergent uniformément vers 1 : d’apres le théoreme,
Jo fn = Jo'1 =a. Il existe donc N € N tel que, pour tout n > N, | [ fn —a| < 5.
— D’aprés (b), [} f, et 1 — a appartiennent tous deux & [0,1 — a], donc Ual fn—(1-a)| <
l—a=5.
Par inégalité triangulaire, pour tout n > N, | f frn—1] <e. Ainsi lim b =1
0 n—+oo Jg 1+ t"
Variante directe : pour t € [0,1], 0 < 1 — f,(t) = th <t" donc0<1— fo fn < fo " dt =

TH — 0. La méthode ci-dessus a l'intérét de s’adapter a des cas ou ’on ne sait pas intégrer.

E2. (Formule de Leibniz)

(a) Soit a € [0,1] et b, = ‘52%: conab, >0; by < by car a®3 < a2 (puisque 0 < a < 1)

et TIH < Tlﬂ; enfin 0 < b, < ﬁ — 0. D’apres le critere spécial des séries alternées,
Y up(a) =Y (—1)"by, converge, et pour tout N € N le reste vérifie
+o0 G2N+3 1

R = <pb = <
il LZN:HU"(G)’_ N T ON 3 T 2N 13

majorant indépendant de a. Donc 0 < || Ry |oo,j0,1] < 2N+3 — 0: > u, converge uniformé-
ment sur [0, 1].

(Elle ne converge pas normalement sur [0,1] : [|un||o0,0,1] = 2n 7> terme général d'une série
divergente.)

(b) On note S(a) = 3,7°% un(a) pour a € [0,1]. Les u, sont continues sur [0, 1] et la convergence
y est uniforme : d’apres le théoréme de continuité, S est continue sur [0, 1], en particulier en

1.
D’apres 'exemple 4, S(a) = arctan a pour tout a € [0, 1[. Donc

—+o00
(-n™ . L . T
Z 11 =S5(1) = lim S(a) = lim arctana = arctan1 = 1

a—1— a—1—

E3.

x
Pour n > 1 et z € [~1,1], on note v, (z) = —.
n
xn—l
(a) Chaque v, est de classe C' (polynomiale), avec v/, (x) = . La série Y v,, converge simple-
n

ment sur [—1, 1], donc sur | — 1, 1] (séance précédente).

Soit a €]0,1[, soit n > 1 et soit = € [—a,a] : |v),(x)] = |m|n < a" !, majorant indépendant
de z. Donc [t ]lco,[—a,q) < a1, €t la série géométrique Za L converge (0 < a < 1): Y v,
converge normalement sur [—a, al.

12



Soit [¢,d] un segment de | — 1,1[; d’apres 'exemple 6 (question 4), il existe a €]0, 1] tel
que [e,d] C [—a,a]. Soit n > 1 et soit x € [c,d] : comme z € [—a,a], |v),(7)] < a7},
majorant indépendant de x. Par définition de la borne supérieure, [|vy,[|o fc,q) < a™ ! et par

comparaison Y. v}, converge normalement, donc uniformément, sur [c, d]. Ainsi Y v/, converge

uniformément sur tout segment de ] — 1,1[. D’apreés le théoréme, G est de classe C! sur
400 n—1
x
—1,1[ et G'(z) =
e G = 2

(b) Soit x €] — 1,1[\{0}. La série }_ £~ converge; par linéarité et d’aprés I'exemple 6,

G-ty hl-a)
x n x
n=1
(Et G'(0) =1, seul le terme n = 1 étant non nul; c¢’est cohérent avec —@ — 1.)
xT—r

* G est continue sur [—1,1] (séance précédente), donc sur [0, 1], et dérivable sur 0, 1[. Quand

x— 17, —In(l — ) - +o0 et x — 1, donc G'(z) — +o0.
Soit x €]0, 1[. D’apres le théoreme des accroissements finis sur [z, 1], il existe ¢, €]z, 1] tel
que
G(1) -G In(1 —
(i(x) = GI(CJ;) = —711( Cx),
. o

Quand ¢ — 17, ¢, — 17 (encadrement), donc ce taux d’accroissement tend vers +o0o. G
n’est pas dérivable a gauche en 1 : la courbe admet une tangente verticale au point

(1,G(1)) = (1,%).

E4.
Pour n > 1 et s > 1, on note g,(s) = —lnsn = —Inn e=*"" de sorte que ¢/ = > n>19n SUr
I1, +oo]. !
Hypothéses de régularité et de convergence simple. Chaque g, est de classe C! sur |1, +o0[ et
gi(s) = (mmp2e=inn = (200

D’apres le rappel du cours, > g, converge simplement sur |1, +o00].

Convergence normale de Y g, sur un segment. Soit [a,b] C]1,4o00[, donc 1 < a < b. Soit n > 1

et soit s € [a,b]. Comme Inn > 0 et s > a, n® = 5" > 20" = na d’on
2 2
, (Inn) (Inn)
g,(s)] = o < EL
2
majorant indépendant de s. Donc ||g;,[|oc,a,5] < (h;;f)
Posonsc:HT“ : alors ¢ > 1eta—c:%1 > 0. Pour n > 1,
(Inn)?/n* _ (Inn)?
I/n¢  no ¢ notoo
2
par croissances comparées (a — ¢ > 0). Ainsi (II;Z) = 0(#), avec ». # convergente (Riemann,

2
¢ > 1) et des termes positifs : par comparaison, > (h;ff) converge, puis > [|gy, || oo [a,5] CONVerge. > gy,

converge normalement, donc uniformément, sur tout segment de |1, +o0].

Conclusion. D’aprés le théoréme, ¢’ = 3" g, est de classe C! sur |1, +o0[, c’est-a-dire que ¢ est
de classe C? sur |1, +oo[, avec

+
8

(Inn)?

ns

¢"(s) =

3
Il
—



2
Conwvexité. Pour s > 1, tous les termes sont positifs et celui d’indice n = 2, (11123) ,

positif : ¢"(s) > 0. ¢ est (strictement) convexe sur |1, 4o0].
Remarque : le choix ¢ = 1‘%‘1 (milieu de 1 et a) sert & intercaler un exposant strictement entre
1 et a: on « sacrifie » une puissance n®~¢ pour absorber le (Inn)?, tout en gardant un exposant

est strictement

c> 1.
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