Séance a distance — Corrigé

Etude compléte de la fonction ¢ de Riemann
continuité, dérivabilité, comportement aux bornes, régularité

Rappels utilisés tout au long du corrigé

Convergence normale = convergence uniforme. Si )" f,, converge normalement sur J,
alors pour tout x € J la série > f,,(x) converge absolument, et Y f,, converge uniformément
sur J (le reste vérifie ||Ry|loo,s < D psn|lfrllos,s —— 0).

’ 7 N—+oo

, # = e %" ayec Inn > 0. Donc, si

1 1
s > a, alors —slnn < —alnn et, par croissance de exp, — < —.
n n

Comparaison des puissances. Pour n > 1 et s € R

1 Partie commune : continuité et dérivabilité de (

1.2 — Pas de convergence normale sur |1, 400]

1. Soit n > 2. Alors Inn > 0, et f,(s) = e "™ est la composée de s — —slnn, strictement
décroissante (fonction affine de coefficient —Inn < 0), et de exp, strictement croissante : f,
est strictement décroissante sur |1, +oo[ (et méme sur R).

Comme exp est continue en —Inn et —slnn — = Inn, on obtient
s—1

»
1
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2. Casn=1. fi(s) =1 pour tout s : || fillcc 1, +00] = 1 = { (borne atteinte).
Cas n > 2. La fonction s — e™*"" est strictement décroissante sur [1, +oo[; donc, pour tout
§>1,0< fu(s) < e = % Ainsi f, est bornée sur |1, +o0], % en est un majorant, et ce
majorant n’est jamais atteint.
C’est le plus petit majorant : soit M < % Comme f,(s) — % quand s — 17, il existe s > 1

tel que f,(s) > M ; donc M n’est pas un majorant. Conclusion :

1
Vn =1, ||anoo,]1,+oo[ = Ea
borne supérieure non atteinte dés que n > 2.
3. La série 3| fulloo)1,400] = % est la série harmonique, qui diverge. La série Y f, ne

converge donc pas normalement sur |1, +oc0o/.

1.3 — Convergence normale sur un segment

4. Soient n > 1 et s € [a,b]. Une exponentielle est strictement positive, donc % > 0. Comme
s>aetlnn>0,ona—slnn < —alnn, puis, par croissance de exp,

1 —slnn —alnn 1
0< Eze Se :E

(Pour n =1, les deuz membres valent 1 : l’inégalité large est indispensable.)



5. Le majorant - ne dépend pas de s : f, est bornée sur [a,b] et, par définition de la borne

na
supérieure (plus petit des majorants), || fnl oo, 0,0 < n% (C’est méme une égalité, atteinte en
s=a.)

1

La série de Riemann ) 5 converge car a > 1. Par comparaison de séries a termes positifs,

Yol fnlloo,ja,p) converge : 3 f,, converge normalement sur [a, b].

1.6 — Exercice guidé

Exercice 1 — guidé : ¢ est de classe C!.

1. (H1). Soit n > 1. La fonction s — —sInn est affine, donc de classe C!, et exp est de classe C!
sur R : par composition, f,, : s — e *™" est de classe C' sur |1, +oo[ (et méme C>® sur R).

Par la formule de dérivation d’'une composée, (e*) = u'e* avec u(s) = —slnn :
Inn
fl(s)=—Inn PR —— —
(Pourn=1:fi=1cetf=0=—2L"la formule reste valable.)
2. (H2). Pour tout s > 1, 3 # est une série de Riemann d’exposant s > 1, donc convergente.

C’est exactement dire que Y f,, converge simplement sur |1, +00].
3. (H3) : majoration. Soient n > 1 et s € [a,b]. D’apres la question 4 de la partie 1.3, 0 < # <
L. en multipliant par Inn >0 :

na

_lnn Inn

!
o) = o < B
. . / . , Inn
Ce majorant ne dépend pas de s : f;, est bornée sur [a,b] et || f}[loo (a5 < .
FiRad) na
4. (H3) : convergence de la série majorante.
(a) Comme a >1:
1 -1 1 -1
c—1= +a_1:a2 >0 et a—c=a— —;—a:aQ > 0,

donc 1 < ¢ < a. (c est le milieu de 1 et a.)
(b) Pour n > 1, n® = nle=9+e = pe=cpe d’ou

Inn Inn 1

nt  po—c pc’
. Inn/n® Inn ) )
Le quotient 1/ne = —— tend vers 0 quand n — +00 par croissances comparées,
n ne—
: ) . ep . . DM 1
puisque 'exposant a — ¢ est strictement positif. Ainsi —0 =ol—).
n n
(c¢) La série de Riemann ) # converge car ¢ > 1. Les deux séries sont a termes positifs et
12(? = o(s%) : par comparaison, 3 lfbf converge.
/ 1 : : / . 1
Comme 0 < || f}[loo,fab] < Ta (question 3), par comparaison Y- || f; [|oc,[a,) cOnVerge : 3 fy,
converge normalement, donc uniformément, sur [a,b)].
. . . Inn/n®
(d) Pourquoi pas directement # ? Le quotient 1//a = Inn tend vers +oo : on a # =
n
o( 12,? ), c’est-a~dire que n—la est plus petit que le terme a étudier. Majorer par une série

convergente plus petite ne prouve rien.

Pourquoi ¢ > 1 2 1l faut comparer a une série convergente : > # ne converge que si ¢ > 1.

o . .. Inn __ 1 . .. . 1 9
Avec ¢ = 1, on obtiendrait 27 = o(), vrai mais inutile car ) - diverge.




Pourquoi ¢ < a ? Pour que T}QZ‘C — 0l faut a — ¢ > 0 : si ¢ = a, ce quotient vaut
Inn — +o0; si ¢ > a, c’est pire. On « sacrifie » la petite puissance n®~¢ pour absorber
Inn.

Bref, il faut un exposant strictement entre 1 et a; n’importe lequel convient, et le milieu
c= H?“ est un choix explicite commode. C’est possible précisément parce que a > 1 :
c’est la que sert le fait d’étre « a distance de 1 ».

5. Conclusion.

Rédaction : ( est de classe C!

Soit sg > 1. Posons a = H% et b =sp+ 1, de sorte que 1 < a < sg < b. Vérifions les

hypotheéses du théoréeme de dérivation sur l'intervalle I = [a,b] :

(H1) pour tout n > 1, f, est de classe C' sur [a,b], avec f!(s) = —12_? (question 1);

(H2) Y fn, converge simplement sur [a,b] C |1, +o0[ (question 2);

(H3) > f}, converge normalement, donc uniformément, sur [a, b] (question 4c).

D’aprés le théoréme, ¢ est de classe C! sur [a,b] et, pour tout s € [a,b], ('(s) =

ZnZl fTIL(S)

Comme sg est intérieur a [a, b], ¢ et sa restriction a [a, b]
: ¢ est dérivable en sg, ¢’ est continue en sg, et ('(sg) =

Cem valant pour tout so > 1, ¢ est de classe C! sur |1, +oo| et

coincident sur un voisinage de

_Z—i—oo Inn
n=1 nso *

“+00

Vs > 1, C’(s):—z

n=1

Inn

ns

6. Variations. Soit s > 1. Le terme d’indice n = 1 est nul (In1 = 0), et pour n > 2, B2 > 0. La

b ns
série Y, 51 12? est donc & termes positifs, et sa somme est supérieure a chacun de ses termes,

en particulier au terme d’indice 2 :

+o0
nn _ In2 In?2
Sorzoo>0, dome (s < -

n=1

< 0.

(Attention : Uargument « tous les termes sont > 0 » est faux d cause du terme n = 1; c’est
pour cela qu’on minore par le terme n = 2.)

¢’ étant strictement négative sur Iintervalle |1, +o0], ¢ est strictement décroissante sur
11, +o0l.

Controle de cohérence : chaque f, (n > 2) est strictement décroissante et fi est constante ; une
somme de fonctions décroissantes est décroissante. Le calcul de ¢’ confirme ce qu’on pouvait
deviner directement.

2 Exercices : continuité et dérivabilité, avec ou sans segments

Exercice 2 — x vrai ou faux?.

1. Faux. Contre-exemple : f,(s) = =5 sur I =]1,+oo][. La série converge normalement sur tout
segment [a,b] C I (partie 1.3), mais pas sur I, puisque || f,|loo,r = L (partie 1.2).

2. Vrai. Soit xg € I (on suppose I non réduit & un point, sinon il n’y a rien & montrer). On peut
choisir un segment J C I qui contient tous les points de I assez proches de x : il existe n > 0
tel que I N [xg—n,z0+n] C J. Par exemple :

— si xg est intérieur a I, J = [xg — 0, x9 + 0] avec n > 0 assez petit ;

— si xp est 'extrémité gauche de I (et appartient a I), J = [zg, o + n]; de méme a droite.
Les f,, sont continues sur J et Y f,, converge uniformément sur J : la somme S est continue
sur J. Comme S coincide avec sa restriction a J sur I N [zg —n,x9+ 7], S est continue en x.
Donc S est continue sur I. C’est le « caractere local de la continuité ».



3. Faux. Le théoréeme demande la convergence simple de > f,, et la convergence uniforme de
> fl (en pratique sur tout segment). La convergence uniforme de Y f,, n’est pas exigée, et
elle peut étre fausse alors que S est de classe C!.

Contre-ezemple : f,,(z) = e sur I =]0, 4+-o0[ (exercice 4). La somme K est de classe C' sur

I (et vaut d’ailleurs ———). Pourtant, pour n > 1, || fullcc,s = 1 (sup en 07) ne tend pas vers

0 : les f, ne tendent pas uniformément vers 0, donc Y f, ne converge pas uniformément sur

I. (¢ sur ]1, +o0[ fournit un autre contre-exemple, voir l’exercice 7.)

4. Faux. Contre-exemple de la fiche précédente : f,(x) = %ln(l + e"®). Chaque f,, est de classe
C! sur R, et (f,) converge uniformément sur R vers h(z) = max(z, 0) (avec || f,, — h/|oo < ln%),
qui n’est pas dérivable en 0.

(Autre contre-exemple : f,(z) = /22 + 2 converge uniformément vers |z| sur R, car 0 <

fulx) — 2| = ﬁ < %) Une limite uniforme de fonctions C! est continue, mais pas
X n—r\|x
forcément dérivable : il faut une hypothese sur les dérivées.
5. Faux. Soit f,,(z) = e*/" pour z > 0 et n > 1.

— Pour n fixé, =% — —oo quand x — +o0, donc fy(r) —— 0.
T—+00

— Pour 2 > 0 fixé, =% — 0 quand n — +o0, donc f,(z) — 1 : la limite simple est f = 1,
qui ne tend pas vers 0 en +oo.

— Convergence uniforme sur tout segment : un segment de [0, 00| est inclus dans un [0, A]
avec A > 0. Pour u > 0, 1 — e ™ < u (convexité de exp, ou inégalité des accroissements
finis). Donc, pour z € [0, 4],

fule) —1=1—e*m<® <
n n

majorant indépendant de z, qui tend vers 0 : la convergence est uniforme sur [0, A], donc
sur tout segment de [0, +oo].
Ce n’est pas contradictoire avec le théoreme de la double limite : celui-ci demande la conver-
gence uniforme sur un intervalle ayant 400 pour extrémité, et ici || fn — 1floc,0,400f = 1 (sUp
en +00) ne tend pas vers 0.

Exercice 3 — x quand on n’a pas besoin des segments.

2
Smﬂ# < #, majorant indépendant de

1. Soient n > 1 et z € R : 0 < sin?(nx) < 1, donc

x. Ainsi || fnlloor < n—14 et, la série de Riemann > 7714 convergeant (4 > 1), > f, converge
normalement sur R.

En particulier, elle converge simplement sur R : .S est définie sur R. Elle converge unifor-
mément sur R et chaque f, est continue : d’apres le théoréme de continuité, S est continue
sur R.

2. (H1). f, est de classe C! sur R (composée et produit de fonctions C1), et

f(z) = 2sin(n) ':Lcos(nx) _ 2sin(nx) cos(nx) _ sin(an)'

n n3 n3

(H2). Y f, converge simplement sur R (question 1).
(H3). Pour n > 1 et z € R, |f/(z)| < -, majorant indépendant de @ : [|f}[loor < 5, et 3 5
converge. y_ f/ converge normalement, donc uniformément, sur R.

. P P 1 X sin(2nz)
D’apres le théoreme de dérivation, S est de classe C' sur R et S'(x) = E —
n
n=1

3. Les majorations n% et n%, sont valables sur R tout entier : elles ne dépendent d’aucun parametre
lié & un segment. Il n’y a pas de « zone & probléme » (contrairement & ¢ pres de 1) : on applique
directement les théorémes sur I = R. Les segments ne servent que lorsque la majoration se

dégrade en s’approchant d’un point ou de 'infini.



sin(2nz)
3

* Posons g, (x) = , de sorte que S’ = 3" g,. Chaque g, est de classe C! sur R et ¢/ (z) =

%. La série Y g, converge simplement sur R (question 2), et |g/,(x)| < n% donne la
convergence normale de Y g/, sur R. Par le théoréme de dérivation appliqué a >_ g,,, S’ est de

classe C! : S est de classe C? sur R et

“+o0o
vy cos(2nx)
§'(r) =2y 2]
n=1
Peut-on continuer ? La dérivée suivante du terme général est —w. Sa norme infinie sur
R vaut % (atteinte en = J-), et Z% diverge : pas de convergence normale sur R. Pas non
plus sur un segment [«, ] avec o < 3 : dés que 2n(f—«) > 2w, x — 2nx parcourt une période
entitre sur [a, 3], donc le sup de |sin(2nz)| vaut 1 et la norme vaut encore 2. La méthode
ne permet pas d’obtenir C3.

Exercice 4 — x quand les segments sont indispensables.

1. Soit x € R. ™™ = (e*x)n : ¢’est une série géométrique de raison ¢ = e~* > 0. Elle converge
si et seulement si ¢ < 1, c’est-a-dire —x < 0, c’est-a-dire z > 0. (Si x < 0, ¢ > 1 et le terme
général ne tend pas vers 0.) Pour z > 0,

+o0 1
— n
K(z)=3> ()" = =
n=0 —€
2. Pour n € N, f, est de classe C! et f/(x) = —ne "%, donc |f/(z)| = ne ™=,

Pour n =0, fj = 0 et ||filloc = 0. Pour n > 1,  + ne ™" est strictement décroissante sur
10, +00[ et tend vers n en 01 ; comme en partie 1.2, n est la borne supérieure (non atteinte).
Ainsi, pour tout n € N,

/
anHoo,]O,Jroo[ =n,
et Y n diverge grossiérement : Y f/ ne converge pas normalement sur |0, +oo].

3. Soit @ > 0. Pour n > 0 et > a : —nx < —na, donc |f](x)] = ne ™ < ne "% avec égalité
en v = a. Le majorant est atteint, donc || £} |loc,ja4-00] = 77"
na, Par croissances comparées, n? - ne " = nde™" ——— 0 (car
n—+oo
a > 0), donc ne " = o L ). La série de Riemann # converge et les termes sont positifs :

nZ
o 1. N 7(n+1)a -
Y- ne " converge. (On peut aussi utiliser la regle de d’Alembert : % —e *<1.)

> f converge normalement sur [a, +o0|.

Convergence de > . ne~

4. Soit 29 > 0 et a = % > 0. Sur I'intervalle [a, +-o0] :
(H1) chaque f, est de classe C!;
(H2) 3" f,, converge simplement (question 1, car [a, +0oo[C |0, +00() ;
(H3) > f/, converge normalement, donc uniformément (question 3).
Donc K est de classe C! sur [a, +oc[, et zg est intérieur & cet intervalle : K est dérivable en
xg, K"y est continue, et K'(zg) = > f/ (x0). Ceci valant pour tout zy > 0, K est de classe
C! sur )0, 400 et

+0o0 +o0
Vx >0, K/(:U):—Zne_m:—Zne_m.
n=0 n=1

(On a travaillé sur [a,4o00] plutét que sur un segment : c’est permis, puisque la convergence
normale y a lieu. L’essentiel est de rester a distance de 0.)

5. Pour x > 0, K(z) = (1 — e*m)fl avec 1 —e™® > 0. En dérivant, avec (u™!) = —v/u=? et

u(x)=e":



En comparant avec 'expression de la question 4 :

6—517

+oo
Yz > 0, ne = —— .
nz_:l (1—e2)°

6. Soit ¢ €]0,1[. Posons x = —Inqg : x > 0 (car ¢ < 1) et e™* = ¢, donc ™™ = ¢". La question

5 donne

—+00

q
ann: 2
n=1 (]‘_Q)

=0 1/2
Avecq:é:zwz(l/g)z:.

n=1

Vérification rapide : % + % + % + 1% + % = % ~ 1,78, et les termes suivants sont petits.

Exercice 5 — xx lire les hypotheéses.

1.

arctan est dérivable sur R et, pour tout ¢, | arctan’(t)| = H% < 1. Soit u € R. Par 'inégalité
des accroissements finis entre 0 et u :

|arctanu| = |arctanu — arctan 0| < 1-|u — 0] = |ul.
Soit z € R. Pour n > 1, |fu(x)] < L%'; la série ) % = lz| > n—lz converge. Par comparaison,

> fn(x) converge absolument, donc converge : Y f,, converge simplement sur R.

. Soit n > 1. Quand z parcourt R, -5 parcourt R, et arctan réalise une bijection strictement

croissante de R sur |—Z, 7[. Donc |f,(x)| < § pour tout z, et fu(x) — § quand z — +o00 :

comme en partie 1.2,
0

2
La série ) 5 diverge grossierement : pas de convergence normale sur R.

| frlloor = (non atteinte).

Soit A > 0. Pour = € [—A, A], la question 1 donne |f,(z)| < ‘n%l < %, majorant indépendant
de @ : || fulloo,—a,4) < %, et > % converge. Convergence normale sur [—A, A].
Continuité. Soit o € R et A = |zg| 4+ 1, de sorte que zg €] — A, A[. Les f,, sont continues et
> fn converge uniformément sur [—A, A] : T est continue sur [—A, A], donc en zy, intérieur.
T est continue sur R.

Pour n > 1 et x € R, par dérivation d’une composée :

n2
0 P

2’ z2 4 2"
n z= n T
1+ 5 +

Ona0< fl(x) < Z—i = 1 avec égalité en x = 0 : ||f}|lcog = -5, terme général d'une série

convergente. Y f/ converge normalement sur R tout entier.

. Sur I = R : (H1) chaque f, est de classe C'; (H2) 3" f,, converge simplement (question 1);

(H3) > f/, converge normalement, donc uniformément (question 3). D’apres le théoréme, T
est de classe C! sur R et

+o0 n2
T)=S — " .
(@) ,Lz::l nd + 22

Tous les termes sont strictement positifs, donc T7"(x) > H% > 0 (premier terme). T' est
strictement croissante sur R.

Non, la question 2 n’était pas nécessaire. La seule hypothese du théoreme de dérivation
portant sur Y. f, elleeméme est (H2), la convergence simple, donnée par la question 1. La
continuité de T découle d’ailleurs de la question 4 (une fonction de classe C' est continue).
C’est un exemple frappant : Y f/ converge normalement sur R, alors que Y f,, ne converge
méme pas uniformément sur R (les f,, ne tendent pas uniformément vers 0 puisque || fp||oo,r =

2)-



* Soit x > 0. Pour tout n > 1, -5 >0, donc f,(x) > 0. La série 3 f,(x) est a termes positifs et
convergente, donc sa somme majore chacune de ses sommes partielles :

N —+o00 N x
T(z) = Z fn(x) 4+ Z fn(x) > Z arctan<n2> .
n=1 n=1

n=N-+1

Limite. Pour N fixé, la somme finie de droite tend vers N5 quand z — +oo. Soit M > 0;
choisissons N > 1 tel que N3 > M + 1. Il existe X > 0 tel que, pour x > X, 227:1 fn(z) >
Z—1>M,douT(x)> M. Donc T(z) P +00.
X oo

T —
Double limite. Chaque f, admet la limite finie £, = § en +o00. Si }_ f,, convergeait unifor-
mément sur un intervalle [A, +oc[, le théoreme affirmerait que > ¢, = >° % converge, ce qui

est faux. L’hypothese en défaut est donc la convergence uniforme au voisinage de 400 et la
conclusion du théoréme (limite finie) est elle-méme fausse ici.

3 Retour sur ¢ : comportement aux bornes de |1, +00]

Exercice 6 — x limite en +oo.

1. Soient n > 1 et s > 2. Comme Inn > 0et s > 2,0 < % < # (rappel en téte du corrigé),
majorant indépendant de s. Donc || fu s, [2,400] < n% (égalité en s = 2) et, Y # convergeant,
> fn converge normalement sur |2, +ool.

2. Sin=1: %s =1 pour tout s, donc la limite vaut ¢; = 1.

Sin>2:lnn>0,donc —slnn —— —oco et & =e 507 ¢ =0,
’ s—»+00 n

3. Appliquons le théoreme de la double limite sur I = [2, +00[, en +oo (extrémité de I) : chaque
frn admet une limite finie ¢, en +oo (question 2), et Y f,, converge uniformément sur [
(question 1). Donc

$—+400

+oo +o0
lim ((s)=> lp=1+)Y 0=1
n=1 n=2

4. 11 faut un intervalle ayant +o0o pour extrémité et sur lequel la convergence est uniforme.
Avec [2,4+00[, la majoration par # est immédiate.
— [3, +0o0[ convient aussi (majoration par %), comme n’importe quel [a, +o0o[ avec a > 1.
— [1,+o00[ ne convient pas : {(1) n’est pas défini (série harmonique divergente), et de toute
fagon la norme || f, || vaudrait + : pas de convergence normale.
— Un segment [2,b] ne convient pas : 400 n’en est pas une extrémité, et la convergence
uniforme sur [2,b] ne dit rien de ce qui se passe quand s — +o0.

Exercice 7 — % trouver ’erreur.

1. « La série Z% converge » est faux : c’est la série harmonique, qui diverge. Du méme coup,
«C(s) = 3o % » n’a pas de sens.

2. Le théoreme demande la convergence uniforme sur un intervalle dont 1 est une extrémité
(par exemple |1, 2] ou |1, +00[). La convergence uniforme sur tout segment de ]1, 4-o00[ ne suffit
pas : aucun segment de |1, +oo[ n’a 1 pour extrémité (c’est exactement I’encadré « Attention »

de la partie 3).

3. Supposons par 'absurde que Y f,, converge uniformément sur J =]1,2]. Le point 1 est une

extrémité de J et chaque f,, admet la limite finie £,, = % en 1T (partie 1.2, question 1). Le
théoreme de la double limite affirme alors que > /¢, = Z% converge : contradiction. Donc
> fn ne converge pas uniformément sur |1, 2].
Sur |1,+o00[. Si Y f, convergeait uniformément sur |1, +o0[, elle convergerait uniformément
sur |1, 2], car pour le reste Ry on a [|[Bn|loo)1,2] < [|BNoo,]1,400[ (un sup sur une partie est
plus petit). C’est impossible d’apres ce qui précede. (On peut aussi refaire directement le
raisonnement par ’absurde sur |1, +00].)



Exercice 8 — »x équivalent en 17 par comparaison série-intégrale.

1. ¥(t) = e~*!t; comme s > 0 et In est strictement croissante, ¢t — —sInt est strictement
décroissante, et par croissance de exp, ¢ est strictement décroissante sur [1, +oof.

Soit n > 1. Pour t € [n,n+ 1], ¢(t) < ¢(n) = L. Par croissance de l'intégrale sur ce segment

de longueur 1 :
n+1 n+1 1 1
/ zp(t)dtg/ ~dt=—.

n n ns
Sin>2,[n—1,n] C[l,+o0] et, pour t € [n—1,n], ¥(t) > 1(n), d’on

Fo L e o

Le dessin (ici avec s = 1,5) : le rectangle de hauteur -5 posé sur [n,n + 1] est au-dessus de la
courbe; posé sur [n — 1,n], il est en dessous.

+1
b < v S (122)

2. Soit N > 2. En sommant la premiére inégalité pour n = 1,..., N et en utilisant la relation de

Chasles :
N+1 N o+l N oq
/1 P(t)dt = Z/ plt)yde <> -
n=17" n=1

N
En sommant la seconde pour n =2,...,N : Z S < / ¥ (t) dt, puis en ajoutant le terme
n
n=2
n =1, qui vaut 1 :
N+Lqr XL N gt
/ —<>) =<1 +/ —.
1 ° n=1 n 1 ts
tlfs .

3. Pour A > 1, comme s # 1, une primitive de ¢~% est T—

ts 1—s 1—-s  s—1

/Adt_ tl—s A_Al—sil_]_iAl—s
1 N 1_ )

A dt 1
Comme 1 — s <0, A5 =el=s)nA () donc / — .
1 t5 Aos+oo s—1
Faisons tendre N vers +oo dans ’encadrement de la question 2 : le membre de gauche tend
vers = (avec A = N +1), celui du milieu vers ¢(s), celui de droite vers 1+ -1+ (avec A = N).

Les inégalités larges passent a la limite :

1
s—1

SC9 ST+



4. Multiplions par s — 1 > 0 :
1<(s=1(¢(s)<(s—1)+1=s.

Quand s — 17, le majorant s tend vers 1; par encadrement, (s — 1){(s) — 1, c’est-a-dire

Cs) ~ —

ss1t s —1°

Comme ((s) > -1y —— +oo, on obtient lim ((s) = +o0.
s—1+t s—1+
Remarque : encadrement dit méme que 0 < ((s) — ﬁ < 1. On peut montrer que ((s) — ﬁ

tend vers la constante d’Euler v ~ 0,577 quand s — 17.

Exercice 9 — x allure du graphe.
Récapitulons :
— ( est continue et strictement décroissante sur |1, +oo[ (exercice 1) ;
— ((s) = 400 quand s — 17 : asymptote verticale d’équation s = 1, et ((s) ~ 5 (exer-
cice 8);
— ((s) = 1 quand s — 400 : asymptote horizontale d’équation y = 1 (exercice 6) ;
— ((s) > 1 pour tout s > 1 (le terme n = 1 vaut 1, les autres sont > 0) : la courbe est au-dessus
de son asymptote horizontale;
— ( est convexe (exercice 10).
Quelques valeurs : ((2) = %,2 ~ 1,645, ((3) ~ 1,202, ((4) = g—é ~ 1,082. En pointillés, ’encadrement
de 'exercice 8.

— ¢
1
s—1

---1

1
1

S—

Bonus *x. Soit s > 1. La série }_,~; % converge ; en isolant le terme n = 1, puis en multipliant
par la constante 2° (linéarité) :

2(¢(s) — 1) = ijon - i:jo ()"

On note g,(s) = (2)8 = 82/ pour n > 2.

n
Convergence normale sur [2,4+o00[. Soient n > 2 et s > 2. Comme 0 < % <1,o0na ln% <0,

2
donc Sln% < 2111% et 0 < gn(s) < (%) = n%, majorant indépendant de s. La série > % converge :
>~ gn converge normalement, donc uniformément, sur [2, +o0].

Limites des termes. Pour n = 2, ga(s) = 1 pour tout s. Pour n > 3, 0 < % < 1, donc ln% < 0et

onls) 0 0



Double limite sur [2,+00[, en 400 :

S——+00

+oo
lim 2°(C(s)—1)=1+) 0=1
n=3

1
Comme 2% # 0, cela signifie exactement que ((s) — 1 eoeTE Autrement dit, quand s est grand,
S—r—+00

((s) est tres proche de 1, et I’écart est essentiellement di au seul terme 2%

4 Pour aller plus loin : régularité C? et C*

Exercice 10 — »x ( est de classe C? et convexe.
1. D’apres l'exercice 1, f/(s) = —Inn e~*"", En dérivant a nouveau (Inn est une constante) :

(Inn)?

17 _ 2 —slnn __
Fi(s) = (~tam)Ze=shn = £

n

(Inn)?

na

2. Soient n > 1 et s € [a,b. Comme L < L et (Inn)? > 0, [f/(s)] < , majorant

na

2
indépendant de s : || f,) || oo ja,0) < 021172)
Avec ¢ =112 onal < c < a (exercice 1, 4a) et

(Inn)2/n®  (Inn)?

1/n¢  ne ¢ notoo

2
par croissances comparées (a — ¢ > 0). Donc (h;;f) = 0(#) et, Z# convergeant (¢ > 1),

> (1272)2 converge par comparaison de séries & termes positifs. Y f/ converge normalement
sur [a,b].
3. Les autres hypotheses du théoréme C? (avec k = 2), sur [a, b] :
— chaque f, est de classe C? (et méme C*°) : oui;
— Y fn converge simplement (Riemann, exposant s > 1) : oui;
— > fl converge simplement : oui, elle converge méme normalement sur [a,b] (exercice 1,
4c).
4. Soit s9 > 1, et [a,b] = [H%, so+1], de sorte que sg est intérieur a [a, b]. D’aprés le théoréme C?
appliqué sur [a, b], ¢ est de classe C? sur [a, b], donc deux fois dérivable en sq avec ¢” continue
en sg. Ceci pour tout sg > 1 :  est de classe C? sur |1, +oof et

+
8

(Inn)?

nS

Vs > 1, "(s) =

3
Il
_

2
Tous les termes sont positifs et celui d’indice 2 est strictement positif : " (s) > (11123) >0.¢

est (strictement) convexe sur |1, +o0].

Exercice 11 — xx*x ( est de classe C*.
1. fn:s— e M7 est la composée de exp et d’une fonction affine, toutes deux de classe C® : f,
est de classe C* sur |1, 4+o00[.

Montrons par récurrence sur k € N la propriété P(k) : « pour tout s > 1, fqg,k)(s) =
(—Inn)ke=stnn
— P(0) : c’est la définition de f,, (avec la convention (—Inn)? =1, y compris pour n = 1).
— Si P(k) est vraie, alors en dérivant ((—Inn)* est une constante) : 7(lk+1)(s) = (—Inn)k.
(—Inn)e s = (—Inn)k+tle=snm . Pk 4 1) est vraie.

10



. (Inn)*

nS

Donc, pour tout k € N et tout s > 1, f,gk)(s) =(-1)

(Inn)k
nS [—

2. Soient k € N, n > 1 et s € [a,b]. Comme en (2) de l'exercice précédent, \fék)(s)] =
(lnn) (lnn)k

, majorant indépendant de s : || fn HOO [y <
Avec c = 4% €]1,qa :
(Inn)*/n*  (Inn)*

1/n¢  ne¢ notoo

0,

par croissances comparées : nimporte quelle puissance de Inn est négligeable devant n’importe
quelle puissance strictement positive de n. Donc (lnniz)k = o( 2), et > an converge par
comparaison avec la série de Riemann ) # (c>1). > fn converge normalement sur
[a,b], pour tout k € N.
Point clé : le méme ¢ convient pour tous les k; c’est le facteur n®~¢ qui absorbe (Inn), quel
que soit k.
3. Soit k € N*. Hypotheses du théoréme C* sur I = [a, b] :
— chaque f, est de classe C* (questlon 1);
— pour j € {0,...,k—1}, > fn 7) converge simplement sur [a, b] : ¢’est automatique, car la
question 2, valable pour tout entier, donne avec j a la place de k la convergence normale
de > fT(Lj ) sur [a, b], qui entraine la convergence simple;

— > fé’“) converge normalement, donc uniformément, sur [a, b] (question 2).
Donc ¢ est de classe C* sur [a, b], et () =3 féj) sur [a,b] pour 0 < j < k.

4. Soient k € N* et sg > 1. Avec [a,b] = [2522, 59+ 1], qui contient sq en son intérieur, la question
3 montre que ¢ est de classe C* au voisinage de sg. Ceci pour tout sg > 1 : ¢ est de classe C*
sur |1, +o00[. Et ceci pour tout k € N* : ¢ est de classe C* sur |1, +0o0], avec

400 k
Inn)
VkeN, Vs>1,  ¢W(s)=( >n§1 s

Signe. Pour k > 1, le terme n = 1 est nul et les autres sont positifs, celui d’indice 2 étant
k

strictement positif; donc -, 5 % > (ln2) > 0. Pour k = 0, ¢(s) > 1> 0. Ainsi (¥ est

du signe strict de (—=1)¥ : ¢,¢”,¢W, ... sont strictement positives et ¢/, (), ... strictement

négatives.
Bonus x x x — In( est convexe.
1. Soient s > 1 et N > 1. Dans RY muni du produit scalaire canonique, I'inégalité de Cauchy-
Schwarz s’écrit (30, avnyn)2 < (N 22) (2N y2). Prenons

! Inn Inn 1 Inn)?
/2’ Yn = 2 de sorte que Tnln = 2 2 _ u

(%) < (Ea) %)

2. Faisons tendre N vers +o00. Les trois sommes partielles convergent, respectivement vers —(’(s),
C(s) et ¢"(s) (exercices 1 et 10). Par continuité de = + 2 et du produit, et passage & la limite
dans une inégalité large :

Tp = ) xn = 9 yn -
S nS

nS

On obtient exactement

2
(=¢'(5))" = C'(s)” < C(s) C"(s).
Convezité de In(. ¢ est de classe C? et & valeurs dans |1, 4+00[C]0, +oc[ : In( est bien définie
et de classe C? sur |1, +ool, avec

C_:/ <//C CI2

(In¢)" = e (In¢)" = —a

11



In ¢ est convexe sur |1, 4o00[ (on dit que ¢ est log-conveze). C’est plus fort que la convexité de
¢ : ( =expoln( est la composée d une fonction convexe et d’une fonction convexe croissante.
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Bilan complété

Les fonctions f,, sont définies sur un intervalle I. Pour les suites, f désigne la limite simple de
(fn); pour les séries, S = 3120 f,.

Continuité

Classe C!

Classe C¥

Limite en a (point
ou extrémité de I)

Intégrale sur un
segment [a, ]

Suites Hyp. : fn continues | Hyp. : fn, de classe Hyp. : fn de classe Hyp. : chaque f,, a Hyp. : fn continues
(fn) sur [. Clsur I. CF sur I. une limite finie ¢, en | sur [a, b].
Conv. : (fn) Conv. : (fn) Conv. : pour j <k, |% Conv. : (fn)
converge converge simplement | ( 7(13')) converge Conv. : (fn) converge
uniformément vers f |vers f sur I; (f},) simplement sur I ; converge uniformément vers f
sur I. converge ( (Ic)) converge uniformément vers f |sur [a,b].
. ’ n
Concl. : f continue unlf;)rmement vers g | iniformément sur I. |54 - Concl. : f continue
} sur I. . b b
sur [. Concl. : f de classe Concl. : (fn) L, let f Jn — f I
Concl. : f de classe C¥ sur I ot converge vers un réel @ @
1 ’_ ) :
ClsurIet f/=g. PO = limf,(f) pour £, et f(x) ﬁé
Jj<k. (on peut intervertir
les deux limites).
Séries Hyp. : fn continues | Hyp. : fn de classe Hyp. : fn de classe Hyp. : chaque fp a Hyp. : fn continues
Z fn sur 1. closur I. Cck sur I. une limite finie £, en | sur [a, b].
Conv. : Z fn Conv. : Z fn Conv. :pour j <k, |& Conwv. : Z fn
converge converge simplement Z f,(ij) converge Conwv. : Z fn converge
uniformément sur I |sur [; Z fh simplement sur I ; converge uniformément sur
(en pr?thue : Cor};/erge/ ; Z f7(lk) converge uniformément sur I. | [a,b].
normalement). ' uniformément sur I. | {6 o eur I, | Conel. : ZE" Conel. - Zfab i
Con]cl. ;S continue g’loncl. I Stde classe | )01 . S de classe cSo(n\)/erge7 et co;lverge ot ,
sur I. sur I e k T) —— +o0
+oo CF sur I et ] S = fn.
§'=2 0 T S6) = yoree ¢l oo J. w0 Ju fr
pour j < k. n=0
Suffit-il | Oui. La continuité Oui, pour la Oui, pour la Non. Il faut la Sans objet : on
de se vérifie point par convergence convergence convergence intégre sur un
vérifier point ; chaque point | uniforme des uniforme de la uniforme sur I, ou segment fixé, et seule
sur tout |de I est dans un dérivées. La dérivée k-ieme sur un intervalle de I | compte la
segment |segment de I qui le | convergence simple, | (méme raison que ayant a pour convergence
de 17 « contient avec ses elle, doit avoir lieu ch). extrémité (ex. : uniforme sur ce
voisins ». sur tout I. [2, 400 pour ¢ en segment [a, b].
+00).
Question de réflexion. Continuité, dérivabilité et classe C* sont des propriétés locales : elles se

vérifient en chaque point, et ne font intervenir que les valeurs de la fonction prés de ce point. Un
segment de I entourant le point suffit donc, et I'on peut s’éloigner des « zones a probléme » (comme
1 pour ¢) puisque chaque point fixé en est a distance strictement positive.

La limite en une extrémité a de I (par exemple 400, ou 17 pour () porte au contraire sur le
comportement quand on s’approche de a : il faut controler les fonctions sur un intervalle qui va
jusqu’a a, ce qu’aucun segment de I ne fait. C’est précisément ce qu'illustrent 'exercice 7 ('erreur
de I'éleve) et Pexercice 2, question 5 (e=%/™).

Enfin, I'intégrale porte sur un segment fixé a ’avance : la question ne se pose pas.
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