Séance a distance — Corrigé

Réduction (1) : exemples d’introduction et polyndémes d’endomorphismes

Rappels utilisés tout au long du corrigé

Changement de base. Si B et B’ sont deux bases de E, P la matrice de passage de B a
B’ (colonnes : coordonnées des vecteurs de B’ dans B), A = Matg(u) et D = Matgp (u), alors
D = P~ 'AP, c’est-a-dire A = PDP~!,

Méme endomorphisme, deux bases. Si A = Matg(u) et D = Matg (u), alors A* et D*
sont les matrices de u* dans B et B/, et plus généralement Q(A) et Q(D) sont les matrices
de Q(u) (proposition 7.11). En particulier A¥ = PD*P~1 (récurrence : exercice 1, question
6(a)) et Q(A) =0 <= Qu) =0 <= Q(D) =0.

Reste de X* modulo un annulateur. Ce n’est pas un théoréme du cours mais une mé-
thode : elle est rédigée a chaque utilisation (exercices 10, 11, 12, 15), en trois temps : division

euclidienne de X* par P # 0, évaluation aux racines (dérivation si racine double), puis
A* = Qr(A)P(A) 4+ Ry(A) = Ri(A).

1 Deux exemples pour comprendre ce qu’est la réduction

Exercice 1 — guidé, pour tous : une matrice de taille 2.

1. Par définition de la matrice d’un endomorphisme dans la base canonique, les coordonnées de
f(z,y) sont données par

Q6D = o

f échange les deux coordonnées.

2. La famille (eq,es) compte deux vecteurs dans R?, qui est de dimension 2 : il suffit de montrer
qu’elle est libre. Le déterminant de la famille dans la base canonique vaut

1 1

| =) -11=—240,

donc (e, e3) est libre, et B’ = (e1, e2) est une base de R?. (On peut aussi dire : e; et es ne
sont pas colinéaires.)

3. D’apres la question 1 : f(e1) = f(1,1) = (1,1) = ey et f(e2) = f(1,—-1) = (—1,1) = —ea.
Ainsi

fler) =1-e1+0-e9, f(e2) =0-e1+(=1) - e, d’ou D = Matp (f) = (é _01> .

Les colonnes de D sont les coordonnées de f(e1) et f(ea) dans la base B'.



4. Tout vecteur de Vect(ey) s’écrit tey et f(te1) =tf(e1) = ter : f fixe chaque vecteur de la
droite Vect(e;) (c’est la premiere bissectrice y = x). Tout vecteur de Vect(ea) s’écrit tes et
f(tea) = —tes : f change en son opposé chaque vecteur de Vect(ez) (la droite y = —z).
Comme R? = Vect(e; )@ Vect(e2) (c’est une base), f est la symétrie par rapport a la droite
Vect(e1), parallelement a Vect(ez). Comme e; L eg, c’est méme la symétrie orthogonale
(réflexion) d’axe la premiere bissectrice : géométriquement, échanger x et y revient bien a
réfléchir le plan par rapport a la droite y = x.

1
/ fz,y) = (y,2)

. .- Vect(er) :y ==

flea) = e T e

e1 = f(e1)

/7 x
’ NS
Vect(es)

5. La matrice de passage de B & B’ a pour colonnes les coordonnées de eg, es dans B :

r=(i L)

Par la formule de I'inverse d’une matrice de taille 2 (avec det P = —2) :

1 (-1 -1 1(1 1 1

_1—7 == - = —
P _—2<—1 1) 2(1 —1> 2P'
2 0

s . . . 2 _
(Vérification : P* = (0 5

) =2[,donc P- 1P =1,.)

Calculons PDP~1:

(11 1 0\ (1 -1 (1 =1y (1 1)\ _1f0 2)_
PD_<1 —1)(0 —1>_<1 1)’ pDP _2<1 1)(1 —1)‘2(2 0>_A‘

On a bien |A = PDP~! | conformément & la formule de changement de base D = P~1AP.

6. (a) Montrons par récurrence sur k € N la propriété Hy, : « A¥ = PDFP~1y,
Initialisation. A° = I, et PDOP~! = PP~1 = I, : Hg est vraie.
Hérédité. Supposons Hy, vraie. Alors
ARt = A A = (PDP7Y)(PD*P~Y) = PD (P7'P) D*P~! = PDF P~
————
=I5
ce qui est Hp41. Conclusion : A¥ = PD*P~! pour tout k € N.

Les simplifications viennent du produit P~'P = I, qui apparait entre deux facteurs
consécutifs : dans A¥ = (PDP~Y)(PDP~')...(PDP~!), tous les P~!P intérieurs dis-
paraissent et il ne reste que le P de gauche, les k facteurs D et le P~! de droite.



Lo ne s . . . 1 0
(b) Une matrice diagonale s’éléve & la puissance k coefficient par coefficient : D¥ = < > .

Donc

4 {1 1\(1 o0 11 11 (=) (1 1
k _ k 1 _ - J—
AT=PDP = (1 —1) <0 (—1)k> (1 —1) 2 (1 —(-DFJ\1 -1
_ L1+ (DF 1 (=P
T2\l (=DF 14 (=DF)"
Ainsi : si k est pair, A* = I ; si k est impair, A = A.

(c) Directement : A? = <(1] (1)> <(1) é) = <(1) (1)> = I. Donc A?™ = (A%)™ = I et

A?mtl — A2m A = A : on retrouve le résultat.
C’était prévisible : f est une symétrie, et une symétrie est une involution (f o f = Id),
donc A? = I,. Appliquer deux fois une réflexion ramene chaque point & sa place.

Exercice 2 — x méme méthode, en autonomie.

1. g(z,y) = (z + 2y, 22 + y), donc
9(61) = 9(17 1) = (373) = 3ey, 9(62) = 9(17_1) = (_17 1) = —é2.

Dans la base B’ = (e, e2), la matrice de g est donc diagonale :

D= Matlgz(g) = (g _01> .

Par la formule de changement de base, D = P~'AP avec la méme matrice de passage P qu’a

I’exercice 1, donc | A = PDP™! | avec D = diag(3, —1).

2. Le raisonnement par récurrence de l’exercice 1 ne dépend pas de D : A¥ = PD*P~! pour tout
k € N, avec D* = diag(3*, (—1)*). Donc

g L1 1 30 1 1) 1(3 (=DF) /[ 1 1
o2l 1) \o (=F)\1 —1) T 2\3F —(—1)F)\1 -1

|1 (zsk +(-1)k 3k <—1>k>

2\ 39 — (=1)F 3k (—1)k

Vériﬁcation.kzO:%(é g) zlz;k:1:%<i g) = A.

Exercice 3 — guidé, pour tous : une matrice de taille 3.

1. Les colonnes de @ sont les coordonnées de eq, e, e3 dans la base canonique :

10 %2
Q=101 0
10 £
En développant selon la deuxiéme ligne (un seul coefficient non nul, en position (2, 2), de signe
+): b 5
detQ:1-|1 _g :7+7=\/§¢0.

La famille (ej, e, e3) est donc libre; comme elle a 3 vecteurs dans R3, B’ = (e, e, e3) est
une base de R3.



2. On calcule les produits B e; (vecteurs écrits en colonnes) :

1\ [ 1+1 1
BlO]=5[V2=-v2|=|0]=e,
1 1+1 1

0\ (V2 2
Bl1l]| = 5 0 = 0 = €3,
0 V2 2
V2 _V2 V2
2 1 2 3 1 [
Bl 0 |==2-¥2_Vav2|__|_9|=—¢
2 2 2 2
V2 V2 4 V2 0
2 2 2
Donc g(e1) = e1, g(e2) = e3, g(es) = —ea, et, en mettant en colonnes les coordonnées dans B’ :
1 0 O
R= Matg/(g) =10 0 -1
01 0

Q est la matrice de passage de la base canonique a B’, donc la formule de changement de base
donne R = Q~'BQ, soit |B=QRQ ™' |.

3. Sur Vect(ey). g(te1) = tey : g fixe chaque vecteur de la droite Vect(e;).
Sur 1. Soit y = aey + PBes € 11. Par linéarité, g(y) = ag(e2) + Bg(es) = aes — fes € 11 : le
plan II est stable par g. Dans la base (e, e3) de II, ’endomorphisme induit a pour matrice

b 3)

qui est la matrice de la rotation d’angle 7 : g agit sur Il comme un quart de tour
(62 = e3 +— —€g — —e3 > 62).

e3 = g(e2)
3

gle3) = —ey €2

Le plan IT = Vect(eq, e3) vu de dessus (depuis eq).

Interprétation compléte. On remarque que e; L e, e; L e3, ea L ez et |e2| = [les]| =1: g est

la rotation d’axe Vect(e;) et d’angle 7. On comprend maintenant la lettre R et le titre de

5
I’exercice.

4. Par blocs, R = (é 2) avec p = (? _01>, et p?> = —I, p* = I,. Donc

1
RP=10 -1 0|, R'=(R)=0L.
0



B* et R* sont les matrices du méme endomorphisme g% = go go gog, dans la base canonique
et dans B’ respectivement (la matrice d'une composée est le produit des matrices). Or R* = I3
signifie g* = Id, dont la matrice dans la base canonique est I3 :

B*=1I5|

(On peut aussi écrire B* = QR*Q™! = QQ~! = I3 par la récurrence de l'exercice 1, question
6(a).)

L'égalité B - B3 = I3 (avec B3> € M3(R)) montre que B est inversible et B! = B3.
(Géométriquement : l'inverse d’un quart de tour est trois quarts de tour.)

5. Soit k € N et k = 4¢g + r sa division euclidienne par 4 (¢ € N, r € {0,1,2,3}). Alors

B* = BYB" = (BY)'B" = IJB" = B": ’Bk = B" ou r est le reste de k modulo 4 ‘

1 -2 1
Comme 2026 = 4x 50642, B2026 = B2 Calculons B? = M2 avec M = | V2 0 -2
I V2 1

1-2+1 —V240+v2 1+2+1 0 0 4
M?=|v240-v2 -2+0-2 V2+0-v2|=[0 -4 0
14241 —V2404+v2 1-2+1 4 0 0
donc
0 0 1
B2026 _p2_ | _1 o
1 0 0
Controle : B%e; = (1,0,1) = e; et B2%ey = —eg, conformément & R? (un demi-tour autour de
Vect(eq)).

6. (a) Soit y = aes + feg € II. On a vu que g(y) = —fes + aes, donc

9(9(y)) = —Bgle2) + ag(es) = —Pes — aea = —y.

(Cest le bloc p? = —I : deux quarts de tour font un demi-tour.)

(b) Soient y € Il et A € R tels que g(y) = Ay. En appliquant g (linéaire) : g(g(y)) = A\g(y) =
A2y, D’apres (a), g(g(y)) = —y, dou N2y = —y, soit (A2 +1)y=0.0r A2 +1>1>0
car A est réel; donc y = 0.

Autrement dit : aucun vecteur non nul de IT n’est envoyé sur un multiple de lui-méme,
ce qui est bien 'intuition d’un quart de tour.

(c) Supposons qu’il existe une base (vi,v2,v3) de R® dans laquelle la matrice de g est
diagonale, diag(A1, A2, A3). Cela signifie g(v;) = Ajv; pour ¢ = 1,2,3 : chaque droite
Vect(v;) est stable par g. D’aprés le bonus, la seule droite stable est Vect(ey), donc
v1,v2,v3 € Vect(ep), et trois vecteurs d’'une méme droite ne peuvent pas former une
famille libre de R3 : contradiction. La matrice de g n’est diagonale dans aucune
base de R3.

Moralité : on ne peut pas toujours « diagonaliser » ; la forme R (un 1 et un bloc de
rotation) est ici la forme la plus simple possible sur R.

Bonus »+. Comme (e, €2, e3) est une base, R3 = Vect(e1) @11 : tout 2 € R3 s’écrit de facon unique
x=ae;+yaveca € Ret yell

Soit & # 0 tel que la droite Vect(x) soit stable par g. Alors g(x) € Vect(z) : il existe A € R tel
que g(z) = Az. Ecrivons = = ae; + y; puisque g(e1) = ey et g(y) € 11,

g(x) =aer +g(y) et Ar = daey + \y.



Par unicité de la décomposition dans Vect(e;) @ II, Iégalité g(x) = Az équivaut a
a=\a et 9(y) = A\y.

La seconde égalité donne y = 0 par la question 6(b). Donc = = ae; avec a # 0 (car x # 0), et
Vect(z) = Vect(e1) (la premiere égalité donne d’ailleurs A = 1). Réciproquement, Vect(e;) est bien
stable (g(e1) = e1). La seule droite stable par g est Vect(e;), 'axe de la rotation.

Remarque

Sur C, I'équation A2+ 1 = 0 a des solutions (&) et le raisonnement de 6(b) tombe : la matrice
B, vue dans M3(C), est diagonalisable, avec les « valeurs propres » 1, i, —i. Le corps de base
compte dans les questions de réduction.

2 Polynomes d’endomorphismes et de matrices

2.1 Définition

Exercice 4 — x calculs de base.

1. Pour P=2X+3: P(A) =2A+ 3 = <§ g) + (g g) = (2 141> (Le 3 devient 31y : il

ne s’ajoute qu’a la diagonale.)
1+6 248 7 10 .
— Y2 CA2 — _
Pour P=X*-5X —-2: A° = (3 12 6 16) (15 22), puis

2 ea_or  (T-5-2 10-10 \ (0 0
P(4) =47 -54 212_<15—15 22-20—2)  \0 0)"

On remarque que P(A) = 0y : X? —5X — 2 est un polynéme annulateur de A. Ce
n’est pas un hasard : 5 = tr A et —2 = det A (exercice 9).

2. Pour une matrice diagonale, D¥ = diag(\¥, A5, A5) pour tout k € N (récurrence immédiate : le
produit de deux matrices diagonales se fait coefficient par coefficient ; pour £ = 0 on obtient
I3). Si P = Zgzo ap X", alors, par linéarité,

d d
P(D) = Z apDF = Z ar, diag(AF, A5 \E) = diag(z arA}, Zak)\g, Zak)\g)
k=0 k=0 k k k

:dlag(P()‘l)vp(AQ)aP()‘?)))

Pour D = diag(1,2,1) et P = X? - 3X +2= (X —1)(X —2) : P(1) =0 et P(2) = 0, donc
P(D) = 03 sans aucun calcul matriciel.

3. u?(z,y) = u(u(z,y)) = u(2r —y, ) = 22z —y) — z, 22 —y) = 3z — 2y, 2z — y).
Pour P = X? — 1, P(u) = u? — 1d, donc

P(u)(x,y) = u*(x,y) = (,y) = Bz — 2y —x, 2e —y —y) =| (22 — 2y, 22 —2y) |

4. P(d) = d® — d, donc pour Q € Rs[X] : P(d)(Q) = d*(Q) — d(Q) =|Q" — Q']
Pour Q = X3 : Q' =3X2%, Q" =6X, donc P(d)(X3) = 6X — 3X2.
Enfin d*(Q) = Q" ; comme deg @ < 3, chaque dérivation baisse le degré d’au moins 1 (ou
annule) et Q" = 0. Donc d* = Ogmy = X 4 est un polynoéme annulateur de d. (Et d® # 0 car
d3(X?) =6.)

Exercice 5 — x vrai ou faux.



1. Vrai. Ecrivons P = Y, ap X* et Q = Y, bp X" (sommes finies, en complétant par des 0).
Alors P+ AQ = Y1 (ag + A\bp) X* et

(P+2Q)(u) = Z(ak + Abp)uF = Zakuk + )\Zbkuk = P(u) + A\Q(u).
k k k
L’application P +— P(u) est linéaire de K[X] dans L(E).

2. Faux. Avec P = X% : P(u+v) = (u+v)o(u+v) =u?+uov+wvou+v? quinaaucune
raison d’étre u® 4+ v2. Contre-exemple concret : E # {0}, u = v =1d : P(u+v) = (2I1d)? = 41d
alors que P(u) + P(v) = 2Id.

C’est une erreur classique : P — P(u) est linéaire en P, mais u — P(u) n’est pas linéaire en
u (sauf si deg P <1 et P(0) =0).

3. En développant avec soin (la composition est distributive sur ’addition, mais pas commuta-
tive) :

(u+v)? = (u+v)o(u+v)=uou+tuov+vout+vov=u?+uov+vou+v’

L'égalité (u + v)? = u? + 2u o v + v? équivaut donc a vou = uov : vrai si et seulement si
u et v commutent, faux en général.

Contre-exemple. Dans R?, u et v de matrices U = (O 1) etV = <0 O). Alors U? = V2 =0,

0 0 10
10 0 0
UV—(O 0>,VU—<O 1>,et

2
(U+V)2:<(1) é) =1,  alors que U2+2UV+V2:<3 8)

Cas ou c’est automatiquement vrai : si v est un polynéme en u (par exemple v = Ald), car
deux polynémes en u commutent. C’est ce qui permet d’écrire (u — Ad)? = u? — 2 u + A\21d
sans hypothese.

4. Faux. Un projecteur p vérifie p?> = p, donc P = X2 — X (polynéme non nul) annule p. Il suffit
de prendre p # 0 : par exemple p(x,y) = (,0) dans R?. On a P(p) =0 avec p # 0 et P # 0.
Autrement dit, £L(F) n’est pas intégre : un produit (une composée) peut étre nul sans qu’au-
cun facteur ne le soit. C’est précisément ce qui rend les polyndmes annulateurs intéressants.

2.2 Produit de polynomes, lien avec les matrices

Exercice 6 — x vérifier sur des exemples.

1 P(A)=A—T, — (g §> et Q(A) = A+ 2L, = (g 2)

_(0-3+2-3 0-2+2-6\ (6 12
P(A)Q(A)—<3.3+3.3 3.2+3-6>_<18 24)’

(3:0+2-3 3-242-3) (6 12
Q(A)P(A)—< 6-3 3.2_1-6-3)_(18 24>'

Enfin PQ = (X —1)(X +2) = X2+ X — 2 et, avec A? = (175 ;g) (exercice 4),

4 o [(TH1-2 1042 ) (6 12
(PQ)(A)=A"+ A 212—(15+3 22+4—2>_<18 24)'

Les trois matrices coincident, comme l'affirme la proposition : (PQ)(4) = P(A)Q(A) =
Q(A)P(A).



2. u(z,y) = (2x —y,z), donc u(1,0) = (2,1) et u(0,1) = (—1,0) : A = (i _01> Puis

s [4—1 —2+0\ (3 -2 s . (2 -2
A _<2+0 —1+0>_<2 —1>’ A I2_<2 —2>'

Or a lexercice 4, (u? —1d)(z,y) = (22 — 2y, 2z — 2y), dont la matrice dans la base canonique

est bien <§ :;) On a vérifié Matg(P(u)) = P(A).
0 0 1
3. D’apres I'exercice 3, BZ= [0 —1 0], donc
1 0 0
1 0 1
B*+I3=10 0 0
1 0 1

Un vecteur (z,y, z) est dans Ker(B? + I3) si et seulement si x +z = 0 (les trois lignes donnent
x4+2=0,0=0,x+ 2z=0). Donc

Ker(B? + I3) = {(z,y, —z) : 7,y € R} = Vect((1,0,-1),(0,1,0)) = Vect(es, e2) = II,

puisque ez = —@(1, 0, —1). Ker(B2+1I3) est le plan II de la rotation. On savait & I'avance
qu’il serait stable par B : c’est le noyau d’un polynéme en B (proposition 7.10).
-1 —V2 1
De méme, B — I3 = % V2 =2  —v/2|. Lesystéme (B — I3)X = 0 s’écrit (aprés multipli-
1 V2 -1

cation par 2, et en divisant la deuxiéme ligne par \/5)

—x—V2y+2=0
r—\V2y—2=0
a:+\/§y—z:()

La troisieme ligne est 'opposée de la premiére. En ajoutant les deux premiéres : —2v/2y = 0,
donc y = 0, puis z = x. Ainsi Ker(B — I3) = Vect((1,0,1)) = Vect(e1), I’axe de la rotation,
lui aussi stable par B comme noyau d’un polynéme en B.

Bilan : les deux sous-espaces géométriquement naturels de la rotation (axe et plan) sont des

noyaux de polyndmes en B, et R? = Ker(B — I3) © Ker(B? + I3), en lien avec I'annulateur
(X —1)(X?%+1) de I'exercice 8.

Exercice 7 — xx polyndmes en A et commutant.

a b

1. Soit M = ( ) On calcule
c d

AM — a+c b+d ’ MA— a a-+b ‘
c d c c+d

AM = M A équivaut au systeme a+c=a,b+d=a+b, c=c¢,d=c+d, c’est-a-dire c =0

et d = a. Donc
a b
- {3 1) ane).



2.3

Une telle matrice s’écrit (8 2) =aly+0b (

alo + A aveca=a—0b, 5 =b.
Conclusion. Toute matrice du commutant est un polynéme en A (de degré < 1) : C(4) C

K[A]. L’inclusion réciproque est toujours vraie (un polynoéme en A commute avec A). Donc
C(A) = K[A] = Vect(I, A), de dimension 2.

Pour tout k, I§ = I, donc P(Iy) = (X ax)l2 = P(1) I : K[I] = Vect(I3), I'ensemble des
matrices scalaires, de dimension 1.

8 é) —aly + b(A— L) = (a — b)Io + bA : Cest

Toute matrice commute avec Iz : C(l2) = M2(K), de dimension 4.

L’inclusion K[A] C C(A) n’est donc pas toujours une égalité. (On verra a l'exercice 19
dans quels cas elle I’est pour une matrice diagonale.)

Polyn6mes annulateurs

Exercice 8 — x trouver un polynéme annulateur.

1.

3.

4.

(a) P=(X—2)(X —3)=X%2-5X +6. Avec A? = (é 2;3> = (g 3) 1

P(A) = A2 —5A + 61, = (4

0 1 -1 1
(b)A—2IQ—<0 1),A—3[2—<0 0>,et

0-(=1)+1-0 0-1+1-0>
= 0y.

~10+6  5-5 | _,
0 9-15+6) 2

(A—2I)(A-3D) = ( 0 0

C’est la proposition (PQ)(A) = P(A)Q(A), avec P = X —2 et @ = X — 3, qui garantit
que ce produit vaut ((X — 2)(X — 3))(A) = P(A). On peut donc tester un annulateur
factorisé sans le développer.

(¢) Dans les deux calculs, P(A) =02 : P = (X — 2)(X — 3) est un polynéme annulateur
de A.

(a) Un projecteur est un endomorphisme p vérifiant pop = p. Donc p?> —p=0: X? - X =
X(X — 1) annule p. C’est de degré minimal dés que p # 0 et p # Id : un annulateur
de degré 1, aX + b avec a # 0, donnerait p = —gld, et un projecteur scalaire Ald vérifie
A2 = )\, donc est 0 ou Id.

(b) Une symétrie vérifie s o s = Id. Donc X2 — 1 = (X — 1)(X + 1) annule s, de degré
minimal dés que s # +1Id (méme argument).

0 -1
A= ( 0 ) est la matrice de la rotation d’angle 7 : deux quarts de tour font un demi-tour,

1
2 -1 0 2 , . <A
Ac = 0 -1]= —1Is. Donc X© 41 annule A. Un annulateur de degré 1 forcerait A a étre
scalaire, ce qu’elle n’est pas : le degré 2 est minimal.
1
La matrice A = (1) ()> de lexercice 1 est celle d’'une symétrie, et A2 =I5 : X? — 1 annule

A, de degré minimal (A n’est pas scalaire).

On calcule les puissances de N :

0 0 ac
N2=1]0 0 0|, N3 = N2N = 05.
00 0



Donc X3 annule N. Est-ce le plus petit degré? Cherchons aN? + SN + vI3 = 03 :

v Ba aac+ b
aN?+ BN +~4I3= |0 ~ Be
0 O ot

Nécessairement v = 0. Si ac # 0, alors fa = 0 donne 8 = 0, puis cac = 0 donne o« =0 : il n’y
a pas d’annulateur non nul de degré < 2, et X3 est de degré minimal lorsque ac # 0. Si
ac =0 mais N # 0, alors N? = 0 et X2 convient (de degré minimal car N n’est pas scalaire).
Si N =0, X convient.

5. Tous les coefficients de J? valent >.7_;1-1 =n : J> = nJ. Donc X2 —nX = X(X —n)
annule J. Pour n > 2, J n’est pas scalaire, donc le degré 2 est minimal. (Pour n =1, J =1;
et X — 1 convient.)

6. Degré 4. On avu B* =13 : X* — 1 annule B.

Degré 3. Posons P = (X — 1)(X2 +1). On calcule P(R) = (R — I3)(R? + I3) grace a la
proposition sur les produits :

0 0 0 2.0 0
R-Iz3=|0 -1 —1|, R*+L=100 0|, (R-DB)(R*+13)=03
0 1 -1 000

(la seule colonne non nulle de R? + I3 est la premiére, et la premiere colonne de R — I3 est
nulle). Donc P(R) = 0s.

Pourquoi cela suffit. D’apres la proposition 7.11, P(g) a pour matrice P(B) dans la base
canonique et P(R) dans la base B'. L'égalité P(R) = 03 signifie donc P(g) = Oz s, et la
matrice de "endomorphisme nul dans la base canonique est 03 : P(B) = 03. (X — 1)(X? + 1)
annule B.

En termes matriciels : si B = QRQ™!, alors B¥ = QRFQ~! pour tout k (récurrence de
'exercice 1) et, par linéarité, P(B) = Q P(R) Q~!. Deux matrices semblables ont les mémes
polynomes annulateurs.

a+ B+ 0 0
Minimalité. Un annulateur aR? + BR + I3 = 0 —a+7y —p nul impose
0 B —a+y

B8 =0, v=q, puis 2a = 0 : seul le polynéme nul convient. Le degré 3 est donc minimal.

Lecture géométrique. Le facteur X — 1 correspond a 'axe (oit g = Id) et le facteur X2 + 1 au
plan (ou g2 = —Id) : P est le produit des annulateurs des deux morceaux.

Exercice 9 — x le cas de la taille 2 : & connaitre.

On calcule
2 2
9 (a*+0bc ab+bd _ (a*+ad ab+bd
A —<ca+dc cb+d? )’ (a+d)A = ac+cd ad+d?)’
donc
9 bc — ad 0 . 2
A*—(a+d)A = = —(ad—bc)1s, soit A —(a+d)A+ (ad — bc)Iy = 02|
0 bc — ad
Ainsi X2 — tr(A) X + det(A) annule toute matrice de M (K) (c’est le théoréme de Cayley-
Hamilton en taille 2). Pour A = ;) i ttrA =5et detA =4 -6 = —2, d’ou 'annulateur

X? —5X — 2 trouvé « par hasard » & l'exercice 4.
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Remarque

Ce polynome est de degré minimal dés que A n’est pas scalaire (un annulateur de degré 1
forcerait A = Al3). Pour une matrice de taille 2 non scalaire, on connait donc toujours le bon
polynoéme annulateur, sans calcul.

2.4 Application 1 : calculer les puissances

Exercice 10 — guidé, pour tous.

l.trA=2etdetA=1—4= -3, donc P = X? —2X — 3 annule A. Ses racines sont 3 et —1
(somme 2, produit —3) : ’P =(X-3)(X+1) ‘

2. P est non nul, de degré 2 : la division euclidienne de X* par P dans R[X] fournit un quotient
Q. et un reste Ry de degré < 1, que l'on écrit Ry = ar X + b avec ag,br € R :

Xk = QuP + apX + by.
3. On évalue cette égalité de polyndmes en 3 puis en —1, racines de P (le terme QP s’annule) :

3ay, + by, = 3F
—ay, + b, = (—1)*

En soustrayant : 4aj, = 3% — (—1)*, puis b, = (—1)* + ay. Donc

3k: _ (_l)k
ak; — 4 9 bk

~ 3k 3(-1)*
=

4. En appliquant I’égalité polynomiale & A : A¥ = Qp(A) P(A) + arA + bpls = apA + byIo, soit

. ar + bi 2ay,
o 2a; ag + by

2.3 +2(-1)F 3"+ (-1)* 3k — (—1)F

avec ap + b = et 2a, = . On retrouve exactement

la formule de 'exercice 2 :

g L3R (DR 3= (-1
T2 \8k—(=Dk BF4(—1)k )"

Quelle méthode préférer 7 La méthode du polynéme annulateur ne demande ni de deviner une
base adaptée, ni d’inverser P ; elle ne nécessite que tr A et det A en taille 2. La diagonalisation,
elle, explique pourquoi 3* et (—1)’“ apparaissent (ce sont les valeurs sur les droites stables) et
se généralise mieux aux grandes tailles quand on connait les droites stables. Les deux sont a
connaitre ; en taille 2, 'annulateur est souvent le plus rapide.

Exercice 11 — x en autonomie.

LtrA=3detA=0—(-2)=2:P=X2-3X+2=(X—1)(X —2) annule A (exercice 9).
Soit k € N. Comme P # 0, la division euclidienne de X* par P fournit Q; € R[X] et un reste
de degré < 1 : il existe ag, by € R tels que X* = QP + a3 X + b. En évaluant en les racines
let2de P:

b =1
{‘”“L'f — ap=2F—1, b,=2-2F

2ag + b, = 2k

11



En appliquant I’égalité polynomiale & A, et comme P(A) = 0 :

3ap + by, —ay ok+l _1 1 — 2k
Ak — Qk(A)P(A) + akA—i— kaQ = akA—i— kaQ = < QCLk bk ) = <2k+1 _9 9_ 2k s

puisque 3a; + by =3-2F —34+2—-2F =2.2F _1 =2k _ 1 Pour k =1": (g _01> = A;

pour k=0 : Io.
2. ;xtrA=4,det A=3— (1) =4: P=X%2—-4X +4 = (X —2)?, racine double 2. On écrit

X* = Qr(X —2)* + X + by (*)

Evaluer en 2 donne une seule équation : 2ay + by, = 2¥. Il en manque une : on dérive (%)
(dérivation formelle des polynomes) :

EXFL = QL(X —2)2 +2Q1(X — 2) + ag,

et on évalue en 2 (les deux termes contenant (X — 2) s’annulent) : a; = k2~ (pour k > 1;
pour k£ = 0 on lit directement ag = 0, by = 1, ce qui est aussi ce que donne la formule avec la
convention 0 - 27! = 0). Puis by, = 2% — 2a; = 2F — k2F = (1 — k)2*.

Comme en 1, on applique (x) & A : A¥ = Qr(A)P(A) + arA + bply = apA + byl =
<3ak + by, ag

avec
—ay ag + by,

3ay + by = 3k2F 1 4+ 2F — ok = P13k 2 — 2k) = 281 (k + 2),
ap + by = k2871 4 2F — ok = 9k 42 — 2k) = 2P (2 — k),

d’out

-k 2—-k

Akzzk—1<k+2 ’“) (ke N).

Vérifications. k = 0 : 5(3 g) =D k=1: <_31 i) = A. k = 2 : la formule donne

4 2\ (8 4 . s (9-1 3+1
2(_2 0)—(_4 0>,et le calcul direct A —(_3_1 _1+1> confirme.

Remarque

Dans le cas d'une racine double A, le reste s’écrit toujours Ry = A\F + kAF~1(X — )) : clest le
développement de Taylor de X* en X tronqué & P’ordre 1. Les puissances font alors apparaitre
des termes en k2% et plus seulement des exponentielles : la matrice n’est pas diagonalisable
(on le verra), et cela se lit dans ses puissances.

2.5 Application 2 : inverser

Exercice 12 — x application directe.

1. D’apres Iexercice 10, A? — 2A — 315 = 0o, et le coefficient constant —3 est non nul. On isole :
A% — 2A =3I, soit A(A — 215) = 31, soit

A %(A D) = Db,
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Comme A est carrée, un seul produit suffit : A est inversible et

a1, 112
At =s(aem) =g, )}

(1 2Y (-1 2 (144 2-2)
Vemﬁcatzon.<2 1><2 _1>—<_2+2 4_1>—3.[2.

2. (a) Comme I3 et J commutent, on peut développer : A2 = (J — I3)? = J2 —2J + I3 =
3J —2J+ I3 =J+ I3. Donc

A2 — A2l = (J+I3) — (J — I3) — 215 = 03.

X2 - X -2=(X—-2)(X+1) annule A.
(b) Le coefficient constant est —2 # 0. On isole : A2 — A = 213, soit A(A — I3) = 213, donc
A est inversible et

1 1 1 -1 1 1
A*lzi(A—Ig)zi(J—zfg): 1 11
1 1 -1
-1 1 1
Vérification : la premiere ligne de A(J — 2I3) est (0,1,1) [ 1 -1 1 | =(2,0,0), et
1 1 -1

de méme pour les autres lignes par symétrie : A(J — 213) = 213.

(c) Soit k € N. Le polynéme P = (X — 2)(X + 1) est non nul, de degré 2 : la division
cuclidienne de X* par P s’écrit X* = QP + ap X + by, avec Q) € R[X] et ay, by € R. En
évaluant en les racines 2 et —1 :

{Zak+bk = 2k ok — (—1)k 2k 4 2(—1)k

— a = ———, bk: 3

—ap + b, = (—1)k 3

En appliquant & A, et puisque P(A) = 03 par (a) : A¥ = Qp(A)P(A) + arA + bplz =
apA + b I3 : tous les coefficients diagonaux valent by et tous les autres valent ay, :

( Dk 2k — (- )k 2k+2( 1)’“
Vérification : k = 1 donne diagonale 2—52 = 0 et hors diagonale % =1, c’est A. Et
k = —1 (formellement) donne diagonale 1/ 2:,:2 = —3, hors diagonale 1/ %H =1 :clest

bien A1,

3. L’annulateur X? —nX = X (X —n) a un coefficient constant nul : 1’égalité J? —nJ = 0, se
factorise en J(J —nl,) = Oy, et il n’y a aucun terme en I,, a isoler. La méthode ne s’applique
pas.

Et de fait, J n’est pas inversible (pour n > 2) : si elle I’était, en multipliant J(J —nl,) = 0,
par J~! on obtiendrait J —nl,, = 0,, ce qui est faux (les coefficients hors diagonale de .J valent
1, pas 0). On peut aussi dire que toutes les colonnes de J sont égales, donc rgJ =1 < n.

Remarque

On devine la regle générale (exercice 18) : A est inversible si et seulement si elle possede un
annulateur P avec P(0) # 0. Le fait que 0 soit racine de tous les annulateurs de J est le signe
que J n’est pas inversible : 0 est ce qu’on appellera une « valeur propre » de J.
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2.6 Une conséquence : tout polynome en u est de petit degré

Exercice 13 — % illustration.

1. Comme s? =Id, on a s?™ = (5?)™ = Id et s*™*! = s pour tout m € N : toute puissance de s

est Id ou 5. Si P =, ap X%, alors

P(s) = Z apld + Z ars = ald + Bs avec o= Z ap, (= Z ag.

k pair k impair k pair k impair

On peut aussi écrire a = w et B = w (évaluer P(s) = ald+ (s en remplagant
formellement s par 1 puis —1 ; ou faire la division euclidienne de P par X2—1 et évaluer le reste
en £1). (C’est la proposition 7.23 avec I'annulateur X2 — 1 de degré 2 : K[s] = Vect(Id, 5).)

Pour s® —3s2+5:5° = s, s2 =1d, donc s° —3s> +s5 = s —3Id +s = | 25 — 3Id | Controle par les
formules : P(1) =1-3+1=—-1, P(-1)=-1-3—-1=—5,a=="L2=_-3 g==1 =2
. Soit P= (X —1)(X2+1) = X3~ X2 4 X — 1. On effectue la division euclidienne de X* par

P : on cherche X* = (X +¢)P + R avec deg R < 2. Or

(X+D(X3-X?24+X-1)=X'"-X34+ X2 - X+X*-X’+X-1=X"-1,

donc X* = (X + 1)P + 1, c’est-a-dire Q4 = X + 1 et R4 = 1. En appliquant & B :

B*=(B+13) P(B)+1-I3={0-B>4+0-B+1-I3=I3]
~———

=03

C’est parfaitement cohérent avec B* = I3 trouvé a Iexercice 3 : on vient méme de le redé-
montrer, puisque X* — 1 = (X + 1)(X — 1)(X2 + 1) est un multiple de 'annulateur P.

3 Exercices d’application

Exercice 14 — x suites récurrentes couplées.

Les relations ugy1 = ug + 2vg et vpy1 = 2ug + vg s’écrivent

up+1\ _ (1 2) [ug . B (12
<Uk+1>_<2 1) <Uk>’ soit  Xpy1 = AX  avec A—<2 e

Par récurrence immédiate, X, = A*X, pour tout k¥ € N (vrai pour k = 0; si X = A*X( alors

X1 = AXp = AP X0). Avec la formule de A* (exercices 2 et 10) et Xy = <1

colonne de A :

U 2 )

(Y

2

0), X, est la premiere

Vérification : u; = 1, v1 = 2, ce qui est bien u; = ug + 2vg = 1 et v1 = 2ug + vg = 2. Et ug, v sont
entiers (somme et différence de deux entiers de méme parité, divisées par 2), comme il se doit.

Equivalent. uj, = %(1 + (—%)k) et (—%)k — 0, donc

Uf

3k
k——4oo 2

le terme en 3% associé & la droite stable Vect(e1), qui domine.

Exercice 15 — x la matrice I,, + J.

(et de méme vy, ~ %) Clest

1. Par récurrence sur k > 1. Pour k = 1 : J' = n9J. Si J¥ = nF=1J, alors JFt1 = JkJ =

nF=1J2 = nk~1.nJ =nFJ (avec J? = nJ, exercice 8). Donc J* = n*~1.J pour tout k > 1.
(Attention, c’est faux pour k =0: J* =1, # 1.J.)
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2. On remplace J = A — I,, dans J? = nJ (licite car A et I, commutent) :
(A-IL) =n(A—1,) «— A>—2A+1,=nA—nl, «— A>—(n+2)A+ (n+1)I, =0,.

P=X?2-(n+2)X+(n+1)=(X-1)(X - (n+1)) annule A, et P(0)=n+1#0. On
isole : A(A— (n+2)I,) = —(n+ 1)I,, donc A est inversible et

1

ATl = 2)I, — A) = O, —J) =L, — ——J|
n+1((n+ ) ) n+1((n+ ) ) n+1
Vérification : (I + J) (I — 3i50) = In+J = Ay J = )2 = Lo+ J (1= 3k = 22y) = L.
3. Par le binome. La formule du binome (M + N)* = % (¥) MIN# =7 est valable dans M,,(K)

a condition que M et N commutent (c’est le cas de I, et J, puisque I,, commute avec
tout). Donc, en isolant le terme i = 0 et en utilisant la question 1 pour i > 1 :

AF Zk:(k)j—l +Z<> ilJ—In+i(Zk:<l;>ni)J—In+Wn)k_1J7
=1

=0

en reconnaissant Y%, (’f)nl = (1 4+ n)* (binéme dans K), auquel on a retiré le terme i = 0
égal a 1.

Par Uannulateur. Soit k € N. Comme P # 0 est de degré 2, la division euclidienne de X* par
P sécrit X*F = QP + ap X + by, avec Qp € K[X] et ay, by € K. On évalue en les racines 1 et

n+1deP:
+bp =1 k-1
@ k k — ak:u, bk:1—ak.
(n+1)ak+bk:(n+1) n

En appliquant & A, et comme P(A) = 0, : A* = Qi(A)P(A) + arA + b, = ap(I, + J) +
(1 —ag)l, = I, + agJ, soit

(n+1)F -1
n

AR =T, + J (k € N),

ce qui coincide avec le calcul par le binéme (Pour k =0: I,; pour k =1: I, + J. Et pour

k = —1, la formule donne I,, + ”“ L= I, — —1-J = A~ : encore une fois cohérent.)

n+1

Exercice 16 — x+ différences finies sur R, [X].
1. Linéarité. Pour QR € Eet A€ R: (AQ + R)(X +1) = AQ(X + 1) + R(X + 1) (substitution
de X + 1 dans un polynome), donc A(AQ + R) = AA(Q) + A(R).
A wvaleurs dans E. Si deg Q < n, alors Q(X +1) est encore de degré < n (composer par X + 1,

de degré 1, ne change pas le degré), et la différence de deux polynoémes de degré < n est de
degré < n. A est un endomorphisme de E.

Caleuls. A(1)=1-1=0; AX)=(X+1) - X=1AX)=(X+1)?2-X2=2X+1.
2. Soit Q = Zgzo apX* avec d > 1 et aq # 0. Par le binéme, (X + 1)F = X* + pXF-1 4
(termes de degré < k —2) pour k > 1, et (X + 1) — X® = 0. Donc

d d
Z (X+1)* Z (kX1 4.) = dag X' 4 (termes de degré < d—2).

Comme dag # 0, deg A(Q) = deg@Q — 1.
Par récurrence, pour tout Q € E et tout j € N, AJ(Q) est nul ou de degré < n — j : tant
que le degré est > 1 il baisse de 1, et A annule les constantes. Ainsi A™(Q) est une constante
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et A""(Q) = 0. Donc A" = 0y : X! est un polyndme annulateur de A. Il est
de degré minimal, car A" (X™) = n! # 0 (le coefficient dominant est multiplié successivement
par n,n — 1,...,1), donc X™ n’annule pas A, ni aucun X’ avec j < n; et un annulateur
de A de degré < n autre que ces mondmes est exclu par la minimalité que 1'on peut vérifier
directement (si Z?:o chj = 0, l’appliquer a 1, X, ..., X" successivement donne ¢y = 0, puis
c1 =0, etc.).

3. On développe la composée (la composition est distributive, et toutes les puissances de A
commutent) :

n

(Id+Aa)o Y (-1)FAf = Enj(—l)’“M + f:(—nmkﬂ
k=0

k=0 k=0
n n+1
— Z(_l)kAk o Z(_l)kAk —1d (_1)n+1An+1‘
k=0 k=1
(Somme télescopique : c’est I'identité (1 4+ 2)(1 —x 4+ 22 —--- + (=1)"z") = 1 + (=1)"z" 1)

Comme A"t =0 :

(Id+A)o Zn:(—u’m’f =1d|
k=0

4. Posons w = >.}_o(—1)¥A*. On vient de voir 7 o w = Id. Comme 7 = Id + A et w sont
deux polynémes en A, ils commutent : w o7 = 7 ow = Id. Donc 7 est inversible et
T =w =Y (—1)FAR.

Puisque 7(Q) = Q(X + 1), son inverse est la substitution contraire : 775(Q) = Q(X — 1) (en
effet 7(Q(X — 1)) = Q(X)). On obtient donc la formule

n

QX -1)= Z(—l)kAk(Q) pour tout @ € R, [X].
k=0
Vérification pourn =2, Q = X2, A(X?) = 2X+1, A%(X?) = A(2X +1) = 2A(X)+A(1) = 2,
et
X2-2X+1)+2=X?-2X+1=(X-1)2=Q(X-1). vV

Remarque

Cet exercice est 'exemple type de la méthode d’inversion : Id + A est inversible dés que A
est nilpotent, et I'inverse est la « série géométrique » 32(—1)*A*, qui est ici une somme finie.
L’annulateur est X" ; annulateur de 7 est (X —1)""!, dont le coefficient constant (—1)"*1
est non nul.

Exercice 17 — xx un annulateur scindé a racines simples.

1. De u? — 3u + 2Id = 0 on tire u? — 3u = —2Id, soit u o (u — 3Id) = —2Id, soit
1
uo 5(3Id —u) =1d.

Posons v = %(3Id—u). On a wov = Id ; comme v est un polynoéme en u, vou = uov = Id (ici £
n’est pas supposé de dimension finie, cette vérification des deux cotés est donc indispensable).
Donc u est inversible et u~! = (3Id — u).

2. F = Ker(u —Id) et G = Ker(u — 2Id) sont les noyaux de polynémes en u : ils sont stables
par u (proposition 7.10). Directement : si x € F, u(z) = x, donc u(u(z)) = u(x), c’est-a-dire
u(x) € F'; de méme, si u(x) = 2z alors u(u(z)) = 2u(x) et u(z) € G.

3. Soit x € FNG. Alors u(z) = z et u(z) = 2z, donc x = 2z, donc z = 0. FNG = {0}.
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4. Le polyndéme annulateur se factorise : X? —3X +2 = (X —1)(X —2), donc (u—1d)o (u—2Id) =

(u—2Id) o (u—1d) = 0.

y =2z —u(zr) = —(u—2Id)(z), donc (u—1Id)(y) = —(u—1d) o (u — 2Id)(x) =0 : y € F.
z=u(r) —x = (u—1Id)(z), donc (u —2Id)(z) = (u — 2Id) o (u —Id)(x) =0 : z € G.

Enfin y 4+ z = 22 — u(x) + u(z) — z = .

D’apres 4, tout « € E est somme d’un élément de F' et d’'un élément de G : £ = F + G. Avec
F NG ={0} (question 3), E = F & G.

Si E est de dimension finie, prenons une base (f1,..., fp) de F et une base (g1,...,94) de
G ; leur concaténation est une base de E (adaptée a la somme directe), et dans cette base
u(fi) = fi, u(gj) = 2g; : la matrice de u est diagonale, diag(1,...,1,2,...,2) avec p fois
1 et ¢ fois 2.

Lien avec la partie 1. C’est exactement ce qui s’est passé pour la symétrie de ’exercice 1 :

annulateur (X — 1)(X 4 1), Ker(f — Id) = Vect(e1), Ker(f +1d) = Vect(ez), R? = Vect(e1) &

1 2
Vect(ez) et matrice diag(1, —1) dans la base adaptée. Pour la matrice 5 1] annulateur

(X —3)(X+1) et R? = Ker(g—3Id)@Ker(g+Id). En revanche, pour la rotation de I’exercice 3,
Iannulateur (X —1)(X2+1) a un facteur X241 sans racine réelle, et le noyau Ker(B?+1I3) = II
n’est pas une « droite ol g est une homothétie » : c’est pour cela que B n’est pas diagonalisable
sur R.

Principe général (a venir) : si u admet un annulateur scindé a racines simples [[(X — \;),
alors F = @ Ker(u — \;Id) et u est diagonalisable.

Exercice 18 — x x x I’inverse est toujours un polyn6éme.

1.

E est de dimension finie n, donc £(E) est de dimension finie n2. La famille (Id, u, u?, ... ,u”z)
compte n? + 1 vecteurs de L(E) : elle est liée. Il existe donc des scalaires ag, . .. , a,2 non tous
nuls tels que 222:0 apu® = 0, c’est-a-dire P(u) = 0 avec P = 3" ai X* # 0 (cours 7.18).

Comme P # 0, il posseéde un coefficient non nul; soit m le plus petit indice tel que a,, #
0 (la valuation de P). Alors P = 37, ap Xt = xXm dk>m apXk—m = X™S avec S =
> ksm ax X", dont le coefficient constant est S(0) = a, # 0. (Autrement dit : on factorise
par la plus grande puissance de X possible, m étant la multiplicité de 0 comme racine de P.)
0= P(u) = (X™S)(u) = u™oS(u). Comme u est inversible, u™ l'est aussi (d’inverse (u=1)™).

En composant & gauche par (u=1)™ :
S(u)=(uH)mou™oS(u)=(u"1)mo0=0.

S est un polyndéme annulateur de u avec S(0) # 0.
Ecrivons S = ag X%+ -+ 4+ a1 X + ag avec ag = S(0) # 0. L’égalité S(u) = 0 s’écrit

1
U o (adudfl + -+ a1ld) = —apld, soit uo (——(adudfl + 1t alld)) =Id.
aop
(Sid=0,8 =aqaget S(u) = apld = 0 force E = {0}, cas trivial ou v~ = 0 € K[u] ; on suppose
donc d > 1.) Posons v = —al—o(adud_1 + -+ a1ld). On a uowv =1d, et u est inversible, donc
en composant par ! & gauche, v = v, Ainsi v™! = v € K[u] : I'inverse de u est un

polyndéme en u.

(<) Si P annule u avec P(0) # 0, la méthode 7.24 (celle de la question 4, avec S = P) fournit
v € K[u| tel que uwov =1d; comme v est un polynéme en u, v ou = uowv = Id, donc u est
inversible. (Ici on n’a méme pas besoin de la dimension finie.)

(=) Si u est inversible, les questions 1 & 3 fournissent un annulateur S avec S(0) # 0.
Conclusion : u est inversible si et seulement si v admet un polynéme annulateur
P tel que P(0) # 0. En termes qui viendront bientot : u est inversible si et seulement si 0
n’est pas racine de son polynéme minimal.
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Remarque

Pour les matrices, cela donne : A € M, (K) est inversible si et seulement si I'un de ses
annulateurs a un coefficient constant non nul, et dans ce cas A~! € K[A]. L’exemple de J
(exercice 12) montre que, lorsque A n’est pas inversible, tous ses annulateurs s’annulent en
0.

Exercice 19 — x x x commutant d’une matrice diagonale.
Notons D = diag(dy,ds, ds) avec di = 1, do = 2, d3 = 3.

1. Multiplier & gauche par une matrice diagonale multiplie la ligne ¢ par d; ; multiplier a droite
multiplie la colonne j par d;. Précisément, pour tous i, j :

(DM)ij = Digmy; = dymyj, (MD);j =Y mipDyj = mjj d;.
% %

Donc DM = MD si et seulement si, pour tous ¢,j : (d; — dj)m;; = 0. Pour i = j clest
automatique ; pour ¢ # j, comme d; # d; (les trois valeurs 1,2, 3 sont distinctes), cela équivaut
a mi; = 0. M commute avec D si et seulement si M est diagonale. (Réciproquement,
deux matrices diagonales commutent bien.)

2. On utilise les polyndémes de Lagrange associés aux points 1,2, 3 :

(X-2)(X-3)  (X-2)(X-3) (X -DX =3)

RS > T empemy WY
L XD -2 (XX -2)
T B-DE-2) 2 |

Ils vérifient L;(j) = 1si ¢ = j et 0 sinon. Le polynéme P = aLj + Ly + vL3 (de degré < 2)
vérifie donc P(1) = o, P(2) = 3, P(3) = .

3. Soit M € C(D). D’apres 1, M = diag(«, 8,7). D’apres 2, il existe P € K[X] tel que P(1) = a,
P(2) = B, P(3) =7, et d’apres l'exercice 4 (question 2), P(D) = diag(P(1), P(2), P(3)) =
Donc M € K[D]: C(D) C K[D]. L’inclusion réciproque est toujours vraie. Donc C(D) = K[D],
et c’est I’espace des matrices diagonales, de dimension 3.

Cohérence : (X —1)(X —2)(X — 3) annule D (degré 3, et pas moins : un annulateur de degré
< 2 devrait avoir trois racines 1,2,3), donc par la proposition 7.23, K[D] = Vect (I3, D, D?),
famille libre (on peut le vérifier avec un déterminant de Vandermonde) : dimension 3.

4. Non. Pour D' = diag(1,1,2), la question 1 donne : M commute avec D’ si et seulement si
m;; = 0 dés que d; # dj, c’est-a-dire m13 = m3; = ma3z = mgz2 = 0. Donc

C(D) = , dimC(D') = 5.

S o
S Qo
o O O

Alors que P(D’) = diag(P(1), P(1), P(2)) : K[D'] = Vect(I3, D’) (annulateur (X — 1)(X — 2)
de degré 2), de dimension 2. On a K[D'] C C(D’).

Ou le raisonnement échoue. En question 1, la condition (d; — d;)m;; = 0 ne force plus mys =
mo1 = 0 puisque d; = ds : le commutant contient des matrices non diagonales. Et en question
3, un polyndéme en D’ a toujours ses deux premiers coefficients diagonaux égaux (P(1) et
P(1)) : on ne peut atteindre diag(a, 8,7) que si @ = (. Le point clé était que les d; soient
deux & deux distincts.
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Remarque

On démontre plus généralement : pour une matrice diagonale D & coefficients diagonaux
deux a deux distincts, C(D) = K[D] est de dimension n; dés qu'une valeur se répete, le

. . 1
commutant est strictement plus gros que K[D]. Comparer avec ’exercice 7 : pour <() 1)

(non diagonalisable, mais « une seule valeur »), 1’égalité C(A) = K[A] tient pourtant.
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