Réduction

Camille Jordan (1838 — 1922)

La réduction n’est pas une notion nouvelle. On parle de « développer et ré-
duire » une expression, ou de « réduire » une fraction : la réduction est une
forme de simplification.

Dans le programme de PC, la réduction ne porte ni sur des expressions dévelop-
pées ni sur des fractions, mais sur des matrices et des endomorphismes. Nous
allons apprendre, en un sens que nous préciserons, a les simplifier. En quoi
seront-ils plus simples? Eh bien, on pourra plus facilement calculer leurs images,
les représenter, calculer leurs puissances ou leur inverse. Dans certains cas, cela
permet de résoudre des équations qu’il serait difficile ou pénible de résoudre au-
trement.

Mais contrairement aux fractions ou aux développements, la réduction des endo-
morphismes et des matrices fait intervenir des notions plus abstraites et demande
de maitriser des outils d’algébre linéaire plus poussés. C’est ce que nous com-
mencons a voir dans ce chapitre.

Programme officiel
Algébre linéaire

A - Compléments sur les espaces vectoriels, les endomorphismes et les matrices
d) Polynémes d’endomorphismes et de matrices carrées

B - Réduction des endomorphismes et des matrices carrées
a) Eléments propres
b) Polynome caractéristique
c) Diagonalisation en dimension finie




Exemple 7.1 (Une matrice de taille 2)

Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique B = (¢y, &)

est
0 1
A=)
Pour (x,y) € R?, on a donc f(x,7y) = (y,x).

Posons e; = (1,1) et e; = (1,—1). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc
B’ = (ey, ey) est une base de R?. On calcule :

fler) =(1,1) = ¢ et f(ez) =(-1,1) = —es.

La matrice de f dans la base B’ est donc

Dﬂmwﬁ%éi)
1

_1) la matrice de passage de Ba B’.Ona P! =

1
Matriciellement, notons P = ( ;

(i _1 1) et la formule de changement de base donne

D =P AP, soit A=PDP L

La matrice D se lit immédiatement : f laisse fixe la droite Vect(e;) et change en leur
opposé les vecteurs de la droite Vect(e,). Ainsi f est la symétrie par rapport a la
droite d’équation y = x, parallélement a la droite d’équation y = —x.

Cette écriture permet de calculer les puissances de A. Soit n € N*. La matrice A" est
le produit de n facteurs égaux a PDP~1 :

A" = (PDP~Y(PDP™1)-.. (PDP!).

n facteurs

Entre deux facteurs consécutifs apparait le produit P"'P = I, : ces produits se
simplifient, et il ne reste que le P du premier facteur, les n matrices D et le P~ du
dernier facteur :

A"=PDD---DP™' =pPD"P!.
[ —
n facteurs

Réduction

Comme D est diagonale, ses puissances se calculent coefficient par coefficient :

1
Dfl = (0 (_2)?1) SI n est Pair, Dn = Iz et An = 1:)I)_1 = Iz’ Si n est impair’ Dn — D et

A" =PDP™1 = A.
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Soit g 'endomorphisme de R?® dont la matrice dans la base canonique B est

1 V2 1
V20 2.
1 V2 o1

1
B=-
2

Sous cette forme, il est difficile de voir ce que fait g, ou de calculer B".

_ﬁoﬁ)_

Posons
277 2

e = (1, 0, 1), €y = (0, 1, O), €3 = (

La matrice de la famille (ey, ez, e3) dans la base canonique est

)

5

S = O

1 2
o=|o0 0
vz

1 2

de déterminant g + \/75 = V2 # 0 (développement selon la deuxiéme ligne). Donc

B’ = (ey, ey, e3) est une base de R3. On calcule :
V2

1 1 2 1 0
1 2] \1 0 V2
V2 2 2
T2 2tz (0
Bl 0 [=-| -1-1 |=|-1
V2 _N2 V2 0
2 2 2
Autrement dit,
gler) = ey, g(er) = e, g(es) = —ey,
et la matrice de g dans la base B’ est
1 0 O

R=Matg (g9) =Q'BQ =0 0 -1
01 0

Cette matrice se lit : g laisse fixe la droite Vect(e;), et le plan Vect(ey, e3) est stable

par g, qui y envoie e; sur es et e3 sur —e;, comme un quart de tour.

Les puissances de R se calculent sans peine :

Comme B = QRQ™!, les produits Q~1Q se simplifient comme dans I’exemple pré-
cédent et B* = QR*Q~! = Q07! = L. Ainsi B est inversible, d’inverse B~! = B*, et
pour tout n € N, B” = B" ou r est le reste de la division euclidienne de n par 4.
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Remarque

Dans les deux exemples, 'endomorphisme ne change pas : seule la base dans laquelle
on le représente change. La base canonique donne une matrice dont on ne lit presque
rien; une base bien choisie donne une matrice simple (diagonale dans le premier
exemple, presque diagonale dans le second), qui décrit 'action géométrique de
Pendomorphisme et permet de calculer ses puissances.

Réduire un endomorphisme u, c’est chercher une base dans laquelle sa matrice est la
plus simple possible. Matriciellement, réduire une matrice carrée A, c’est chercher
une matrice inversible P telle que P~'AP soit simple, par exemple diagonale.

Remarque

Les vecteurs des bases choisies ne sont pas quelconques : plusieurs d’entre eux sont
envoyés sur un vecteur qui leur est colinéaire,

f(€1) =€ f(ez) = —é€y, 9(61) =é.

Autrement dit, les droites Vect(e;) et Vect(ez) sont stables par f, et la droite Vect(e;)
est stable par g. Matriciellement, si X désigne la colonne des coordonnées d’un tel
vecteur dans la base canonique, il vérifie une relation de la forme

AX = AX, AeK.

1
Ainsi X = (1) vérifie AX = X, X = (_11) vérifie AX = —X, et X = | 0] vérifie
1

BX =X.

En revanche, le plan Vect(es, e3) est stable par g mais ne contient aucune droite stable
par g. En effet, g(g(ez)) = g(e3) = —ez et g(g(es)) = —g(ez2) = —e3, donc g(g(y)) = —y
pour tout y de ce plan. Si y # 0 vérifiait g(y) = Ay avec A € R, on aurait A%y = —y,
donc A2 = —1, ce qui est impossible. C’est pourquoi la matrice R n’est pas diagonale.
La recherche des droites stables, c’est-a-dire des colonnes X non nulles et des scalaires
A tels que AX = AX, est au cceur de la réduction telle qu’elle figure au programme
de PC.
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Réduction

POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES
| )

1. Généralités

Définition 7.3 (Polynomes de matrices et d’endomorphismes)

Soit P € K[X] un polynome. Notons :
P=azX%+ag_ 1 X'+ +a X+ apX°

ou ay, ..., ag sont des coefficients de K.
— Soit A € M,,(K). On définit :

P(A) = agA% +ag 1A+ + q1A +ap A
——
=TI,

— Soit u € L(E) avec E un K-espace vectoriel. On définit :

d_1+-~+a1u1+a0 u’

——
=Id

P(u) = aqu® + ag_u

Exemple 7.4 (Un polynome de degré 1)

[y
Do

SoitP=2X+3etA= ( ) Le coefficient constant 3 est multiplié par A® = I :

3 4
2 4 30 5 4
r=aesi=f ot 9= 4.

Exemple 7.5 (Une matrice diagonale)

H|

0

Soit P=X?-3X+2etD = (0 9

). OnaD? = (1 0), donc

0 4

o [(1-3+2 0 )\ _(0 o0
P(D)=D 3D+212_( o aeeral=lo ol

s . 9 /11 O _ P(Al) O
Plus généralement, pour une matrice diagonale, ona P (( 0 /12)) = ( 0 P(ly) )
etici P(1) =P(2) =0.
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Exemple 7.6 (Une matrice de taille 3)

Soit P = X% —2X + 3 et

1 0 2
A=|1 -1 0
0o 1 1
On calcule d’abord
1 0 2\/1 0 2 1 2 4
A =11 -1 ol|t -1 o|=|0 1 2|,
o 1 1/\0 1 1 1 0 1
puis
1 2 4 2 0 4 3 00 2 2 0
P(A)=A*-2A+3L=|0 1 2|-|2 -2 o|+|0o 3 o|=[-2 6 2
1 0 1 0o 2 2 0 0 3 1 -2 2

Exemple 7.7 (Un endomorphisme de R?)

Soit u € £(R?) défini par u(x,y) = (x+1y,y), et soit P = X? — 1. Alors P(u) = u®—1d.
Pour (x,y) € R?, on calcule

u(x,y) =u(x +y,y) = (x + 2y, 1),

donc
P(uw)(x,y) = (x +2y,y) — (x,y) = (2y,0).

Exemple 7.8 (Un endomorphisme de R[X])

Soit E = R[X] et u € L(E) la dérivation : u(Q) = Q’. Pour tout k € N, u*(Q) = Q¥
est la dérivée k-ieme de Q. Soit P = X? + 1. Alors P(u) = u? + Id, c’est-a-dire :

VO eR[X], Pw)(Q)=Q"+0Q.

Par exemple, P(u)(X>) = 6X + X°.

Siu € L(E), alors P(u) € L(E) : P(u) est un endomorphisme. En particulier, on
peut I’évaluer sur un vecteur x € E. Cela conduit a des notations comme P(u)(x),
qui désigne I'image de x par 'endomorphisme P(u).

De méme, si A € M,,(K), alors P(A) est une matrice de M, (K).

A u fixé, on a (AP + Q)(u) = AP(u) + Q(u). Ainsi, toujours a u fixé, I'application
@ : P+ P(u) est linéaire : c’est une application linéaire de ’espace des polynémes
dans I'espace des endomorphismes.

En revanche, a P fixé, Papplication ¢ : u — P(u) n’a aucune raison d’étre linéaire.
Par exemple, pour P = X2, on a /(2u) = 4u?, qui est différent de 2y/(u) = 2u? deés
que u”® # 0.
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Il en va de méme pour les matrices : P +— P(A) est linéaire, mais pas A — P(A) en
général.

Remarque

L’image de ¢ est 'ensemble des endomorphismes que ’on peut obtenir par combi-
naisons linéaires des puissances de u. On la note K[u] (ensemble des polynémes en
u). C’est un sous-espace vectoriel de £L(E), comme image d’une application linéaire.
De méme, K[A] est un sous-espace vectoriel de M, (K).

Proposition 7.9

Soient P et Q deux polynomes de K[X]. Soitu € L(E).Ona:

(PQ)(u) = P(u) o Q(u).

En particulier :

P(u) o Q(u) = (PQ)(u) = (QP)(u) = Q(u) o P(u)

et donc P(u) et Q(u) commutent.

Notons P = Zf:o a;X'etQ= Z?:o b;X/. En développant le produit,

q

PO = ZP: Z aib; X"

i=0 j=0

Comme ¢ : R — R(u) est linéaire et que ¢(X**/) = u*/, il vient

P 9
(PQ)(w) = Y > abju'™.

i=0 j=0

D’autre part,
P

P(u) o Q(u) = (Z aiui) o (i bjuj) .
j=0

i=0

La composition est distributive a droite par rapport a 'addition: (v + w)oz =voz+woz
et (Av) oz = A(v o z). Elle I'est aussi a gauche lorsque I’application de gauche est linéaire :
vo(w+z) =vow+vozetvo(Aw) = A(vow). Les u' étant linéaires, on peut donc développer :

P q
) ) "
aibju’ ou :ZZaibjul I,

i=0 j=0

)4
P(u) 0 Q(u) = _Z '

q9
i=0 j=0

Les deux expressions coincident, d’ou (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
Enfin, la multiplication des polyndémes est commutative : PQ = QP. En appliquant ce qui
précéde au couple (Q, P), on obtient Q(u) o P(u) = (QP)(u) = (PQ)(u) = P(u) o Q(u). O

Remarque

Si on pose Q = X, alors Q(u) = u. Ainsi u et P(u) commutent. Dit autrement, u
commute avec tout polynéme en u.
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Remarque

Le résultat précédent peut se réexprimer de la maniére suivante : les éléments de
K[u] commutent tous avec u (et méme entre eux).

L’ensemble des endomorphismes qui commutent avec u est appelé le commutant de
u. On le note souvent C(u). On a donc : K[u] € C(u). On peut montrer que C(u)
est un sous-espace vectoriel de £(E) et donc K[u] est un sous-espace vectoriel de

C(u).

Corollaire 7.10

Soit P un polynéme de K[X]. Soit u € L(E).
Ker(P(u)) est stable par u.

Soit x € Ker(P(u)), c’est-a-dire P(u)(x) = 0. D’aprés la proposition précédente, u et P(u)
commutent, donc

P(u) (u(x)) = u (P(u)(x)) = u(0) =0.
Ainsi u(x) € Ker(P(u)). O

Remarque

Les résultats précédents s’adaptent au cas des matrices. En particulier P(A) et Q(A)
commutent et A commute avec tout polynome en A.
On peut le résumer en K[A] c C(A).

Remarque

On a également Ker(P(A)) stable par A, ce qui signifie que pour X € M, ;(K) tel
que P(A)X =0, on a P(A)(AX) =0.

Proposition 7.11

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, 8 une base de E, u € L(E) et
A = Matg(u). Pour tout P € K[X],

Matg(P(x)) = P(A).

En particulier, P(u) = 0 z(g) si et seulement si P(A) = 0,.

Montrons par récurrence sur k € N que Matg(u¥) = A¥. Pour k = 0, Matg(Id) = I,. Soit
k € N. On suppose Mat g (uX) = A¥. Alors

Matg (u**!) = Matg(u o u¥) = Matg(u) Matg (u¥) = AAF = AF+!,

Pour P = ZZ:O aiX*, la linéarité de v — Matg(v) donne

arAF = P(A).

M=~

Matg(P(1)) = Y ax Matg(u¥) =

d
k=0

>~
1l

0

Enfin, v — Matg(v) est injective, donc P(u) = 0 si et seulement si P(A) = 0. O
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2. Polynémes annulateurs

Définition 7.12 (Polynéme annulateur)
Soit P € K[X].
— Soitu € L(E). On dit que P est un polynéme annulateur de u (ou que P annule
u)si:
P(u) =0 L(E)-
— Soit A € M, (K). On dit que P est un polynéme annulateur de A (ou que P

annule A) si :
P(A) =0,.

Exemple 7.13 (Projecteurs)

Si u est un projecteur de E, alors u o u = u, donc u* —u = 0 z(g) : le polyndme X* — X
est annulateur de u.

Exemple 7.14 (Symétries)

Si u est une symétrie de E, alors u o u = Id, donc u® —Id = 0 £ (g : le polynéme X?* - 1
est annulateur de u.

Exemple 7.15 (Un quart de tour)

1 0

(=]
—_

Soit A = ( ) On calcule

1 0
A= ( 0 —1) =l

donc A% + I, = 0, : le polyndme X? + 1 est annulateur de A.

Exemple 7.16 (La matrice dont tous les coefficients valent 1)

Soitn € N* et J € M,,(K) la matrice dont tous les coefficients valent 1. Le coefficient
d’indice (i, j) de J? vaut
n
Dixi=n,
k=1

donc J? = nJ : le polynéme X? — nX est annulateur de J.

Exemple 7.17 (La dérivation sur K, [X])

Soitn € N, E = K,[X] etu € L(E) la dérivation : u(Q) = Q’. Pour tout Q € K,[X],
un+1(Q) = Q(n+1) = 0) car degQ S n. AlnSI u"+1 = OL(E) 0 le p01yn6me Xn+1 est
annulateur de u.

Le polyndéme nul est toujours annulateur. Donc ’ensemble des polynémes annula-
teurs d’'un endomorphisme u n’est jamais vide.
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Proposition 7.18

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E). Alors u admet un
polynéme annulateur non nul de degré au plus n?.

De méme, toute matrice A € M, (K) admet un polynéme annulateur non nul de
degré au plus n?.

Comme dim E = n, on a dim £(E) = n?. Donc toute famille de £(E) de cardinal strictement
supérieur a n? est liée.

En particulier, la famille (Id, u, 2, .. ., u"z), qui compte n? + 1 éléments, est liée : il existe des
coeflicients ay, . . ., a,2 € K non tous nuls tels que

apld+au+--- + anzu”2 =0z(g)-

Le polynéme P = g, X " ...+ a;X + ag est alors non nul, car 'un de ses coefficients est non
nul, de degré au plus n?, et P(u) = 0 (g).

Pour une matrice, le raisonnement est le méme, avec dim M, (K) = n° et la famille
(In, A, ..., A™). O

2

Remarque

On peut affiner ce résultat : il existe toujours un polynéme annulateur non nul de
degré au plus n. C’est une conséquence du théoréme de Cayley-Hamilton, que I'on
verra dans la section sur le polynome caractéristique.

Remarque (Hors programme)

Notons I, I'ensemble des polynomes annulateurs de u. C’est le noyau de application
linéaire ¢ : P — P(u) :

I, = {P e K[X] : P(u) = OL(E)} =Ker ¢.

C’est donc un sous-espace vectoriel de K[X]. Il posséde une propriété supplémen-
taire : si P € I, et si Q € K[X] est quelconque, alors QP € [, puisque

(QP)(u) = Q(u) o P(u) = Q(u) © 02(g) = 01(k)-

Un sous-espace vectoriel de K[X] stable par multiplication par n’importe quel po-
lynéme s’appelle un idéal de K[X]. Cette notion, et le polynéme minimal qui s’en
déduit, sont hors programme.

Méthode 7.19 (Calculer une puissance d’endomorphisme)

Soit u € L(E) (ou A € M, (K)) et k € N. Pour calculer u* :

1. Trouver un polynéme annulateur non nul P. On le choisit de degré d le
plus petit possible, pour simplifier les calculs. On verra qu’en dimension n il
en existe toujours un de degré au plus n.

2. Calculer le reste R de la division euclidienne de X* par P. On écrit
X* = QP + R avec degR < d — 1. On détermine les d coefficients de R sans
calculer Q, en évaluant cette égalité en les racines de P : si A est racine de P,
alors R(1) = AK. Si A est racine multiple, on dérive I'égalité avant d’évaluer en

10
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A.
3. Calculer la puissance. En appliquant I'égalité X* = QP + Rau :
u = Q(u) o P(u) + R(u) = Q(u) © 01(z) + R(u) = R(w).

Il reste a calculer R(u), qui ne fait intervenir que Id, u, . . Ludt

Exemple 7.20 (Une matrice de taille 2)

. 1 2
Soit A = (2 1) etk e N.

5 4
4 5
est annulateur de A.

1. On calcule A% = ( ) =2A+3L. AinsiP =X?-2X-3=(X-3)(X +1)

2. On écrit X* = QP + aX + b. En évaluant en 3 et en —1 :

k Nk
APt b= M

3a+ b =3, 3k — (—1)k
a=—,
—a+b=(-1)F, 4 4

3. Donc
3k 4+ (—1F 3k — (—1)F
= (=) P (=)

Exemple 7.21 (Une matrice de taille 3)

1
Ak:aA+b12:5(

-2 1 1
SoitA=| 6 -2 —4|etkeN*.
-4 1 3
1. On calcule
6 -3 -3 18 9 9
A’=|-8 6 2|, Ad=| 44 -18 -26],
2 -3 1 -26 9 17

et I'on vérifie que A> + A% —6A = 03. Ainsi P = X®> + X2 —6X = X(X -2)(X +3)
est annulateur de A.

2. On écrit X* = QP + aX? + bX + c. En évaluant en 0, 2 et —3 :
c=0,
da+2b +c = 2%,
9a —3b + ¢ = (=3),

la premiére équation venant de 05 = 0, car k > 1. La deuxiéme donne b =
2k=1 _ 24, et en reportant dans la troisiéme, 15a — 3 x 2K~! = (=3)F. D’out

(=3)F +3 x 2k1 p o 9% 2k=1 _ 2 x (=3)k
a = s =
15 15

c=0.

>

3. Donc AF = aA? + bA. Par exemple, pour k = 3, on trouve a = —1leth =6: on
retrouve A® = —A? + 6A.

11
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Exemple 7.22 (Un polynéme annulateur a racine triple)

1 11
SoitA=]|0 1 1]etkeN.
0 0 1

1. Posons N = A — I3. On calcule

0 1 1 0
N=[o o 1|, N?=]0
0 0 0 0

S O O

S O =
Z
Il
(=}
w

Ainsi P = (X — 1)* est annulateur de A.

2. On écrit X¥ = Q(X - 1)* + R avec deg R < 2. Comme 1 est racine triple de
P, le polynome Q(X — 1)3 et ses deux premiéres dérivées s’annulent en 1. En
dérivant deux fois I’égalité et en évaluanten 1 :

R(1)=1 R@) =k  R'(1)=k(k-1).

D’apreés la formule de Taylor pour les polynomes,

144 1 _1
R=R(1) +R(1)(X-1) + 2 2( ) (x - 1) =1+k(x—1)+¥(x—1)2.
3. Donc
1 & k(k2+1)
Ak=I3+kN+@N2: 01
0 0 1

Proposition 7.23

Soit u € L(E) et P un polyndéme annulateur de u, de degré d > 1. Notons K;_;[u] =
{R(u) : R € K4_{[X]} = Vect(Id, u, ..., u?"1). Alors

Klu] = Kg-1[u].

Autrement dit, tout polynéme en u s’écrit comme un polynéme de degré au plus
d—-1lenu.

L’inclusion Ky_;[u] € K[u] est immédiate.
Réciproquement, soit S(u) € K[u], avec S € K[X]. La division euclidienne de S par P, qui est
non nul, donne S = QP + R avec degR < d — 1. Alors

S(u) = Q(u) o P(u) + R(u) = R(u),

donc S(u) € Ky_1[u]. O

Méthode 7.24 (Calculer 'inverse d’'un endomorphisme)

Soit u € L(E) (ou A € M, (K)). Pour montrer que u est inversible et calculer son
inverse :

1. Trouver un polynéme annulateur P tel que P(0) # 0. On écrit P = az X% +
-+ a1 X + ag, avec ay = P(0) # 0.

12
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2. Isoler le terme constant et factoriser par u. L’égalité P(u) = 0 £ (g) s écrit

d_1+~--+a2u+a11d) =—qaold.

uo (adu
3. Conclure. En posant v = —alo (aqui='+ -+ +au+a;1d),onauoov =1d, et
aussi v o u = Id puisque v est un polyndme en u, qui commute avec u. Donc u

est inversible et u~! = v est un polyndme en u de degré au plus d — 1.

Exemple 7.25 (Une matrice de taille 2)

—_
[\

Reprenons A = ( - ) annulée par X 2 _ 92X — 3, dont le terme constant est non nul.

1
On a A% — 2A = 31, soit A(A — 2I) = 3I,. Donc A est inversible et

1 1(-1 2
Al=2(A=-2L) = - )
Lama <27 2)

2 -1
Exemple 7.26 (Une matrice de taille 3)

0 0 1
SoitA=[1 0 1]
01 1

1. On calcule

0 1 1 11 2
A’=]0 1 2|, Al=|1 2 3],
11 2 1 2 4

et 'on vérifie que A>—~ A2~ A—I; = 03. Ainsi P = X®> - X?— X — 1 est annulateur
de A, et P(0) = -1 # 0.

2. On isole le terme constant : A> — A2 — A = I3, soit A(A? — A —L3) = L.

3. Donc A est inversible et

10
Al=A—A-L=[-1 0 1].
1 00

Exemple 7.27 (Une matrice de taille n)

Soit n € N*, J € M,,(K) la matrice dont tous les coefficients valent 1, et A = I, + J.
1. Onavuque J2 = nJ. Comme J = A — I, on obtient (A —I,,)? = n(A - I,), soit

A2 — (n+2)A+ (n+ 1), =0,

Le polynoéme P = X2~ (n+2)X +(n+1) est annulateur de A, et P(0) = n+1 # 0.
2. On isole le terme constant : A ((n + 2)I,, — A) = (n + 1)I,,.

3. Donc A est inversible et

1 1
Al=—(n+2),-A) =T, - —].
—— (v + DL -A) =L - ——J
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Réduction

1. Cas des endomorphismes

Définition 7.28 (Droite stable)

Soit E un K-espace vectoriel et u € L(E). Une droite D de E est dite stable par u
siu(D) C D, autrement dit si D est un sous-espace vectoriel de E de dimension 1
stable par u.

Exemple 7.29 (Droites stables d'un endomorphisme de R?)

Soit u: R? — R? défini par u(x, y) = (x + 2y, 2x + y).
— Ladroite D; = Vect((1, 1)) est stable par u : pour @ € R, u(a, @) = (32, 3) €

D;.

— Ladroite Dy = Vect((1,—1)) est stable paru: pour ¢ € R, u(a, —a) = (—a, a) €
D,.

— La droite Vect((1,0)) n’est pas stable par u : u(1,0) = (1, 2) n’est pas colinéaire
a (1,0).

Définition 7.30 (Valeur propre, vecteur propre)

Soit E un K-espace vectoriel, u € L(E) et A € K.

— On dit que A est une valeur propre de u s’il existe un vecteur x € E non nul
tel que u(x) = Ax.

— Sic’est le cas, un tel vecteur x est appelé vecteur propre de u associé a A.

Exemple 7.31 (Une homothétie)

Soit p € K et u = pldg, avec E # {0}. Pour tout x € E, u(x) = px : p est valeur
propre de u et tout vecteur non nul de E est vecteur propre de u associé a p. C’est sa
seule valeur propre : si u(x) = Ax avec x # 0, alors (z — A)x = 0, donc A = p.

Exemple 7.32 (Reprise de ’endomorphisme de R?)

Avec u(x,y) = (x+2y,2x+y),onau(1,1) =3-(1,1) etu(1,-1) = —1-(1,-1). Donc
3 et —1 sont valeurs propres de u, (1, 1) est vecteur propre associé a 3 et (1,—1) est
vecteur propre associé a —1.

14



CHAPITRE 7. REDUCTION

Exemple 7.33 (La dérivation sur C* (R, R))

Soit E = C*(R,R) etu: f > f’.Pour A € R, la fonction e, : t > e* est non nulle et
vérifie e} = Ae,. Tout réel A est donc valeur propre de u, et e est un vecteur propre
associé.

L’égalité u(x) = Ax est appelée équation aux éléments propres de u. Pour A fixé,
c’est une équation linéaire d’inconnue x, qui s’écrit (u — A1d)(x) = 0. Le scalaire A
est valeur propre de u si et seulement si cette équation admet une solution non nulle,
c’est-a-dire si et seulement si Ker(u — AId) # {0}.

Soit x € E non nul. Le vecteur x est vecteur propre de u si et seulement si la droite
Vect(x) est stable par u. En effet, si u(x) = Ax, alors pour tout & € K, u(ax) = dax €
Vect(x). Réciproquement, si Vect(x) est stable par u, alors u(x) € Vect(x), donc il
existe A € K tel que u(x) = Ax.

Chercher les vecteurs propres de u revient donc a chercher ses droites stables. Dans
I'exemple de R?, les droites D; et D, sont dirigées par des vecteurs propres. Le quart
de tour r: (x,y) — (—y,x) n’a aucune droite stable, donc aucune valeur propre.

Définition 7.34 (Sous-espace propre)

Soit E un K-espace vectoriel, u € L(E) et A une valeur propre de u. Le sous-espace
propre de u associé a A est

E)(u) ={x € E, u(x) = Ax} = Ker(u — A1d).

C’est un sous-espace vectoriel de E, comme noyau d’une application linéaire.

Exemple 7.35 (Sous-espaces propres d’'un endomorphisme de R?)

Reprenons u(x,y) = (x + 2y, 2x + y) et résolvons I’équation aux éléments propres
u(x,y) = A(x,y), c’est-a-dire

X+ 2y = Ax — 3(x+y) =AMx+y)
2x +y = Ay —(x-y) =Ax-y),

en additionnant puis en soustrayant les deux lignes.

— SiA ¢ {3,—-1},onobtientx +y =0etx —y =0, donc x =y =0: A n’est pas
valeur propre.

— Si A = 3, la premiére ligne est toujours vraie et la seconde donne x = y :
E3(u) = Vect((1,1)) = Dy.

— SiA = -1, la seconde ligne est toujours vraie et la premiére donne x +y =0:
E_1(u) = Vect((1,-1)) = D,.

15



CHAPITRE 7. REDUCTION

Exemple 7.36 (La dérivation sur K, [X])

Soitn € Netu: P+ P’ sur K,[X]. Résolvons P’ = AP d’inconnue P € K, [X].

— Sid # 0etP # 0, alors deg(AP) = deg P tandis que deg P’ < degP (avec la
convention deg 0 = —co) : c’est impossible. Seul P = 0 convient et A n’est pas
valeur propre.

— Si A =0, ’équation P’ = 0 a pour solutions les polynémes constants : 0 est
valeur propre et Eq(u) = Kq[X].

E)(u) est Pensemble des vecteurs propres associés a A auquel on ajoute le vecteur
nul.

Proposition 7.37

Soit u,v € L(E) tels que u o v = v o u. Les sous-espaces propres de u sont stables par
0.

Soit A une valeur propre de u et x € E; (u). Alors
u(v(x)) =o(u(x)) =0(Ax) = to(x),

donc v(x) € Ex(u). O

Soit A une valeur propre de u et k € N*. D’apres le corollaire sur les polynémes
d’endomorphismes, Ker((u — A1d)¥) est stable par u, et il contient E; (u). Lorsque
E est de dimension n, le sous-espace Ker((u — A1d)") est appelé sous-espace ca-
ractéristique de u associé a 1; on le rencontre parfois en exercice, ou il est alors
défini.

Il peut étre strictement plus grand que E(u), et contenir des vecteurs qui ne dirigent
pas une droite stable. Pour u: (x,y) — (x + y,y) sur R?, I'équation u(x,y) = (x,1y)
donne y = 0, donc E; () = Vect((1,0)). Mais (u—1d)(x, y) = (y,0), donc (u—Id)? =0
et Ker((u — Id)?) = R? : le vecteur (0, 1) appartient au sous-espace caractéristique
sans étre vecteur propre, puisque u(0,1) = (1,1).

Définition 7.38 (Spectre d’un endomorphisme)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £(E). On appelle spectre de
u, noté Sp(u), ensemble des valeurs propres de u.

Exemple 7.39

D’apreés les exemples précédents :
— pour u = uIdg, avec E # {0} de dimension finie, Sp(u) = {y};
— pour u(x,y) = (x+2y, 2x +y), la résolution de I'équation aux éléments propres
donne Sp(u) = {3, -1};
— le quart de tour r de R? n’a aucune droite stable, donc Sp(r) = 0;

16
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— pour la dérivation sur K, [X], Sp(u) = {0}.

Remarque (Hors programme)

Par définition, A est valeur propre de u s’il existe x # 0 tel que u(x) = Ax. Cela
revient a dire que Ker(u — A1d) # {0}, c’est-a-dire que u — A1d n’est pas injectif. En
dimension finie, c’est équivalent a la non-bijectivité de u — A1d, et les deux points de
vue coincident.

En dimension infinie, u — A1d peut étre injectif sans étre bijectif. Sur K[X], ’endo-
morphisme u: P +— XP est injectif, puisque XP = 0 impose P = 0 : 0 n’est pas valeur
propre de u. Mais u n’est pas surjectif, puisque le polynéme 1 n’est pas un multiple
de X.

Or certaines propriétés des valeurs propres restent intéressantes dans ce cas : pour
un tel A, 'équation (u —A1d)(x) = y n’admet pas de solution pour certains y, comme
lorsque A est valeur propre. C’est pourquoi on définit les valeurs spectrales de
u : ce sont les scalaires A tels que u — A1d n’est pas bijectif. Toute valeur propre est
valeur spectrale, mais la réciproque est fausse : dans exemple précédent, 0 est valeur
spectrale de u sans en étre valeur propre.

L’application la plus directe en physique se trouve en mécanique quantique. Les
grandeurs physiques y sont représentées par des opérateurs, c’est-a-dire des applica-
tions linéaires, sur des espaces de dimension infinie, et les résultats possibles d’une
mesure sont donnés par les valeurs spectrales de I'opérateur, et pas seulement par
ses valeurs propres.

2. Cas des matrices

Définition 7.40 (Eléments propres d’une matrice)

Soit A € M,(K) et A e K.

— A est une valeur propre de A s’il existe X € M, ;(K) non nul tel que
AX = AX; un tel X est un vecteur propre de A associé a A.

— SiAestvaleur propre de A, le sous-espace propre associé est E; (A) = Ker(A-
AL).

Remarque

Ce sont les éléments propres de I’endomorphisme X — AX de M, (K). Plus
généralement, si A = Matg(u) et si X est la colonne des coordonnées de x dans B,
alors u(x) = Ax si et seulement si AX = AX : u et A ont les mémes valeurs propres.
L’égalité AX = AX est appelée équation aux éléments propres de A.

1 2
Pour A = ( 5 1), matrice dans la base canonique de I'endomorphisme u de R? étudié

A=)« A=)

plus haut,

17
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et E3(A) = Vect ((1)) E_{(A) = Vect ((_11))

Définition 7.42 (Spectre d’une matrice)

Soit A € M,,(K). Le spectre de A dans K est I'ensemble de ses valeurs propres dans
K. On le note Spy (A).

Exemple 7.43

dq 0
— SoitD = diagonale. L’équation DX = AX s’écrit (d; — A)x; =0

0 an
pour tout i. Elle a une solution non nulle si et seulement si A est 'un des d; :

Spx(D) = {dy, ..., dn}.

1 2
— Pour A = ( 1), matrice de I'endomorphisme u de R? étudié plus haut,

2
Spg(A) =Sp(u) = {3,-1}.
— Soit N = (g (1) .L’équation NX = AX s’écrity = Ax et 0 = Ay. Si A # 0, alors

y = 0, puis x = 0. Si A = 0, les solutions sont les colonnes telles que y = 0.
Donc Spg (N) = {0} et Eo(N) = Vect (((1)))

— Soit J € M3(K) dont tous les coefficients valent 1. Pour X =(x,y,z)", on a
JX =sU,ous=x+y+zetU=(1,1,1)".SiA# 0et JX = AX, alors X = $U
est colinéaire a U ; comme JU = 3U, seule A = 3 convient, et E3(J) = Vect(U).
Pour A = 0, I’équation JX = 0 équivaut a x + y + z = 0, qui définit un plan.
Donc Spg (J) = {0, 3}.

3. Propriétés

Proposition 7.44

Soit u € L(E) et P € K[X] un polynéme annulateur de u. Toute valeur propre de u
est racine de P.

Soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre associé. Montrons par récurrence que
u*(x) = A*x pour tout k € N. Cest vrai pour k = 0. Soit k € N. On suppose u*(x) = A*x. Alors

W (x) = u(A*x) = AFu(x) = A x.

En écrivant P = ZZ:O a;X*, on obtient

d d
P(u)(x) = Z a(x) = Y apAfx = P(M)x.
k=0 k=0
Comme P(u) =0, onaP(A)x =0, et comme x # 0, P(A) =0. O

18
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Exemple 7.45 (Projecteurs)

Soit p un projecteur de E : p o p = p, donc X? — X = X(X — 1) est annulateur de p.
Les valeurs propres de p sont donc parmi 0 et 1.
— Sip # Id, il existe x tel que p(x) # x, et y = x — p(x) est non nul et vérifie
p(y) = p(x) — p(p(x)) =0: 0 est valeur propre.

— Sip # 0, il existe x tel que y = p(x) # 0, et p(y) = p(p(x)) =y : 1 est valeur
propre.

Pour p =1d, la valeur 0, racine de X? — X, n’est pas valeur propre : une racine d’un
polynéme annulateur n’est pas forcément une valeur propre.

Exemple 7.46 (Le quart de tour)

(=]
—_

1
propre réelle A de A vérifierait A + 1 = 0, ce qui est impossible : Spg (4) = 0.

Soit A = ( _0 ) On calcule A% = —I,, donc X? + 1 est annulateur de A. Une valeur

Exemple 7.47 (La dérivation sur K, [X])

Pouru: P — P’ sur K, [X], le polynome X"*! est annulateur de u, puisque la dérivée
(n + 1)-iéme d’un polyndéme de degré au plus n est nulle. Sa seule racine est 0, donc
Sp(u) c {0}. Comme les constantes non nulles sont des vecteurs propres associés a

0, Sp(u) = {0}.

Corollaire 7.48

Soitu € L(E), A € K, x € E tel que u(x) = Ax, et P € K[X]. Alors P(u)(x) = P(A)x.
Si de plus x # 0, le vecteur x est vecteur propre de P(u) associé a P(A).

Le calcul de P(u)(x) fait dans la preuve précédente n’utilise ni que P est annulateur, ni que x

est non nul : il donne P(u)(x) = P(1)x dés que u(x) = Ax. O
Exemple 7.49
. 1 2 . 1 AN
Soit A = ( 9 1), dont on connait les vecteurs propres X; = (1) associé a 3, et

1 cls .
Xy = (_ 1), associé a —1. Pour B = A% — A, on obtient sans calculer B :

BX; =(3°-3)X; =6X; et BX, =((-1)%+1)X, = 2X,.
Comme (X3, X;) est une base de M, ;(R), la matrice de X — BX dans cette base est

(g (2)) De méme, AkX1 = 3kX1 et Asz — (—1)kX2 pour tout k € N.
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Proposition 7.50

Soit u € L(E) et Ay,.. .,Ap des valeurs propres de u deux a deux distinctes. Les
sous-espaces propres E;, (), ..., E, (u) sont en somme directe.

D’apres la caractérisation d’'une somme directe, il s’agit de montrer que six; +--- +x, =0
avec x; € E),(u) pour tout i, alors tous les x; sont nuls.

Soit Ly, ..., L, les polyndmes de Lagrange associés aux points distincts Ay, ..., 4,, de sorte
que Lj(4;) = &;;. D’apres le corollaire précédent, pour tout x € E,(u) et tout P € K[X],
P(u)(x) = P(4;)x. Soit j € {1,...,p}. En appliquant L;(u) a I'égalité x; +--- + x, = 0, on
obtient

P P
0= Liw(x) = ) Li(k)xi =x;.
i=1 i=1

Corollaire 7.51

Toute famille finie de vecteurs propres de u associés a des valeurs propres deux a
deux distinctes est libre.

Soit (x1,...,x,) une telle famille, x; étant associé a A;, et ay, ..., &, € K tels que ayxy + -+ +
apxp = 0. Comme a;x; € Ej,(u) et que la somme est directe, a;x; = 0 pour tout i. Comme
x;i #0,a; =0. O
Exemple 7.52 (Une famille d’exponentielles)
Soit Ay, ..., 4, des réels deux a deux distincts et e, : t = e’i!. On a vu que e, est
vecteur propre de la dérivation sur C* (R, R) associé a ;. Les valeurs propres étant
distinctes, la famille (e, ..., e,lp) est libre.

Corollaire 7.53 (Cas des matrices)

Soit A € M, (K) et A4,...,1, des valeurs propres de A deux a deux distinctes. Les
sous-espaces Ey, (A), ..., E3, (A) sont en somme directe, et toute famille de vecteurs
propres associés aux A; est libre.

Si de plus B € M, (K) commute avec A, alors pour toute valeur propre A de A et
tout X € E;(A), BX € E;(A).

Les éléments propres de A sont ceux de 'endomorphisme u: X — AX de M, ;(K), auquel on
applique ce qui précede. Si AB = BA, 'endomorphisme v: X +— BX commute avec u, donc les
sous-espaces propres de u sont stables par v. O
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Réduction

1. Généralités

Définition 7.54 (Polynéme caractéristique d’'une matrice)

Soit A € M, (K). 1l existe un unique polynéme y4 € K[X] tel que
Vt € K, ya(t) =det(tl, — A).

On l'appelle polynoéme caractéristique de A.

L’unicité vient de ce que K est infini : deux polynémes qui coincident en une infinité de points
sont égaux.

Pour l'existence, montrons par récurrence sur k € N* la propriété # (k) : pour toute matrice
M(t) = (m;j(t)) de taille k dont les coefficients de la j-ieme colonne sont, pour tout j, des
fonctions polynomiales de ¢ de degré au plus d;, la fonction ¢ — det M(t) est polynomiale de
degré au plus d; + - - - + d.

Pour k = 1, det M(t) = my;(¢). Soit k € N*. On suppose P (k) et I'on considére une telle
matrice M(t) de taille k + 1. En développant selon la premiére colonne,

k+1

det M(t) = Z(—ni“mﬂ(t)Ai(t),
i=1

ou A;(t) est le déterminant de la matrice obtenue en supprimant la ligne i et la premiére
colonne de M(t). D’aprés P (k), A; est polynomiale de degré au plus d, + - - - + di41, €t mj; est
de degré au plus d; : chaque terme de la somme, donc ¢ — det M(t), est polynomial de degré
auplusdy + - + diy1.

On applique enfin P (n) a M(t) = tI, — A, dont tous les coefficients sont de degré au plus 1. O

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). On définit de méme le
polynoéme caractéristique de u comme le polynéme y, € K[X] tel que

Vt € K, yu(t) = det(tId —u).

On justifie plus bas que la fonction t + det(t Id —u) est bien polynomiale.

Exemple 7.55 (Matrices triangulaires)

Soit T = (a;j) € M, (K) triangulaire supérieure. La matrice tI, — T est triangulaire,
de coefficients diagonaux t — ayy, ..., t — ann, donc

xr = (X —an)(X —az) - (X - apn).
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Il en va de méme pour une matrice triangulaire inférieure. Par exemple, y;, = (X-1)"
et X0, = X",

Exemple 7.56

01 1
SoitA=|1 0 1| Pourt €K, oneffectue C; «— C; + C; + Cs, puis Ly < L, — L,
1 1 0

etL3 (—Lg—Lli

t -1 -1 1 -1 -1
xat)=1-1 t -=1=(@t-2)1 t -1
=il =i & 1 -1 ¢t
1 =i =il
=(t-2)[0 t+1 0 |=(t-2)(t+1)>2
0 0 t+1

Donc ya = (X —2)(X + 1)2.

Exemple 7.57 (La transposition sur M;(K))

Soitu: M +— MT sur M, (K). Dans la base canonique (E;y, E1a, E21, Ez2), onau(Ey;) =

Eq1, u(E12) = E21, u(Ey;) = Eqp et u(Egz) = Ezp. En développant selon la premiére
colonne puis selon la derniere,

Xu(t) = = (t = 1)*(t* - 1).

Donc y, = (X —1)3(X +1).

Proposition 7.58

Soit A € M, (K).

— Le polyndme y4 est unitaire de degré n.

— Son coefficient de degré n — 1 est — tr(A).
— Son coefficient de degré 0 est (—1)" det(A).

Autrement dit,
xa =X"—tr(A)X" 1 4+ .- 4 (=1)" det(A).

Le coefficient de degré 0 est y4(0) = det(—A) = (—1)" det(A), par linéarité du déterminant par
rapport a chacune des n colonnes.

Montrons par récurrence sur n € N* la propriété Q(n) : pour toute A € M, (K), le polynéme
xa — X" +tr(A)X" ! est de degré au plus n — 2.

Pourn =1, y4 = X — ay; et tr(A) = ay;. Soit n € N*. On suppose Q(n) et I'on considére

22



CHAPITRE 7. REDUCTION

A = (a;j) € My1(K). En développant det(tI,+1 — A) selon la premiére colonne,

n+1

xa(t) = (t=an)di(t) + Y (=1 anAi(e),

i=2

ou A;(t) est le déterminant de la matrice obtenue en supprimant la ligne i et la premiére
colonne de tI,,41 — A.

— OnaA; = ya,ou A" € M,(K) est obtenue en supprimant la premiére ligne et la
premiére colonne de A. D’aprés Q(n), yar = X" — tr(A’)X" ! + Ravec degR < n - 2,
donc, comme aq; + tr(A”) = tr(A),

(X —aj)ya =X —tr(A)X"+S avec degS<n-—1.

— Pour i > 2, la colonne de la matrice de A;(t) issue de la i-iéme colonne de tI,,,; — A a
perdu son coefficient t — aj; : ses coeflicients sont constants. Les n — 1 autres colonnes
ont des coefficients de degré au plus 1. D’aprés la propriété # (n) établie dans la preuve
précédente, A; est polynomiale de degré au plus n — 1.

Ainsi y4 — X" + tr(A)X" est de degré au plus n — 1, ce qui établit Q(n + 1). En particulier,
x4 est unitaire de degré n et son coefficient de degré n — 1 est — tr(A). ]

Remarque (Matrices de taille 2)

a b
PourA—(C d)’

t—a

xa(t) =

—C

t__bd’ =(t-a)(t=d)=be =1’ ~(a+d)t + (ad - be).

Ainsi ya = X% —tr(A)X + det(A) : en taille 2, le polyndme caractéristique ne dépend
que de la trace et du déterminant. Si y4 est scindé, de racines 1; et A, comptées avec
multiplicité, les relations entre coefficients et racines donnent

A+ A= tr(A) et AiAy = det(A)

cosf —sinf

sinf  cosf ), on atr(Rg) = 2cos 6 et det(Ry) =

Par exemple, pour 6 € Ret Ry = (

1, donc ygr, = X% — 2cos(0)X + 1. Ses racines complexes sont e et e7% de somme
2 cos 0 et de produit 1.

Remarque

Plus généralement, soit A € M,,(K) dont le polynéme caractéristique est scindé sur
K, de racines A4, ..., A, comptées avec multiplicité :

n

xa=| [ox=20.

i=1

En développant ce produit, le coefficient de degré n — 1 de y4 est —(A; +--- + A,) et
son coefficient de degré 0 est (—1)"4; - - - A,,. En les identifiant a ceux donnés par la
proposition précédente, on obtient

tr(A) = i Ai et det(A) = ﬁ Ai.
i=1 i=1
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On verra que les racines de y4 dans K sont les valeurs propres de A : la trace est
alors la somme des valeurs propres, et le déterminant leur produit, chacune étant
comptée avec sa multiplicité.

Une matrice A € M, (R) est aussi une matrice de M, (C), et son polynoéme caracté-
ristique est toujours scindé sur C, d’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss. Sa trace
et son déterminant sont donc la somme et le produit des racines complexes de ya,
comptées avec multiplicité, comme pour Ry ci-dessus.

Il en va de méme pour un endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension
finie dont le polynéme caractéristique est scindé : si A est la matrice de u dans une
base, yu = xa, tr(u) = tr(A) et det(u) = det(A).

Remarque

Le programme fixe la convention y(t) = det(tI, —A), qui rend y4 unitaire. Certains
ouvrages, écrits pour des programmes antérieurs, appellent polynome caractéristique
le polyndme associé a ¢ +— det(A — t,), c’est-a-dire (—1)" ya. Les deux polynémes
ont les mémes racines, mais le second n’est pas unitaire lorsque n est impair.

Proposition 7.59

Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique.

Soit A, B € M, (K) et P € GL,(K) tels que B = P"1AP. Pour tout t € K, tI, — B = P~!(tI,)P —
P71AP = P71(tI, — A)P, donc

y5(t) = det(P™1) det(tL, — A) det(P) = ya(t).

Les polyndmes ya et yp coincident sur K, qui est infini : ils sont égaux. ]

Exemple 7.60 (La réciproque est fausse)

1
Les matrices I, et N = (O

elles ont le méme polyndme caractéristique (X —1)2. Pourtant, pour tout P € GL,(K),
P LP =1, # N : elles ne sont pas semblables.

En revanche, d’apres la proposition précédente, deux matrices semblables ont les
mémes coefficients de degrés n — 1 et 0 dans leur polynéme caractéristique : on
retrouve qu’elles ont méme trace et méme déterminant.

Proposition 7.61

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, u € L(E), B une base de E et
A = Matg(u). La fonction t — det(# Id —u) est polynomiale et

1 . . . . p 8
1) sont triangulaires de coefficients diagonaux égaux a1 :

Xu = XA

En particulier, y4 ne dépend pas de la base 8 choisie.
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Soitt € K. La matrice de ¢ Id —u dans B est tI,, — A. Comme le déterminant d’un endomorphisme
est celui de sa matrice dans n’importe quelle base,

det(t1d —u) = det(tl, — A) = ya(t).

La fonction ¢t + det(¢Id —u) coincide donc avec la fonction polynomiale associée a ya, et
Xu = xA- Le membre de gauche ne fait pas intervenir 8. m|

Exemple 7.62 (Polynoéme caractéristique d’un projecteur)

Soit E de dimension n et p un projecteur de E de rang r. On sait que E = Ker(p)®Im(p)
et que p(x) = x pour tout x € Im(p). Par le théoreme du rang, dimKer(p) =n —r.
Dans une base B adaptée a cette décomposition, formée d’une base de Ker(p) suivie
d’une base de Im(p),

0, O
Matg(p):( 0 I).

Cette matrice est diagonale, donc y, = X" (X — 1)". Le coefficient de degré n — 1
de y, est —r : on obtient tr(p) = rg(p).

Proposition 7.63

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Les valeurs propres de
u sont les racines de y, dans K :

Sp(u) ={ € K, yu(4) =0}.

De méme, pour A € M, (K), Spg(A) = {1 € K, ya(4) =0}.

Soitn = dim E et A € K. Le scalaire A est valeur propre de u si et seulement si Ker(u—A1d) # {0},
c’est-a-dire si et seulement si u — A Id n’est pas injectif. En dimension finie, un endomorphisme
est injectif si et seulement s’il est bijectif, et il est bijectif si et seulement si son déterminant
est non nul. Donc A est valeur propre de u si et seulement si det(u — AId) = 0. Comme
Xu(A) =det(AId —u) = (—1)" det(u — A1d), cela équivaut a y, (1) = 0.

Pour une matrice A, on applique ce résultat a 'endomorphisme X +— AX de M,,;(K), dont la
matrice dans la base canonique est A, et dont le polynéme caractéristique est donc y4. m]

Corollaire 7.64

Deux matrices semblables ont le méme spectre.

Elles ont le méme polyndéme caractéristique, donc les mémes racines. ]

Exemple 7.65 (Reprise de 'endomorphisme de R?)

1 2
Pour u(x,y) = (x + 2y, 2x + y), la matrice de u dans la base canonique est (2 1),

de trace 2 et de déterminant —3. Donc

Yu=X2-2X-3=(X-3)(X+1),
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et Sp(u) = {3,—1} : on retrouve le résultat obtenu en résolvant I’équation aux
éléments propres.

Exemple 7.66 (Le quart de tour)

Pour r(x,y) = (-, x) sur R?, la matrice de r dans la base canonique est R = ((1) _01)

de trace 0 et de déterminant 1. Donc y, = X? + 1, qui n’a pas de racine réelle :
Sp(r) = 0.

Exemple 7.67 (La dérivation sur K, [X])

Dans la base canonique (1,X,...,X"), la matrice de u: P + P’ est triangulaire
supérieure, de coefficients diagonaux tous nuls. Donc y,, = X"*!, dont la seule racine
est 0 : on retrouve Sp(u) = {0}.

Exemple 7.68 (Une matrice triangulaire)

1 2 3

Soit T =|0 2 4| Lamatrice T est triangulaire, donc yr = (X - 1)(X - 2)(X - 3) :
0 0 3

les valeurs propres de T sont 1, 2 et 3. On résout ensuite (T —Al3)X = 0 pour chacune :

1 2 11
E((T) =Vect|[0||, Eo(T) =Vect|[1||, E5(T) = Vect|[ 8
0 0 2

Plus généralement, les valeurs propres d’'une matrice triangulaire sont ses coefficients
diagonaux.

Une matrice réelle A € M, (R) est aussi une matrice de M, (C). Elle a donc un

spectre réel Spy (A) et un spectre complexe Sp-(A), avec Spy (A) = Sp(A) NR.

Ces deux ensembles peuvent étre différents : pour une matrice réelle, il faut toujours
préciser dans quel corps on cherche les valeurs propres. On ne note Sp(A) que
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Exemple 7.69 (Le quart de tour)

0
1 0
racines complexes i et —i. Donc

SpR(R) =0 et SP(C (R) = {13 _l} s

.On avu que yg = X? + 1, qui n’a pas de racine réelle et a pour

|
—_
S —

Soit R = (

et, en résolvant RX = #+iX, c’est-a-dire x = =iy, E;(R) = Vect ((i)) E_i(R) =

Vect ((_11)) Aucune droite de R? n’est stable par le quart de tour, mais il existe des

vecteurs propres dans My (C).
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Exemple 7.70 (Une rotation de ’espace)

1 0 O
Soit R” =|10 0 -1, la matrice obtenue dans le second exemple d’introduction. En
01 0

développant selon la premiére colonne,

t—1 0 O
w® =] 0 t 1=(t-1)(+1).
0 -1 t
Donc
Spr(R’) ={1} et Sps(R') ={1,i,-i}.
1
On trouve E{(R’) = Vect|| 0| : c’est 'axe de la rotation, seule droite réelle stable.
0

Pour A € M,(R), si AX = AX avec X € M, (C), alors en conjuguant, AX = 1X,
car A = A. Les valeurs propres complexes non réelles d’une matrice réelle vont donc
par paires conjuguées, comme i et —i ci-dessus.

. Multiplicité des valeurs propres

Définition 7.71

Soit u un endomorphisme de I’espace vectoriel E de dimension finie. Soit A € K.
La multiplicité de A en tant que valeur propre de u est sa multiplicité en tant que
racine de ), c’est-a-dire le plus grand entier m tel que (X — A)™ divise y,,.

Il n’existe pas de notation standard pour la multiplicité; on la note ici m)(u). On a
my(u) > 1 si et seulement si A € Sp(u), et my(u) = 0 sinon. Une valeur propre de
multiplicité 1 est dite simple, de multiplicité 2 double.

Exemple 7.72

On reprend les polynémes caractéristiques calculés plus haut.

— Pour une matrice triangulaire T, yr = [/, (X — t;;) : la multiplicité de A est le
nombre de coefficients diagonaux de T égaux a A.
011
— PourA=|1 0 1}, ya=(X-2)(X+1)?%:2 est valeur propre simple et —1
1 1 0

valeur propre double.

— Pour la transposition u sur My(K), y, = (X = 1)3(X + 1) : my(u) = 3 et
m_1(u) = 1.

— Pour un projecteur p de rang r d’un espace de dimension n, avec 0 < r < n,
Xp =X"T(X=1)":mo(p) =n—retm(p) =r.
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Proposition 7.73

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E. Alors :

VA € Sp(u), 1 < dimE)(u) < my(u).

Soit A € Sp(u). On note n = dimE et d = dim Ej(u). Comme A est valeur propre, E; (u) # {0},
doncd > 1.

Soit (ey, . .., eg) une base de E;(u), que I'on compléte en une base B = (ey, ..., e,) de E. Pour
j €[[1.d], u(ej) = Aej, donc la matrice de u dans B est de la forme

Matg(u) = (’%d g) avec B € Myn_a(K), C € My_a(K).

Pour t € K, la matrice

(t—-Mlg  -B

tl, — Matg(u) = ( 0 t, g —C
.

est triangulaire par blocs, donc son déterminant est le produit des déterminants des blocs
diagonaux :

xu(t) = (t = D9 xe(t).

Les polyndmes y, et (X — )¢ yc coincident en une infinité de points, donc ils sont égaux. Ainsi
(X = 1)? divise yy, et d < m)(u). O

Remarque

Les mémes définitions valent pour une matrice A € M, (K) : la multiplicité m)(A)
de A est sa multiplicité en tant que racine de y4. En appliquant la proposition a
I’endomorphisme X +— AX de M, ;(K), on obtient 1 < dim E;(A) < m,(A) pour
tout A € Spy (A).

Remarque

Le polyndéme y,, est de degré n, donc la somme des multiplicités de ses racines est au
plusn:
Z dimE; (u) < Z my(u) < n,
AeSp(u) A€Sp(u)
la seconde inégalité étant une égalité si et seulement si y, est scindé sur K. En
particulier, u a au plus n valeurs propres.

0 1 1
— PourA=|1 0 1|=]J-I,onaAX = AX siet seulement si JX = (1 + 1)X.
1 1 0

D’apres 'exemple de la matrice J, E2(A) = E3(J) est une droite et E_{(A) =
Ey(J) est le plan d’équation x + y + z = 0. Ainsi

dlmEz(A) + dlmE_l(A) =1+42= mz(A) + m_l(A) =38 ¢

toutes les inégalités sont des égalités.
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1 1
— Pour N = (O 1), xN = (X = 1)%, donc m;(N) = 2. Mais NX = X équivaut a

y =0, donc E;(N) = Vect (((1))) et
dimE;{(N)=1<mi(N)=2=n.

— Pour la matrice R’ de la rotation de I’espace, considérée comme matrice réelle,
xr = (X = 1)(X? + 1) n’est pas scindé sur R : dim E; (R") = m;(R’) =1 < 3.

Proposition 7.75

Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique, donc les mémes
valeurs propres, avec les mémes multiplicités.

On a vu que deux matrices semblables ont le méme polynome caractéristique. Les valeurs
propres sont les racines de ce polynome et leurs multiplicités sont leurs multiplicités en tant
que racines : elles ne dépendent que du polynome caractéristique. ]

3. Théoreme de Cayley-Hamilton

Théoréeme 7.76 (Théoréme de Cayley-Hamilton)

Soit A € M,,(K). ya est un polyndéme annulateur de A.

Hors-programme O

Remarque

Le théoreme vaut aussi pour un endomorphisme u d’un espace vectoriel E de dimen-
sion finie : y,(u) = 02(g). En effet, si B est une base de E et A = Matg(u), alors

Xu = xa et Matg(yu(u)) = ya(A) =0.

Exemple 7.77
0 1 1
SoitA=[1 0 1]|=]-L,ouJ estlamatrice dont tous les coefficients valent 1.
1 1 0
On a vu que

xa=(X-2)(X+1)?=X>-3X-2.

Comme J? =3]J,onaA’=J?-2]+L =] +L,puisA> = (J-L)(J+L)=J*-L =
3] — I5. Donc

xa(A) =A*—3A-2I; = (3] - I5) —-3(J - Is) — 2l = 0.
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Remarque

Puisque deg y4 = n, toute matrice de M, (K) admet un polynéme annulateur non
nul de degré au plus n. De méme pour un endomorphisme d’un espace de dimension
n.

Remarque

Le théoréme de Cayley-Hamilton fournit donc un polyndéme annulateur sans autre
calcul que celui de y4. La méthode de calcul des puissances par division euclidienne
s’applique alors avec P = y4 : le reste de la division de X* par y,4 est de degré au
plusn—1, et Ak s’exprime en fonction de I, A, . .. JAMTL

. 3
Soit A = (1

(X — 2)?, qui annule A. On écrit X¥ = Qya + aX + b. En évaluant en 2, puis en
dérivant avant d’évaluer en 2, racine double de y4 :

_11) etk € N.Onatr(A) =4etdet(A) =4,donc ys =X?-4X +4 =

2k=2a+b et k2F'=a

Donc a = k271, b = (1 — k)2, et

AF = k2K 1A+ (1 - k)2F L, = 2F 1 (k vz ok ) :

k 2—k

Remarque

D’apreés les coefficients du polynome caractéristique, y4(0) = (—1)" det(A). Donc A
est inversible si et seulement si y4(0) # 0. Dans ce cas, on écrit y4 = XQ + y4(0)
avec Q € K[X]. Le théoréme de Cayley-Hamilton donne AQ(A) = —y4(0)I,, donc

1
-1 _ _
A= XA(O)Q(A)’

qui est un polynéme en A de degré au plus n — 1.

Onreprend A = J — I3, avec y4 = X° = 3X —2.On a ya(0) = —2 # 0, donc A est
inversible. De A®> — 3A = 2I;, on tire A - %(A2 —3L) = I, donc

-1 1 1

1 1 1
A=A’ -3L)=-(J-2L)==-|1 -1 .
2 2 2\, |
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Réduction

1. Définition

Définition 7.80

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Un endomorphisme u de E est dit
diagonalisable s’il existe une base B de E telle que la matrice de u dans la base 8
soit diagonale.

Une telle base est constituée de vecteurs propres de u. Réciproquement, dans une
base de E constituée de vecteurs propres de u, la matrice de u est diagonale. Ainsi, u
est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de E formée de vecteurs propres
de u.

Soit B = (ey, ..., e,) une base de E. La j-éme colonne de Matg(u) contient les coordonnées
de u(e;) dans la base 8. La matrice Matg(u) est donc diagonale si et seulement si, pour tout
j € [1,n], 1a seule coordonnée de u(e;) éventuellement non nulle est la j-éme, c’est-a-dire si
et seulement si

V] € [[1, n]], 3)._, e K, u(ej) = Ajej-

Comme e; est un vecteur d’une base, il est non nul : cette condition signifie exactement que
chaque e; est un vecteur propre de u, associé a la valeur propre A;. Les coeflicients diagonaux
de Matg(u) sont alors Ay,. .., A,. O

Définition 7.81

Une matrice carrée est dite diagonalisable si elle est semblable a une matrice diago-
nale.

Dit autrement, A est diagonalisable (sur K) s’il existe une matrice inversible P €
GL,(K) et une matrice diagonale D € M, (K) telles que : A = PDP™!.

Proposition 7.82

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit u € L(E). Les propositions
suivantes sont équivalentes :

— u est diagonalisable;
— il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonalisable;

— dans toute base de E, la matrice de u est diagonalisable.
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Notons n = dim E.

Supposons u diagonalisable : il existe une base B’ de E telle que D = Matg' (u) soit diagonale.
Soit B une base de E et P la matrice de passage de 8 a B’. La formule de changement de base
donne Matg(u) = PDP~! : la matrice de u dans la base B est diagonalisable. Cela vaut pour
toute base B.

Si la matrice de u est diagonalisable dans toute base de E, elle ’est en particulier dans une base
de E.

Supposons enfin qu’il existe une base 8 = (ey,...,e,) de E telle que A = Matg(u) soit
diagonalisable : A = PDP~! avec P € GL,(K) et D diagonale. Pour j € [1,n], notons €
le vecteur de E dont les coordonnées dans 8B forment la j-éme colonne de P. Comme P est
inversible, 8’ = (ej,...,e;,) est une base de E, et P est la matrice de passage de 8 a 8’. La
formule de changement de base donne

Matg (u) = P"'AP =D,

qui est diagonale : u est diagonalisable. ]

Remarque

Une matrice A € M, (K) est la matrice, dans la base canonique, de I’endomorphisme
us: X — AX de M,,1(K) canoniquement associé a A. D’apres la proposition, A est
diagonalisable si et seulement si u4 l’est, c’est-a-dire si et seulement s’il existe une
base de M,, 1 (K) formée de vecteurs propres de A.

Remarque

Soit B une base de E et A = Matg(u) = PDP™!, avec P € GL,(K) et D diagonale de

coefficients diagonaux A, ..., A,,. La preuve précédente montre que P est la matrice
de passage de B a une base 8’ = (e],...,e;) dans laquelle la matrice de u est D.
Ainsi :

— la j-éme colonne de P contient les coordonnées dans 8 de e}, qui est un vecteur
propre de u associé a A;;

— les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres associées aux colonnes
de P, dans le méme ordre.

Pour diagonaliser A, on place donc en colonnes de P les coordonnées d’une base de
vecteurs propres, et dans D les valeurs propres correspondantes. Pour u = uy4 et la
base canonique, les colonnes de P sont directement des vecteurs propres de A.
Réciproquement, soit P € GL,(K) dont, pour tout j € [[1,n], la j-éme colonne
contient les coordonnées dans 8 d’un vecteur propre e;. de u associé¢ a A;. Comme
P est inversible, B” = (e], ..., e;) est une base de E, et P est la matrice de passage
de B 4 B’. Comme u(e;.) = Aje} pour tout j, la matrice de u dans 8B’ est la matrice
diagonale D de coefficients diagonaux Ay, ..., 4,, et la formule de changement de
base donne A = PDP~!. En particulier, si les colonnes d’une matrice P € GL,(K)
sont des vecteurs propres de A associés a Ay, ..., A,, alors A = PDP™L.

0 1
Diagonalisons A = ( ) 0).
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Polynéme caractéristique.

X _1‘:X2—1:(X—1)(X+1).

2 ‘—1 X
Valeurs propres. Les racines de y4 sont 1 et —1, donc Sp(A) = {1, —-1}.
Sous-espaces propres. Pour X = (yyc) I’équation AX = X s’écrit y = x et ’équation
AX = —-X s’écrit y = —x. Donc

E;(A) = Vect ((i)) et E_ (A) = Vect ((_11)) .

1 1
Base de vecteurs propres. Posons X; = (1) et X, = (_1). Si aX; + BX; = 0, alors

a+f=0eta—f =0,donca =p =0:lafamille (X;, X3) est libre. Elle compte deux
vecteurs de M; 1 (K), c’est donc une base de My ;(K) formée de vecteurs propres de
A.

1 -1
une base de M ;(K), donc P est inversible. Comme AX; = X; et AX; = —X5, on
calcule colonne par colonne

1 1
Conclusion. Soit P = ) la matrice de colonnes X; et X,. Ses colonnes forment

AP = (AX; AXp) =(X; -X;) =PD avec D:((l) _01)

Donc A = PDP™! et A est diagonalisable. Ici P? = 2I,, donc P! = %P.

2 0
Polynome caractéristique.

-1
Diagonalisons A = (3 )

)(A=’X__23 )1(’zx(X—3)+2:X2—3X+2:(X—1)(X—2).

Valeurs propres. Les racines de y4 sont 1 et 2, donc Sp(A) = {1, 2}.
Sous-espaces propres. Pour X = (;), le systeme (A — L)X = 0 s’écrit

2x—y =0
— y =2x,
2x—y =0

et le systéme (A — 2[;)X = 0 s’écrit

x—y=0
— y=x.
2x =2y =0

E{(A) = Vect ((;)) et Ej(A) = Vect ((1)) .

Donc
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1 1
Base de vecteurs propres. Posons X; = (2) et Xy = (1) SiaX; + X, = 0, alors

a+ p=0et2a+ f =0;par différence & = 0, puis § = 0 : la famille (X3, X,) est libre.
Elle compte deux vecteurs de M (K), c’est donc une base de M ;(K) formée de
vecteurs propres de A.

. 1 1 .
Conclusion. Soit P = 9 1 la matrice de colonnes X; et X,. Ses colonnes forment

une base de My 1(K), donc P est inversible. Comme AX; = X et AX; = 2X;, on
calcule colonne par colonne

AP = (AX; AX;) =(X; 2X;) =PD avec D= ((1) g)

-1 1
Donc A = PDP™! et A est diagonalisable, avec P~! = ( 9 )

Remarque

Une matrice carrée n’est pas toujours diagonalisable.

0 1
— Soit N =

(0 0
vecteur propre de N appartient a cette droite, donc deux vecteurs propres de
N sont colinéaires : il n’existe pas de base de M, ;(K) formée de vecteurs

propres de N, et N n’est diagonalisable ni sur R ni sur C.

). On a vu que Spi (N) = {0} et que E¢(N) est une droite. Tout

0 -
1 0
vecteur propre dans M, 1(R) : R n’est pas diagonalisable sur R.

— Le quart de tour R = n’a aucune valeur propre réelle, donc aucun

2. Conditions de diagonalisabilité

Théoréeme 7.85 (CNS)

Soit u € L(E) avec dim E = n. L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement
si la somme de ses sous-espaces propres est égale a E :

E= (P Ew.

A€Sp(u)

Le spectre de u est fini; notons F = @Aesp(u) E;(u), la somme étant directe d’apres la proposi-
tion sur les sous-espaces propres.

Supposons u diagonalisable. Il existe une base (e, ..., e,) de E formée de vecteurs propres de
u. Chaque e; appartient a un sous-espace propre de u, donc a F. Le sous-espace F contient une
base de E, donc F = E.

Réciproquement, supposons F = E. Choisissons une base de chaque E, (u), pour A € Sp(u).
Comme la somme est directe et égale a E, la concaténation de ces bases est une base de E,
adaptée a la décomposition. Elle est formée de vecteurs propres de u, donc u est diagonalisable.
O
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Exemple 7.86 (Projecteurs)

Soit p un projecteur de E. Pour x € E, écrivons
x = (x - p(x)) + p(x).

Onap (x - p(x)) =p(x) - p(p(x)) = 0 et p(p(x)) = p(x), donc x — p(x) € Ker(p)
et p(x) € Ker(p —1d). Ainsi E = Ker(p) + Ker(p — Id). Parmi ces deux sous-espaces,
ceux qui ne sont pas réduits a {0} sont exactement les sous-espaces propres de p,
associés aux valeurs propres 0 et 1 : la somme des sous-espaces propres de p est
égale a E, et p est diagonalisable.

Exemple 7.87 (Symétries)

Soit s une symétrie de E : s o s = Id. Pour x € E, écrivons

x:x+s(x) +x—s(x)'
2 2

Comme s(s(x)) = x,ona s (x+32(x)) = x+52(x) et s (x_sz(x)) = —x_sz(x). Ainsi E =
Ker(s —Id) + Ker(s + Id). Parmi ces deux sous-espaces, ceux qui ne sont pas réduits
a {0} sont exactement les sous-espaces propres de s, associés aux valeurs propres 1
et —1 : la somme des sous-espaces propres de s est égale a E, et s est diagonalisable.

Proposition 7.88

Soitu € L(E) avec dim E = n. L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement
si

Z dimE;(u) = n.

A€Sp(u)

Notons F = @Aesp(u) E;(u). Comme la somme est directe,

dimF = Z dim Ej ().
A€Sp(u)

Le sous-espace F de E est égal a E si et seulement si dim F = n. Le théoréme précédent conclut.
|

Pour A € M, (K), on applique ces deux résultats a 'endomorphisme X +— AX de
M,1(K). La matrice A est diagonalisable si et seulement si

Mpi1(K) = @ E;(A), sietseulement si Z dimE; (A) = n.
A€Spg (A) A€Spg (A)

D’apres le théoréme du rang, dim Ej (A) = n —rg(A — AL,).
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— Soit ] € M3(K) dont tous les coefficients valent 1. On a vu que Spy(J) =
{0, 3}, que E5(J) est une droite et que Eo(J) est un plan. Comme dim Ey(J) +
dim E3(J) = 2 + 1 = 3, la matrice J est diagonalisable.

0 1
que dim E;(N) =1 < 2 : la matrice N n’est pas diagonalisable.

1 1
— Soit N = ( . La matrice N est triangulaire, donc Spy (N) = {1}. Ona vu

Théoréeme 7.90 (CNS)

Soit u € L(E) avec dimE = n. u est diagonalisable si et seulement si les deux
conditions suivantes sont simultanément remplies :

— xu est scindé sur K;

— VA € Sp(u), dimE(u) = m)(u).

On a vu que

Z dimE; (u) < Z my(u) < n,

AeSp(u) A€Sp(u)

avec dimEy(u) < my(u) pour tout A € Sp(u), la seconde inégalité étant une égalité si et
seulement si y,, est scindé sur K.
Supposons u diagonalisable. D’aprés la proposition précédente, le membre de gauche vaut n,
donc les deux inégalités sont des égalités. La seconde montre que ), est scindé. La premiere
s’écrit
Z (my(u) — dim Ey (1)) =0 :

A€Sp(u)
c’est une somme de termes positifs, donc chacun est nul, et dimE; (u) = m)(u) pour tout
A € Sp(u).
Réciproquement, supposons les deux conditions remplies. Comme ), est scindé,
2esp(u) Ma(u) = n, donc

Z dimE,(u) = Z my(u) = n,

A€Sp(u) A€Sp(u)

et u est diagonalisable d’apres la proposition précédente. O

Remarque

Pour A € M, (K), le théoréme s’énonce ainsi : A est diagonalisable sur K si et
seulement si y4 est scindé sur K et, pour tout A € Spy(A),

dimE;(A) = n —rg(A — AL,) = my(A).

— Pour une valeur propre simple, 1 < dimE;(A) < my(A) = 1 : Iégalité est
automatique. En pratique, on ne vérifie la condition que pour les valeurs
propres multiples.

— Le corps intervient : une matrice réelle peut étre diagonalisable sur C sans
létre sur R, si y4 n’est pas scindé sur R.
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Exemple 7.91
0 1 1

— SoitA=J—-I3=|1 0 1| Onavuque ya=X>-3X-2=(X-2)(X+1)?%
1 10
qui est scindé. La valeur propre 2 est simple. Pour la valeur propre double —1,
E_1(A) = Ey(J) est le plan d’équation x + y + z = 0, donc dimE_; (A) = 2 =
m_1(A). La matrice A est diagonalisable.

1 0
sur R : R n’est pas diagonalisable sur R. Sur C, yg = (X —1i)(X + 1) est scindé
et ses deux racines sont simples : R est diagonalisable sur C.

. 0 -1 . A 5 .y
— Soit R = ( ) Son polynéme caractéristique yg = X2 + 1 n’est pas scindé

Proposition 7.92

Soit u € L(E) avec dim E = n. Les propositions suivantes sont équivalentes :
— u est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1;
— xu est scindé a racines simples;

— u admet n valeurs propres distinctes.

Supposons u diagonalisable, de sous-espaces propres de dimension 1. D’apres la caractérisation
par la somme des dimensions des sous-espaces propres,

n= Z dimE, (u) = Z 1,

A€Sp(u) A€Sp(u)

donc u admet n valeurs propres distinctes.

Supposons que u admette n valeurs propres distinctes Ay, . .., A,. Ce sont n racines distinctes
de yy, donc [, (X — ;) divise y,. Les deux polyndmes sont unitaires de degré n, donc
Xu = [17; (X — ;) : il est scindé a racines simples.

Supposons enfin y, scindé a racines simples. Pour tout 1 € Sp(u), my(u) = 1, donc 1 <
dimEy(u) < 1, c’est-a-dire dimE;(u) = my(u) = 1. Comme Yy, est scindé, le théoréme
précédent montre que u est diagonalisable, et ses sous-espaces propres sont de dimension 1. O

Corollaire 7.93 (Condition suffisante)

Soit u € L(E) avec dim E = n. Si u admet n valeurs propres distinctes, u est diagona-

lisable.

C’est I'implication « u admet n valeurs propres distinctes = u est diagonalisable » de la
proposition précédente. o

Remarque

Pour A € M, (K) : si A admet n valeurs propres distinctes dans K, c’est-a-dire si
x4 est scindé a racines simples sur K, alors A est diagonalisable. Ses sous-espaces
propres sont des droites, et I'on obtient P en choisissant un vecteur non nul dans
chacune d’elles.
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1 2 3

Soit T =|0 2 4] Lamatrice T est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses
0 0 3

coefficients diagonaux 1, 2 et 3, deux a deux distincts : T est diagonalisable. Avec les

sous-espaces propres calculés plus haut,

1 2 11 1 00
T=PDP™! avec P=|0 1 8| et D=[0 2 of.
0 0 2 0 0 3

L’hypothése « triangulaire » est indispensable pour lire les valeurs propres sur la

. . . 0 1 .
diagonale : les coefficients diagonaux de (1 0) sont nuls, mais ses valeurs propres

sont 1 et —1.

Remarque

La condition suffisante n’est pas nécessaire : pour n > 2, I'identité de E est diago-
nalisable, puisque sa matrice dans toute base est I, et n’a qu’une valeur propre, 1.
Lorsque y, a une racine multiple, on ne peut pas conclure par ce corollaire : il faut
comparer dim E; (u) et my(u) pour chaque valeur propre multiple.

Exemple 7.95
Soit

A=

S O N
oS N O

1
0 et B=
3

S O N

1
2
0

w O O

Ces deux matrices sont triangulaires, de polynome caractéristique (X — 2)2(X — 3),
scindé avec une racine double : le corollaire ne s’applique pas. La valeur propre 3 est
simple. Pour la valeur propre double 2,

0
A—213: 0
0

oS O O

1 01 0
0| e¢ B-2L=|0 0 0
1 00 1

sont de rangs respectifs 1 et 2. Donc dim E;(A) = 2 = mz(A) et A est diagonalisable,
alors que dim E;(B) =1 < my(B) et B n’est pas diagonalisable.

Méthode 7.96 (Diagonaliser une matrice)

Soit A € M,,(K). Pour diagonaliser A :

1. Calculer y4 et ses racines. Pour t € K, on calcule y4(¢) = det(tI, — A) en
cherchant a le factoriser directement : développement selon une ligne ou une
colonne qui contient des zéros, opérations sur les lignes ou les colonnes qui
font apparaitre un facteur commun. On en déduit Spy (A) et la multiplicité de
chaque valeur propre. Si y4 n’est pas scindé sur K, A n’est pas diagonalisable
sur K.

2. Déterminer une base de chaque sous-espace propre. Pour 1 € Spy (A),
on résout le systeme (A — AL,)X = 0. On a dimE,(A) = n —rg(A — AL,).
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3. Conclure sur la diagonalisabilité par les dimensions. La matrice A est
diagonalisable si et seulement si dim E; (A) = m) (A) pour toute valeur propre
A. Cette égalité est automatique pour une valeur propre simple : on commence
donc par les valeurs propres multiples. Si I'une d’elles vérifie dim E; (A) <
my (A), la matrice A n’est pas diagonalisable et 'on s’arréte.

4. Construire P et D. On concaténe les bases des sous-espaces propres : on
obtient une base de M, ;(K), dont les vecteurs forment les colonnes de P €
GL,(K). La matrice D est diagonale, et son j-éme coefficient diagonal est la
valeur propre associée a la j-éme colonne de P. Alors A = PDP~!. Le calcul de
P! n’est utile que pour exploiter cette égalité, par exemple pour calculer les
puissances de A.

1 10
SoitA=|1 2 1]
0 1 1

1. Pour t € K, en développant selon la premiere ligne,

t-1 -1 0
@ =l-1 t-2 -1
0 -1 t-1
= =i | =i =
=@=Dr t—1’+‘0 t—l‘
=t-D(@E-2)¢t-)-1)-(@-1)
=(t—-1)(t?-3t) =t(t — 1)(t - 3).

Donc y4 = X(X — 1)(X — 3) et Spx (A) = {0, 1,3}, avec trois valeurs propres
simples.

2. On résout (A — AI3)X = 0 pour chaque valeur propre :

1 1 1
Eo(A) =Vect||-1||, Ei(A)=Vect|| 0 ||, Es(A)=Vect||2
1 -1 1

Par exemple, pour A = 1, le systéeme s’écrity =0etx +y+z =0.

3. La matrice A € M3(K) admet 3 valeurs propres distinctes : elle est diagonali-
sable.

4. Ona A = PDP! avec

1 1 1 0 0 O
P=|-1 0 2 et D=|0 1 0f.
1 -1 1 0 0 3
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Exemple 7.98 (Une valeur propre double)

3 -1 0
SoitA=[2 0 O]
2 -1 1

1. Pour t € K, en développant selon la troisieme colonne,

t-3 1 0 P
xat)=|-2 t 0 [=(t- 1)‘ P
-2 1 t-1

=(t-1)(t*-3t+2) =(t-1)%*t-2).

Donc ya = (X — 1)2(X — 2) : la valeur propre 1 est double, la valeur propre 2

est simple.
2. Pour A =1,
2 -1 0
A-L=[2 -1 0
2 -1 0

est de rang 1, et E{(A) est le plan d’équation 2x —y =0 :

1 0
Ei(A) =Vect|]|2],[0
0 1

Pour A = 2, le systéme (A — 23)X =0 s’écritx —y =0 et 2x —y — z = 0, donc
1
E,(A) = Vect|| 1
1

3. OnadimE;(A) =2 = m;(A), et la valeur propre 2 est simple : A est diagonali-
sable.

4. Ona A =PDP~ ! avec

S = O
N O O

Exemple 7.99 (Une valeur propre double, sans diagonalisabilité)

1 0 0
SoitA=[1 4 -2
0 3 -1

1. Pour ¢t € K, en développant selon la premiere ligne,

t—1 0 0
2 |=t-1)(t-4)(t+1)+6)
0 -3 t+1

=(t-1(t*-3t+2) =(t - 1)t -2).

1l
|
—_
~
|
=

xa(t)

Donc ya = (X — 1)>(X — 2) : la valeur propre 1 est double.
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2. Pour A =1,
0o 0 O
A-L=[1 3 -2
0 3 -2

est de rang 2 : le systéme s’écrit x + 3y — 2z = 0 et 3y — 2z = 0, donc

0
E1(A) = Vect||2
3

3. OnadimE;(A) =1 < 2 =m;(A) : A n’est pas diagonalisable. Il est inutile de
déterminer E;(A).

3. Applications élémentaires

Proposition 7.100 (Puissances itérées)

Soit A = PDP~!, avec P € GL,(K) et D diagonale de coefficients diagonaux di, . . ., d,.
Alors, pour tout k € N,

AF = ppFp~1,
ou D¥ est la matrice diagonale de coefficients diagonaux dr, .. .,d’,f .

De plus A est inversible si et seulement si D ’est, c’est-a-dire si et seulement si tous
les d; sont non nuls, et A~! = PD~1p~1,

Pour k =0, A’ = I, = PP~! = PD°P~!. Soit k € N. On suppose A* = PDFP~1. Alors
A1 = AkA = ppkp~1ppp~! = pDFDpP~! = pDk*1pT,

Un produit de matrices diagonales est diagonal, de coefficients diagonaux les produits des

coefficients diagonaux : D¥ est donc la matrice diagonale de coefficients diagonaux d¥, . . ., d~.
Ona D = P 1AP. Si A est inversible, D est un produit de matrices inversibles, donc inversible.

Si D est inversible,
(pDP~Y) (PD'P™') =PDD'P7! =1,

donc A est inversible et A™! = PD~'P~!. Enfin detD = d, - - - d,,, donc D est inversible si et
seulement si tous les d; sont non nuls. |

Exemple 7.101

5 -1 -4

SoitA=[-6 2 6 | Calculons A* pour k € N*,
5 -1 -4

Diagonalisation. On suit la méthode.

1. Pour t € K, on effectue L; < L; — L3, on met ¢ en facteur dans la premiére
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ligne, puis on effectue C3 « Cs + Cy :

t—-5 1 4 1 0 -1
xa(ty=( 6 t-2 —-6|=t|6 t-2 -6
-5 1 t+4 -5 1 t+4
1 0 0
=t|6 t-2 0 |=t(t-1)(t-2).
-5 1 t-1

Donc ya4 = X(X — 1)(X — 2), et les trois valeurs propres 0, 1 et 2 sont simples.

2. Pour A =0, le systéme AX = 0s’écrit 5x —y—4z =0 et —6x + 2y + 6z =0, d’ou
z=2xety =-3x.Pour A = 1, le systéme (A —3)X =0 s’écritdx —y—4z =0
et—6x+y+6z=0,douz=xety=0.Pour A =2, lesysteme (A—2)X =0
sécrit3x —y —4z=0et —6x + 6z =0,d’ ol z = x et y = —x. Ainsi

1 1 1
Ey(A) =Vect||-3||, Ei(A) =Vect|[0]||, E2(A) = Vect||-1
2 1 1

3. La matrice A € M3(K) admet 3 valeurs propres distinctes : elle est diagonali-
sable.

4. Ona A = PDP~! avec

1 1 1 0 0 0
P=|-3 0 -1 et D=|0 1 0f.
2 1 1 0 0 2

Comme 0 est valeur propre, A n’est pas inversible.
Inverse de P. On a det P = —1, et I'on vérifie par le calcul que

-1 0 1
Pl=|-1 1 2
3 -1 -3
0 0 O
Puissances. Pour k > 1,0 =0,donc D* =[0 1 0 |et
0 o 2k
0 1 2k
PD* =0 —2k
0 1 2k

On en déduit

3.2k—1 1-2F 2-3.2Fk
Ak = ppkp=1 =| —3.2k ok 3.2k
3.2k—1 1-2k 2-3.2k

Pour k = 1, on retrouve bien A. Pour k = 0, la formule ne s’applique pas, car D° = I.
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Proposition 7.102 (Récurrences linéaires couplées)

Soient (u,) et (v,) telles que :

u = au,+bo
Vl’l c N, n+1 n n
Uny1 = CUp +do,

On note X,, = (Z") et A= (j Z) On a X,+1 = AX, et :

n

Xn = AnX() .

Exemple 7.103

Soit (u,) et (v,) définies par uy =0, vy = 1 et

u =3u, —v
VHEN, {n+1 n n

Unt1 = 2Up

. 3 -1
Ecriture matricielle. Avec X, = (zn), onaX; = AX, ou A = (2 @
n
X, =A"X,.
Diagonalisation. On suit la méthode.
1. Pourt € K,

), donc

1—3 1

xa(t) = ot

‘:t2—3t+2:(t—1)(t—2).

Donc y4 = (X - 1)(X - 2).
2. Le systéme (A — ;)X =0 se réduit a 2x — y = 0, et le systéme (A — 2I,)X =0

ax—y=0:
E1(A) = Vect ((;)) E;(A) = Vect ((i))

3. La matrice A € M3 (K) admet 2 valeurs propres distinctes : elle est diagonali-
sable.

4. Ona A = PDP! avec

(11 (10 (-1 1
el O T E e P
1 2"

Puissances. Pour n € N, PD" = (2 o

), donc

A" =pD"P! = (an -bi- zn)

2ml-2 2-2t|"

Conclusion. Comme X, = (0), X, est la deuxiéme colonne de A" :

1
VneN, u,=1-2" et v,=2-2"

On vérifie que u; = —1 et v; = 0, conformément aux relations de récurrence.

43



CHAPITRE 7. REDUCTION

Proposition 7.104 (Récurrences linéaires d’ordre 2)

Soit (u,) telle que :
Vn €N, uyyo = auper + buy,.

a b

On note X, = (UZH) et A= (1 0

n

).On aXp =AX, et:

X, = A"X,.

Exemple 7.105 (La suite de Fibonacci)

Soit (F,) définie par Fy =0, F; =1 et Fy42 = Fy41 + F,, pour tout n € N,

. F, 11
Ecriture matricielle. Avec X,, = ( IZH) et A = (1 0), on a X,4; = AX,, donc
n

1
X, =A"X, avec X = ol
Diagonalisation. On suit la méthode.

1. Pourt € K,
t—1 -1

=t —t-1.
-1t

xa(t) =

Lesracinesde)(A:XZ—X—lsontqo=1+T‘/§et¢:1_—2‘/§.0naq)+l//:1,

oy =—letg -y =5
2. Soit A € {¢p, }. Le systéme (A — Al;)X = 0 s’écrit
1-MDx+y=0
x—Ay=0

La seconde équation donne x = Ay, et la premiére est alors vérifiée car (1 —
MA+1=-(A2=21-1) =0.Donc E;(A) = Vect ((/11))

3. La matrice A € M;3(R) admet 2 valeurs propres distinctes : elle est diagonali-
sable.

4. Ona A =PDP~!avec

_[e ¥ _(e 0
p=(tY) @ o5 9)

Inverse de P. Comme detP = ¢ — i = V5,

Conclusion. On calcule successivement

1 (1 1 (o
P7IXy = "= (_1), D"P'X, = 7 (_"’W), X, = PD"P7'X, =

La seconde coordonnée donne, pour tout n € N,

1 (pn+1 _ ¢n+1
% ( (pn _ ,)bn

1 n_ n

)
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Remarque

Le polyndéme caractéristique de la matrice A associée a la relation u,+, = aup41 + buy,
est
X—a -b

=X*-aX-b :
1 x aX -b

XA =

ses racines sont celles de ’équation caractéristique de la récurrence. Si y4 a une
racine double r, la matrice A n’est pas diagonalisable. En effet, sinon on aurait
A = P(rl,)P™! = rl,, alors que le coefficient de A en position (2, 1) vaut 1. On utilise
alors la méthode habituelle, qui donne u, = (A + un)r", ou bien I’énoncé indique la
marche a suivre.

Remarque

L’intérét de la méthode matricielle est qu’elle se généralise aux récurrences linéaires
d’ordre supérieur. Si upp = ap_1Unsp-1 + -+ + A1lny1 + aoui, pour tout n € N, on
pose

ap_l ap_z e A1 Qo
Un+p-1 1 0 ... 0 0
X,=| - et A=| 0 1 e Mu(K).
Un+1 o 0
u : . .
" 0 - 0 1 0

On a encore X,11 = AXp,, donc X, = A"X, et 'on calcule A” en diagonalisant A
lorsque c’est possible.
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Réduction

Exercice 7.1 o Correction p. 58

1

0 2
1. Calculer A2, puis P(A).

2. Vérifier que P(A) = (A - L)(A-2D) = (A-2L)(A- D).

SoitAz( 1) etP =X%-3X+2.

Exercice 7.2 o Correction p. 58
1 1
Soit A = .
oi ( 0 2)

1. Montrer que X2 — 3X + 2 est un polyndme annulateur de A.

2. En déduire que Sp(A) C {1, 2}, puis déterminer Sp(A).

Exercice 7.3 o Correction p. 59
Soit A € M,(K) telle que A? — 3A + 2I, = 0,. Montrer que A est inversible et exprimer A~}

1 1
en fonction de A et I,. Vérifier le résultat pour A = ( )

0 2
Exercice 7.4 o Correction p. 59
11
Soit A = (O 2). On rappelle que A% — 3A + 21, = 0,.

1. Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par (X — 1)(X — 2).

2. En déduire A" en fonction de A et I, puis les coefficients de A™.

Exercice 7.5 o Correction p. 59
Onnote E=C*(RR)etD: feEr f' €E.

1. Montrer que D est un endomorphisme de E.

2. Déterminer les valeurs propres de D et, pour chacune, le sous-espace propre associé.

3. En déduire que, pour Ay, ..., A, des réels deux a deux distincts, la famille de fonctions
(x> ¥ x - eAPx) est libre.
Exercice 7.6 o Correction p. 60
I 2 1 - .
1. Calculer le polyndme caractéristique de A = (_ 1 4) et vérifier que ses coefficients
font intervenir tr(A) et det(A).
0 0 1
2. Calculer le polyndéme caractéristique de B = |1 0 0| et vérifier de méme ses
01 0

coefficients. Déterminer le spectre de B dans M3(R), puis dans M;(C).
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0 1 R R L R
3. Montrer que 0, et 0 0 ont le méme polyndme caractéristique sans étre semblables.

Exercice 7.7 o Correction p. 60
21 0 2 0 0
Soit A=|0 2 0|etB=[0 2 0] Pourchacune de ces deux matrices, donner le spectre,

0 0 3 0 0 3
la multiplicité de chaque valeur propre et la dimension de chaque sous-espace propre. Ces
matrices sont-elles diagonalisables ?

Exercice 7.8 o Correction p. 61
1 2

Soit A = .

aita=( %]

1. Calculer y4.
2. Vérifier par le calcul que y4(A) = 0,.

3. En déduire que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A et .

Exercice 7.9 o Correction p. 61

. 1 2
Soit A = (2 1).

1. Déterminer les valeurs propres de A et une base de chaque sous-espace propre.
2. Donner une matrice P € GLy(R) et une matrice diagonale D telles que A = PDP™ !,

3. En déduire A" pour tout n € N.

Exercice 7.10 o Correction p. 62

Sans déterminer de sous-espace propre, dire si chacune des matrices suivantes est diagona-

lisable dans M,,(R), puis dans M, (C) :
1 2 3
A=[0 2 4, B:(1 1), C:(O _1).
0 0 3

Exercice 7.11 o Correction p. 63

Soit (u,) et (v,) deux suites réelles telles que, pour tout n € N,

Upny1 = 2Up+0p
Un+1 = Up+ 20y

Exprimer u, et v, en fonction de n, u, et v.

Exercice 7.12 o Correction p. 63

Soit (u,) la suite définie par uyp = 0, u; = 1 et, pour tout n € N, U5 = uy4q + 2u,. En
écrivant cette relation sous forme matricielle, exprimer u, en fonction de n.

Exercice 7.13 o Correction p. 64
1 0 1

SoitA=|0 1 0]
1 0 1

1. Calculer y4 et en déduire que A est diagonalisable.
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2. Déterminer une base de chaque sous-espace propre, puis une matrice P € GL3(R) et
une matrice diagonale D telles que A = PDP~L.

3. En déduire A" pour tout n € N*. Vérifier le résultat pour n = 2 en calculant directe-
ment A%,

Exercice 7.14 o Correction p. 65

1
Soita € RetA, = (1 611) Discuter, selon la valeur de a, si A, est diagonalisable dans M, (R),

puis dans M;(C).

Exercice 7.15 o Correction p. 65

On note X; = (1) et X, = (1)

2

1. Déterminer 'unique matrice A € M, (R) telle que X; soit vecteur propre de A associé
a la valeur propre 2 et X, vecteur propre de A associé a la valeur propre 3.

2. Existe-t-il une matrice B € M;(R) telle que (1) soit vecteur propre de B associé a 2

2 AN
et ( 2) vecteur propre de B associé a 3?

3. Déterminer I’ensemble des matrices M € M,(R) dont X; et X, sont des vecteurs
propres.

Exercice 7.16 o Correction p. 66
Soitn e N*etu:PeR,[X]— P+ P.

1. Montrer que u est un endomorphisme de R,[X] et écrire sa matrice dans la base
canonique (1, X,...,X").

2. Déterminer y, et Sp(u).

3. Déterminer le sous-espace propre associé a chaque valeur propre. L’endomorphisme u
est-il diagonalisable ?

Exercice 7.17 o Correction p. 67
Soit A € Ms5(R) une matrice diagonalisable telle que Sp(A) = {-1,1, 2}.

1. Calculer det(A), tr(A?) et tr(A®).

2. Calculer det(A? + I3).

3. Montrer que A3 —2A% — A+ 2I; = 05.

Exercice 7.18 o Correction p. 67
cosf —sin0
sinf cosf |

Soit@eRethz(

1. Déterminer les valeurs propres complexes de Ry. Pour quelles valeurs de 0 la ma-
trice Ry est-elle diagonalisable dans M,(R) ? dans M,(C)?

2. On suppose 0 ¢ xZ. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de Ry

dans M, ;(C).
3. En déduire que, pour tout n € N, Rg = R,0.
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Exercice 7.19 o Correction p. 68

Soit (u,) la suite définie par uy = 0, u; =3, u; = 3 et, pour tout n € N,
Upt3 = 2Upy2 + Ups1 — 2Up.

Un
1. Déterminer une matrice A € M3(R) telle que, en posant X,, = | u,+1 |, on ait Xj,41 =

Un+2
AX, pour tout n € N.
1
2. Calculer y4 et montrer que, pour toute valeur propre A de A, le vecteur [ A | est un
/12

vecteur propre associé.

3. Décomposer X, dans une base de vecteurs propres de A et en déduire u, en fonction
de n.

Exercice 7.20 o Correction p. 70

Soitn > 2 et J € M,(R) la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux de
I'antidiagonale qui valent 1 : pour tout (i, j) € [1,n]% Ji; =1sii+j=n+1let];; =0
sinon. On note (ey, ..., e,) la base canonique de M, ;(R).
1. Calculer Je; pour i € [1,n], puis J?. En déduire que Sp(J) € {-1,1}.
2. Montrer que, pour tout i € [ 1, n], les vecteurs e; + e,.1—; et e; — e,41—; sont, s’ils sont
non nuls, des vecteurs propres de J.

3. En déduire que J est diagonalisable, et donner la dimension de chaque sous-espace
propre. Retrouver la valeur de tr(J).

Exercice 7.21 o Correction p. 70

Soit u un automorphisme d’un K-espace vectoriel E. Etablir : Sp(u™!) = {17!, 1 € Sp(u)}.

Exercice 7.22 o Correction p. 71

Soit A € GL,(K), exprimer pour A € K*, y4-1(1) en fonction de ya.

Exercice 7.23 o Correction p. 71

Soit E un K-espace vectoriel, u € L(E) et n € N*. On suppose que 0 € Sp(u"), montrer que
0 € Sp(u).

Exercice 7.24 o Correction p. 72

Soit E un K-espace vectoriel, u € L(E) et A une valeur propre de u. Montrer que si A # 0,
alors E; (u) C Im(u).

Exercice 7.25 o Correction p. 72

n
Soit @« € K et A = (a;j) € My(K) telle que pour tout i € [1,n], Z a;j = a. Trouver une
Jj=1
valeur propre de cette matrice et un vecteur propre associé. A-t-on un résultat analogue si
toutes les colonnes ont la méme somme f?

Exercice 7.26 o Correction p. 74
Soit ¢ 'endomorphisme de R[X] défini par ¢(P) = (X —1)P’ — P.

1. Montrer que pour tout entier n, R,,[X] est stable par ¢. On note alors ¢, I'endomor-
phisme de R, [X] induit par ¢.
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2. Déterminer les valeurs propres de ¢,, en déduire celles de ¢.

3. Déterminer les vecteurs propres de ¢.

Exercice 7.27 o Correction p. 76

Soit E un R-espace vectoriel, f et g € L(E).
1. Soit A € Sp(g o f) avec A # 0. Montrer que A € Sp(f o g).
2. On suppose E de dimension finie. Montrer que 0 € Sp(go f) = 0 € Sp(f o g).

Exercice 7.28 oo Correction p. 76

Soit a et b deux réels distincts. Trouver I'ensemble S des triplets (x,y, z) € R tels que la
matrice A soit diagonalisable :

a x y z
0 b z —y
A=
0 0 a x
0 0 0 b
Exercice 7.29 o Correction p. 78

On considére la matrice A = (1 1) On pose: ¢a : M € Ma(R) —» AM — MA € M,(R)

1. Montrer que ¢4 est un endomorphisme de M;(R). Ecrire sa matrice dans la base
canonique. Calculer rg(¢4) et en déduire une valeur propre de ¢ 4.

2. L’endomorphisme ¢4 est-il diagonalisable ? Donner ses éléments propres.

Exercice 7.30 ee Correction p. 82

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et (f,g) € L(E)*telquego f — fog=af
avec o # 0.

1. Montrer que : pour k € N*, go f& — fk o0 g = ak fk.

2. En déduire que f est nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe k € N* tel que f* = 0
(Indication : considérer ¢ : h € L(E) +— goh—hoge L(E)).

Exercice 7.31 e Correction p. 83

L Soitn € N*etU =|: (1) | € Mu(R). U est-elle diagonalisable ? Si oui, la
1 ... 1
diagonaliser. Calculer U? pour tout p € N.

2. Soitn > 2,a,b € Cet A € M,(C) la matrice n’ayant que des a sur la diagonale,
que des b partout ailleurs. Montrer que A est diagonalisable, en la diagonalisant.
Calculer A? pour p € N.

Exercice 7.32 oo Correction p. 86
Soit A € M,,(K) diagonalisable dans M,,(K), p € N et (ay, ..., a,) € KP*.

p p
On note Q = Z a Xk et B=Q(A) = aply + 1A+ - + apAP = Z arAF.

k=0 k=0
1. Montrer que B est diagonalisable. Décrire Sp(B) a I'aide de Sp(A).
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2. Montrer que pour tout p € Sp(B), EB Ej(A) C E,(B), puis a 'aide des

AeSp(A):Q(A)=u
dimensions, conclure a I’égalité.

Exercice 7.33 e Correction p. 88

Soit A € M, (K), P € GL,(K) tel que P~ AP soit diagonale. Montrer que, si pour tout i, A;
est le i-éme coefficient de la diagonale de P"'AP et C; la i-éme colonne de P, alors pour
tout A € Sp(A), (Ci)ic[1,n]:1,=2 st une base de E; (A).

Exercice 7.34 oo Correction p. 89

1. Soit M € M, (C) une matrice de rang 1. Montrer que M est une matrice diagonalisable
si et seulement si tr(M) # 0.

2. Soit M € M, (C). Montrer que M est de rang 1 si et seulement s’il existe (X,Y) €
M.1(C)? non nuls tels que M = XYT. Montrer qu’alors M? = tr(M)M.

Exercice 7.35 oo Correction p. 91
-6 1 =8
Le but de cet exercice est de résoudre I'équation matricielle X2 =Aou A= 8 1 8
9 -1 11
4
SoitU =|—4|.
=5

1. Montrer que U est un vecteur propre de A, puis diagonaliser A.

2. Résoudre I’équation matricielle Y2 = D ot D est la matrice diagonale ou les coeffi-
cients sur la diagonale sont 1, 2 et 3 (On pourra commencer par montrer que si Y est
solution alors Y et D commutent).

3. Déterminer les matrices X € M3(R) telles que X? = A.

4. Combien A a-t-elle de racines carrées? Généraliser ce nombre si A € M, (R) et
posséde n valeurs propres distinctes non nulles.

Exercice 7.36 o Correction p. 96
3 -3 2
1. Diagonaliser la matrice A=|-1 5 -2|.
-1 3 0

2. Calculer A" pour n € N. Cette formule reste-t-elle vraie pour n négatif?

3. Déterminer le commutant de A dans M3 (R).

Exercice 7.37 e Correction p. 100

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) diagonalisable. Montrer qu'un
endomorphisme v de E commute avec u < il laisse stable chaque sous-espace propre de u.

Exercice 7.38 o Correction p. 101

Soit A € M,(K) vérifiant A*> — 2A% — 5A + 6I,, = 0,. Montrer que si A € Sp(A), alors
A3 — 212 — 51 + 6 = 0. En déduire les valeurs propres possibles de A.

Exercice 7.39 e Correction p. 101

A
Soit A € M, (K) non nulle et M = (3 0) € M3, (K). Montrer que M n’est pas diagonali-

sable.
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Exercice 7.40 o Correction p. 102

Montrer que si A € Mz,+1(R) alors A admet une valeur propre (réelle).

Exercice 7.41 oo Correction p. 102

Soit A € M, (C) s’écrivant A = Al, + N, avec |A| < 1 et N nilpotente, c’est-a-dire qu’il
existe r € N* tel que N" = 0,,. Montrer que A? — 0.

p—o+

Exercice 7.42 o Correction p. 102
CCP 2016, RMS.
Soit f: M € Mu(R) — M +M".

1. Montrer que f est un endomorphisme de M, (R).

2. Est-il diagonalisable ?

Exercice 7.43 e e o Correction p. 104
Soit A € M, (K). On suppose :

— 1€ Sp(A) etdim (E;(A)) =1,

— pour tout A € Sp(A), si A # 1 alors |4 < 1,

— A est diagonalisable dans M, (K).

1. Pourquoi est-ce que 1 est bien valeur propre deAT ?
On note désormais X un vecteur propre de A associé a 1, et Y un vecteur propre deA”
associé a 1.

2. Montrer que la suite (A"), ey converge vers une matrice Q telle que Q? = Q.

3. Quel est le rang de Q ? Montrer que (X) est une base de Im(Q).

1
4, Montrer queY'Q =Y. En déduire que Q = ———XYT.
q Q que Q = — ¥TX)
Exercice 7.44 o Correction p. 108
0 1 1
On considére la matrice A=[—-1 0 1]|de M5(R) et la matrice B = A% + 2L.
-1 -1 0

1. Montrer que B? = B + 2k.

2. Montrer que si A est valeur propre de A, alors A% + 2 est valeur propre de B. En déduire
que A n’est pas diagonalisable dans M5 (R).

3. Déterminer le reste R, de la division euclidienne de X" par X* — X — 2.

4. En déduire I'expression de B" en fonction des matrices I5 et B.

Exercice 7.45 o Correction p. 110

Soit A € M, (K). Montrer que, si A est inversible, alors il existe P € K[X] tel que A™! =
P(A).

Exercice 7.46 oo Correction p. 111

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, u et v deux endomorphismes de E
qui commutent. On suppose que u possede n valeurs propres distinctes : Ay, ..., A,, et on
note B = (ey, ..., e,) une base de vecteurs propres associés a ces valeurs propres.

1. Montrer que, pour tout i € [1,n], il existe y; € K tel que v(e;) = pe;.

2. Démontrer qu’il existe un unique polynéme P € K,_;[X] tel que, pour tout i €
[[1, n]], P(/ll) = Hi.
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3. En déduire que v = P(u). Réciproque ?

Exercice 7.47 o Correction p. 112

Soit A et B dans M,,(K). Montrer que si A et B sont semblables, alors pour tout polynéme P €
K[X], P(A) et P(B) le sont aussi.

Exercice 7.48 o Correction p. 112

Soit A € M, (K) et P € K[X]. Montrer que si A est diagonalisable, alors P(A) I'est aussi.
Que dire de la réciproque ?

Exercice 7.49 ee Correction p. 113

Soit P € C[X] non constant et A € M,,(C). Soit A une valeur propre de P(A). Montrer qu’il
existe une valeur propre p de A telle que P(p) = A.

Exercice 7.50 o Correction p. 114

CCP PC 2009, Officiel de la Taupe.
Soit A € M, (R), telle que A®> = A% et tr(A) = n.

1. Donner le spectre de A.
2. Donner son polyndme caractéristique.

3. Prouver que A =1I,,.

Exercice 7.51 e Correction p. 114
Soit A € M5(R) telle que A> = A> — 2A. Montrer que A n’est pas inversible.

Exercice 7.52 o Correction p. 115

Soit A € M, (K). On suppose que P = X* + X? — 2X est un polynéme annulateur de A et
que —2 n’est pas valeur propre de A. Montrer que A est la matrice d’'un projecteur.

Exercice 7.53 o Correction p. 115

Soit A € M, (K) diagonalisable et P € K[X]. Montrer que P(A) = 0, si et seulement si,
pour tout A € Sp(A), P(1) =0.

Exercice 7.54 oo Correction p. 116

1. Soient M et N € M,,(C). Montrer que MN est inversible si et seulement si M et N
sont inversibles.

2. Soient A et B € M,,(C). Montrer que

xa(B) € GLn(C) & Sp(A) N Sp(B) = 0.

Exercice 7.55 oo Correction p. 116

Soit A € M,,(C). Montrer que si Q est un polyndme non nul, scindé a racines simples, qui
annule A, alors Q’(A) est inversible.

Exercice 7.56 o Correction p. 117

Soit P € C[X] et A € M,,(C). Montrer que P(A) est inversible si et seulement si aucune
racine de P n’est valeur propre de A.

Exercice 7.57 o Correction p. 117

Soit N € M, (K) une matrice nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe k € N* tel que N* = 0,,,
et P un polynoéme annulateur de N. Montrer que P(0) = 0.
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Exercice 7.58 o Correction p. 118

CCP PC 2005, Officiel de la Taupe.
Soit A € M, (C).

1. On suppose A% — 2A + I,, = 0,,.
(a) Donner Sp(A).
(b) Calculer A? en fonction de A et I, pour p € Z.

2. Donner un exemple de matrice A non diagonalisable vérifiant A> — 2A + I, = 0,,.

Exercice 7.59 o Correction p. 120

CCP PC 2009, Officiel de la Taupe.
Soit f un endomorphisme de R® vérifiant f2 = f*, et admettant 1 et —1 comme valeurs
propres. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Exercice 7.60 o Correction p. 120

CCP PC 2005, Officiel de la Taupe.
Que peut-on dire de A € M, (R) telle que A* — A> — A + 1, =0, et A>—3A+2[,=0,?

Exercice 7.61 o Correction p. 120
Soit A € My (K).
1. Montrer que yav = ya. En déduire que Sp(AT) = Sp(A).
. Soit A € Sp(A). Comparer dimE;(A") et dimE; (A).

2
3. Montrer que A est diagonalisable si et seulement siAT I'est.
4

. Donner un exemple de matrice A € M;(R) telle que A etAT n’aient aucun vecteur
propre commun.

Exercice 7.62 oo Correction p. 121

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 etu € L(E).

1. Soitv € L(E) tel que u o v = v o u. Montrer que Kerv et Imov sont stables par u. En
déduire que, pour tout P € K[X], Ker P(u) et Im P(u) sont stables par u.

2. On suppose désormais que u posséde n valeurs propres distinctes Ay, ..., A,, et on
note (ey, .. ., e) une base de vecteurs propres associés. Soit F un sous-espace vectoriel
n

de E stable par u et x = ine,- € F.Pouri € [[1,n], on pose Q; = [];(X - A)).

i=1
Calculer Q;(u)(x) et en déduire que x;e; € F.

3. En déduire que les sous-espaces vectoriels de E stables par u sont exactement les
Vect(e; ; i € I) pour I C [[1,n], et les dénombrer.

Exercice 7.63 o Correction p. 122

Soitn > 2, (ag,...,an-1) EK,P=X"+a, 1 X" ' +---+a; X +aget

0o 1 (0)
C= € My,(K)
(0) 0 1
—ap —a —an-1

1. Montrer que yc = P (on pourra développer det(XI, — C) par rapport a la premiére
colonne et raisonner par récurrence sur n).
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1
A

2. Soit A € Sp(C). Montrer que E;(C) est la droite engendrée par
A"._l
3. Montrer que C est diagonalisable si et seulement si P est scindé a racines simples
sur K.

4. Soit (ug)ren une suite d’éléments de K telle que, pour tout k € N, upip +ap—1Ugsn-1+
-+ + aoug = 0. On pose X = (U, ..., Ugsn—1) ' - Exprimer Xj;; en fonction de X,
puis u en fonction de k lorsque P est scindé a racines simples ry, ..., 7.

Exercice 7.64 oo Correction p. 124

Soit A = (a;;) € Mu(R) une matrice a coefficients positifs ou nuls telle que, pour tout
i€[1n], Z a;j =1.Onnote U =(1,...,1)7 € M,,;(R).
j=1
1. Montrer que 1 € Sp(A).
2. Soit A € Spa(A) et X = (x1,...,x4)7 € Mp1(C) un vecteur propre associé. Soit
ip € [1,n] tel que !xiof = maxi<j<n |xj|. Montrer que |A]| < 1.
3. On suppose de plus que tous les coefficients de A sont strictement positifs. Montrer
que E;(A) = Vect(U) et que 1 est la seule valeur propre complexe de A de module 1.

Exercice 7.65 o Correction p. 125

1
Soitae RetA, =|0
1

= NS

1
0l
1
1. Calculer y,, et montrer que Sp(A,) ne dépend pas de a.

2. Déterminer, selon la valeur de a, la dimension de chaque sous-espace propre de A,.

3. Pour quelles valeurs de a la matrice A, est-elle diagonalisable ? Donner alors P €
GL3(R) et D diagonale telles que A, = PDP™1,

Exercice 7.66 oo Correction p. 126
Soit A et B dans M,,(K). On considére les matrices de M,, (K[X])

(XL, A (L. o
M_(B I,,) ot N_(—B XIn)'

1. Calculer les produits NM et MN, puis leurs déterminants.
2. En déduire que yap = xBa-

3. Les matrices AB et BA sont-elles toujours semblables ?

Exercice 7.67 oo Correction p. 126
Soit n > 2 et J € M, (C) la matrice définie par Je; = e;+; pouri € [1,n— 1] et Je, = e;, ou
(e1,...,en) estla base canonique de M,,;(C). On note w = e*7/",
1. Calculer J™. En déduire que Sp(J) c {«* ; k € [0,n—1]}.
1
C()k
2k

2. Pour k € [[0,n — 1], calculer JVy ou V}, =| @ . En déduire Sp(J) et que J est

W (n.—l)k
diagonalisable dans M, (C).
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n-1
3. Soit (ag,...,an-1) €C"etP = Z arX*. Ecrire la matrice P(J). Montrer qu’elle est
k=0
diagonalisable et que

det(P(J)) = | | P(o®).
0

N
—_

a~
1l

Exercice 7.68 oo Correction p. 127
Soit A € My(K) et @4 : M € M,(K) — AM.
1. Montrer que ®4 est un endomorphisme de M,,(K) et que Sp(®4) = Sp(A).

2. Soit M € M,,(K) un vecteur propre de ®4 associé a A. Que dire des colonnes de M?

3. Montrer que ®4 est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

Exercice 7.69 oo Correction p. 128
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) diagonalisable, de valeurs
propres distinctes A;,...,4,. Onnote Ly, ..., L, les polyndmes de Lagrange associés aux
points Ay, ..., A, et p; = L;(u) pour i € [ 1, p].
1. Calculer p;(x) pour x € E;,(u). En déduire que p; est le projecteur sur E), (u) paral-
lélement a Z Ej; (w).

J#i

P P
2. Montrer que Zpi =Idg et Z Aipi = u.
i=1 i=1
3. Soit P € K[X]. Exprimer P(u) a 'aide des p;. Retrouver que P(u) = 0 si et seulement
si P s’annule en chaque valeur propre de u.

Exercice 7.70 e o o Correction p. 129

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit u € L(E) diagonalisable et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer

que, pour tout x € F, les composantes de x dans la décomposition E = Z E)(u)
A€Sp(u)
appartiennent a F. En déduire que I’endomorphisme de F induit par u est diagonali-

sable.

2. Soit u et v deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. Montrer qu’il
existe une base de E formée de vecteurs propres communs a u et v.

3. Endéduire que, si A et B sont deux matrices diagonalisables de M,,(K) qui commutent,
alors A + B et AB sont diagonalisables. Que dire sans I’hypothése de commutation ?

Exercice 7.71 ee Correction p. 130

Soit A € M,,(K) diagonalisable. Pour A € Sp(A), on note m) = dim E, (A), et on note C(A)
I’ensemble des matrices de M,,(K) qui commutent avec A.

1. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de M, (K) et que dimC(A) =

2
>

AeSp(A)
2. Montrer que dim C(A) > n, avec égalité si et seulement si A possede n valeurs propres
distinctes.

3. On suppose que A possede n valeurs propres distinctes. Montrer que

C(A) = Vect(I, A,..., A" ).
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Exercice 7.72 oo Correction p. 131

. A 0
Soit A € M, (K), B e M,(K) et M = (0 B) € Mpip(K).

1. Soit A € K. Montrer que

(M) = {(if) X €E(A), Y e EA<B>}

et en déduire dim E; (M).
2. Montrer que M est diagonalisable si et seulement si A et B le sont.

A C

3. Soit C € My, ,(K) et M" = (0 B

). On suppose qu’il existe X € M, ,(K) telle que

I
AX —XB = —C. Calculer P"'M’P pour P = ((')l
aM.

X
I ) et conclure que M’ est semblable
P

Exercice 7.73 e o o Correction p. 132
Soit A et B dans M,(C) et ® : X € M, (C) — AX — XB.

1. Soit X € ker ®. Montrer que, pour tout P € C[X], P(A)X = XP(B).

2. On suppose Sp(A) N Sp(B) = 0. En choisissant P = yp, montrer que ® est bijective.

3. On suppose qu’il existe A € Sp(A) N Sp(B). Soit U un vecteur propre de A associé
a A et V un vecteur propre de BT associé a A. Montrer que UV " € ker ® et conclure.

Exercice 7.74 e o o Correction p. 133

Soit A € M,(C) diagonalisable telle que tr(A¥) = 0 pour tout k € [1, n]]. On note 1, . .. s Hp
les valeurs propres non nulles de A, deux a deux distinctes, et m; = dim E, (A).

1. Exprimer tr(AX) a l’aide des u; et des m;.
2. En considérant une matrice de Vandermonde, montrer que p = 0.

3. En déduire que A = 0. Le résultat subsiste-t-il sans ’hypothése de diagonalisabilité ?

Exercice 7.75 oo Correction p. 133
Soit A € My(Z) telle qu’il existe k € N* vérifiant A = L,
1. Montrer que les valeurs propres complexes de A sont des racines k-iémes de ['unité.

2. Montrer que det(A) € {-1,1} et que |tr(A)| < 2.

3. En déduire la liste des polyndmes caractéristiques possibles pour A, puis que A% = I.
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Réduction

Enoncé p. 46

1. On calcule

el 6 8- )

P(A):A2—3A+212:((1) i)—(z 2)+((2) g):(g 8)

puis

0 1 -1 1
2. OnaA—Iz—(O 1) etA—ZIz—(O O),donc
0 0 0 0
(A-I)(A-2D) = (0 0) et (A-2DL)(A-1D)= (0 0) ,

Les trois matrices sont donc égales a 0,.
Ce n’est pas un hasard : P = (X —1)(X — 2), et comme 'application Q — Q(A)
est un morphisme d’anneaux de K[X] dans M, (K),

P(A) =(A-L)(A-2L) = (A-2L)(A-D),

la derniére égalité venant de ce que X — 1 et X — 2 commutent dans K[X].

Enoncé p. 46

1 3
2 _
1. Ona A® = (O 4), donc

A2—3A+212:(1_3+2 3-3 ):02:

0 4—-6+2

le polyndme X? — 3X + 2 est annulateur de A.

2. D’aprés le cours, toute valeur propre de A est racine de tout polynéme an-
nulateur de A. Or X% —3X + 2 = (X — 1)(X — 2) a pour racines 1 et 2, donc
Sp(A) c {1,2}.

0 1 -1 1
Réciproquement, A — I, = ( . 1) etA—-20 = ( @ 0) sont de déterminant

nul, donc non inversibles : 1 et 2 sont valeurs propres de A. Finalement

=)
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Enoncé p. 46

L’égalité A% — 3A + 2I, = 0, s’écrit A(A — 31,) = —2I, soit
1
A X 5(3[2 —A) =1.

La matrice A est donc inversible (une matrice carrée qui admet un inverse a droite
est inversible), et

1
A_l = 5(312 —A) .

1 1 o -1 1 2 _1 B s .
PourA:(0 2),onobtlentA 25(0 1),etlonverlﬁe
1 1) 1(z 1) _1(2 0\ _,
0 2) 2\ 1/ 20 2 *

1. Le diviseur (X —1)(X —2) est de degré 2, donc le reste est de la forme R = aX +b
avec (a,b) € K? : il existe Q € K[X] tel que

Enoncé p. 46

X'=(X-1)(X-2)Q+aX +b.

En évaluant en 1 puisen 2, on obtienta+b =1et2a+b =2",dota =2" -1
et b =2 — 2™, Le reste cherché est

[R=(2"-1X+(2-2")

2. En évaluant I’égalité précédente en A, et puisque (A— L) (A —2L,) = A> —3A+
2I; = 0,

A" = (A-L)(A-2L)Q(A) + (2" - DA+ (2- 2", :\ (2" - 1A+ (2 - 2" \

En explicitant,

A”:(Z”—l)((l) ;)+(z—z")((1) (1)):((1) znzgl).

On vérifie que la formule redonne bien I, pour n =0 et A pour n = 1.

Enoncé p. 46

1. Si f est de classe C™ sur R, alors f’ I’est aussi : D est bien une application
de E dans E. Elle est linéaire par linéarité de la dérivation : pour (f, g) € E? et
AeR, (Af+g) =Af"+¢".Donc D € L(E).

2. Soit A € R. Une fonction f € E vérifie D(f) = Af si et seulement si f” = Af,
c’est-a-dire si et seulement si f est solution sur R de I’équation différentielle
linéaire y’ = Ay. D’apreés le cours de premiére année, ses solutions sont les
fonctions x +> Ce™ avec C € R. Ainsi

ker(D — AIdg) = Vect(ey) ou ey x > e,

Ce sous-espace n’est pas réduit a {0} puisque e) # 0 : tout réel A est valeur
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propre de D. Finalement

Sp(D) =R et,pourtout A € R, E;(D) = Vect (x > e™) |

3. Pour tout i € [1,p], la fonction e;, est un vecteur propre de D associé a
la valeur propre A;. Les A; étant deux a deux distincts, le cours assure que la
famille (e, ..., €),), formée de vecteurs propres associés a des valeurs propres
deux & deux distinctes, est libre.

Enoncé p. 46
1. On calcule

xa =det(XI,—A) = ‘X -2 -

= — — = 2— = — 2
] X—4‘_(X 2)(X—4)+1 = X“—6X+9 = (X-3)°.

Onatr(A) = 6 etdet(A) = 8+1 =9, et 'onretrouve ya = X?—tr(A)X +det(A).

2. En développant selon la premiére ligne,

X 0 -1
X -1 X
xm=[-1 X 0 =X’_1 )0(’—‘0 _1’=X3—1.
0 -1 X

On a tr(B) = 0, ce qui est bien 'opposé du coefficient de X2, et det(B) = 1 (en

0
’ = 1), ce qui est bien

développant selon la premieére ligne, det(B) = 1 X .

(=1)% x (1), l'opposé du coefficient constant.

Les valeurs propres de B sont les racines de yg = X> -1 = (X -1)(X?+ X +1)
dans le corps considéré. Le polyndme X2 + X + 1 est de discriminant —3 < 0,
donc sans racine réelle, et ses racines complexes sont j = e?7/3 et j = e727/3,

Ainsi

Spr(B) ={1} et Spc(B) ={1j.j}|

0 1
3. Posons N = (

X O)' Ona y, = X? et

donc les deux matrices ont le méme polyndme caractéristique. Si elles étaient
semblables, il existerait P € GL,(K) telle que N = P05, P! = 0,, ce qui est
faux : 0, et N ne sont pas semblables.

Enoncé p. 47

Les deux matrices sont triangulaires supérieures, donc
xa=yp=(X-2°"X-3).

Elles ont le méme spectre, {2, 3}, et les mémes multiplicités : 2 est valeur propre
double et 3 valeur propre simple.
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Pour A.On a
01 0 -1 1 0
A-23=(0 0 0 et A-3L=0 -1 0f,
0 0 1 0 0 0

toutes deux de rang 2 (deux colonnes non colinéaires, une colonne nulle). Par le théo-
réme du rang, dim E(A) = dim E5(A) =3 —2 = 1. Comme dim E»(A) + dim E5(A) =
2 < 3, la matrice A n’est pas diagonalisable. On peut aussi le voir sur la seule valeur
propre 2 : dim E;(A) = 1 < 2, sa multiplicité.

Pour B.On a
0 0 O -1 0 0
B—213: 0 0 O et B—3I3= 0 -1 0,
0 0 1 0 0 0

de rangs respectifs 1 et 2, donc dimE,(B) = 2 et dim E3(B) = 1 : chaque sous-
espace propre a pour dimension la multiplicité de la valeur propre, et dim E;(B) +
dim E3(B) = 3. La matrice B est diagonalisable, ce qui n’est pas une surprise puis-
qu’elle est diagonale.

Enoncé p. 47
1. Ona

XA_’_g X_4‘_(x (X —4)—6=|X2-5X -2|

On retrouve y4 = X2 — tr(A)X + det(A) avec tr(A) = 5 et det(A) = —2.

7 10
2. On calcule A% = (15 22), puis

2 ea o _[7-5-2 10-10 ) _
xald) = A" =54 212_(15_15 22-20-2) =%

conformément au théoréme de Cayley-Hamilton.
3. L’égalité A2 — 5A — 2I, = 0, s’écrit A(A — 5I,) = 2I,, soit

1
AX E(A_ 512) =I.

Donc A est inversible et

1 —2 1
AT =g (A-sh) = (3/2 —1/2)‘

Enoncé p. 47
1. Onaya=(X-1)?-4=X?-2X-3=(X-3)(X+1),doncSp(A) = {3,-1}.
Pour X = (;) e Mz1(R),

x+ 2y 3x

= y=
2x +y y==

Il
w
<

AX:3X<=>{
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1
donc E3(A) = Vect (1) De méme

x+2y = —-x

AX =X {
2x+y

Il
|
<

donc E_;(A) = Vect (_11)

1 1
2. Les vecteurs X; = (1) et Xy = (_1) sont des vecteurs propres associés a des

valeurs propres distinctes, donc (Xj, X3) est libre : c’est une base de M1 (R)
formée de vecteurs propres de A. En notant

11 30
P_(1 _1)EGL2(R) et D_(O _1),

la formule de changement de base donne A = PDP~!. Ici det(P) = —2 et

1[(-1 -1 11 1 1
pl=-Z = - = -P.
2 (—1 1 ) 2 (1 —1) 2
3. Pour tout n € N, A” = PD"P~! (récurrence immédiate, les P~!P intermédiaires

311
0 (_1)n). Donc

Loy 0 \(1o1)_1(3" D"\ (1 1
“2lt -1)\lo ~»7f\t -1) T2\3" —(-=n*)\1 -1/’

1 (3” +(-1)* 3" - (—1)")

n —
A S 2\3" = (=1 3"+ (-1)"

se simplifiant), avec D" = (

soit

On vérifie que 'on retrouve I; pour n = 0 et A pour n = 1.

Enoncé p. 47

Matrice A. Elle est triangulaire supérieure, donc y4 = (X — 1)(X — 2)(X —3) : elle
admet trois valeurs propres réelles distinctes, 1, 2 et 3, en dimension 3. D’apres le
cours, A est diagonalisable dans M3(R), et donc aussi dans Ms3(C) (une matrice P
qui convient dans GL3(R) convient dans GL3(C)).

Matrice B. On a yg = (X — 1)%, donc Sp(B) = {1}, que l'on travaille dans R ou
dans C. Si B était diagonalisable, elle serait semblable a la seule matrice diagonale
ayant 1 pour unique coefficient diagonal, c’est-a-dire que I'on aurait B = P,P™! = I,
ce qui est faux. Donc B n’est diagonalisable ni dans M3 (R) ni dans M, (C).

Matrice C.On a
X 1

Xc=_1 X

‘:X2+1.

Ce polynoéme n’a pas de racine réelle : C n’a aucune valeur propre réelle, donc
n’est pas diagonalisable dans M;(R) (une matrice diagonalisable a un polynome
caractéristique scindé). Dans C, yc = (X — i)(X + i) est scindé a racines simples,
donc C est diagonalisable dans M;(C).
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Enoncé p. 47

U 2 1 . , VI
Posons, pour toutn € N, X;, = (v") etA = (1 2). La relation de récurrence s’écrit
n

Xn+1 = AX,, dong, par une récurrence immédiate, X,, = A"X, pour tout n € N.
Diagonalisons A. Ona y4 = (X —2)2 -1 = (X - 1)(X - 3), donc Sp(A) = {1,3}.

x ) . . .
Pour X = (y ,ona AX =3X siet seulement si y = x, et AX = X si et seulement si

y =—x,dou

E5(A) = Vect (1) et E1(A) = Vect (_11) .

Ces deux vecteurs propres, associés a des valeurs propres distinctes, forment une
base de M3 1(R), donc A = PDP~! avec

1
P:(l 1)’ D:(3 0)’ P_lz_(l 1).
1 -1 0 1 2\1 -1

Alors, pour tout n € N,

1(1 1)\(3" o\[1 1 1(3"+1 3"—-1
At =pp"pl==C = )
2(1 —1)(0 1)(1 —1) 2(3"—1 3"+1)

En revenant a X, = A" X, on obtient pour tout n € N

_ (3” + 1)u0 + (3” = 1)00 ot o = (3” = 1)UO + (3" + 1)00
B 2 " 2 '

n

On vérifie que ces formules redonnent u, et vy pour n = 0, et 2uy + vy et up + 20
pour n =1.

Enoncé p. 47

Un

Posons, pour toutn € N, X, = ( ) La relation u,.2 = 41 + 2u, s’écrit

Un+1
Up+1 0 1) ( u 0 1

X = = = AX, A=

=)= W) =0 e a=( )

0
donc X, = A"Xj pour tout n € N, avec X = (1)
Onays=X(X-1)-2=X?>-X-2=(X-2)(X+1),doncSp(A) = {2,-1}. Pour
X = (;) on a AX = 2X si et seulement si y = 2x, et AX = —X si et seulement si

y =—x,dou
Ey(A) = Vect(X;) et E_1(A) = Vect(X>) avec X = (;), X, = (_11)

La famille (X3, X3) est une base de M;;(R) (vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes). Décomposons X, dans cette base : Xy = aXj + bX; équivaut a
a+b=0et2a—-b =1,soita = % etb = —%. Alors, pour tout n € N, puisque
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AnXI = 2nX1 et AnXZ = (—1)nX2,
1 1 i 22 = (=)
X, =A"X, = = 2"X, — 5(‘1)”)(2 =3 (2n+1 4 (_1)n) .

En lisant la premiére coordonnée,

_ 21 — (—1)"

Vn € N, Un e

On vérifie que uy = 0, u; = 1, up = 1 et us = 3, conformément a la relation de
2n+1_(_1)n+1

récurrence. La seconde coordonnée, 2

, est bien u,41.

Enoncé p. 47
1. En développant selon la deuxiéme ligne,
X -1 0 -1

xa=| 0 X-1 0 |=(X-1)
-1 0 X-1

=(X-1D)((X-1%-1)=XX-1)(X -2).

X -1 =il
-1 X-1

Le polyndéme y4 est scindé a racines simples sur R, donc A est diagonalisable
dans M5(R), et Sp(A) = {0, 1, 2}.

x
2. Pour X =|y|,
z
Ax=o<=>{x+zzo et AX=X<:>{Z=O,
y = 0 x = 0
puis
AX =2X = {_x” -0
-y = 0
d’ou
1 0 1
Ey(A) = Vect| 0 |, E{(A) = Vect| 1], E;(A) = Vect|0].
-1 0 1

Ces trois vecteurs propres sont associés a des valeurs propres distinctes, donc
forment une base de Ms;(R). En posant

1 0 1 000
P=[0 1 0/eGLs(R) e D=[0 1 0],
-1 0 1 00 2

la formule de changement de base donne A = PDP~!. On vérifie que
1 0 -1
0 2 0|,
1 0 1

pl=

en calculant PP~ = ;.
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0 0 O
3. Pour tout n € N*, A" = PD"P~lavec D" =|0 1 0 |(c’estici qu’on utilise
0 o 2"
n>1:0"=0). Donc
101000110—1 1002"10—1
A"=0100105020=5010020,
-1 0 1/lo 0o 2¢/°\1 0 1 00 27/\1 0 1
soit
2n—1 0 271—1
Vn € N¥, A= 0 1 0
2n—1 0 2n—1
2 0 2
Pour n = 2, la formule donne A2 =|0 1 0], etle calcul direct
2 0 2
1 0 1\/1 0 1 2 0 2
A’=10 1 olfo 1 o|=[0o 1 0
1 0 1/\1 0 1 2 0 2

confirme le résultat. Pour n = 0, la formule ne s’applique pas : elle donnerait
une matrice de premiére ligne (1/2,0,1/2), alors que A° = I5.

Enoncé p. 48

Ona ya, = (X — 1)? — a. Trois cas se présentent.

Cas a > 0. Le polynome ya, a deux racines réelles distinctes, 1 — va et 1 + v/a. Il est
scindé a racines simples sur R, donc A, est diagonalisable dans M, (R), et a fortiori
dans M;(C).

Cas a = 0. Alors ya, = (X — 1) et Sp(A) = {1}, sur R comme sur C. Si A, était
diagonalisable dans M, (K), il existerait P € GL,(K) telle que Ay = PLP™! = I, ce

qui est faux puisque A = (1 (1)) Donc A n’est diagonalisable ni dans M;(R), ni
dans M;(C).

Cas a < 0. Le polyndme y4, n’a pas de racine réelle, puisque (x — 1)* > 0 > a
pour tout x € R : la matrice A, n’a aucune valeur propre réelle, donc n’est pas
diagonalisable dans M, (R). Dans C, il a deux racines distinctes, 1 —iv/—a et 1 +iv—a,
donc A, est diagonalisable dans M;(C).

Enrésumé, A, est diagonalisable dans M, (R) si et seulement si a > 0, et dans M, (C)
si et seulement si a # 0.

Enoncé p. 48

1. Les vecteurs X; et X, ne sont pas colinéaires, donc (X, X,) est une base
de M, 1(R). Une matrice A € M;(R) est déterminée par les images des vec-
teurs d’une base : il existe une et une seule matrice A telle que AX; = 2X; et
AX,; = 3X,. En notant

11 2 0
P_(1 2)GGL2(R) et D—(O 3),

la matrice A = PDP~! convient : P est la matrice de passage de la base
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canonique a (X1, X,), et A est la matrice, dans la base canonique, de I’en-
domorphisme dont la matrice dans (X3, X;) est D. Comme det(P) = 1,

re(f e
TR [y R e [ Gy B K|

) = 2X1 et AX2 = (2) = 3X2.

2

. Non. Si une telle matrice B existait, on aurait, par linéarité,

o)) )

sont colinéaires : un méme vecteur non nul ne peut étre vecteur propre pour
deux valeurs propres distinctes, puisque E;(B) N E;(B) = {0}.

2
On vérifie que AX; = (

05 - 2 6 ,
alors que I’énoncé impose B (2) =3 ( ) = (6) Les deux vecteurs proposés

. Soit M € M;(R). Les vecteurs X; et X, sont des vecteurs propres de M si et
seulement s’il existe (o, f) € R? tel que MX; = aX; et MX, = BX,, c’est-a-dire,
par la formule de changement de base, si et seulement s’il existe (a, ) € R?
tel que

_ofa 0\ 1 [a BY[2 -1\ (20-B P-«a
M_P(o ﬂ)P _(a 2/3)(—1 1)_(2a—2ﬁ zﬁ—a)'

L’ensemble cherché est donc

2a-f P-a) 2| _ 2 -1\ (-1 1
e ap ap=s)  om == =vee(5 )52 3))
C’est un sous-espace vectoriel de M;(R) de dimension 2 (les deux matrices

ne sont pas colinéaires). Il contient I, (pour ¢ = = 1) et la matrice A de la
premiere question (pour @ = 2, § = 3).

Enoncé p. 48

. L’application u est linéaire, par linéarité de la dérivation. Pour P € R,[X],
deg P’ < degP — 1 donc deg(P + P’) < n: ainsi u(P) € R,[X], et u est un
endomorphisme de R,[X]. Pour k € [[0,n], u(X*) = X* + kX*~! (avec la
convention que ce second terme est nul pour k = 0). La matrice de u dans la
base canonique est donc

1 1 o --- 0
0 1 2 s 9
Mat(u) =[: . . . o€ Mun(R),
: .1 n
0 -+ - 0 1
triangulaire supérieure, avec des 1 sur la diagonale et les coefficients 1,2,...,n
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juste au-dessus.

2. La matrice est triangulaire, donc
Xu=(X-1D"™" et Sp(u) ={1}.

3. Pour P € R, [X], u(P) = P si et seulement si P’ = 0, c’est-a-dire si et seulement
si P est constant :

Ei(u) =ker(u —Id) =Ry[X] = Vect(1),

de dimension 1. Comme n > 1, dimE;(uv) =1 < n+1 = dimR,[X] : la

somme des dimensions des sous-espaces propres n’est pas la dimension de
Pespace, donc u n’est pas diagonalisable. On peut aussi dire que, 1 étant la
seule valeur propre, u diagonalisable signifierait u = Id, ce qui est faux puisque
uX)=X+1+X.

Enoncé p. 48
La matrice A est de taille 3 et posséde trois valeurs propres distinctes : chacune est

simple, et, A étant diagonalisable, il existe P € GL;(R) telle que

-1 0 O
A=pPDP™' avec D=0 1 0].
0 0 2
Pour tout k € N, A¥ = PD¥P~1, et plus généralement Q(A) = PQ(D)P~! pour tout
Q € R[X], avec Q(D) diagonale de coefficients Q(—-1), Q(1), Q(2).

1. Deux matrices semblables ont méme trace et méme déterminant, donc
det(A) = det(D) = (-1) x 1x 2 =[-2]
puis
tr(A%) =tr(D?) =1+1+4=[6] et  tr(A®) =tr(D®) =-1+1+8 =|8]

2. Ona A%+ I; = P(D? + I3)P™!, avec D? + I; diagonale de coefficients 2, 2 et 5,
donc

det(A? + I;) = det(D? + I3) =2 x 2 x5 =[20].

3. Posons Q = X®> —2X? - X +2.0naQ(-1) =-1-2+1+2=0,0(1) =
1-2-142=0etQ(2) =8—-8-2+2=0,donc Q(D) =03 et

A% —2A% — A+ 2[5 = Q(A) = PQ(D)P~! = 0s.

Ce n’est pas un hasard : Q = (X + 1)(X — 1)(X — 2) = ya, et le théoréme de
Cayley-Hamilton affirme que y4(A) = 05.

Enoncé p. 48

1. Ona
XRo = (X —cos0)? +sin?0 = X% —2cos0X +1,
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dont les racines complexes sont cos 8 + isin 0, soit
Spc(R) = {e,e7}.

Ces valeurs propres sont réelles si et seulement si sin = 0, c’est-a-dire 8 € xZ.
Si § ¢ nZ, la matrice Ry n’a aucune valeur propre réelle, donc n’est pas
diagonalisable dans M, (R). Si 6 € #7Z, alors Rg = cos 0 I, = %I, est diagonale.
Ainsi, Ry est diagonalisable dans M;(R) si et seulement si 0 € 7Z.

Dans M;(C) : si 6 ¢ 7Z, les deux valeurs propres ' et e sont distinctes
(leur différence vaut 2isin 6 # 0), donc yg, est scindé a racines simples sur C
et Ry est diagonalisable; si 0 € 77Z, Ry = £, est diagonale. La matrice Ry est
donc diagonalisable dans M;(C) pour tout 6 € R.

2. On suppose 0 ¢ 7Z, donc sin § # 0. Comme cos 6 — €' = —isin 6,

R@_eiglzz(—lsme —smﬂ)zsine(—l —?),

sinf@ —isin0 1 —i

X i P N8 .
et, pour X = (y) € My1(C), RgX = e'%X équivaut a —ix —y = 0 et x — iy = 0,
deux équations proportionnelles (la seconde est la premiere multipliée par i) :
y = —ix. De méme, cos @ — e % = isin 0, et RyX = e719X équivaut a ix —y = 0,
soit y = ix. Ainsi

i

E.0(Rg) = Vect (_11) et E.-i0(Rp) = Vect (1) .

1 1
3. Notons V; = (—i) etV, = (1) Pour tout ¢ € R, un calcul direct donne

= (i) ()
sing —icos¢

et, de méme, R,V; = eV, : les vecteurs V; et V, sont des vecteurs propres de
toutes les matrices R, avec des valeurs propres qui dépendent de ¢. La famille
(V1, V2) est une base de M, ;(C) (vecteurs non colinéaires). Soit n € N. D’une
part, RjV; = eV et RV, = e~ "0V, ;. d’autre part, en appliquant le calcul
précédent a ¢ = nb, R,,pV; = eV, et R,oV, = e "9V,. Les matrices Rj et Rng
coincident sur une base, donc sont égales :

VneN,  RI=Ryl

Cette égalité, lue sur la premiére colonne, redonne la formule de Moivre :
(cos @ +1isin6)" = cos(nb) + isin(nb).

Enoncé p. 49

1. Pour toutn € N,

Un+1 Un+1
Xnt1 = | Uns2 | = Un+2 = AX,,
Un+3 —2Up + Up1 + 2Unyo

68



CHAPITRE 7. REDUCTION

0 1 0
avecA=| 0 0 1| Parrécurrence immédiate, X, = A"X,, pour tout n € N,
-2 1 2
0
avec Xo =3 |
3

. En développant selon la premiére colonne,

pe =L 0 X -1 -1 0
2 -1 X-2

=X(X(X-2)-1)+2=X>-2X*-X +2.
On constate que 1, —1 et 2 sont racines, donc

a=X-DX+1)(X-2) et Sp(A) ={-1,1,2}.

1
Soit A une valeur propre de Aet V) =| A [, non nul. On a
AZ
A A
AV) = A2 et AV =[A%].
-2+ A+ 2)° A

Ces deux vecteurs sont égaux si et seulement si A*> — 212 — 1 +2 = 0, c’est-a-dire
xa(4) =0, ce qui est le cas puisque A est valeur propre. Donc V) est un vecteur
propre de A associé a A.

. Les vecteurs

=
|
~
I
|

1
Vo =|2
4

—_
—_

sont des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes, donc
forment une base de M3 ;(R). Ecrivons Xy = aV; + bV_; +cV; :

a+b+c = 0
a—-b+2c = 3
a+b+4c = 3

La différence des premiere et troisiéme lignes donne 3¢ = 3, soit ¢ = 1; il reste
a+b=-leta—b=1,doua=0etb =-1. Ainsi X, = -V_; + V;, et pour
toutn € N,

X, = A"Xo = —A"V_; + A"V, = —(=1)"V_; + 2"V}

En lisant la premiere coordonnée,

Vn € N, u, =2" - (-1)"

On vérifie que up = 0,u; = 3,u, = 3, et que us = 9 est bien égal a 2uy+u; —2uy =
6+3—-0.
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Enoncé p. 49

1. Le vecteur Je; est la i-iéme colonne de J, dont le seul coefficient non nul est
enlignen+1—i: Je; = ey41-;. Alors, pour tout i € [1,n]], J%e; = Jens1-i = €,
donc J? = I,,. Le polyndme X? — 1 est annulateur de J, et toute valeur propre
de J en est racine : Sp(J) c {-1, 1}.

2. Soit i € [1,n]. Par linéarité,
J(ei+enti-i) =enpi—i+ei et J(ei—enr1-i) = eps1-i— e = —(€; — ent1-:).

Donc e; + en41-i, qui n’est jamais nul, est un vecteur propre de J associé a 1,
et e; — ep11-i, lorsqu’il est non nul, c’est-a-dire lorsque i # n+ 1 — i, est un
vecteur propre de J associé a —1.

3. Notons p = |n/2].Pouri € [1,p],ona2i<n<n+1,donci <n+1—i:les

indices i et n + 1 — i sont distincts. Posons f; = e; + ep41-i et g; = €; — ep41-i.
Les vecteurs fi, ..., f, appartiennent a E;(J) et sont libres (ils font intervenir
des vecteurs de base deux a deux distincts); de méme gy, ..., g, sont libres
dans E_;(J). Sin est impair, n = 2p+1,'indice m = p+ 1 vérifiem =n+1—-m,
et Jem = em : e, € E1(J), et la famille (fi,. .., f,, em) est libre.
On a donc dimE (J) > [n/2] et dimE_(J) > [n/2], d’ou dimE;(J) +
dimE_;(J) > n. Comme les sous-espaces propres sont en somme directe,
cette somme est aussi majorée par n. Il y a donc égalité : J est diagonalisable,
et

dimE; (J) = [g} dimE_,(J) = EJ .

Autrement dit, dim E;(J) = dim E_;(J) = p si n = 2p est pair, et dim E;(J) =
p+1,dimE_;(J) =psin=2p+ 1 est impair.

La matrice J est semblable a la matrice diagonale ayant [n/2] coefficients
égaux a 1 et |n/2] coefficients égaux a —1, donc

w() =[2]- |2 - {0 si n est pair,

2 1 sin estimpair.

C’est bien ce que donne la lecture directe de la diagonale de J : le coefficient

Jii vaut 1 si et seulement si 2i = n + 1, ce qui n’arrive pour aucun i si n est

. . _ n+l . . .
pair, et pour le seul i = %= si n est impair.

Enoncé p. 49

Montrons I’égalité demandée par double inclusion.
Soit A € Sp(u), alors il existe x € E non nul avec u(x) = Ax, et comme u est bijectif
(et u~! linéaire),

= u_l(u(x)) =u " (Ax) = " (x).
Enfin, x # 0, donc A # 0, et donc

1
-1 _ =
u (x) = Ax.
’ . . _1 1 _1
Comme x # 0, on en déduit bien 17" = 1 € Sp(u™).

D’ou I'inclusion

{/1_1, Ae Sp(u)} c Sp(u).
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Soit 1 € Sp(u1), alors il existe x € E non nul avec u~!(x) = px, et en composant
par u linéaire,

x=u(w (x)) = u(px) = pu(x).
Enfin, x # 0, donc p # 0, et donc

u(x) = lx.
J7;

1 1
Comme x # 0, on en déduit que — € Sp(u). En notant alors A = —, on a bien
H H

A € Sp(u) et mE==l E {/1_1, S Sp(u)}.

N,

D’ou l'inclusion
Sp(u™!) c {/1_1, A€ Sp(u)}.

Par double inclusion, on a bien I’égalité voulue.

Remarque

Les deux calculs montrent aussi que
Ex(u) = E%(u_l)

pour tout A € Sp(u).

Enoncé p. 49

Soit A € K*, alors

Xxa-1(A) =det (AL,—A"") =det (AA™'A-A'T,,) = det (—~AA™") det (11,1 -A

) ="
A

det(A) X4

|

1

A

)

Enoncé p. 49

On suppose 0 € Sp(u"), donc 'endomorphisme u" est non injectif. Comme u" est
non injectif, u est non injectif (en effet, une composée d’injections est injective, donc
si u est injectif alors pour n € N*, u” =u o - - - o u aussi). Donc Ker(u) # {0}, donc 0
est valeur propre de u, c’est-a-dire

0 € Sp(u).
Autre facon : si E est de dimension finie, on sait
det(u") = det(u)",

or, si 0 € Sp(u™), alors
det(u") =0,

donc det(u)" = 0, donc

det(u) =0, soit 0 € Sp(u).
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Soit x € E;(u), alors
u(x) = Ax,
et comme A # 0,

1
x = Xu(x),

et comme u est linéaire,

xX=u (%x) € Im(u).

Notons U =

1
matriciel donne :

S
S

donc
AU = aU.

Enoncé p. 49

Enoncé p. 49

€ My 1(K), alors U # 0,1, et pour i € [[1,n], la formule du produit

aij = a = (aU);y,

Ainsi « est une valeur propre de A, et U est un vecteur propre associé.
Autre méthode : on peut aussi justifier « € Sp(A) par le polynéme caractéristique.

Notons A = (a;j)1<i j<n, alors pour tout A € K,

A= an —daiz2 —ain
azi A= a2
xa(d) = =
—An-1,n
—dan,1 —Apn-1 A— An,n

n
/1— E (11’]' —ai2
J=1

n
A= Zaz,]‘ A= a2
Jj=1

—dasp

S ..

A -

Jj=1

Qn,j —0an2

Pour exploiter le fait que la somme de chaque ligne de A fait a, on a fait 'opération

n
Cy «— Z C; dans le calcul de y4 (ainsi, sur chaque coefficient de la colonne 1, on se

Jj=1

retrouve avec A moins la somme des coefficients de la ligne correspondante). On en

déduit donc

/1 el 4 —dai2 —Aain
A—a A- a2
xa) = s - (-a) |
: —An-1,n
A—a —an?2 —Ann-1 A— an.n

1 —ai2
1 A- azo
—das2
1 —0an2 —Ann-1
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par multilinéarité du déterminant. On en déduit que y4(a) =0, et donc « € Sp(A).

Remarque

Pour le calcul de y4, on ferait une étape supplémentaire : avec L; «— L; — L;
pour i € [2,n], on obtient :

1 —ai2 ... —Ain
0
) =(A-a))]

0

(*)

et en développant suivant la premiére colonne, on s’est ramené a un déter-
minant de taille n — 1 au lieu de n (qui se trouve étre aussi le polynome
caractéristique, mais d’une autre matrice), en ayant factorisé (1 — ) dans le
calcul de y4 ().

Les matrices A etA" ont les mémes valeurs propres : pour tout A € K, comme une
matrice et sa transposée ont le méme déterminant,

yar(A) = det (AL, —AT) = det (AL, — A)T) = det(AL, — A) = ya(A).

Or, pour j € [1,n],ona
n n
g = Z aij = Z(‘AT)]',I';
i=1 i=1
c’est-a-dire que toutes les lignes de AT ont pour somme f. D’aprés le premier point

de I’exercice, S est une valeur propre de AT, donc de A.
On n’obtient pas ici de vecteur propre explicite.
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Remarque

Ici aussi on peut utiliser une transformation de y4, ce coup-ci en faisant

n
L, « Z L;, pour que, sur chaque coefficient de la ligne n, on se retrouve

i=1

avec A moins la somme des coeflicients de la colonne correspondante :

A— an —day2
A- a1 —ai2 —ai,n —az, - aso
—daz1 /1 —azp .
xa@ =] " = :
—An_1,n —Aan-1,1 —An-1n-2 A= Gn-1n-1
a a A—a n Z L; = <
nl nn-1 wr i=1 A - Z aii A - Z aio A
i=1 i=1
ce qui donne, par hypothése,
A ari —aiz2 —ain A ar —daiz2
—daz1 A— az2 —daz1 A— azz
xa(d) = =(A-p|
—Adn-1,1 cee —An-1,n-2 A an-1,n-1 —A4n-1n —Aan-1,1 ce —An-1,n-2 A=ap_4
A-p A1-B 1-p 1 1

et donc y4(f) =0, ce qui donne bien ff € Sp(A).

Enoncé p. 49

1) Soit n € N. Soit P € R, [X], alors ¢(P) € R[X], car R[X] est stable par produit,

dérivation et combinaison linéaire. Puis, pour P € R, [X]

5

deg (X = 1)P’) =1+ deg(P’) < deg(P),

donc

deg(¢(P)) < max (deg ((X — 1)P’),deg(—P)) < deg(P) < n,

donc
¢(P) € Ry[X].
Donc R, [X] est stable par ¢.

2) Soit n € N. Ecrivons la matrice de ¢, dans la base canonique (comme deg (¢(P)) <
deg(P) pour tout P € R, [X], cette matrice est triangulaire supérieure).

On calcule : pour k € [[1,n],
H(X*) = (X - Dkx*!

et

(X% =¢(1) =-1=-X".

- x* = (k- 1)X* - kx*,

D’ou en notant B, = (X% X, ..., X") la base canonique de R, [X],

-1 -1

0
Ay = MatBn (¢n) =
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La matrice A, est triangulaire supérieure, donc on lit ses valeurs propres sur sa
diagonale, et donc

ISp(¢) ={-1,0,....,n -1} =[-Ln - 1] ]

Par conséquent, pour tout k € N U {1}, k sera une valeur propre de ¢y, donc il
existera P € R4 [X] non nul avec

¢(P) = ¢i+1(P) = kP,

en particulier

¢(P) = kP
avec P € R[X] non nul. Donc k € Sp(¢). Donc
NU {-1} c Sp(¢).

Puis, si A est valeur propre de ¢, alors il existe P € R[X] non nul avec ¢(P) = AP. Si
on note n = deg(P), alors P € R,[X] et donc

AP = ¢(P) = ¢n(P).
Donc on a P € R,[X] non nul avec ¢, (P) = AP, donc
A€ Sp(dn) ={-1,0,...,n—1} =[-1,n—-1],

en particulier
AeNU{-1}.
Donc
Sp(¢) c NU {-1}.

D’ou, par double inclusion,

Sp($) =NU{-1}|

3) On consideére alors k € N U {—1}, et on cherche P € R[X] tel que ¢(P) = kP, soit

(X = 1)P' = (k + 1)P.

Donc P est solution de ’équation différentielle (x — 1)y’ = (k + 1)y, et donc, si on la
résout sur |1, +oo[, il existe K € R avec

P :x €]1, +oo[> K(x — 1)k*1.

Donc le polynéme P — K(X — 1)k*! a une infinité de racines (tout |1, +co[), et donc
P - K(X — 1)k =0, donc

P =K(X - 1) € Vect ((X — 1)F*1).

Donc
Ej C Vect (X — 1)F*1).

Comme
dim(Eg) > 1 = dim (Vect (X — 1)*1))

(car k € Sp(¢)), on en déduit

Ey = Vect (X — 1)**1) |
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Enoncé p. 50

1) Soit A € Sp(g o f), il existe donc x € E non nul avec g(f(x)) = Ax. Donc

foalf() = £(9(f()) = F0x) = Af(x).

Si f(x) # 0, alors f(x) est un vecteur propre de f o g associé a A, et on a le résultat
voulu.
Si f(x) =0, alors on a

Ax = g(f (x)) = g(0) =0.

Or, comme on suppose A # 0, cela donne x = 0, contradiction. Donc f(x) # 0, ce qui
conclut.
2)Si0 € Sp(g o f), alors

0 =det(g o f) = det(g) det(f) = det(f) det(g) = det(f o g).

Donc f o g n’est pas inversible, donc 0 € Sp(f o g).

Enoncé p. 50
A est une matrice triangulaire, donc on a directement
xa=X-a*X-b)".
Comme a # b, a et b sont valeurs propres doubles de A. Donc
A est diagonalisable dans M4(R)
X4 est scindé dans R[X] (vrai) X4 est scindé dans R[X] (vrai)
& {dim(E,) =2 o rg(A-aly) =4-2=2
dim(Ep) =2 rg(A—-bly) =4-2=2
(par le théoréme du rang).
Méthode 1:
La matrice
0 x Y z
0 b-a z -y
A-ai=\y 0 0
0 0 0 b—a

est au moins de rang 2 car les colonnes 2 et 4 ne sont pas colinéaires (car b — a # 0).
Elle sera de rang exactement 2 si et seulement si la seconde et la troisieme sont
colinéaires, c’est-a-dire (puisque b — a # 0) s’il existe A € R tel que y = Ax et

z=A(b—a).
La matrice
a-b x y z
_ 0 0 % -y
=il = 0 0 a-b x
0 0 0 0

est au moins de rang 2 car les lignes 1 et 3 ne sont pas colinéaires (car a — b # 0).
Elle sera de rang exactement 2 si et seulement si la deuxiéme et la troisiéme ligne
sont colinéaires, c’est-a-dire s’il existe p € R tel que z = p(a — b) et y = —px (ce qui
est la méme condition qu’avant avec A = —p).

Donc
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A est diagonalisable & (x,y,z) € S = {(x Ax, A(b — a)), (A x) € Rz} |

Méthode 2 :
t

Soit X = ;2 € My1(R), alors
3

17}

Xty + yt3 +zt4 =0
b—a)ty +zt3—yty =0

XeE, & ( )t Ll
Xt4:0

(b—a)ty =0

Comme on suppose b — a # 0, L, devient ¢4 = 0 et donc

I3

b-a
X€EE, &\t =—

(y(b-a)—zx) =0
z

t3
-a

t4:O

Siy(b—a) — zx # 0, alors £5 = 0, donc t, = 0, donc E, = Vect , et donc

S O O =

dim (Ea) =1%#2,

donc A n’est pas diagonalisable.
Siy(b—a)—zx =0, alors

ty = — g
X€eE, & ? b—a’ ,
t4:O
donc
1 0
0 -z
E, = Vect ollp—a
0 0

est bien de dimension 2 (car engendré par deux vecteurs clairement libres).

o (a—b)t1+xt2+yt3+zt4=0
t zt3 —yty =0
X =|2 ek, & 37 Y
I3 (a=b)tz+xty, =0
ty 0=0

Comme on suppose b —a # 0, on a
x yx +z(b —a)
h = Iy +
"Th-a? (b - a)?

L
X ek & O:(zx—y(b—a))b u
X -a

b—a

4

t3:

17}
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b—
Sizx —y(b—a) # 0, alors ty = 0, puis t3 = 0 et donc E; = Vect a4 , et donc

dim (Ep) =1 # 2,

donc A n’est pas diagonalisable.
Sizx —y(b—a) =0, alors

b—
x +yx+z( a)

t = 2 2
XeE, & b-a (b - a)? ,
I3 = L
3Ty
donc
x yx +z(b —a)
—a 0
E;, =
» = Vect o | x(b - a)
0 (b—a)?
est bien de dimension 2 (car engendré par deux vecteurs clairement libres, puisque b—
a#0).
Donc

‘A est diagonalisable & zx = (b — a)y ‘

(C’est la méme condition pour a et b).

Enoncé p. 50

1. Ona
¢A(M2(R)) C My(R)

car M;(R) est stable par produit et soustraction.
Soit A € R, (M,N) € (M, (R))Z, par bilinéarité du produit matriciel, on a

PA(AM+N) = A(AM+N)—(AM+N)A = AAM+AN-AMA—-NA = Ag4(M)+¢(N).

Donc ¢4 est linéaire.
Donc ¢4 est un endomorphisme de M;(R).
Calculons la matrice de ¢4 dans la base canonique de M, (R).

2 ST
(2202 %)
a2 )-(20)
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Donc la matrice de ¢4 dans cette base est :

Comme les colonnes 1 et 4 de B sont opposées et de mémes pour les colonnes 2
et 3,

rg(¢a) =rg(B) < 2.
Comme les colonnes 1 et 2 de B sont libres,

rg(¢a) =rg(B) = 2.

[xe(4n) =2

Donc @ est valeur propre de ¢4, et

Donc

dim (Eo($a)) =4—-2=2

(par le théoreme du rang).
2. Calculons le polyndme caractéristique de B. Pour tout A € C,

A 1 -1 0
1 A 0 -1
0o -1 1
A1 -1 0
_ 11 0 -1
st 01 A 0
L4<—L4+L1 A O 0 A
A1 -1 0
1 A2 0 -1
_ 2
B A 01 1 0
1 0 O 1
A1 =2 =2
_ 2l A 2 -2
C3<—E3—C2 0 1 O 0
Co=0=h 10 0 0
1 -2 -2
= =2 A -1 -2
par rapport a Ly 1 0 0
_ |2
par rapport a Lz -1 =2
= —2%(4-2%)

= A2(A—-2)(A+2)
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Donc
8 =X (X-2)(X+2) et Sp(B) = {0,2,-2}.

De plus, 2 et —2 sont des valeurs propres simples, donc

dim (E»(B)) = dim (E_»(B)) = 1,

et 0 est une valeur propre double, donc on a seulement
1 < dim (E¢(B)) < 2.

Mais, on a déja calculé dim (E¢(B)) = dim (Eo(¢4)), et on a trouvé 2.
Or, par le cours,

B est diagonalisable dans My (R)
xB est scindé dans R[X] OK

dim (E,(B)) =1 OK

dim (E_,(B)) =1 OK

dim (E¢(B)) =2 OK car rg(¢a) =2

Donc B est diagonalisable (dans M,(R)), donc ¢4 est diagonalisable.
Autre justification : B € M, (R) et

dim (E¢(B)) + dim (E_2(B)) + dim (E2(B)) =2 + 1+ 1 = 4 = taille de B

(et 0, —2 et 2 sont trois éléments différents de R), donc B est diagonalisable

dans My (R).

X
Espace propre associé a 0 : Soit X = ‘lZ/ € My1(R) quelconque, alors
t
0 -1 1 0 b'e 0
_ = 0 0 1 y | | O y=z
XGE()(B)@BX—(L;J@ 1 0 0 -1 o @{X—t
0 1 -1 0 t 0
Donc
X 1 0 1\ /0
0 1 011
E¢(B) = ly/,(x,y)eR2 =1%[o| Y 1,(x,y)€R2 = Vect ol 1
x 1 0 1/ \0

Or, la matrice qui a comme matrice-colonne coordonnées dans la base

— o O R

canonique de M, (R) est ((1) (1)) et
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la matrice qui a | | | comme matrice-colonne coordonnées dans la base cano-

(=R )

nique de M;(R) est ((1) (1)) Donc

R ]

x
Espace propre associé a 2 : Soit X = z € My1(R) quelconque, alors
t
-2 -1 1 0 X 0
1 -2 0 1 y 0
X €eE,(B) & (B-2)X = =3 =
2(B) ( 4)X =041 L 0 -2 —1 . 0
0 1 -1 -2 t 0
-2x-y+z = 0 -2x-y+z = 0
-x—-2y+t = 0 -x—-2y+t = 0
= S S
x—2z—t = 0 LyeLsy+l, | —2z-2y = 0
y—z—2t 0 bbbl _ox_2r = 0
Donc
x 1 1
=]l
Ey(B) = , xeRpy=4x 1 , x € Ry =Vect
—X =]l -1
1

Puis, la matrice qui a | |comme matrice-colonne coordonnées dans la base
-1

canonique de M,(R) est (1 :i) donc

@@@:V@%G :ﬂy

Espace propre associé a —2 : Soit X = € My 1(R) quelconque, alors

- N e X

31

Z=X
I =-—x
y=-x
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2 -1 1 0 X 0
1 2 0 1 Y 0
XeE,(B) & (B-(-2)4)X =041 & =
2(B) & (B-(-2L)X =0, N | IO
0 1 -1 2 t 0
2x—y+z = 0 2x—-y+z = 0
-x+2y+t = 0 -x+2y+t = 0
S S S
x+2z—t = 0 LyILs+l, | 2z+ 2y =0
y—z+2t = 0 Ml oy 4o =0
Donc
x
X 1
E_»(B) = _x,xeR = x_l,xeR = Vect||
—X -1 -1
1
. . . 1 . ,
Puis, la matrice qui a o comme matrice-colonne coordonnées dans la base
-1
. 1 1
canonique de M;(R) est (_1 _1), donc

E_2(Pa) =Vect((_11 _11)) I

Enoncé p. 50

1) Montrons le résultat par récurrence sur k € N* :

Initialisation : pour k = 1, c’est I’hypothese.

Hérédité : soit k € N*, supposons g o f¥ — fX o g = ak f. Alors en appliquant f a
gauche, et en utilisant f o g = g o f — af (retraduction de I’hypothése), on a :

akf = fo (akf¥)
folgoff=froyg)
fogoff—ftlog
(gof—af)off-ftlog

k+1 k+1 k+1
goftt —aftT = foyg
d’ot, en regroupant les f<*!, on a bien

_(]Ofk+1 _fk+1 og:a(k+l)fk+1.

D’ou ’hérédité.
Conclusion : pour tout k € N*, on a

goff—ffog=akft.
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Remarque

Cela reste vrai pour k = 0 avec la convention f° = Id.

2) Raisonnons par I'absurde, supposons f non nilpotente. Donc f* # 0 pour tout k €
N*. On note ¢ application donnée par I’énoncé. Elle est linéaire par bilinéarité de la
composition, et dim (£L(E)) = n?. Donc ¢ posséde un nombre fini de valeurs propres
différentes (au plus n?).

D’autre part, pour tout k € N*, on a:

$(f*) = ak fF.

Donc f*, qui est non nul, est un vecteur propre associé a la valeur propre ak. Donc ¢
possede une infinité de valeurs propres (car ¢ # 0, donc les ak pour k € N* sont
deux a deux différents), ce qui est absurde. Donc f est nilpotente.

Enoncé p. 50

1. Sin =1,U = (1) est diagonale. On suppose désormais n > 2.
Les colonnes de U sont toutes égales et non nulles, donc rg(U) = 1. D’apreés le
théoréme du rang, dim Ey(U) = dimKer(U) =n —1 > 1: 0 est valeur propre
de U, et Ey(U) est I’hyperplan d’équation x; + - - - + x, = 0.
Soit V =(1,...,1)T € M, 1(R). Chaque ligne de U a pour somme n, donc
UV =nV.Comme V # 0, n est valeur propre de U et dim E,(U) > 1.
Les valeurs propres 0 et n sont distinctes, donc

n < dimEy(U) + dimE,(U) < ). dimEx(U) <n
AeSp(U)

Toutes ces inégalités sont des égalités : U est diagonalisable, Sp(U) = {0, n},
dimEy(U) =n—1et E,(U) = Vect(V).

Notons (1, .. ., &,) la base canonique de M,,;(R). Pour j € 2, n], la colonne
e1—¢j appartient a Eo(U). Ces n—1 colonnes forment une famille libre, puisque
seule &1 — € a une j-ieme coordonnée non nulle : c’est une base de Eo(U). En
concaténant cette base et (V), on obtient U = PDP~! avec

R (S
-1 0 --- 0
P=lo0o -1 "-. : | et D=diag(0,...,0,n).
: 0
o --- 0 -1 1

U? = nU, puis montrons par récurrence que, pour tout p € N*,

lu? =nr-u]
Par contre, .

Initialisation : pour p = 1,0n a
n'lU=U=U"

carn’ = 1.

33



CHAPITRE 7. REDUCTION

Hérédité : soit p € N*, supposons UP = n~1U. Alors
UPH =UP x U =nP"'U x U = nP'U% = nP~! x nU = nP*) 71y,

d’ou I’hérédité.

Conclusion : on a bien, pour tout p € N*,
U? =nf"'U.

On peut calculer U? a l'aide de la diagonalisation de U : si on note D =
diag(0,...,0,n), le début de la question montre qu’il existe P € GL,(R) avec

P~'UP =D, soit U =PDP!.
Alors pour tout p € N*,
UP = PDPP~! = Pdiag(0?,...,0°,n?)P~! = Pdiag(0,...,0,n")P~" = n?~'Pdiag(0,...,0,n)P~' = n?~'U.

On a utilisé p € N* pour affirmer 07 = 0.
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Remarque

Le polynéme caractéristique se calcule : 'opération L,, < Ly +--- + L,

donne, pour tout A € R,

xu(A) =

Lp—Ly+-+Ly,

(A=-n)

-1 -1
5 -1
-1 A1-1
-1 -1
-1 A-1 -1
A—n
A-1 -1 -1
-1
-1 -1 A-1 -1
1 1

Puis, les opérations C; «— C; — C, pour i € [1,n — 1] donnent

() =@-n)|:

Donc

0 -1
0

A -1
0 1

YU = X"_l(X - n),

puis on retrouve

Sp(U) = {0,n}.

=A""1(A—n).

2. Avec la matrice U de la question précédente, on écrit

A=bU + (a-Db),.

Puis, si on note D = diag(0,...,0,n), la question précédente montre qu’il

existe P € GL,(R) avec

P~lUP =D.
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Alors
P71AP = P‘l(bU + (a— b)I,,)P

= bP'UP+ (a—b)P'I,P
= bD+ (a-Db)I,

= diag(a—b,...,a—b,nb+a—b)

Donc A est semblable a une matrice diagonale, donc A est diagonalisable.
Calcul de puissance : Soit p € N*, A? = (bU +(a— b)In)p, comme [, commute
avec U, par la formule du binéme de Newton (appliquée deux fois : une fois
pour la premiére égalité, une fois pour la derniére égalité), on a (a 'aide de la
question précédente) :

Mu

AP = ( )(bU)k (a-b)L,)"™"

k=0

4
@=L+ Y ( i ) n*~1pk (q — byP~kU
k=1

" - (a—
(nb+(a b)n) ( b)PU

= |(a-b)L+

La formule reste vraie pour p = 0, les deux membres valant alors I,,.

Enoncé p. 50

1) A est diagonalisable, donc il existe P € GL,(K) avec D = P~ AP diagonale. Alors,
pour tout k € N,
DF = plAFp,

et donc

p~'Bp=p7! (aolnt+a1A+- - +apAP) = (Z a AR | P

= i apP1ARP = i a;.D¥
k=0 k=0

est diagonale (un produit de matrices diagonales I’est encore, et une combinaison
linéaire de matrices diagonales l’est encore), donc B est diagonalisable, puisque
semblable a une matrice diagonale.

Si on note A; le i-iéme coefficient de la diagonale de D (rappelons que les A; forment
alors le spectre de A), alors

P
= > @A = (k)
k=0

est le i-iéme coefficient de la diagonale de P~1BP, et donc la i-iéme colonne de P est
un vecteur propre de B pour la valeur propre x;.

De plus, I'ensemble des x; forment les valeurs propres de P~1BP (car le spectre d’une
matrice diagonale est ’'ensemble de ses coefficients diagonaux), donc de B (car B est
semblable & P~!BP). Donc

Sp(B) = {Q(Ai) pour A; sur la diagonale de D}.
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Comme les éléments de la diagonale de D sont les éléments du spectre de A (répétés
éventuellement plusieurs fois), on a

Sp(B) = {Q(/l) pour A € Sp(A)} L

2) Soit A € Sp(A) tel que Q(A) =, et X € E;(A). Alors

AX = AX.
Montrons alors par récurrence sur k € N, que

ARX = )X,
Initialisation : pour k = 0,
A'X =,X =X
et 1° = 1, donc 1°X = X, on a bien I’égalité voulue.
Hérédité : soit k € N, supposons que A*X = AkX. Alors
AFIX = Ax ARFX = Ax (AFX) = AFAX = 2R X = AFHX,

d’ou I'hérédité.
Conclusion : pour tout k € N, on a

Akx = 2kx.
Donc

p »
BX = Y arA*X = Y aed*X = Q(HX = piX,
k=0 k=0
et donc X € E,(B). Donc
E;(A) C E,(B).

Cela est vrai pour tout A € Sp(A) tel que Q(A) = p, donc

Ex(A) C E,(B)
A€Sp(A):Q(A)=p

(car E,(B) est un espace vectoriel).
On sait ensuite que la somme de plusieurs espaces propres de A associés a des valeurs
propres deux a deux différentes est directe. Donc

B  Ex4) cEuB).
2€3p(4):Q(N) =

Comme la somme est directe et qu’on a I'inclusion remarquée juste avant, pour tout
1€ Sp(B) on a

> dim(Ey(4) =dim| D  Ei(4)|<dim (E(B)),

AeSp(A):0(1) = AeSp(A):Q(A)=p

soit :
dim (E,(B)) - Z dim (E;(A)) = 0.
AeSp(A)0(1)=p
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Comme A est diagonalisable, on a

n= > dim(E\(4))

A€Sp(A)

Puis, Sp(B) = {Q(/I) pour A € Sp(A)}, donc

n= Y dim(E(4)= ) > dim(Ex(A) < ) dim (E,(B)) <n

Aesp(A) 1eSp(B) AeSp(A):Q(M)=n 4€Sp(B)

(et cette derniére inégalité est en fait une égalité, puisque B est diagonalisable).
Cela donne en particulier

D |dimE®)- > dim(Ea(4) |<n-n=0,
HESP(B) 2€8p(A)Q ()=

et comme c’est une somme de réels tous positifs, elle doit étre positive. Elle est donc
nulle, et c’est donc une somme nulle de réels positifs, donc tous ces réels sont nuls,
ce qui donne

dim (E,(B)) = > dim (Ex(A))

A€Sp(A):Q(A)=p

pour tout u € Sp(B).
On a une inclusion et ’égalité des dimensions, on conclut donc :

EB= P Ew®
A€Sp(A):Q(N)=p

pour tout u € Sp(B).

Enoncé p. 51

A (0)
OnaP=(C1‘...‘Cn ),doncP_lAP= donne
(0) An
A (0) M (0)
AP =P . osoit  A(Ci|...|Cu)=(Ci|...|Cn) Y
(0) An (0) An
puis par calcul matriciel par blocs,
(ACi | ... | ACy ) = ( MCi| ... | MCh ),

et donc on a, pour tout i € [[1,n],
AC; = /IiCi, soit C; € E/li (A)

Donc la famille (C;);c1,n]:1,=2 est une famille de vecteurs de E; (A), libre car extraite
de la famille des colonnes de P, elle-méme libre puisque P est inversible. Donc

dim (EA(A)) > Card{i eflL,n]: A= )L},
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soit
dim (E;(A)) — Card{i € [1,n] : ; = A} > 0.

Puis, par union disjointe, on a

> dim(Ex(4) > > Cardfie[Ln]: 4=} = Card| U {ie[1n]:A=2}

AeSp(A) A€Sp(A) A€Sp(A)

Card{i € [1,n] : A; € Sp(A)}
= n

(puisque chaque coefficient de la diagonale de P! AP est dans le spectre de A).
Comme d’autre part, on sait

Z dim (E;(A)) < n

A€Sp(A)

puisque A est de taille n (cela provient de ce que des espaces propres de A associés a
des valeurs propres deux a deux différentes sont toujours en somme directe), on en

déduit
Z dim (Ez(A)) = Z Card{i € [1,n] : A; = A}
A€Sp(A) A€Sp(A)
soit
(dim (Ex(4)) - Card{i € [1,n] : 4 = A}) =0
AeSp(A)

>0
Or, une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque réel est nul, donc
pour tout A € Sp(A),
dim (Ez(A)) — Card{i € [1,n] : A, =A} =0

soit
dim (E; (A)) = Card{i € [1,n] : A; = A} = Card ((ci),.e[[lsnM:A) .

La famille libre (Ci);c[1,n]:1,=1 d éléments de E;(A) a donc autant d’éléments que la
dimension de E;(A), c’est donc bien une base de E; (A).

Enoncé p. 51

1. Sin =1, alors M = (m) avec m # 0 : la matrice M est diagonale, donc diagona-
lisable, et tr(M) = m # 0. L’équivalence est vraie. Supposons désormais n > 2.
Si M est une matrice de rang 1 alors 0 est valeur propre et

dim(Ey) =n-1

par le théoréme du rang, donc 0 est de multiplicité au moins égale a (n — 1).
Comme la somme des multiplicités des différentes valeurs propres fait n,

— soit 0 est de multiplicité n — 1 et il reste alors une valeur propre « (non
nulle) de multiplicité 1,

— soit 0 est de multiplicité n, et il n’y a pas d’autre valeur propre.
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Dans les deux cas, la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité
fait tr(M), et donc dans le premier cas on a

triM)=(n—1)X0+1Xa=a+#0,
et pour le deuxiéme cas on a
tr(M) =nx0=0.

Donc:

— Sitr(M) # 0, alors 0 est de multiplicité
n—1=dim (E),
et tr(M) est une valeur propre de multiplicité 1, donc
dim (Etr(M)) = il

et donc la somme des dimensions des espaces propres fait la taille de la
matrice n, donc M est diagonalisable.

— Sitr(M) = 0, alors M n’a qu'une seule valeur propre, 0, qui est de
multiplicité
n # dim(Eg) =n -1,
donc M n’est pas diagonalisable.
Donc M est diagonalisable si et seulement si tr(M) # 0.

. Soit M une matrice de rang 1. Notons (Cy,...,C,) les colonnes de M.
Comme rg(M) = 1, il existe i tel que C;, soit non nul (car la matrice nulle
n’est pas de rang 1). Puis,

1 =rg(M) = dim (Im(M)),

et C;, € Im(M) avec C;, non nul, permet de conclure que (Cj,) est une base
de Im(M). Or, pour tout i € [ 1,n],

C; € Im(M) = Vect(C;,),

donc il existe A; avec

Cl = AiCiO.
Donc si on note
X =G, et YT = (/11 An) >
on a bien :
M=XY".

Puis, X = C;, est non nul par définition de iy, et Y estnon nul car ¥;,; = 4;, =1

(ou sinon, si Y = 0y, alors M = X X0, | = 0, ne serait pas de rang 1).

ip

Réciproquement, soit X et Y € M,,;(C) non nuls. Alors il existe (i, j) € [[1,n]?
avec X;; # 0 et Y;; # 0. Alors la formule du produit matriciel donne

(XYT)ij =Xi1(Y )1 =Xi1Yj1 #0

donc M = XY est non nul, donc rg(M) > 1.
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Puis, si on note C; la i-éme colonne de M, alors M = XY donne C; = Y; X,
donc Im(M) C Vect(X). Donc

rg(M) < dim (Vect(X)) < 1.

Donc
rg(M) = 1.

On a donc bien I’équivalence voulue.
Remarquons que

n
YTX = 3 XinYis,

i=1

or le coefficient sur la i-iéme ligne de C; est celui de Y; 1 X, soit Y;1X; 1, et donc
YTX = tr(M).
On a alors :

M =XYTX)YT =X(tr(M))YT = tr(M)XY" = tr(M)M.

Enoncé p. 51
4

. Pour montrer que U = | —4 | est vecteur propre, puisque U est non nul, il
=5

suffit de vérifier (par le calcul) que

4 4
AU = A| -4 | est proportionnel a U = —4|.
=5 =5
Ici on trouve
4 4
AU =A[-4|=3|-4|=3U,
=5 =5

donc U est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 3.

Remarque

On sait que 3 est valeur propre de A, donc racine de y4, donc on sait
que 'on va pouvoir factoriser y4 par X — 3, et le quotient, de degré 2,
se factorise par la résolution d’une équation du second degré.

91



CHAPITRE 7. REDUCTION

Pour tout A € C,

A+6 -1 8
xa(d) = -8 A-1 -8
-9 1 A-11

= (A+6)((A=1)(A—11) +8) + (88 — 81— 72) + 8(—8 — 9 + 91)
par rapport a L;

— (A+6)(A% =124 +19) — 81 + 16 + 8(=17 + 91)
= A —1222 + 191 + 642 — 721 + 114 — 81 + 16 + 721 — 136
= MB-6A+111-6

= A-1D)A-2)(1-3)

Donc
xa=X-1)(X-2)(X-3) et Sp(A) ={1,2,3}.
Remarque
4
Puisque l’on sait que U = | —4 | est vecteur propre de A, on peut utiliser
=5

ce fait pour simplifier le calcul de y4 (on aura une forme partiellement
factorisée) : on fait opération C; « 4C; — 4C, — 5C; (qui correspond
au produit matriciel AU). Comme on remplace C; par 4C; — 4C, — 5Cs,
il faut diviser par 4, sinon on modifie le déterminant. Cela donne :

A-12 -1 8
e 3PAT12 A-1 -8
AOTGTG 2 15 1 A—11

xa(d)
. 4 -1 8
= ;A-3)|-4 A-1 -8

-5 1 A-11

. 4 -1 8
T I RS
2t 5 1 A-11

En développant suivant la deuxiéme ligne, on a alors

CreCp20y = (A=3)(A-2)(A-1).

1 4 0
L (1-3)(1-2) ‘_5 .

1) = 7G-3)(1-2) ’_45 o 1‘

‘A est diagonalisable dans Mj;(R) car A a trois valeurs propres réelles différentes et car A est de taille 3 ‘

De plus, les espaces propres sont tous de dimension 1 (puisque les racines sont
toutes simples).
La recherche des espaces propres qui suit est basée sur I'idée suivante : si on
sait que

dim (E (A)) =1
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et que 'on trouve un vecteur X € E;(A) non nul, alors c’est une base de E; (A)
(tout vecteur non nul d’une droite vectorielle en est une base).
x

Espace propre associé 4 1:Soit X =| y | € Ms;(R) quelconque, alors

z
0 -7 1 -8 X 0
XeE A e A-L)X=|0 || 8 0 38 y |=|0
0 9 -1 10 z 0
1
Comme C; — C; — C3 = 031 (donc (A —I3) [ —1| = 031) et que dim (E;(A)) =1,
-1
ona
1
Ei(A) =Vect|| -1
-1

(on a noté Cy, Cy, C; les trois colonnes de la derniére matrice écrite).

x
Espace propre associé 2 2: Soit X =| y | € Ms1(R) quelconque, alors
z
0 -8 1 -8 X 0
XeE (Ao (A-2)X=(0 || 8 -1 38 y |=]| 0
0 9 -1 9 z 0
1
Comme C; — C3 = 03 (donc (A —2I) [ 0 | =03,) et que dim (E3(A)) =1, on
-1

a

E>(A) = Vect 0
-1

(on a noté Cy, Cy, Cs les trois colonnes de la derniére matrice écrite).
Espace propre associé a 3 : on sait dim (E3(A)) = 1, U € E5(A) et U non nul.
On a donc

4
E5(A) = Vect(U) = Vect|| —4
=5
Par conséquent, comme A est diagonalisable et Sp(A) = {1,2,3} et qu’on a
1 1 4
trouvé une base de chaque espace propre, alors la matrice P =[-1 0 —4
-1 -1 -5
est inversible et
1 0 0
PT'AP={0 2 0|=D
0 0 3

. Résolvons Y? = D.

Analyse : si Y est solution de Y2 = D alors D et Y commutent. En effet

YD =YY?=Y®=Y?%Y =DY.
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Or les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales (on pose

a b c

Y =|d e f|, on écritle systtme YD — DY = 03, on trouve directement
g h i

b=c=d=f=g=h=0,soit Y diagonale). Donc Y est diagonale.

a 0 0
OnposedoncY =|0 b 0| L’équation Y? = D devient alors :
0 0 ¢

a2 0 0 1 00
0 b 0 |= :(0 2 0],
0 0 c? 0 0 3
Cestadirea=+1,b=+V2etc=+V5.
€1 0 0
Synthese : soit (e, ez, e3) € {— 11}3etY—(0 e;V2 0 | Alors
0 0 eV3
e 0 0 100
Y?=[0 22 o0 |=[0 2 0o|=D
0 0 3¢ 0 0 3

3

car (+1)? = 1. Donc Y est solution de Y? = D.

Conclusion : donc I'ensemble des solutions de I'équation Y? = D (d’inconnue
Y € M5(R)) est

€1 0 0
S = 0 eV2 0 : (er,ep,e3) € {-1,1)°
0 0 eV3

et donc I'équation Y? = D a 8 solutions.

1 1 4
. L’étude faite a la question 1 a montré que la matrice P =[-1 0 —4]est
-1 -1 -5

inversible et
P7lAP =D, soit A =PDP!,

Soit X € Mj3(R), notons alors Y = P"1XP, ce qui donne X = PYP™!. On a
alors :

A=X?> o PDP'=PYP'PYP! o PDPl=PY’PT! & D=Y?

(en multipliant par P~! a gauche et P a droite). Donc X est une racine carrée
de A si et seulement si Y est une racine carrée de D.
Donc I’étude faite a la question précédente, donne alors

€1 0 0
A=X* & 3(61,62,63) € {—1, 1}3, Y=|0 ez\/i 0
0 0 eV3

€1 0 0
& F(epepe;) € {-1,1}°, X=P|l0 eV2 o0 |P!

0 0 e3V3
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(car X = PYP™1).
Donc I'ensemble des solutions de I’équation X? = A (d’inconnue X € M;5(R))
est

€1 0 0
S:{pyp—l, YeS'}: Pl 0 ev2 0 |P':(enesnes) e {-1,1)3
0 0 e\3

Puis, I'application
¢ : M e Ms(R) — PMP~ ! € M3(R)
est injective (elle est méme bijective, de bijection réciproque
M € M3(R) — P~'MP € M3(R),
ce que l'on vérifie par calcul direct), donc
S =4¢(S)

a le méme cardinal que 8’, donc est formé de 8 éléments.

Donc A a 8 racines carrées différentes.

. Soit A € M, (R) possédant n valeurs propres Ay, ..., A, deux a deux distinctes
et non nulles. Alors A est diagonalisable : il existe P € GL,(R) telle que

P7'AP =D = diag(Ay, ..., ).

Comme 2 la question précédente, X € M, (R) vérifie X? = A si et seulement
si Y = P71XP vérifie Y2 = D, et X — P~1XP est une bijection de M, (R) sur
lui-méme : les matrices A et D ont le méme nombre de racines carrées.

Si Y2 = D, alors Y commute avec D. En notant Y = (y;;), le coefficient
d’indice (i, j) de YD — DY est (A; — A;)y; ;; il est nul, et comme les A; sont deux
a deux distincts, y; ; = 0 pour i # j. Donc Y = diag(ys,...,yn) est diagonale,
et Y? = D équivaut & : pour tout i, y? = A;.

— Si toutes les valeurs propres de A sont strictement positives, chaque équa-
tion y? = A; a exactement deux solutions réelles +V;, et A posséde 2"
racines carrées dans M, (R).

— Sil'une des valeurs propres de A est strictement négative, ’équation
correspondante n’a pas de solution réelle, et A n’a aucune racine carrée

dans M, (R).

Le méme raisonnement vaut pour A € M, (C) possédant n valeurs propres
deux a deux distinctes et non nulles : chaque A; a exactement deux racines
carrées complexes, donc A posséde 2" racines carrées dans M, (C).
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Enoncé p. 51
1) Pour tout A € C,
A-3 3 -2
xa(A) = 1 A-5 2
1 -3 A
A-5 2 3 =2 3 -2
parrap};)rtécl (A_?))’ -3 A ‘_‘ -3 A * A=5 2 ’

= (A=3)(A(A=5)+6) = (31— 6) + (6 — 10 + 21)
= (A-3)(A=-3)(A-2)-(1-2)
= (A-2)(A*-61+9-1)

= (A-2)*(A-4)

donc
xa=(X-2%*X-4) et  Sp(A) ={2,4},

4 est valeur propre simple, donc
dim (E4(A)) =1,
et 2 est valeur propre double, donc
1 < dim (Ez(A)) < 2.
Remarque

Le calcul de y4(A) se simplifie si ’'on remarque que la somme de chaque ligne
de A fait 2 : on fait alors 'opération C; «— C; + C; + Cs, et cela permet d’avoir
une forme en partie factorisée.

A—2 3 =

A = A-2 A-5 2
XA( ) C1<—C1+C2+C3 A _ 2 _3 A
1 3 =2
= A-2)]1 A-5 2
1 -3 A
1 3 -2
— A-2)l0 A1-8 4
o 0 -6 A+2
A—38 4
- =2 -6 A+2

= A=2)((A=8)(A+2) +24) = (A -2)(A* - 61 +8)

= A=2)(A-4)(1-2)

Puis,
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A est diagonalisable dans M;(R)

rg(A —-25) =rg

donc par le théoréme du rang

xA est scindé dans R[X] : OK
dim (E4(A)) =1 OK

dim (E3(A)) =2

Sp(A) = {2,4}).

dim (Ez(A)) =3 -1

donc A est diagonalisable dans Ms(R).
Autre justification : A € M;3(R) et

=2,

dim (E3(A)) + dim (E4(A)) =2+ 1 =3 = taille de A

(car

(et 2 et 4 sont deux éléments différents de R), donc A est diagonalisable dans Ms(R).

X

Espace propre associé a 2 : Soit X = |y | € Ms;(R) quelconque, alors

X € E;(A) =3

Lz PLZ —L1
L3 HL3 —L1

Donc

3y — 2z
Ey(A) = Y
z

3
Notons U = [1]|etV =
0

=7

z
0 1
(A-2L)X=(0]e|-1
0 -1

x—3y+2z 0

0 0

0 0

-3

3
3

-2

, () R’ =3y[1]|+2| 0|, (y.2) €R?

1

2 0
—2|ly|=|0|&e
-2/ \z 0

= Vect

x =3y +2z
-x + 3y - 2z
-x+3y + 2z

0 |, alors (U, V) est une famille génératrice de E»(A),

1

formée de deux vecteurs, et dim (E3(A)) = 2, donc (U, V) est une base de E;(A).

X

Espace propre associé a 4 : Soit X =| y | € Ms1(R) quelconque, alors

X € E4(A) =3

LZ HLZ —L1
Ly—Ls3—L;

z
0
0
-x -3y +2z
4y — 4z
6y — 6z

=il

(A-4B)X =[0]| e |-1

-1

oS O O

-3

1

2\ (x 0
=2|ly|=|0]<
0
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Donc
-z =il -1
Ei(A)=4|z |, zeR}; =4z 1|, ze Ry =Vect|| 1
=il
Notons W =| 1 |, alors (W) est une famille génératrice de E4(A), formée de un seul
1

vecteur, et dim (E4(A)) = 1, donc (W) est une base de E4(A).
Puis, comme A est diagonalisable et qu’on a trouvé une base de chaque espace propre,

3 =2 -1
onendéduitque P=(U |V |W )=[1 0 1
0 1 1
2 00
D:=P'AP=|0 2 0
0 0 4
2) La relation précédente se réécrit
A =PDP},
et donc pour tout n € N,
A" = pD"P!

est inversible et

d’apres le cours (proposition sur les puissances itérées). Alors, pour tout n € N,

comme D est diagonale,

2" 0 0
A*=pP|lo 2" o |pP!
0 0 4"
Puis, A est inversible car 0 ¢ Sp(A), et
1
271 9 0 2
B=P| 0 27' o |pPl=P| 0
0 0 471
0
vérifie
1 1
—_ 0 O —_
2 . 2 0 0 2
AB=PDP'P| 0 = o [P'=P| 0 2 0 0
2 1 0 0 4
0 0 = 0
4
donc
B=A"1

S N|=k O

S N~k O

[ =)

N e ]

Puis, pour tout entier n € N*, de la méme maniére qu’avant,

(2=hH"

n

271 0 0
A"=(AH=pP[ 0o 271 o
0 0 471

pl=p

0
0

pl=pppl=1p,

0 0
@ 0
0 (4—1)n
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Donc la formule reste vraie pour n négatif.

Remarque

Plus simplement, en utilisant que, si P, Q et R sont inversibles, (PQR) ™!
R™1Q71P7!, on a, pour tout n € N*,

A= (A7 = (PD"PTY) T = (PN TP = PO TP

2" 0 0
et donc tout revient a vérifier que, pour D" =| 0 2" 0 |[ona(D")"!=
0o o0 4"
27" 0 0
0 27 0 [, cequiestdirect.
0 0 47"

3) Soit M € M3(R), posons N = P"!MP, alors M = PNP~!, et donc

MA=AM << PNP'PDP!=PDP 'PNP"! & PNDP!'=PDNP! & ND=DN.

a b c
Or,siN=|d e f]| alors
g h j
2a 2b 4c 2a 2b 2c
ND =|2d 2e 4f et DN =|2d 2e 2f]|,
29 2h 4j 49 4h 4j
donc
ND=DN&sc=f=g=h=0.
Donc
a b o0
AM =MA & ilexiste (a,b,d e j) € R>avecM =P|d e 0|P7!
00 j
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Remarque

On peut aller plus loin : Notons
M; = PE;1P7}, M, = PE;,P7, Mz = PE, P, My = PE;,P™' etenfin

(ot (Eij)(ij)ef1,3]? est la base canonique de M;(R)), alors

a b 0
Pld e 0 P_l =Px (aEl,l+bE1,2+dE2,1+eE2,2+jE3,3)><P_1 = aM1+bM2+dM3+eM4+jM5
0 0 j

en développant le produit matriciel. Donc pour tout M € M3(R),

AM = MA & il existe (a, b, d, e, j) € R avec
M =aM; + bM2 + dM3 + eM, +jM5.

Par conséquent, le commutant de A est

Vect(M;, My, M3, My, Ms).
Puis, pour tout (a, b,d, e, j) € R>, si aM; + bM; + dM3 + eMy + jMs = 03, alors
03 = aM;+bMy+dMs+eMy+jMs = PX (aEy 1 +bE; 2 +dEy 1 +eEs 2+ jEs3) XP ™,
donc en multipliant par P & droite et P~! a gauche,

a b 0
d e 0]|= aEl,l + bEl’z + dEz,l + 6E2’2 + jE3’3 = P_l X 03 X P =03,
0 0 j

donc
a=b=d=e=j=0.

Donc la famille (My, My, M3, My, Ms) est libre.
Donc la famille (M;, My, M3, My, Ms) est une base du commutant de A, qui est
donc un espace vectoriel de dimension 5.

Enoncé p. 51

Soit A € Sp(u) et x € E;(u), donc
u(x) = Ax.
Alors, comme u o0 =0 o u,
u(o(x)) = 0(u(x)) = 0(Ax) = Ao (x),

donc
v(x) € Ex(u).

Donc E)(u) est stable par o.

Supposons que u a r valeurs propres Ay, ..., A,, deux a deux différentes (donc
1 < r < dim(E)). Soit Eq, ..., E, les r sous-espaces propres associés. Notons By, ..., B,
une base de chacun des sous-espaces propres. Alors B = (By, ..., B;) est une base
de E car u est diagonalisable.
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Pouri € [1,r], soit x € B; C E;. Alors u(x) = A;x et
v(x) € E;
car E; est stable par v, d’ou
u(v(x)) = Ao (x).

Or,
o(u(x)) = o(ix) = Lo(x).

D’ou
uoov(x) =vou(x)

pour chaque vecteur de la base B.
Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales, donc

uov=oou,
autrement dit, u et v commutent.

Enoncé p. 51

Soit X € M, 1(K) un vecteur propre de A associé a A. Alors X # 0,1 et

AX = AX.
Donc
A’X = AAX = MAX = A’X
et
A3X = AA’X = AX’X = V2AX = 23X.
Donc

On,l = OnX

(A3 —2A% —5A +61,)X = A3X — 2A%2X — 5AX + 6X

X = 222X - 50X +6X = (1> =202 =51+ 6)X
Comme X # 0,1, on a alors
0=A-22-51+6=(1-1)(A+2)(1-3).

Donc

]Sp(A) c{1,-2,3} \

Sans autre information sur A, on ne peut pas préciser lesquelles de ces valeurs sont
effectivement des valeurs propres de A.

Enoncé p. 51

M est une matrice triangulaire par blocs, de blocs diagonaux nuls, donc
am(X) =X,

et 0 est la seule valeur propre de M.
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Si M est diagonalisable dans M,,(K), alors il existe P € GL2,(K) avec P"!MP
diagonale, et les coefficients diagonaux sont des valeurs propres de M, donc sont
nuls.
Donc

P™IMP = 0,5, et donc M = P0,,P~! = 0,,,

ce qui donne A = 0, contradiction.
Donc M n’est pas diagonalisable.

Enoncé p. 52

SiA € Mjni1(R) alors ya € R[X] est de degré 2n + 1 et unitaire, donc s’écrit
xa =X 4R, avec R € R[X] de degré au plus 2n.

Donc
lim XA(X) =+ et lim XA(.X') = —09,
X——00

X—+00
et comme y4 est un polyndme, il est continu sur R. Alors d’apreés le théoréeme des

valeurs intermédiaires, y4 admet (au moins) une racine réelle, donc A admet (au
moins) une valeur propre réelle.

Enoncé p. 52

Soit r € N* tel que N” = 0, (r existe car N est nilpotente).
I, et N commutent, donc par la formule du binéme de Newton : pour tout p € N
avecp >r,

y4 r—1 y4 r-1
P\,p—kark P\op—kark P\ p—knrk
P — P — P = p = P
AP = (A, + N) _Z(k))t N _Z(k)/l N +Zon_2(k),1 N*.
k=0 k=0 k=r k=0
Or,ak € [[o,r — 1] fixé,
Pk _P=D ... (p—k+1) ., p
(k)’1 B Kkl S T

par croissance comparée (car |A| < 1).
Donc A? est, pour p > r, une combinaison linéaire des r matrices fixes N 0. .. N1
dont les coefficients tendent vers 0. On en déduit

AP — 0.

p—+co

Enoncé p. 52

1) Notons
T:Me MR) —»M".

T est un endomorphisme de M, (R) d’apreés le cours, et
f = IdMn(]R) +T,

donc f est un endomorphisme de M, (R) par addition d’endomorphismes.
2) Si M est une matrice symétrique,

fM) =2M,
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donc I'ensemble S, (R) des matrices symétriques est inclus dans E;(f).
Si M est une matrice antisymétrique,

fM) =0pm,®) =0-M,

donc I'ensemble A, (R) des matrices antisymétriques est inclus dans E(f).
Comme

n? = dim (S,(R))+dim (A, (R)) < dim (E5(f))+dim (Eo(f)) < Z dim (E;(f)) < dim (M,(R)) = n?,
AeSp(f)
on en déduit que f est diagonalisable, que

Sp(f) ={0.2},  Ex(f) =Sn(R) et Eo(f) = Ax(R).

Autre facon :
Soit A € R. On étudie ’équation

fM) =M,

pour déterminer a quelles conditions elle a des solutions M # 0 54, (r) (pour avoir A
valeur propre). Or,

f(M) =AM = M+MT =AM = MT =(A-1)M.
Remarquons que A = 1 est impossible, car sinon on a
f(M)=M & MT = 0M,(R) = M = 0pm,(r)s
et ce n’est pas ce que 'on veut.
Supposons donc A # 1, que A soit valeur propre et que M soit un vecteur propre
associé, alors on aM™ = (A — 1)M, soit

1
M=—MT,
A-1

1
et en passant a la transposition (et car ("M ") = M), onaM" = ﬁM’ ce qui donne
en reportant dans 1’égalité précédente,

L M=0-1Mm

A-1
Comme M est un vecteur propre de f, M # 0, (r), donc
1
— =(A-1),
7= 4D

autrement dit (A — 1)2 = 1, soit A2 — 21 = 0, soit A = 0 ou A = 2. Donc on a montré

Sp(f) < {0,2}.

Puis,
f(M) =0M = M" =-M = M € A,(R),

donc Ey(f) = A(R) (et comme c’est un espace non réduit a {0, ()} sin > 2,ona
bien 0 € Sp(f) pour n > 2).
Et

f(M) =2M & MT =M = M € S, (R),

donc E;(f) = Su(R) (et comme c’est un espace non réduit a {0, (r)}, on a bien

2 € Sp(f)).
Enfin,

dim (M,(R)) = n* = dim (S,(R)) + dim (A,(R)) = dim (Ez(f)) + dim (Eo(f)),

donc f est bien diagonalisable.
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Enoncé p. 52

1) Les matrices A etA" ont le méme polyndme caractéristique, donc le méme spectre
(exercice 7.61). Donc 1 est valeur propre de AT.
2) La matrice A est diagonalisable dans M, (K), donc il existe P € GL,(K) avec

PlAP =D

matrice diagonale. De plus, les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres
de A, et (puisque 1 est valeur propre, il apparait sur la diagonale de D), quitte a
permuter deux colonnes de P (ce qui ne change pas le fait d’étre inversible, puisque
le déterminant est seulement changé en son opposé), on peut supposer

1 (0)
Az
(0) Ap
Comme A est diagonalisable, la multiplicité de 1 comme valeur propre de A vaut
n(1) = dim (E{(4)) =1,

et comme D est semblable a A, on en déduit que 1 est valeur propre simple de D,
donc qu’il apparait une seule fois sur la diagonale de D, puisque D est diagonale.
Dong, pour j € [2,p], 4; # 1, et donc

il <1
(par 'hypothése de I’énoncé).
Par conséquent, pour tout n € N,
1 (0) 1 (0)
(A2)" 0
D" = —
.. n—oo ..
(0) (4p)" (0) 0
car pour tout j € [[2,p],
] <1, donc (AN" — 0
n—oo

(ainsi, toutes les suites coordonnées (dans la base canonique) de la suite de matrices
(D™)nen convergent, ce qui assure la convergence de la suite de matrices (D"),en).
Puis, d’aprés la formule du produit matriciel, chaque coefficient de A™ = PD"P~! est
une combinaison linéaire, a coeflicients fixes (ne dépendant que de P et P71, des
coefficients de D". Chacune de ces combinaisons linéaires de suites convergentes
converge, donc la suite de matrices (A™),en converge, coordonnée par coordonnée,

et
1 (0)
A" =pD"P™! — Q:=P . Pt
n—oo ..

(0) 0
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Enfin,
1 (0) 1 (0)
0 0
Q* =P plp p!
(0) 0 (0) 0
1 )\’
0
= P p!
(0) 0
1 (0)
0
= P p1
(0) 0
=0
Remarque
On peut aussi dire :
AZn -
n—oo

car la suite de matrices (A%"),cn est une suite extraite de la suite de matrices
(A™)pen. Mais pour tout n € N,

A = A" x A™,

et chaque coefficient de A” X A" est une somme de produits de deux coefficients
de A", qui convergent, donc

A" — Ox Q=0

n—oo

L’unicité de la limite conclut :
2
Q" =0.

3) Multiplier par une matrice inversible (a gauche ou a droite) ne change pas le rang,
donc

1 (0) 1 (0) 1 (0)
rg(Q) =1g| P N P~ | =1g|P _ N
(0) 0 (0) 0 (0) 0

I

03
1

(=]

Par définition, on a
AX = X.

Montrons alors par récurrence sur n € N que

A'X =X.
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Initialisation : I'’hypothése AX = X donne le cas n = 1 (car A! = A). Remarquons
que le cas n = 0 est vrai aussi, par convention, car A = I, et donc

A'X =X =X.
Hérédité : soit n € N, supposons A"X = X. Alors
A™IX =AxA"X =Ax X = AX =X,
d’ou ’hérédité.
Conclusion : on a bien, pour tout n € N,

A'X =X.

Puis, le produit matriciel M, (K) x M,,;(K) — M, 1(K) est bilinéaire, défini sur
M, (K) x M,,1(K) qui est de dimension finie, donc est continu. Donc

X = A"X — 0OX.

n—oo

Donc
0X =X, et donc X € Im(Q).

Enfin, X # 0, (car c’est un vecteur propre), X € Im(Q) et
dim (Im(Q)) = rg(Q) = 1,

donc (X) est une base de Im(Q).
4) Par définition, on a
ATY =Y,

donc en transposant :
YT=("TATY) =Y"("TA") =YTA.
Montrons alors par récurrence sur n € N que
YTA" =Y.

Initialisation : ’hypothése YT A =Y donne le cas n = 1 (car A' = A). Remarquons
que le cas n = 0 est vrai aussi, par convention, car A = I, et donc

YTA  =Y"L, =Y".
Hérédité : soit n € N, supposonsY T A" =Y. Alors
YTA™ =YTA"x A=Y"xA=YTA=Y",

d’ou ’hérédité.
Conclusion : on a bien, pour tout n € N,

YTA" =Y.

Puis, le produit matriciel M, ,(K) X M, (K) — M, (K) est bilinéaire, défini sur
M p(K) x M,(K) qui est de dimension finie, donc est continu. Donc

YT =YTA" — YTQ.

n—oo
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Donc
YO =Y.
Notons Cy, ..., Cp les colonnes de Q. Pour tout j € [1,p], ona

C; € Im(Q) = Vect(X),

donc il existe a; € K avec

Cj = O(jX
Donc
Q=(mX ‘ ‘ apX ) =Xx(t ... ap),
puis par produit matriciel par blocs,
YT =Y"Q=Y"(arX|...|apX )= ("X |... | VX ).

Enfin, YT X est une matrice de M;(K), donc son unique coefficient est tr(Y " X), donc
Y =(aV"X | ... [ V"X )= (0 tr@7X) ... aptr((7X))

(la derniére égalité n’utilise pas de matrices par blocs). Comme Y est un vecteur

propre, Y # 0,5, doncY ™ # 0y, et I'égalité précédente impose tr(Y "X) # 0. On en

déduit

(a ap) Ly i Q Ly
.. =—727Y", uis = — .
! P = w(TX) P tr(YTX)

Remarque

1. On peut présenter aussi ainsi : comme Y X € M;(K),

YT =(a¥'X ‘ ‘ aY X )=(1 ... o)XY X=tr(Y'X). (s
(carYTX est la matrice dont I'unique coefficient est tr(Y " X)), et donc
1
= XYT.
Q tr(YTX)

2. Cela n’est pas surprenant, car Q étant la matrice d’un projecteur, on a

tr(Q) =rg(Q) = 1,
et comme
tr(XYT) = tr(Y ' X),
si Q est multiple de XY T, la seule possibilité est que
1 T

=t

Autre démonstration de I’exercice, plus basé sur du produit matriciel par
blocs :

Pour avoir le 1 comme premier coefficient de la diagonale de D, on prend X comme
premiére colonne de P (comme X est non nul, et que

dim (E{(A)) =1,

ap)
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c’est une base de E;(A)).
Comme Y € E;(AT) et Y non nul avec

dim (E;(A7)) =1,

ona (Y) base de E;(AT).
Puis, en transposant 1’égalité

P7'AP = diag(1, Az, ..., Ap),

on a

((PT)_l)_lAT(PT)_l PTAT(PT)—l

PTAT(P—l)T

= (P7lAP)T

diag(1, A, .., Ap)T

diag(1, Az, ..., Ap)
Donc la premiére colonne de (PT)~! =(P~!)T est un vecteur propre deAT associé a 1,
donc il existe a € K tel que la premiére colonne de (P~1)T est aY, soit la premiére

ligne de P! est aY .

ay’
L,
Par conséquent,ona P = ( X ‘ Cy ‘ ‘ Cp JetPl=|—""—|
LP
Puis,
1 (0) 1 0)\ [ "
0 L,
Q=P _ Pl=(X|C|...|C) | =aXyT.
(0) 0 (0) o /\"L,

Enfin, comme Q? = Q, Q est la matrice d’un projecteur, donc rg(Q) = tr(Q). Et
comme rg(Q) =1, on a alors

1=1g(Q) =tr(Q) =atr(XY") = a tr(Y ' X),
et donc

1 1
= i = XyT.
=ty P QT hhT

Enoncé p. 52

1) Plusieurs facons pour montrer I’égalité demandée.
0 -1 1

Premiére facon : on calcule B = |-1 0 —1|, puis on calcule B> =
1 -1 0
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2 -1 1

-1 2 -1}, et on constate bien

1 -1 2

B* =B+ 2.
Deuxiéme facon : on calcule y4 = X> + 3X, puis
B> —B—2I3 = (A* + 2I3)* — (A* + 2I3) — 2I; = A* + 3A* = A X ya(A).
Or, le théoréme de Cayley-Hamilton donne y4(A) = 03, donc
B*—B-23=AX0; =0

ce qui donne bien I’égalité voulue.

2) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé, de sorte que AX = AX

avec X # 03 ;. Alors
BX = A2X +2X = 2*°X +2X = (A* + 2)X,

donc A? + 2 est valeur propre de B.
Mais
X-X-2=(X+1)(X-2)

est un polynéme annulateur de B qui admet —1 et 2 comme racines, donc

Sp(B) c {~1,2}.

Comme A2 +2 = —1n’a pas de solution dans R, on conclut : si A € R est valeur

propre de A, alors A2 + 2 = 2, soit A = 0.
Donc

0 est la seule valeur propre réelle possible de A.

Mais si A est diagonalisable dans M3 (R), il existerait alors R une matrice inversible
avec R™!AR qui serait une matrice diagonale, avec chaque coefficient diagonal qui

serait une valeur propre réelle de A, donc nulle, donc on aurait
R7'AR = 03, soit A=Rx03 xR =0;

ce qui est faux.
Donc A n’est pas diagonalisable dans Ms(R).
3) Soit n € N. Calculons le reste de la division euclidienne de X" par

X2-X-2=(X-2)(X+1).

La division euclidienne donne : il existe un unique couple (Q,, R,) avec Q, €

R[X], R, € R[X] avec
deg(Ry) < deg (X* -X -2) =2

tel que
X" =(X? =X —-2)XQp+Ry.

Comme deg(R,) < 2, il existe (a, b) € R? avec

R, =aX + b, et donc on a X"=(X*-X-2)XQp+aX +b.
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En évaluant cette égalité en —1, on a alors
(-D"=0XQp(-1)+ax(-1)+b=—-a+b.
En évaluant cette égalité en 2, on a alors
2"=0XQn(2)+ax2+b=2a+b.

Doncon a

5

2a+b=2"
b—a=(-1)"

ce qui donne

2n _ (_1)n
a=—""-"-
3

_2+2-(=1)"

i b
puis 3

Donc

2" — (=" 2"+ 2(-1)"
e |

R
" 3 3

4) Soit n € N. La division euclidienne de X" par X% — X — 2 s’écrit alors

PSS B o) ()
X"=(X*-X-2)Q, + ; )x+ 1)

3

s

et en évaluant en B, on a alors

3|

2" — (=" 2" + 2(—-1)" 2 — (=" 2"+ 2(-1)"
B" = (B* — B — 2I3)xQ,,(B)+ ( )B+ ( )13= ( )B+ ( )I
- 3 3 3 3
=05
Enoncé p. 52
On sait que y4 € K,[X], donc il existe (ay, ...,a,) € K" avec
n
Xa= Zaka
k=0

(avec a, =1 car on sait que y4 est unitaire). Alors le théoréme de Cayley-Hamilton
donne y4(A) = 0y, soit

n n
0, = Z akAk =aol, + Z akAk,
k=0 k=1
ou encore
n n
aol, = —ZakAk =AX Z}—akAk_1
k=1 k=1

(I’expression de droite existe bien, car pour toutk € [1,n], k — 1 € N).
Comme la matrice A est inversible, 0 n’est pas valeur propre de A, donc 0 n’est pas
racine de y4, donc gy # 0. Donc

n

a -
Z_a_kAkl

k=1 0

L =AX

5
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et donc en multipliant par A~! 4 gauche, on a

Al = Z _a_kAk—l
= N

n
a
Donc P = Z —ZExk-1 convient (c’est bien un polyndme car pour tout k € [ 1, n],
ao
k=1

k-1eN).

Enoncé p. 52
1) Soit i € [[1,n], alors e; € Ker(u — A; Id) par définition. Or, v commute avec u par
hypothese, et v commute avec Id (sans hypothese), donc v commute avec u — A;1d :

vo(u—A;Ild)=vou—Awold=uoov—A;Idov = (u— A;1d) o 0.

Remarque

On peut aussi dire : u — A; Id est un polynéme en u, v commute avec u, donc v
commute avec u — A; Id.

Par conséquent, v laisse stable le sous-espace vectoriel Ker(u — A;1d) (cours), donc
v(e;) € Ker(u — A;1d).

Or, u est un endomorphisme de E avec n = dim(E), et u a n valeurs propres deux a
deux distinctes, donc chaque espace propre est de dimension 1.
Comme

— e; € Ker(u — A;1d) = E), (u),

— et que ¢; # 0 (car B est libre, donc ne contient pas le vecteur nul)

— et que dim (Ey, (u)) =1,
on peut en conclure que (e;) est une base de E, (u) = Ker(u — 4;1d).
Comme v(e;) € Ker(u — A;1d), on en déduit qu’il existe y; € K avec

v(e;) = pie;.

2) Les A; pour i € [[1,n] sont deux & deux différents, donc les polyndmes interpola-
teurs de Lagrange (L;);e[1,,] associés, définis pour tout i € [[1, n] par

X -

Li =
_Aj

/1.
jeltn] ™
J#i

forment une base de K,,_1[X], et les coordonnées d’un polyndme P quelconque dans
cette base sont

(P(A1),...,P(Ay)).

Dong, il existe un unique polynéme P € K,,_;[X] tel que, pour touti € [[1,n], P(4;) =
i (les coordonnées dans une base caractérisent le vecteur), a savoir

P = i ,ul-Li.
i=1

111
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3) Notons w = P(u). Alors, pour tout i € [[1, n]], comme u(e;) = A;e;, on a
w(e;) = P(u)(e:) = P(Ai)e; = piei = v(e;).
Comme B = (e, ..., e,) est une base de E, on a alors
w =0 sur une base de E.
Comme v et w sont linéaires, on en déduit bien que
w =0.

Réciproquement, si P € K,,_1[X], alors P(u) est un endomorphisme de E qui com-
mute avec u (cours).
On a donc montré que le commutant de u était {P(u), P e K,_1[X] }

Remarque

L’hypothese sur u n’est pas superflue : pour u = Idg et n > 2, tout endomor-
phisme de E commute avec u, alors que {P(u), PeK, [X]} = Vect(Idg)
est de dimension 1.

Enoncé p. 53

A et B sont semblables, donc il existe une matrice Q € GL, (K) telle que
Q7 'AQ =B.
Alors, d’apreés le cours, pour tout k € N,
0~ 1AkQ = B
Soit P € K[X], il existe p € N et (ao, ..., a,) € KP*! tel que

aka.
0

p
pP=
=
Alors

p
Q'P(A)Q =Q 7" x (Z aA* | x Q=
k=0

p
a0~ 1AFQ = Z a.BF = P(B).
k=

0 k=0

Donc les matrices P(A) et P(B) sont semblables.

Enoncé p. 53

La matrice A est diagonalisable, donc il existe Q € GL,,(K) et D une matrice diagonale
avec Q"'AQ = D, et les coefficients diagonaux de D sont des valeurs propres de A.
Alors, d’apreés le cours, pour tout k € N,

07 'A*Q = D*.
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p
Puis, si on écrit P = apX k, alors
k=0
4 p
Q7'P(AQ =07 | > @A |Q = ) a0 'A¥Q = Y aDF = P(D).
k=0 k=0 k=0
A
Notons D = , alors
An
i K
agA;
P P Ay k=0 P(41)
P(D) =) aD* =" a = -
k=0 k=0 /1/; p
Z a Ak
k=0

Donc P(A) est semblable 4 P(D) qui est une matrice diagonale, donc est une matrice
diagonalisable.

Supposons n > 2. Soit A = E; ,, (la matrice dont tous les coeflicients sont nuls, sauf
celui sur la premiere ligne et derniére colonne), alors

A’ =0,

(car n > 2), donc A? est diagonalisable.

Mais A n’est pas diagonalisable. En effet, A est triangulaire, avec que des 0 sur la
diagonale, donc Sp(A) = {0}. Si on avait A diagonalisable, il existerait R une matrice
inversible et D une matrice diagonale avec R"*AR = D, et les coefficients diagonaux
de D seraient des valeurs propres de A, donc seraient nuls. Donc on aurait

D =0, puis A=RDR'=Rx0,xR =0,
ce qui est faux.
Donc la réciproque est fausse pour P = X2,

Enoncé p. 53

Notons Q = P — A, alors comme P est non constant, Q est aussi non constant.
Donc le théoréme de d’Alembert-Gauss donne (si on note p = deg(Q)) qu’il existe
(A1, ..., Ap) € CP (les racines de Q, comptées avec multiplicité) et & € C* (le coeffi-
cient dominant de Q) avec

O=a(X-11)...(X=4p).
Si, pour tout i € [ 1, p], A; n’est pas valeur propre de A, c’est-a-dire si la matrice A —
Ail, est inversible, alors par produit de matrices inversibles et par produit avec un
scalaire non nul, la matrice

P(A) = AL, = Q(A) = a(A = ML) ... (A= Aply)

est inversible, donc A n’est pas valeur propre de P(A).
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En contraposant, si A est une valeur propre de P(A), il existe i € [1, p] tel que la
racine A; de Q soit valeur propre de A. Il existe donc p € C avec u € Sp(A) et

0=0(u) =P(p) -4 soit P(p) =4

(¢ = A; convient).

Enoncé p. 53

1) A3 = A%, donc
P=X"-X"=X*(X-1)

est un polynéme annulateur de A. Donc les valeurs propres de A sont des racines
de P, donc
Sp(A) c {0, 1}.

La matrice A est aussi une matrice de M, (C), et ses valeurs propres complexes
sont encore des racines de P, donc appartiennent a {0, 1}. D’aprés le théoréme de
d’Alembert-Gauss, ya est scindé sur C, et ses racines complexes sont les valeurs
propres complexes de A. Notons p la multiplicité de 0 comme racine de y4 (p =0
si 0 n’est pas racine de y4), et g celle de 1 (idem). Alors

xa=XP(X -1)17 et p+q=deg(ya) =n.

D’apres le cours, la trace de A est la somme des racines complexes de y4 comptées
avec multiplicité, donc
tr(A) =pX0+qgx1=q.

Comme on suppose tr(A) = n, on a alors
q=n, et donc p=0.

Donc 0 n’est pas valeur propre de A (car sa multiplicité p est nulle), et 1 est valeur

propre de multiplicité n. Donc
Sp(A) = {1} |

2) De plus, comme 1 est la seule racine de y4, qui est un polyndme unitaire de degré n,

on en déduit
= (X-")

3) Enfin, 0 n’est pas valeur propre de A, donc la matrice A est inversible. Donc, en
multipliant I'égalité A> = A% par (A™1)?, on obtient

A=1,|

Enoncé p. 53

Si A est inversible, alors
A? = A - 2L,

soit P(A) = 05 avec
P=X*-X+2.

Mais P n’a pas de racines réelles, donc A n’a pas de valeurs propres réelles.

114



CHAPITRE 7. REDUCTION

Mais A est de taille 5, donc y4 est de degré 5, impair. Donc
lim y4 = —o0 et lim y4 = +oco.
—00 +00

Comme y4 est continue, le théoréeme des valeurs intermédiaires donne que ya
s’annule sur R, donc que A a une valeur propre réelle. Contradiction.
Donc A n’est pas inversible.

Enoncé p. 53

Le polynéme
P=(X+2)X(X-1)

est un polynéme annulateur de A, donc
(A +2I,)A(A - I,) = 0.
Comme —2 n’est pas valeur propre de A, la matrice
A—-(-2)I, =A+2I,
est inversible. En multipliant 4 gauche par (A + 2I,) ! I'égalité précédente, on a alors
A(A-1,) =0, soit A2 —A =0, soit A% = A

Donc A est la matrice d’un projecteur.

Enoncé p. 53

Supposons P(A) = 0,, autrement dit P est un polynéme annulateur de A. Alors,
d’apres le cours, pour tout A € Sp(A), P(1) = 0.

Supposons, pour tout A € Sp(A), P(1) = 0.

La matrice A est diagonalisable, donc il existe Q € GL, (K) et D une matrice diagonale
avec Q"'AQ = D, et les coefficients diagonaux de D sont des valeurs propres de A.
Alors, d’aprés le cours, pour tout k € N,

P
Puis, si on écrit P = apX k, alors
k=0
P P P
Q7'P(4)Q =07 (Z aA¥|Q = > ,07'AkQ = 3" oDk = P(D).
k=0 k=0 k=0
A
Notons D = , alors
An
i "
arAy
P p (M P P(4)
P(D):Zaka:Zak = = .
k=0 k=0 2k P P(4,)
" Z akAﬁ "
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Puis, comme pour i € [1,n], ona A; € Sp(A), par hypothése on a P(4;) = 0, et donc

0
pD)=| - |=o0.

Enfin,
P(A) =QP(D)Q'=0x0,xQ ' =0,.

Par double implication, on a bien I’équivalence demandée.

Enoncé p. 53
1) Ona

MN € GL,(C) & det(MN) # 0 & det(M)xdet(N) # 0 & (det(M) £0 et det(N) # o) P (M € GL,(C) et N €

2) Soient Ay, ..., A, les valeurs propres complexes de A, répétées autant de fois que
leur multiplicité, de sorte que, d’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss,

XA = ﬁ(X - A).
i=1

On a donc

xa(B) = [ |(B-Ail).
i=1

D’apres la premiere question (et une récurrence immédiate), y4(B) est inversible si et
seulement si, pour tout i € [[1, n]], B — A;I, est inversible, c’est-a-dire si et seulement
si, pour tout i € {1,...,n},

Ceci revient bien a dire que
Sp(A) NSp(B) =0

(puisque Sp(A) = {A1, ..., An}).

Enoncé p. 53

Notons « le coefficient dominant de Q; comme Q est non nul, @ # 0.
De plus, Q est non constant : un polynéme constant non nul n’annule aucune matrice
de M, (C) (car n > 1). Soit p = deg(Q), alors

p=1 et deg(Q)=p -1,

et le coefficient dominant de Q’ est pa. Par le théoreme de d’Alembert-Gauss, il
existe alors (Ay,...,4,-1) € CP~! avec

Q, :p(){(X—/h) ce (X - Ap—l)'

Puis, pour tout i € [[1, p — 1], si la matrice A — A;I, n’est pas inversible, alors A; est
une valeur propre de A, donc une racine de Q puisque Q est un polynéme annulateur
de A. Mais A; est aussi racine de Q’, et donc A; serait racine au moins double de Q,
ce qui contredit I’énoncé. Donc la matrice A — A;I,, est inversible.
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ON

Alors, par produit de matrices inversibles et d’'un complexe non nul, la matrice
Q' (A) =pa(A— M) XX (A= Ay_1ly)
est inversible.

Enoncé p. 53

Soit A € Sp(A) et supposons A racine de P. Il existe alors Q € C[X] avec
P=(X-A)Q, puis P(A) = (A-AL)Q(A).
Comme A € Sp(A), la matrice A — A, n’est pas inversible, et donc
det(A — AL,) = 0.

Alors
det (P(A)) = det(A — AL,) det (Q(A)) = 0 x det (Q(A)) =0,

et donc la matrice P(A) n’est pas inversible.

En contraposant, on a alors montré : si P(A) est inversible, alors aucune racine de P
n’est valeur propre de A.

Supposons P non constant.

Supposons qu’aucune racine de P n’est valeur propre de A. Par le théoréme de
d’Alembert-Gauss, si on note « le coefficient dominant de P (non nul car P est non
nul) et p = deg(P), alors il existe (Ay,...,4,) € CP tel que

P = O{ﬁ(X—Ai).
i=1

Soit i € [[1, p]), alors A; est racine de P, et donc par hypothése n’est pas valeur propre
de A, donc la matrice A— A;I,, est inversible. Alors, par produit de matrices inversibles
et d’'un complexe non nul, la matrice

P
P(A) =a | [(A- Ay
i=1

est inversible.
Si P est constant non nul égal a «, alors

P(A) = al,

est bien inversible.

Si P est nul, alors il ne vérifie pas ’hypothése « aucune racine de P n’est valeur
propre de A ». En effet, tout complexe est racine du polynéme nul, en particulier les
valeurs propres de A, qui existent puisque n > 1 et que I'on travaille dans C.

Par disjonction des cas, on a bien montré : si aucune racine de P n’est valeur propre
de A, alors P(A) est inversible.

Enoncé p. 53

Supposons P non constant (le seul polynéme constant annulateur d’une matrice est
le polynéme nul, qui vérifie bien I’égalité voulue), et notons p = deg(P) € N*.
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1l existe alors (ay, .. .,a,) € KP*! tel que
P=ag+- - +apXP.

Supposons ay = P(0) # 0. Alors
1
0, = P(N) se réécrit Nx —((al, +---+ apNP_l) =}/

—a

donc la matrice N est inversible (d’inverse _Lao(alIn + -+ a,NP™1)), et donc par
produit, pour tout k € N*, N* aussi. Mais il existe k € N* tel que N¥ = 0,, car N est

nilpotente, contradiction. Donc
P(0) =0.
Enoncé p. 54

1a) Le polynéme
X2-2X+1=(X-1)*

est un polynéme annulateur de A, n’a que 1 comme racine, donc
Sp(4) c {1}.

Comme x4 a au moins une racine complexe (car y4 étant de degré n avecn > 1, le
théoréme de d’Alembert-Gauss assure que y4 a au moins une racine complexe), on

o0 =10

1b) Soit p € N. Calculons le reste de la division euclidienne de X? par (X — 1)2. La
division euclidienne donne : il existe un unique couple (Q,R) avec Q € R[X],R €
R[X] avec

en déduit

deg(R) < deg ((X —1)%) =2

tel que
XP=(X-1°%*%xQ+R.

Comme deg(R) < 2, il existe (a, b) € R? avec
R=aX +b, et donc on a XP=(X-1*%*xQ+aX+b.
En évaluant cette égalité en 1, on a alors
1=1P=0xQ(1)+ax1+b=a+b.

Pour exploiter le fait que (X — 1)? admet 1 comme racine double, dérivons I’égalité
polynomiale précédente : pour p € N*,

pXPL=2(X -1)Q + (X - 1)?Q’ +a,
et évalué en 1 on obtient
p=0xXQ(1)+0xQ'(1)+a=a.

Donc
a=p et b=1-p,
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ce qui donne
XP =(X-1)*Q+pX+1-p.

En évaluant en A, cela donne
AP = (A= 1)*Q(A) + pA+ (1= p)Ip = pA + (1 = p)I,,
car (A—1,)? =0,.

Remarque

On peut vérifier directement que cette formule reste valable pour p = 0.

Autre méthode : posons N = A — I,, alors N? =0, (donc Nk =0, pour tout k € N
avec k > 2), puis les matrices N et [, commutent, donc la formule du binéme de
Newton donne : pour tout p € N,

p p
AP = (L +NY = ) (i)Nk =L+pN+ Y (‘Z)on = I, + pN.
k=0 k=2

Comme N = A — I,,, on a alors
AP =T, + p(A-1,) = pA+ (1-p)l,.

Reste le cas p < 0. Comme 0 ¢ Sp(A), la matrice A est inversible; plus précisément,
A% —2A +1, =0, s’écrit

AL, — A) =1, donc Al'=2I,-A=1I,-N.

Posons m = —p € N*. Comme N? = 0, et que I, et N commutent, la formule du
binéme de Newton donne

AP = (A" =(I,-N)"=I,—mN =1, + pN = pA+ (1 - p)I,.

Finalement, pour tout p € Z,

AP =pA+(1-p),

2) On suppose n > 2 (sinon c’est faux, car pour n = 1, toute matrice de M, (C) est
diagonale, donc diagonalisable).

On prend A = I, + Ey ,, ou E;,, est la matrice dont tous les coefficients sont nuls,
sauf celui de la premiére ligne et derniére colonne, qui vaut 1. Alors

A2 —2A+1,=(A-1,)* = (E1n)? =0,

(la derniére égalité n’est vraie que pour n > 2).
Il reste a voir que A n’est pas diagonalisable. Or, A est triangulaire, n’a que des 1 sur
la diagonale, donc

Sp(4) = {1}.
Si A était diagonalisable, il existerait P € GL,(C) telle que P~' AP serait diagonale,
et les coefficients diagonaux de P~!AP seraient des valeurs propres de A, donc
vaudraient 1.
On aurait donc

Plap =1, soit A=PL,P ' =1,

ce qui est faux (car E , # Op).
Donc la matrice A n’est pas diagonalisable.
Cette matrice A convient donc.
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Enoncé p. 54

Faisons une disjonction de cas :

— Si 0 est valeur propre de f, alors f a trois valeurs propres différentes,
et dim(R?) = 3, donc I'endomorphisme f est diagonalisable.

— Si0n’est pas valeur propre de f, alors f est injectif, donc bijectif (car endo-
morphisme de R? et que R® est de dimension finie), et donc en composant
Iégalité f2 = f* par (f~!)%, on obtient

d=fo(f2=flo(f =

Donc ’endomorphisme f est une symétrie, donc est diagonalisable.

Dans tous les cas, 'endomorphisme f est diagonalisable.

Enoncé p. 54
Les polyndémes
P=X*-X3-X*+1 et 0=(X-1)(X-2)

sont des polynomes annulateurs de A, donc Sp(A) est inclus dans ’ensemble des
racines de P et dans ’ensemble des racines de Q, donc dans l'intersection de ces deux
ensembles.

Or, les racines de Q sont 1 et 2, et 1 est racine de P mais pas 2 (car P(2) =5 # 0),
donc

Sp(A) c {1}.

Alors 2 n’est pas valeur propre de A, donc A — 21, est inversible. Mais
On = Q(A) = (A—In)(A - 2I),
donc en multipliant par (A — 2I,) !, on a
A-I, = (A-L)(A-2L,)(A-2L) " = Q(A) X (A-2I,) 7! = 0, X (A—2L,) ™! = 0,,

et donc

A1)

Réciproquement, I,, vérifie bien les deux égalités de I’énoncé.

Enoncé p. 54

1. Pour tout ¢ € K, la matrice tI,, —A" est la transposée de tI, — A, et une matrice
et sa transposée ont le méme déterminant. Donc

yar (t) = det(tl, —AT) = det((tl, — A) ") = det(tl, — A) = ya(t).
Les polyndmes y47 et y4 coincident en une infinité de points, donc

[ = xa

Le spectre d’'une matrice est 'ensemble des racines de son polyndéme caracté-
ristique, donc Sp(AT) = Sp(A).
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2. OnaE (AT) =Ker(AT — Al,) = Ker((A — AL,)T). Une matrice et sa transposée
ont le méme rang, donc, d’apres le théoréme du rang,

dimE (A7) =n—-r1g(A-AL) ") =n—rg(A - AL,) = dimE,(A).

Les deux sous-espaces propres ont la méme dimension (mais ne sont pas égaux
en général, voir la question 4).

3. Supposons A diagonalisable : il existe P € GL,(K) et D diagonale telles que
A = PDP™!, En transposant, et comme (P~1)T = (PT) 71,

AT :(P—I)TDTPT — (PT)_IDPT,

car D est diagonale donc symétrique. La matrice AT est semblable & D, donc
diagonalisable.

Réciproquement, siAT est diagonalisable, ce qui précéde appliqué aA™ montre
que(AT)T = A est diagonalisable.

4. Soit A = ((1) ;) Elle est triangulaire, donc Sp(A) = {1,2} = Sp(AT). On résout

) vl

Ei{(AT) = Ker ((1) (1)) = Vect (_11) ,  E3(AT) =Ker (_11 g) = Vect ((1)) :

les équations aux éléments propres :

E;(A) = Ker (g 1) = Vect ((1)) , E»(A) = Ker (_01

(=]

Les vecteurs propres de A sont les vecteurs non nuls de E;(A) U E;(A), ceux
deAT les vecteurs non nuls de E;(AT) U E;(AT). Ces quatre droites sont deux
a deux distinctes, donc A et AT n’ont aucun vecteur propre commun.

Enoncé p. 54

1. Soit x € Kero. Alors v(u(x)) = u(v(x)) =u(0) = 0, donc u(x) € Kerv : Kerv
est stable par u.
Soity € Imuv,etx € Etel quey = v(x). Alorsu(y) = u(v(x)) = v(u(x)) € Imov:
Imo est stable par u.
Soit P € K[X]. Deux polynémes de u commutent, donc P(u) commute avec
u = X (u). D’apres ce qui précéde, Ker P(u) et Im P(u) sont stables par u.

2. Pour j € [[1,n], u(e;) = Ajej, donc Q;(u)(e;) = Qi(A;)e;. Or Q;(A;) = 0 si
j # i, puisque X — A; divise Q;. Par linéarité de Q;(u),

Qi(u)(x) = Y x;Qi(A))e; = QilAi) xier

j=1

avec Q;(4;) = [I;z(4 — A;) # 0, les valeurs propres étant deux a deux
distinctes.

Par ailleurs, F est stable par u, donc par u* pour tout k € N (récurrence
immédiate), puis par toute combinaison linéaire des u*, c’est-a-dire par tout
polynoéme de u. En particulier Q;(u)(x) € F, et en divisant par le scalaire non
nul Q;(4;), .

= 5y AW € F

Xi€;
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3. Soit I C [1,n] et F; = Vect(e; ; i € I). Pouri € I, u(e;) = Aje; € Fr, donc
Pimage par u d’une famille génératrice de Fy est dans Fj : Fj est stable par u.

Réciproquement, soit F un sous-espace stable par u. Posons I = {i €
n

[1,n] ; ¢ € F}; ona F; C F. Soit x = le-e,- € F. D’aprés la question
i=1
précédente, x;e; € F pour tout i; si x; # 0, alors e; = xi_l(xiei) € F,donciel
Ainsi x = inei € Fr,et F = Fj.
iel

Les sous-espaces stables par u sont donc exactement les F; pour I C [[1,n].
Comme (ey, ..., ep) est une base, e; € Fy si et seulement si j € I : deux parties
distinctes donnent deux sous-espaces distincts. Il y a donc autant de sous-
espaces stables que de parties de [[ 1, n], soit

2" sous-espaces stables par u |

en comptant {0} (I =0) et E (I = [[1,n]).

Enoncé p. 54

1. Pour m € N*¥, (by,...,bm—1) € K™ et t € K, notons

to—1 (0)

At boyr . bmey) = ,
’ Yo Pl

bo b1 t+bm,1

avec A1(t; by) =t + by, de sorte que yc(t) = A,(t; ao,...,a,-1). Montrons
par récurrence sur m € N* la propriété (m) : « pour tout (by, ..., bp—1) € K™
ettoutt € K, Ap(t; bo,....bm1) =t™ + by 1t™ L+ + byt + by ».
Initialisation. A{(t ; bg) =t + by : P(1) est vraie.
Hérédité. Soit m > 1. On suppose P (m). Soit (b, ...,b,) € K™*lett € K. On
développe An11(t 5 by, ..., by) par rapport a sa premiere colonne, qui n’a que
deux coefficients non nuls : ¢ en position (1, 1) et by en position (m + 1,1).
— Le mineur associé a la position (1, 1) s’obtient en supprimant la premiére
ligne et la premiére colonne : c’est exactement A, (¢ ; by, ..., by,).
— Le mineur associé a la position (m + 1,1) s’obtient en supprimant la
derniére ligne et la premiére colonne : il reste une matrice triangulaire
supérieure de taille m dont la diagonale est formée de —1, de déterminant

(=™
Donc
Ami1(t s boy. .. bm) =t Ap(t; by, ..., by) + (1) by (=1)™
=tAn(t; by,...,bm) + by.
Par P (m) appliquée au m-uplet (by, ..., by,),
Amei(t s bo, .. bm) =t(t™ + byt™ "+ 4+ b1) + by
=" 4 pt™ + -+ + byt + by,

ce qui est P(m + 1).
Conclusion. Pour tout t € K, yc(t) =t" + a,_1t" "' + - -+ + ag = P(t), donc

=7}
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2. Soit X =(x1,...,%,)" € My1(K). Les n — 1 premiéres lignes de 1’équation
CX = AX s’écrivent x;,1 = Ax; pour i € [1,n — 1], et la derniére

—doX] — A1X2 — **+ — Ap_1Xp = AXp.

Les n — 1 premiéres équations équivalent a : x; = A'"1x; pour tout i € [1,n].
En reportant dans la derniére, celle-ci devient

—X1 (ao +a A+ + an_l/l"_l) = A"xy, c’est-a-dire x1P(1) =0,

qui est toujours vérifiée puisque A est racine de yc = P. Ainsi

1 1
A A
E (C) = {xl . ;X1 € K} =Vect| . |,
i s

et ce vecteur est non nul (sa premiére coordonnée vaut 1) : E;(C) est une
droite.

3. SiP estscindé a racines simples sur K alors yc = P posséde n racines distinctes

dans K : la matrice C, de taille n, a n valeurs propres distinctes, donc elle est
diagonalisable.
Réciproquement, si C est diagonalisable, la somme des dimensions de ses
sous-espaces propres vaut n. Chacun est de dimension 1 d’aprés la question
précédente, donc C a exactement n valeurs propres distinctes dans K. Ce sont n
racines distinctes du polynéme P = yc, de degré n : P est scindé a racines
simples sur K.

4. Pour k € N, les n — 1 premiéres coordonnées de CXj. sont uy1,. .., Ugsn—-1, €t
la derniére est

—AoUk — A1Uk+1 — *°* — An-1Uk+n-1 = Uk+n

d’apreés la relation de récurrence. Donc

, puis X = CkXo pour tout k € N.

Supposons P scindé a racines simples ry, . .., r,. D’apres les questions précé-
dentes, C est diagonalisable et, pour i € [ 1, n], le vecteur V; =(1,r;, ..., r;’_l T
engendre E,, (C). La famille (V3,...,V},,) est formée de vecteurs propres asso-

ciés a des valeurs propres distinctes : elle est libre, donc c’est une base de
n

M1 (K). 1l existe donc (cy, . . .,c,) € K" tel que Xy = Z ¢;V;, et alors

i=1

n

n
Xi =C*Xo = D eiC*Vi= ) cirfVi.

i=1 i=1

En lisant la premiére coordonnée, pour tout k € N,

n

up = Zcirf ,

i=1

ou les scalaires ci,...,c, sont déterminés par les conditions initiales
Ug, . . ., Up_1 (coordonnées de X, dans la base (V3,...,V,)).
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Enoncé p. 55

n
1. Pouri € [[1,n], la i-iéme coordonnée de AU est Z a;j X1 =1.Donc AU =U
j=1
avec U # 0 : U est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1, et
1 € Sp(A).
n

2. Laip-ieme ligne de 'égalité AX = AX s’écrit Ax;, = Z a;, jx;j. Par I'inégalité

j=1
triangulaire et comme les a;, ; sont positifs,
n n
A1 i | < Z iy j |xj] < Z iy, [xio| = | -
j=1 Jj=1

Comme X # 0, |x;,| = max; |x;| > 0, et en divisant par |x;,| on obtient || < 1.
3. Soit A € Sps(A) de module 1, X =(xy,...,x,) " un vecteur propre associé et iy
comme a la question précédente; posons m = !xio} > 0.
Tous les xj ont le méme module. Les inégalités de la question précédente donnent,
puisque |A| =1,
n

n
m < Z aij |xi| < m, donc Z ay,j(m = |x;]) =o.
=1

j=1

C’est une somme de termes positifs, donc chacun est nul; comme a;, ; > 0, on
obtient |xj| = m pour tout j.

Tous les x; sont égaux a Ax;,. Posons w = Ax;,, de module m. En multipliant la

relation Ax;, = Z a;, jx;j par w et en prenant la partie réelle,
J

n
m® = ww = Z ai, j Re(x;w).
j=1

Or, pour tout z € C, Re(z) < |z| avec égalité si et seulement si z € R;. Ici
|ij| = m?, donc Re(x;w) < m? pour tout j, et

n

2 J—
Z ai, j(m* = Re(x;w)) =0
j=1
est encore une somme de termes positifs a coefficients a;, ; > 0 : pour tout j,
Re(x;w) = m? = |ij|, donc x;w € Ry et x;w = m?
xj =w = Ax;, pour tout j € [1,n].

= ww. Comme w # 0,

Conclusion. Pour j = iy, on obtient x;, = Ax;, avec x;, # 0, donc 4 =1 : la seule
valeur propre complexe de A de module 1 est 1. De plus x; = x;, pour tout j,
c’est-a-dire X = x;,U. Tout vecteur propre de A associé a 1 est donc colinéaire
aU,etU € E;(A) d’apres la premiere question :

| E1(A) = Vect(U) ]
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Enoncé p. 55

. Pour t € R, on développe par rapport a la deuxiéme ligne, qui ne contient
qu’un coefficient non nul :

t-1 -a -1
0 t-2 0 |=(t-2)
-1 -1 t-1

(t-2)((t-1)*%-1) = (t-2)(t* - 21).

XA, (1)

-1 -1
-1 t-1

Donc

XA, = X(X - 2)? et Sp(A.) ={0,2},

qui ne dépend pas de a : 0 est valeur propre simple et 2 valeur propre double.

. Valeur propre 0. La dimension de Eq(A,) est comprise entre 1 et la multiplicité
de 0, qui vaut 1 : dim Ey(A,) = 1 pour tout a. Explicitement, X =(x,y,z)" €
Ker A, siet seulementsix+ay+z=0,2y=0etx+y+2z=0,s0ity =0et
zZ=-x:

1
Ey(A,) = Vect| 0
-1
-1 a 1
Valeur propre2.Ona A, —2I; =[ 0 0 0 [ etX =(x,y,2)" € E3(A,) siet
1 1 -1
seulement si
-x+ay+z=0
x+y—-z=0

soit, en ajoutant la seconde équation a la premiere,
x+y—z=0
(a+1)y=0.
— Sia# —-1:y=0etz =x,donc E;(A,;) = Vect(1,0,1) T est de dimension 1.
— Sia = —1:le systéme se réduit a z = x + y, donc E2(A_1) = {(x, Y, x +

T (xy) € RZ} = Vect((l, 0,1)7,(0,1, 1)T) est de dimension 2.

. Lamatrice A, est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de
ses sous-espaces propres vaut 3, c’est-a-dire si et seulement si dim Ey(A,) = 2

‘Aa est diagonalisable si et seulement sia = —1 ‘

Dans ce cas, en concaténant les bases de Eq(A_;) et E;(A_) trouvées a la
question précédente, on obtient une base de R® formée de vecteurs propres, et
A_; =PDP ! avec

1 10
P=10 01 et
-1 1 1

i

Il
o o o
o N o
==
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Enoncé p. 55

1. On rappelle (chapitre 4) que le produit de deux matrices découpées en blocs
compatibles se calcule comme un produit ordinaire, bloc par bloc, et que le dé-
terminant d’'une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants
de ses blocs diagonaux.

Comme X est un scalaire (il commute avec toute matrice), on obtient

I, XI, A
NM = (B XI)(B In)

A (XL, A
_XB 4 XB —BA+XI,] ~\o0, XI,-BA|’

(s
1S 5
(i

XI, —AB XA) B (an - AB XA)

MN

0, X1,
Ces deux matrices sont triangulaires supérieures par blocs, donc

det(NM) = det(XI,) det(XI, — BA) = X" ypa,
det(MN) = det(XI, — AB) det(XI,,) = X" yas.

2. Les calculs précédents restent valables si’'on remplace X par un scalaire t € K:
les matrices M(t) et N(t) obtenues sont dans M, (K) et vérifient

det(N(£)M(t)) = " ypa(t), det(M(t)N(t)) = t" xaB(2).

Or det(N(1)M(t)) = detN(t)detM(t) = det(M(t)N(t)), donc, pour tout
t € K t"ypa(t) = t"yap(t), et en particulier yga(t) = yap(t) pour tout
t € K\ {0}. Les polynémes yap et ypa coincident en une infinité de points,

donc
(= s}
1

0 1 0
3. Non. Prenons A = (0 0) et B = (0 O)' Alors

0 0 0 1
wel Y w sl )
La seule matrice semblable 4 0, est 0, elle-méme (car P~10,P = 0,), et BA # 0, :

les matrices AB et BA ne sont pas semblables, bien qu’elles aient le méme
polyndme caractéristique X?.

En revanche, si A (ou B) est inversible, alors BA = A"1(AB)A, donc AB et BA
sont semblables.

Enoncé p. 55

1. Par récurrence immédiate, pour k € [0,n — 1] et i € [1,n], J¥e; = ejrx ol
I'indice est lu modulo n (dans [ 1, n])). En particulier J”e; = e; pour tout i, donc

Le polynéme X" — 1 est donc annulateur de J, et toute valeur propre A de J en
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estracine: A" = 1. Les racines n-iémes de I'unité étant les w* pour k € [0,n—1],
on a bien Sp(J) c {w* ; k € [0,n—1]}.

. La i-ieme colonne de J est Je; = e;4; pour i < n — 1, et la derniére est e;.
Pour V € M, 1(C) de coordonnées vy, ..., 0v,, la i-iéme coordonnée de JV est
doncwv;_; sii > 2, etu, sii=1:lamultiplication par J décale les coordonnées

d’un cran vers le bas, la derniére remontant en téte.

Les coordonnées de Vi sont v; = w"V* Pour i > 2, la i-iéme coordonnée
de JVi vaut w2k = =k ,(-Dk ot ]a premiére vaut oDk = =k car
o" = 1. Ainsi

Vi =0 " v |
Comme Vi # 0, 0¥ est valeur propre de J. Lorsque k parcourt [0,n — 1],
0™k = w"F parcourt les n racines n-iémes de I'unité, qui sont deux a deux

distinctes. Avec la question précédente,
Sp()) = {" ; k eo.n—1]},

et J posséde n valeurs propres distinctes dans M,,(C) : elle est diagonalisable,

et (Vo, ..., Vy—1) est une base de vecteurs propres.
. D’apres la premiére question, J ke; = e;.x (indices modulo n) : la i-iéme colonne
n—1
de P(J) = Z arJ* a pour coordonnées ay en ligne i, a; en ligne i + 1, etc. Le
k=0

coefficient de P(J) en position (i, j) est a;_;, 'indice étant lu modulo 7 :

ap an-1 A4p-2 - ai
ai ap an-1 " az

an-1
an-1 a a1 ao
Notons Q la matrice de passage de la base canonique a (Vp,...,V,—1) et D =

diag(1, 07, ..., 0~ ""V), de sorte que J = QDQ!. Alors J¥ = QD¥Q~! pour
tout k, donc

P(J)=QP(D)Q™'  avec  P(D) =diag(P(1), P(w7Y),...,P(w~""1)).

La matrice P(J) est semblable a une matrice diagonale, donc diagonalisable, et

—_

n—1
det(P(])) = det(P(D)) = [ [ P(7%) = [ | P("),
k=0

0

S

A
1l

la derniere égalité venant de ce que k — n—k (avec n = 0) est une permutation

de [o,n—1].

Enoncé p. 56
. Pour M\,N € M,(K) eta € K, A(eM + N) = aAM + AN : ® 4 est linéaire, et
a valeurs dans M, (K), donc c’est un endomorphisme de M, (K).

Soit A € Sp(A) et X € M, 1(K) un vecteur propre associé. La matrice M
dont toutes les colonnes sont égales a X est non nulle et vérifie AM = AM (le
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produit AM se calcule colonne par colonne), donc A € Sp(®,).
Réciproquement, soit A € Sp(®4) et M # 0, telle que AM = AM. Notons
Ci,...,Cples colonnes de M ; I'égalité AM = AM s’écrit AC; = AC; pour tout j.
L’une des colonnes au moins est non nulle, et c’est un vecteur propre de A :
A € Sp(A). Ainsi

Sp(®a) =Sp(4) |

2. On vient de voir que les colonnes de M vérifient AC; = AC; : chacune ap-
partient a E;(A), c’est-a-dire est nulle ou vecteur propre de A associé a A.
Réciproquement, toute matrice non nulle dont les colonnes sont dans E; (A)
est vecteur propre de ®4. Donc

Ey(®4) = {M € M,(K) ; chaque colonne de M appartient a Ej(A)}.

L’application M +— (Cy,...,C,) est un isomorphisme de E;(®,4) sur E;(A)",
donc
dimE,(®4) = ndim E; (A).

3. D’apreés le cours, un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si la
somme des dimensions de ses sous-espaces propres est égale a la dimension
de I’espace. Comme Sp(®4) = Sp(A),

> dmEy(@a) =n ) dimE;(A).

A€Sp(P4) A€eSp(A)

Le membre de gauche vaut n*> = dim M,(K) si et seulement si
Z dim Ej(A) = n, c’est-a-dire si et seulement si A est diagonalisable.

A€eSp(A)
Donc @4 est diagonalisable si et seulement si A I'est.

Enoncé p. 56
1. Soit x € Ey,(u). Comme u(x) = A;x, on a P(u)(x) = P(4;)x pour tout P €
K[X] (cours). En particulier, puisque L;(4;) vaut 1 sii = j et 0 sinon,
x sij=1i,
MCR=RE; (1) =
pilx) = Li(hy) % et

P

Comme u est diagonalisable, E = ZE%‘ (u), la somme étant directe. Tout
j=1

x € E s’écrit de fagon unique x = x; +- - - +x,, avec x; € E, (u), et par linéarité

P
pi(x) = > pilxy) = xi.
j=1

Ainsi p; est le projecteur sur Ey, (u) parallélement a Z Ej; (u).
J#i
2. Avec les notations précédentes, pour tout x € E,

P p p p p
Zpi(x) = in =1 I Z?tipi(X) = Z%xi =Zu(xi) = u(x),
: - :

i=1 i=1 i=1 i=1
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donc i p; =1dg et i Aipi = u.
i=1 i=1

. Pour x = x; + -+ + x, comme ci-dessus, P(u)(x;) = P(A)x; = P(4;)pi(x),
donc

p p P
P)(x) = ) P(A)xi = ) POpix),  soit  |P(u) =) P(A)pi|
i=1 i=1 i=1

Si P s’annule en chaque A;, cette formule donne P(u) = 0. Réciproquement, si
P(u) =0, alors pour x € E;,(u) nonnul, 0 = P(u)(x) = P(A;)x, donc P(4;) = 0.
Ainsi P(u) = 0 si et seulement si P s’annule en chaque valeur propre de u.

Enoncé p. 56

. Notons Ay, ..., 4, les valeurs propres distinctes de u. Comme u est diagona-

P
lisable, E = ZE/M(”) (somme directe); soit x € Fetx = x; + - + X, sa
i=1
décomposition, avec x; € E, (u).
Pour i € [[1,p]l, posons Q; = [];.;(X — A;). Pour tout j, Qi(u)(x;) = Qi(4;)x;,
qui est nul si j # i; donc

Qi(w)(x) = Qi()xi  avec  Qi(A) = [(hi-4) #o.

j#i
Or F est stable par u, donc par u* pour tout k (récurrence immédiate), donc par

1
02 Qi(u)(x) €

toute combinaison linéaire des u* : Q; (u)(x) € F. Ainsi x; =

F.

Notons ur I’endomorphisme de F induit par u. Pour i € [1,p]|, F; = FNE;,(u)

est un sous-espace de F sur lequel ur coincide avec A;Id : F; C Ey, (uF) (avec

Ej,(ur) = {0} si A; n’est pas valeur propre de ur). Ce qui précéde montre que

tout x € F est somme d’éléments des F; : F = F; + -+ + F,. Donc F est la

somme de ses sous-espaces propres pour ur (ceux-ci contiennent les F; et sont

contenus dans F), et ur est diagonalisable.

. Soit A € Sp(u). Pour x € E;(u), u(v(x)) = v(u(x)) = v(Ax) = Av(x), donc

v(x) € Ej(u) :le sous-espace E, (u) est stable par v. Comme v est diagonalisable,

la question précédente montre que I'endomorphisme de E, (u) induit par v est

diagonalisable : il existe une base 8B, de E;(u) formée de vecteurs propres de v.

Ces vecteurs sont aussi des vecteurs propres de u (associés a A).

Comme E = Z E;(u) avec somme directe, la concaténation des bases B;
A€Sp(u)

pour A € Sp(u) est une base de E : elle est formée de vecteurs propres communs

aueto.

. Notons u et v les endomorphismes de M, ; (K) canoniquement associés a A
et B. IIs sont diagonalisables et commutent, donc il existe une base B de
vecteurs propres communs. Si P est la matrice de passage de la base canonique
a B, les matrices D = P"1AP et D’ = P"'BP sont diagonales, et

P"Y(A+B)P=D+D, PY(AB)P = DD’

sont diagonales : A + B et AB sont diagonalisables.
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Sans I’hypothese de commutation, le résultat tombe en défaut. Prenons

1 0 -1 1
S O I e 1

toutes deux diagonalisables (deux valeurs propres distinctes 1 et —1). Alors

0 1 -1 1
A+B—(0 O) et AB—(O _1).

La matrice A + B a pour seule valeur propre 0 et n’est pas nulle : elle n’est pas
diagonalisable. La matrice AB a pour seule valeur propre —1 et n’est pas égale
a —I, : elle n’est pas diagonalisable non plus.

Enoncé p. 56

. L’application M — AM — MA est linéaire de M,,(K) dans lui-méme, et C(A)
est son noyau : c’est un sous-espace vectoriel de M, (K).

Comme A est diagonalisable, il existe P € GL,(K) et D = diag(ds,...,d,)
telles que A = PDP~!; les d; sont les valeurs propres de A, chaque A € Sp(A)
apparaissant exactement m, fois. Pour M € M, (K), posons N = P~'MP.
Alors

AM = MA < PDP 'M = MPDP™' < DN =ND,

et M — P~!MP est un isomorphisme de M, (K) qui envoie C(A) sur C(D) :
dim C(A) = dim C(D).
Calculons C(D). Pour N = (n;;), le coefficient (i, j) de DN est d;n;; et celui
de ND est n;;d;. Donc

DN =ND < VY(i,j), (di—dj)n;; =0 < (Y(i,j), di #d; = n;; =0).

Ainsi C(D) est 'ensemble des matrices dont les coefficients sont nuls hors des
positions (i, j) telles que d; = d;, les autres coefficients étant quelconques :
sa dimension est le nombre de couples (i, j) tels que d; = d;. Pour A € Sp(A),
il y a my indices i tels que d; = A, donc m/z1 couples (i, j) avec d; = dj = A.
Finalement

dimC(A) = Z mi |
A€Sp(A)

. Comme A est diagonalisable, Z m, = n. Pour tout A, m, est un entier

A€Sp(A)
supérieur ou égal a 1, donc m? > my, avec égalité si et seulement si m, = 1.
En sommant,

dimC(A) = Z mi > Z m) =n,

AeSp(A) AeSp(A)
avec égalité si et seulement si my = 1 pour tout A € Sp(A), c’est-a-dire si
et seulement si A a n valeurs propres distinctes (puisque la somme des m;
vaut n).

. Les matrices I,,, A, ..., A" ! commutent avec A, donc Vect(I,, A, ..., A" 1) C
C(A).
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Montrons que la famille (I,, A, . .., A"~ 1) est libre. Soit (cy, . .., cn—1) € K" tel

n-1 n—1
que Z kAR =0, et O = Z cxX*. Le polynome Q est annulateur de A, donc
k=0 k=0

s’annule en chacune des n valeurs propres distinctes de A. Un polynéme de
degré au plus n — 1 ayant n racines distinctes est nul : Q = 0, donc tous les cx
sont nuls.

Ainsi dim Vect(I,, A, ..., A" ) = n = dim C(A) d’aprés la question précé-
dente, et I'inclusion est une égalité :

C(A) = Vect(Ip, A, ..., A" ).

Enoncé p. 57

. On rappelle (chapitre 4) qu’un produit de matrices découpées en blocs compa-
tibles se calcule bloc par bloc. Pour X € M, ;(K) et Y € M, ;(XK),

u()=()

M();) :a(’lﬁ) — (AX = AX et BY = 1Y),

donc

Tout vecteur de M,,,1(K) s’écrivant sous la forme (Y)’ on obtient I’égalité

annoncée (avec la convention E; (A) = Ker(A — Al,), éventuellement réduit
a {0} si A n’est pas valeur propre).

L’application (X, Y) — ();) est un isomorphisme de E; (A) X Ey(B) sur E; (M),

donc

| dim E; (M) = dim E; (A) + dim E; (B) |
En particulier Sp(M) = Sp(A) U Sp(B).
. D’aprés la question précédente, en sommant sur A € Sp(M) = Sp(A) U Sp(B),
> dmEx(M)= ) dimEj(A)+ Y dimEy(B),

A€Sp(M) A€Sp(A) 1€Sp(B)

les termes ajoutés pour A ¢ Sp(A) (resp. 4 ¢ Sp(B)) étant nuls. D’apres le
cours, la premiére somme du membre de droite est inférieure ou égale a n,
avec égalité si et seulement si A est diagonalisable, et la seconde est inférieure
ou égale a p, avec égalité si et seulement si B est diagonalisable. Le membre de
gauche est donc inférieur ou égal a n + p, avec égalité si et seulement si A et B
sont diagonalisables. Or M est diagonalisable si et seulement si ce membre de
gauche vaut n + p. Donc M est diagonalisable si et seulement si A et B le sont.

L, -X
. La matrice P est inversible, d’inverse P~! = ((’; I ) : en effet, par produit
P

par blocs,

L X\(L -X\_ (L. -X+X\_

o LJ\o 1,/ " \o 1, |
Ensuite

v [A C\ (I, X\ _ (A AX+C
we=lo 36 5)=f0 )
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puis

Ma

P‘IM’P:(I” —X)(A AX+C)=(A AX+C—XB)

A0
o I,)J{o B 0 B 0 B

puisque AX — XB = —C. Ainsi

PIM'P=M

et M’ est semblable a M. En particulier, M’ est alors diagonalisable si et seule-
ment si A et B le sont. L’existence d’une matrice X telle que AX — XB = -C
est Pobjet de 'exercice suivant.

Enoncé p. 57

. Soit X € Ker ®, c’est-a-dire AX = XB. Montrons par récurrence que AKX =
XBF pour tout k € N. C’est vrai pour k = 0. Soit k € N. On suppose AKX = XBF.
Alors

AMX = A(AFX) = A(XBF) = (AX)B* = (XB)BF = XB**!.

Pour P = Z aX* e C[X], par combinaison linéaire,
k

P(AX = ) axA*X = ) arXB* = XP(B).
k k

. Soit X € Ker ®. Avec P = yp, la question précédente et le théoréeme de Cayley-
Hamilton donnent

XB(A)X =XXB(B) =X X 0, = 0p.

Le polynoéme yg est scindé sur C: yp = [17_; (X — ;) ou les y1; sont les valeurs
propres de B (comptées avec multiplicité). Donc yg(A) = [1}.,(A— p;l,). Pour
tout j, u; € Sp(B) donc yi; ¢ Sp(A), et A—p;I, est inversible. La matrice yg(A)
est un produit de matrices inversibles, donc inversible, et yg(A)X = 0,, donne
X =0,.

Ainsi Ker ® = {0,} : Pendomorphisme ® de M,,(C) (il est linéaire) est injectif,
donc bijectif puisque M,,(C) est de dimension finie.

. Untel V existe : ygr = yp (exercice 7.61), donc Sp(B") = Sp(B) contient A.
OnaAU =AU etB"V = AV, douV'B=B"V)" = V. Alors

OUVT) = (AUVT ~UWVTB) =AUVT =AUV =0,

donc UVT € Ker ®. De plus UV # 0,, : si u; # 0 est une coordonnée non nulle
de U etv; # 0 une coordonnée non nulle de V, le coefficient (i, j) de UV vaut
Ujv; *+ 0.

Ainsi Ker @ # {0,} et ® n’est pas injective, donc pas bijective. Avec la question
précédente : ® est bijective si et seulement si Sp(A) N Sp(B) = 0.
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Enoncé p. 57

. Comme A est diagonalisable, A = PDP~! avec P € GL,(C) et D diagonale, dont

les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A, chaque y; apparaissant
P

m; fois et 0 apparaissant n — Z m; fois (éventuellement aucune). Pour k € N*,
i=1
AF = PDFP~1 et deux matrices semblables ont la méme trace, donc

)4
tr(A¥) = tr(D¥) = Z m,-,uf»C
i=1

(les coeflicients diagonaux nuls de D ne contribuent pas car k > 1).

. Raisonnons par I’absurde en supposant p > 1. On a p < n (les y; sont des
valeurs propres distinctes de A), donc I’hypothése donne, pour k € [ 1, p],

Hio p2 o Hp\ [my 0
) 2 2 L2

T p
Z mips; =0, soit :1 :2 :p S
= Do | .

2o i \mp) o

La matrice de ce systeme s’écrit W diag(py, ..., yp), o0 W = (;1;._1)1<l.j<p estla
matrice de Vandermonde des y; : son déterminant est [];<;<;<,(#; — i), non

nul puisque les y1; sont deux a deux distincts. Le déterminant de diag (s, . . ., 1)
est []; u; # 0, les y; étant non nuls. La matrice du systéme est donc inversible,
etm; =--- =my =0, ce qui contredit m; = dimE,;, (A) > 1. Donc

p=0|

. Puisque p = 0, la seule valeur propre possible de A est 0, et la matrice diago-
nale D de la premiére question est nulle : A = P0,P~! = 0,,.

1
Sans ’hypothése de diagonalisabilité, le résultat est faux : A = (g 0) vérifie

A? = 0,, donc tr(A) = tr(A?) = 0, et pourtant A # 0,.

Enoncé p. 57

. Le polynéme X* — 1 est annulateur de A. Toute valeur propre complexe A de A
est racine de ce polynome : A¥ = 1, c’est-a-dire A est une racine k-iéme de
P'unité. En particulier |A| = 1.

. Le polynome caractéristique ya = X% —tr(A)X +det(A) est scindé sur C: ys =
(X=2A1) (X —A2) avec A1, A, les valeurs propres complexes de A (éventuellement
égales), de sorte que tr(A) = A; + A3 et det(A) = 4;4;. Comme || = |A2| =1,

|det(A)| =[] [A2] =1 et ltr(A)| < [ + |A2] = 2.
Comme A est a coefficients entiers, det(A) € Z, donc det(A) € {—1,1}; de

méme tr(A) € Z et |[tr(A)| < 2.

. Posons t = tr(A) € {-2,-1,0,1,2} et d = det(A) € {-1, 1}, de sorte que
xa =X? —tX +d, dont les racines sont de module 1.

Cas d = —1. Le discriminant ¢* + 4 est strictement positif : les racines sont
réelles, de module 1 et de produit —1, donc ce sont 1 et —1,ett =0: y4 = X?—1.
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Casd = 1.Sit = 2, ya = (X F 1) Si [t| < 1, le discriminant t* — 4 est
strictement négatif : les racines sont deux complexes conjugués A et A, de
produit |A|* = d = 1, ce qui est compatible avec la question 1.

La liste des polynomes caractéristiques possibles est donc
X?-1, X2+1, X2-X+1, X2+ X +1, (X-1)% (X+1)%

Montrons que A'? = [, dans chaque cas.

Pour les quatre premiers polyndmes, y4 a deux racines distinctes, donc A est
diagonalisable dans M, (C) : A = PDP~! avec D = diag(A;, A;). Les racines
sont respectivement +1, +i, e*17/3 et e*27/3 et chacune vérifie 112 = 1 (elles

sont d’ordre 1, 2, 4, 6 ou 3, qui divise 12). Donc D'? = I, et A2 = PD'2P~! = [,.

Pour ya = (X — ¢)? avec ¢ = +1, le théoréme de Cayley-Hamilton donne
(A — el;)? = 05. Posons N = A — ¢, ; comme N et I, commutent et N2 = 0,, la
formule du binéme donne

I = AF = (el + N)* = &L, + ke*IN, soit  keé*TIN = (1 - €5)L.

Si1— ¢k # 0, la matrice kek~'N serait inversible, alors que N? = 0, interdit
a N d’étre inversible. Donc * = 1, puis kek=IN =0, avec k # 0, donc N = 0,
et A = ¢l,. Dans ce cas A? = ¢!, = ,.
Dans tous les cas,

A2 =1, |
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Réduction

Exercice 7.76 e o o Correction p. 141

Une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton.

Le cours admet le théoréme de Cayley-Hamilton. L’objet de cet exercice est de le démontrer.
La partie I étudie le plus petit sous-espace stable contenant un vecteur donné, et la partie II
en déduit le théoréme.

Dans tout l'exercice, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, u € £L(E)
et x € E un vecteur non nul. On pose

F, = Vect(uk(x) ; k eN).

Partie I — Le sous-espace cyclique engendré par un vecteur
1. Montrer que F; est stable par u, puis que tout sous-espace vectoriel de E stable par u
et contenant x contient F,.

2. Montrer qu’il existe un plus grand entier p € [ 1, n] tel que la famille
(x,u(x), ..., uP"(x))

soit libre. Montrer que u” (x) appartient au sous-espace engendré par cette famille;
on note dy, ..., ap-1 les scalaires tels que

uP (x) = —agx — aju(x) — -+ - — ap_u’ "' (x),

et'on pose Py = XP + ap_ 1 XP~' + -+ + a1X + a,.

3. Montrer que, pour tout k € N, uk (x) € Vect(x, .. .,up_l(x)). En déduire que 8B, =
(x,u(x),...,uP"*(x)) est une base de Fy, et que dim F, = p.

4. On note u, 'endomorphisme de Fy induit par u. Ecrire la matrice M, de u, dans la
base By. En déduire, a 'aide des exercices 7.61 et 7.63, que x,, = Px.

5. Montrer que Py (u)(x) = 0.

Partie II — Le théoréme
6. Soit B une base de E obtenue en complétant B,.. Décrire la forme de la matrice de u
dans 8 et en déduire que P, divise y,.
7. Montrer que y,(u)(x) = 0. Conclure : y,(u) = 0 2(g).
8. En déduire que, pour toute matrice A € M, (K), ya(A) = 0,.

9. Que vaut p lorsque x est un vecteur propre de u ? Retrouver ainsi que toute valeur
propre de u est racine de y,,.

Exercice 7.77 e e o Correction p. 143

Le laplacien discret et la chaine d’oscillateurs.
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Pour n > 1, on note T, € M, (R) la matrice tridiagonale

2 -1 (0)

. .o =1

(0) -1 2

c’est-a-dire que ses coeflicients diagonaux valent 2, ceux situés juste au-dessus et juste

au-dessous de la diagonale valent —1, et tous les autres sont nuls. La partie I détermine

ses éléments propres sans calculer son polyndéme caractéristique; la partie II calcule ce

polynéme et retrouve les valeurs propres; la partie III applique ces résultats a une chaine
de masses reliées par des ressorts.

Partie I — Eléments propres

1. Soit X =(x1,...,x,)" € My1(R) et A € R. On pose xy = xp+1 = 0. Montrer que
T, X = AX si et seulement si, pour tout j € [1,n],

Xj-1+tXj41 = (Z—A)x]‘.

2. Soit 6 € 0, z[. On pose x; = sin(j#) pour j € [[0,n + 1]. Montrer que, pour tout
jelLn], xj-1 + xj41 = 2cos(0) x;.
krx

—— A =2—2cos O et
n+1 k k

3. Pour k € [[1,n]), on pose 6

Xk =(sin O, sin 26, . . ., sin n@k)T.

Montrer que X} est un vecteur propre de T,, associé a Ag.

4. Montrer que 0 < A4; < A3 < -+ < A, < 4. En déduire que T, est diagonalisable, que
Sp(T,) ={A1,...,An} et que chaque sous-espace propre de T,, est une droite. Vérifier

que A = 4sin?

2(n+1)
5. Montrer par récurrence que det T, = n + 1. En déduire la valeur de
ﬁ . kx
sin ———.
re 2(n+1)

Partie II — Le polynéme caractéristique
Pourn > 1ett € R, on pose D,(t) = det(t, — T,), et 'on convient que Dy(t) = 1.

6. Montrer que, pourn > 2ett € R,

Dy (t) = (t = 2) Dp—1(t) — Dp—2(2).
7. Soit 8 € 10, [ et t = 2 — 2 cos 8. Montrer que, pour tout n € N,
sin((n+1)0
Dy(t) = (-1)" Q
sin 0

Retrouver ainsi les valeurs propres de T,,.

Partie III — La chaine d’oscillateurs

On considére n masses identiques m alignées, reliées de proche en proche par des ressorts
identiques de raideur k, les deux masses extrémes étant de plus reliées a des murs fixes
par deux ressorts de méme raideur. On note y;(t) I'écart de la j-iéme masse a sa position
d’équilibre. Les équations du mouvement s’écrivent, en posant yy = yn4+1 =0,

Vieltn],  my] =k(y -y —k(y;—yj-1)-
8. Onpose Y =(y1,...,yn)" et wg = yk/m. Montrer que Y’ = -2 T,Y.
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9. Soit X € M;,1(R) non nul et w > 0. Montrer que Y : t — cos(wt) X est solution si
et seulement si X est un vecteur propre de T, et @* = w}A, ou A est la valeur propre
associée. En déduire les pulsations propres

Wi = 2wq Sin

kmw
Z(n—+1), k € [[1, n]],

et décrire le mouvement des masses dans le mode propre correspondant a wy.
10. Montrer que toute solution s’écrit

n

Y(t) = Z(ak cos(wit) + i sin(wit)) Xi
k=1

avec (a, Br) € R? (on pourra décomposer Y (t) dans la base (X1, ..., Xp)).

11. Pour k fixé, donner un équivalent de wy lorsque n — +co. Comparer aux pulsations
propres d’une corde vibrante fixée a ses deux extrémités.

Exercice 7.78 e o o Correction p. 146

Les disques de Gershgorin.

Calculer exactement les valeurs propres d’une matrice de grande taille est en général hors
de portée. Cet exercice établit un résultat de localisation : les valeurs propres complexes
d’une matrice sont dans la réunion de n disques du plan complexe qui se lisent directement
sur ses coefficients.

Pour A = (a;;) € M,(C) eti € [[1,n], on pose

ri(A) = Z ’ai,j| et D;(A) = {z eC; |z - ai,i| < ri(A)},
Jj#i
le i-ieme disque de Gershgorin de A.

1. Soit A € Sp(A) et X =(x1,...,%,)" un vecteur propre associé. Soit iy € [[1, n] tel
que |xi0| = maXi<j<n |xj|. Montrer que A € D;,(A). En déduire que

Spe(4) < | Di(A).
i=1

2. Pour j € [1,n]], on pose ¢;(A) = iz |a,-,j| (somme sur la j-iéme colonne). Montrer,
a 'aide de I'exercice 7.61, que Sp-(A) est aussi contenu dans la réunion des disques
de centre a; ; et de rayon c;(A).

3. Ondit que A est d diagonale strictement dominante si |a,-’l~| > ri(A) pour touti € [[1,n].
Montrer qu’une telle matrice est inversible.

4. Montrer que, pour tout A € Sp(A),

n n

|/1|Smin(max E |a; ;|, max E |a,-,jf).
1<i<n £ 15jsn &
j= i=

Retrouver la question 2 de I’exercice 7.64.

5. Soit A une matrice stochastique au sens de I’exercice 7.64, dont on suppose seule-
ment que les coefficients diagonaux sont strictement positifs. Montrer que 1 est la
seule valeur propre complexe de A de module 1. Comparer avec la question 3 de
I'exercice 7.64.
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6.

7.

Que donne la premiére question pour la matrice T,, de 'exercice 7.77 ? Comparer au
spectre exact.

Soit dy, . .., d, des réels strictement positifs et D la matrice diagonale de coeflicients
diagonaux dj, . . ., d,. Montrer que Spe(D~'AD) = Sp:(A) et en déduire que

" 1
Spc(4) C g{z eC; |z— ai,il < a ; |ai,j| dj}-

Appliquer ce résultat, avec un choix judicieux de D, a

1 100
A_(10_4 2)’

et comparer la localisation obtenue a celle de la premiere question, puis aux valeurs
propres exactes.

Exercice 7.79 e e e Correction p. 148

Les polynémes de Legendre.
Soit n € N. On note E = R,[X] et, pour P € E,

L(P) = (X*-1)P') = (X* - 1)P” + 2XP'.

La partie I montre que L est un endomorphisme diagonalisable de E dont les sous-espaces
propres sont des droites; la partie II identifie les vecteurs propres, qui sont les polynomes
de Legendre, et étudie leurs racines; la partie III établit une propriété d’orthogonalité.

Partie I — Un endomorphisme diagonalisable

1.

2.
3.

Montrer que L est un endomorphisme de E. Calculer L(X*) pour k € [0, n] et écrire
la matrice de L dans la base canonique de E.
En déduire yp, puis que L est diagonalisable et que Sp(L) = {k(k +1); ke]o, n]]}

Soit k € [[0,n] et P un vecteur propre de L associé a k(k + 1). En comparant les
coefficients dominants de L(P) et de k(k+1)P, montrer que deg P = k. En déduire que
Ej (k+1) (L) est une droite, qui contient un unique polynéme unitaire ; on le note Lg.

Partie II — Formule de Rodrigues et racines

Pour k € [[0,n]), on pose Uy = (X? — D¥ et R, = Uk(k), dérivée k-iéme de Uy.

4.
5.

Montrer que (X* — 1) U] = 2kX U.

En dérivant k + 1 fois cette relation a I’aide de la formule de Leibniz, montrer que
L(Ry) = k(k + 1) Ry.

. Déterminer le degré et le coefficient dominant de Ry. En déduire la formule de Ro-

drigues

k!

— m((XZ _ 1)k)(k)’

Ly

puis calculer Ly, Ly, Ly et Ls.

. Montrer que Li(=X) = (=1)* L (X).

Montrer par récurrence sur j € [0, k] que Uk(j ) admet au moins Jj racines distinctes
dans |1, 1[, et que 1 et —1 en sont racines de multiplicité au moins k — j. En déduire
que Ly posséde k racines réelles distinctes, toutes dans |—1, 1[.
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Partie III — Orthogonalité

1
Pour P et Q dans E, on pose (P, Q) = / P(t) Q(t) dt.
1

9. Montrer que, pour P et Q dans E,
1
(L), Q) == [ -1P QW d = L(Q).

10. En déduire que (L s Lk> = 0 pour j # k, puis que Li est orthogonal a tout polynéme
de degré strictement inférieur a k : pour tout Q € Rx_[X], (L, Q) =0.

11. Soit k € [[1, n]. En utilisant la question précédente, montrer que L change de signe
au moins k fois sur |—1, 1[ (on pourra raisonner par I’absurde en considérant le produit
de Ly par le polynéme dont les racines sont les points de changement de signe de Ly).
Retrouver ainsi le résultat de la question 8.

Exercice 7.80 Correction p. 152

Endomorphismes cycliques.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien > 1 etu € £(E). On reprend les notations
de l'exercice 7.76 : pour x € E non nul, F, désigne le sous-espace vectoriel engendré par
les uf (x), k € N, etl'on a vu que, si p = dim Fy, la famille

(x,u(x), ..., uP™ (x))

est une base de Fy. On dit que u est cyclique s’il existe x € E tel que F, = E, c’est-a-dire tel
que cette famille, avec p = n, soit une base de E; un tel vecteur x est dit cyclique pour u.
Un endomorphisme cyclique a une propriété remarquable : ses sous-espaces stables sont en
nombre fini, et ils se lisent sur les diviseurs de son polynéme caractéristique. C’est 'objet
de la partie III, aprés des exemples (partie I) et ’étude des polyndmes annulateurs et du
commutant (partie II).

Partie I — Exemples

1. Soit x un vecteur cyclique pour u. Ecrire la matrice de u dans la base

(x,u(x),..., u"_l(x))

et exprimer y, a l’aide des coordonnées de u"(x) dans cette base.

2. On suppose que u est diagonalisable, de valeurs propres Ay,..., A, deux a deux

distinctes, et I’on note (ey, ..., e,) une base de vecteurs propres associés. Soit x =
n

Z xie;. Ecrire la matrice de la famille (x, u(x),...,u" *(x)) dans la base (e, ..., €,)
i=1

et montrer que x est cyclique si et seulement si tous les x; sont non nuls (on pourra
utiliser le déterminant de Vandermonde).

3. On suppose u diagonalisable. Montrer que u est cyclique si et seulement si ses valeurs
propres sont deux a deux distinctes (pour le sens direct, on pourra exprimer u*(x) a
Paide des composantes de x sur les sous-espaces propres).

4. On suppose que u est nilpotent avec u"~! # 0. Montrer que u est cyclique. Que vaut
alors y,?

Partie II — Polynémes annulateurs et commutant

Dans cette partie et la suivante, on suppose u cyclique et 'on fixe un vecteur cyclique x.

5. Soit P € K[X]. Montrer que P(u) = 0 si et seulement si P(u)(x) = 0.
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6.

7.

8.

En déduire qu’aucun polynéme non nul de degré strictement inférieur a n n’annule u,
puis que les polynémes annulateurs de u sont exactement les multiples de y;,,.

On note C(u) = {v € L(E) ; uoov =vou}. Soitv € C(u) et P € K[X] tel que
v(x) = P(u)(x). Montrer que v = P(u). En déduire que

C(u) = Vect(ldg, u, .. .,u"_l) et dim C(u) = n.

Réciproquement, soit w un endomorphisme diagonalisable de E tel que dim C(w) = n.
Montrer que w est cyclique (voir Uexercice 7.70).

Partie III — Les sous-espaces stables

Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. On pose

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

Ir ={P € K[X] ; P(u)(x) € F}.

Montrer que Ir est un sous-espace vectoriel de K[X] contenant y,, et que, pour
PelretQ e K[X], PO € IF.

Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire Pr € Ir de degré minimal, puis
que Ir = {PrQ ; Q € K[X]}. En déduire que Pf divise y, ; on note Qr = y,/Pr.
Montrer que F = {P(u) (x); Pe IF}, puis que F = Im Pp(u).

Montrer que Ker Qp(u) = {R(u) (x) ; Re K[X], yu divise QFR}, et en déduire que
F =Ker Qr(u).

Montrer que la famille (Pr(u)(x),u o Pp(u)(x),...,u?™! o Pp(u)(x)), oud = n -
deg Pr = deg QF, est une base de F. En déduire que dim F = deg Qf.

Réciproquement, soit Q un diviseur unitaire de y, et G = Ker Q(u). Montrer que G
est stable par u et que Qg = Q.

Conclure : Papplication Q — Ker Q(u) est une bijection de 'ensemble des diviseurs
unitaires de y, sur 'ensemble des sous-espaces vectoriels de E stables par u. En
particulier, un endomorphisme cyclique n’a qu'un nombre fini de sous-espaces stables.

Retrouver le résultat de I’exercice 7.62 lorsque u possede n valeurs propres distinctes.
Déterminer les sous-espaces stables d’'un endomorphisme nilpotent u tel que u™~* # 0.
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Enoncé p. 135

1. Soity € F :il existe m € Net (o, . . ., gm) € K™ tels que y = X7 peu® (x).

Par linéarité,
m

u(y) = Z euft(x) € Fy.
k=0

Donc Fy est stable par u.
Soit G un sous-espace vectoriel de E stable par u et contenant x. Montrons
par récurrence sur k € N que u*(x) € G. Initialisation. u®(x) = x € G.
Hérédité. Soit k € N. On suppose u*(x) € G. Comme G est stable par u,
Ukt (x) = u(uk (x)) € G. Ainsi G contient tous les vecteurs uk(x), donc le
sous-espace qu’ils engendrent : F,, C G.
Le sous-espace Fy est donc le plus petit sous-espace vectoriel de E stable par u
et contenant x.

2. Soit I 'ensemble des entiers g € [ 1, n] tels que la famille (x, u(x),...,u? ' (x))
soit libre. Comme x # 0, la famille (x) est libre et 1 € I. L’ensemble I est une
partie non vide de [ 1, n], donc finie : elle admet un plus grand élément p.
Notons V = Vect(x, u(x), ..., u?"!(x)) et montrons que u”(x) € V.

— Sip = n,lafamille (x, .. .,u"‘l(x)) est libre et compte n = dim E vecteurs:
c’est une base de E, donc V = E et u"(x) € V.

— Sip < nyalorsp+1 € [[1,n] etp+ 1 ¢ I par maximalité de p : la
famille (x, ..., u”(x)) est lie. Il existe donc (p, . .., f1p) € KP*! non nul
tel que Zizo e (x) = 0. Si pp, = 0, 1a liberté de (x,...,u?"!(x)) donne
Ho =+ = pip—1 =0, ce qui est exclu. Donc y, # 0 et

p-1
1

uf (x) = —— Z weuk(x) e V.
L

Dans les deux cas, u”(x) € V. Comme la famille (x, .. .,up_l(x)) est libre,
les coordonnées de u”(x) dans cette famille sont uniques, ce qui définit sans
ambiguité les scalaires ay, ..., a,_; et le polynome Py, unitaire de degré p.

3. Montrons que V est stable par u. Pour j € [0,p — 2], u(u/(x)) = u/*!(x) € V,
et u(u?~!(x)) = uP(x) € V d’aprés la question 2. Les images des vecteurs
d’une famille génératrice de V sont dans V, donc, par linéarité, u(V) Cc V.
Ainsi V est stable par u et contient x : d’aprés la question 1, F, Cc V. En
particulier, pour tout k € N, u¥(x) € V. L’inclusion V C F, est immédiate,
donc Fy = V. La famille B, est libre et engendre F : c’est une base de F, et

dmF. =)

4. Pour j € [0,p — 2], ux(v/(x)) = w/*'(x) : 1a colonne j + 1 de My aun 1 en
ligne j + 2 et des zéros ailleurs. Enfin u, (u?*(x)) = uf(x) = —apx — -+ —
a,-1uP~*(x). Donc

0 —ao
1 0 —ai
M, = .
(0) 1 —ap
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Sip=1, M= (-ag) et yu, =X +ag =Py.Sip > 2, My est la transposée de la
matrice compagnon C associée a P, dans 'exercice 7.63 (avec p au lieu de n).
D’apres exercice 7.61, yot = xc, et d’apreés 'exercice 7.63, yc = Px. Dans tous
les cas,

’Xux = xm, = Px \

. Par définition des scalaires a, ..., ap-1,
Py(u)(x) = uP (x) + ap_1uP ' (x) + - -+ + aju(x) + apx = 0.

. Sip =n,alors B = By, Matg(u) = My et y, = Px. Supposons p < n et notons
B = (x, u(x),...,uP7(x), €pils .- .,en). Les p premiers vecteurs de 83 forment
une base de Fy, qui est stable par u : leurs images par u sont dans Fy, donc leurs
coordonnées sur ep.1, . . ., e, sont nulles. La matrice de u est donc triangulaire
par blocs :

My

Matg(u) = ( Q

g) avec B € My p(K), C € M,_,(K).

Pour t € K, la matrice

tl,— M,  —B

tI, — Matg(u) = ( 0 typ—C

est triangulaire par blocs, donc son déterminant est le produit des déterminants
des blocs diagonaux :

Xu(t) = xm, (8) xc(8) = P (t) xc(t).

Les polynomes y, et Py yc coincident en une infinité de points, donc sont
égaux : y, = Py yxc, et Py divise yy,.

. D’apres la question précédente, il existe Q € K[X] tel que y, = QP,. Alors
xu(u) = Q(u) o Py(u), donc, d’aprés la question 5,

Xu() (x) = Q(u) (P (1) (x)) = Q(u)(0) = 0.

Le vecteur non nul x était quelconque : y, (u) s’annule en tout vecteur non
nul de E, et en 0 par linéarité. Donc

Xu(u) =02k |

. Soit A € M,(K) et u: X — AX endomorphisme de E = M, ;(K) canoni-
quement associé a A. Dans la base canonique 8, de E, Matg, (u) = A, donc
Xu = Xxa et, pour tout P € K[X], Matg, (P(u)) = P(A). D’aprés la question 7,

xa(A) = Matg, (xu(u)) = Matg, (0 £(g)) = 0y.

. Supposons u(x) = Ax avec A € K. La famille (x) est libre et, si n > 2, la
famille (x,u(x)) = (x,Ax) est liée : dans tous les cas p = 1. La relation
u(x) = Ax = —agx donne ay = —A, donc P, = X — A. D’aprés la question 6,
X — A divise y, c’est-a-dire y, (1) = 0 : toute valeur propre de u est racine

de yu.
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Enoncé p. 135

1. Les coefficients de T,, sont tj j = 2,tj j_1 =tj .1 =—lettj; =0si|j—1] >2.
Pour j € [[1,n], la j-iéme coordonnée de T,X vaut donc

(TX)j = =xj-1+ 2Xj — Xj41,

ou le terme xj (pour j = 1) et le terme x,41 (pour j = n) sont nuls, conformé-
ment a la convention xy = x,4+; = 0. Ainsi

T.X =X & Vje[Ln], —xj_1 + 2xj — xj41 = Ax;

= V] & I[l,n]], Xj—1+Xj41 = (Z—A)Xj.

2. Pour j € [[1,n]), la formule sina + sinb = 2 sin % cos % donne

xj_1 + X1 =sin((j — 1)8) + sin((j + 1)0) = 2sin(j6) cos 6 = 2 cos(0) x;.

3. Soitk € [1,n]. Comme 1 < k < n, on a 0 € ]0, [. Posons x; = sin(j6k) pour
je[o,n+1] :alors xo =sin0 = 0, x,+1 = sin(kx) =0, et Xp =(x1,...,%n) .
D’apres la question 2, pour tout j € [ 1,n],

Xj-1+Xj41 =2c08(0k) x; = (2 = Ak) x;,

donc T, Xy = AxXj d’apreés la question 1. Enfin X # 0: sa premiére coordonnée
sin 6y est strictement positive car 6 € ]0, 7[. Donc X} est un vecteur propre
de T,, associé a la valeur propre Ay.

4.0na0 < 6; <6, <--- <6, < et lafonction cosinus est strictement
décroissante sur [0, 7], donc

1> cosf; >cosby >--->cosb, >—1,
soit
O<A<Ay<---< A, <4

Les réels A4, . . ., A, sont donc n valeurs propres distinctes de T, € M, (R). Une
matrice de taille n admettant n valeurs propres distinctes est diagonalisable, et
son polyndme caractéristique, de degré n, n’a pas d’autre racine :

T, est diagonalisable et Sp(T;,) = {A1,...,A,} ‘

Les n sous-espaces propres sont de dimension au moins 1 et la somme de
leurs dimensions vaut n (diagonalisabilité) : chacun est de dimension 1, et
E;, (T,) = Vect(Xy).

Enfin, 1 — cos § = 2 sin? g, donc

kr

Ok
M =2(1 —cos ) = 4sin® =~ = 4sin® ———.
k=2 k) 2 2(n+1)

5. OnadetT; =2etdetT, =4—1=3.Pourn > 3, développons det T;, par rapport
a sa premiére ligne, qui n’a que deux coefficients non nuls : 2 en position (1, 1)
et —1 en position (1, 2).

— Le mineur associé a la position (1, 1) est det T,,_;.
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— Le mineur associé a la position (1, 2) s’obtient en supprimant la premiére
ligne et la deuxiéme colonne. La matrice obtenue a pour premiere colonne
(=1,0,...,0) " et, une fois cette colonne et sa premiére ligne supprimées,
il reste T,,_2. En développant par rapport a cette premiere colonne, ce
mineur vaut — det T,,_,.

Donc, pour n > 3,
detT, = 2det T,_; + (=1)(=1)"*?(=det T;,_,) = 2det T,,_; — det T,_,.

Montrons par récurrence sur n > 1 la propriété £ (n) : « detT, = n+ 1 et
detT,p1 =n+2 ».

Initialisation. detT; = 2 et det T, = 3 : P (1) est vraie.

Hérédité. Soit n > 1. On suppose P (n). Alors det Tp,4» = 2det T, — det T, =
2(n+2)—-(n+1) =n+3,etdetT,y; = n+ 2 par hypothése : P(n + 1) est
vraie.

Ainsi, pour toutn > 1,|detT, =n+ 1|

Par ailleurs, T,, est diagonalisable : T, = PDP~! avec D = diag(Ay,...,An),
donc detT,, = det D = []}}_, Ax. D’apres la question 4,

oo k W(TT ..k e
n+1:1:[451n22(n—i1):4(gsm2(n—21)).

Pour k € [[1,n], 2(n iy € 10, 7 [, donc chaque sinus est strictement positif et

o ko _Vn+1

sin =
n
L1 2(n+ 1) 2

. Soitn > 2ett € R.Lamatrice tI,—T, est tridiagonale, de coefficients diagonaux
t — 2 et de coefficients sous- et sur-diagonaux égaux a 1. Sin = 2,

P—2 1

Dy(t) = 1 t-9

=(t—-2)—1=(t—2)D1(t) — Dy(t).

Sin > 3, on développe par rapport a la premiere ligne, comme a la question 5 : le
mineur associé a la position (1, 1) est D,_1(t) ; celui associé a la position (1, 2)
est le déterminant d’une matrice de premiere colonne(1,0,...,0)" dont le bloc
restant est tI,_5 — T,_o, et vaut D,,_»(t). Donc

Dy(t) = (t = 2)Dp_1(t) + 1+ (=1)"*?*Dp_5(t) = (t — 2)Dp—1(t) — Du—2(2).

. Soit 6 € 10, [ et t =2 — 2 cos 6, de sorte que t — 2 = —2 cos §. Montrons par
récurrence sur n € N la propriété Q(n) :

+1)0 i +2)0
« Dp(t) = (-1 )HM et Dpyq(t) = (-U"HW—H .
sin 6 sin 0
Initialisation. Dy(t) =1 = % etD{(t) =t—2=-2cosf = —% : Q(0) est

vraie.
Hérédité. Soit n € N. On suppose Q(n). D’apres la question 6,

Dn+2(t) = (t - 2)Dn+1(t) - Dn(t)

sin((r'l + 2)0) 1y
ind

2cosOsin((n +2)0) —sin((n + 1)9)

sin 0

sin((n + 1)0)

=—2cosf - (-1)"*! -
sin 6

— (_1)n+2
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Or 2 cos O sin((n + 2)0) = sin((n + 3)6) + sin((n + 1)), donc

~ L Sin((n +3)0)
Dypiz(t) = (=1) ZT

et Q(n + 1) est vraie.
Ainsi, pour tout n € N et tout 0 € 0, x|,

sin((n + 1))

D, (2-2cos0) =(-1)" pro

Pour tout t € R, D,,(¢t) = det(tl, — T,,) = yr,(t). L’application 6 + 2 — 2 cos 6§
est une bijection de |0, [ sur ]0,4[. Pour t = 2 — 2 cos 6 dans cet intervalle,

xr, (1) =0 & sin((n+1)0) =0 < (n+1)0 € nZ
ko
= fe {m s ke [[l,n]]},

la derniére équivalence car 0 < (n+1)8 < (n+ 1)7. Les réels Ay = 2 — 2 cos b,
k € [[1,n]), sont donc n racines distinctes de yr, dans ]0,4[. Comme yr, est
unitaire de degré n,

n
xr, = H(X—Ak) et Sp(Ty) = {An.... An}.
k=1
. Pour j € [1,n]], 'équation du mouvement s’écrit

144 k
yi = (i1 = 2y +yj-1) = —f (=yj-1 +2y; = yjs1) = g (T,Y);

d’aprés le calcul de la question 1, avec yy = y,+1 = 0. Donc Y = —a)g T,Y.

. Pour Y(t) = cos(wt) X, ona Y (t) = —w? cos(wt) X. Donc Y est solution si et
seulement si
VteR, w?cos(wt)X = a)g cos(wt) T, X.

Si cette relation est vraie, elle donneent =0:T,X = Z—;X . Réciproquement,
0

siT,X = Z—iX , la relation est vraie pour tout t. Comme X # 0, Y est solution
0

si et seulement si X est un vecteur propre de T;,, de valeur propre associée
A = w?/wd, cest-a-dire w? = w3
Les valeurs propres de T, sont les A = 4 sin® 2(’:1—’:1) et o > 0, donc les
pulsations possibles sont

Wk = wo VAR = 2w sin k—” ke [1,n],

2(n+1)

le sinus étant positif. Dans le mode propre associé a wg, Y(t) = cos(wit) Xk,
soit

. ( Jkm .
yi(t) = sm(n " 1) cos(wgt), jeltn].

Toutes les masses oscillent a la méme pulsation wy, en phase ou en opposition

de phase, la j-ieme avec 'amplitude |sin fszZ : les amplitudes sont les valeurs

aux points j/(n+ 1) de la fonction s +— sin(kss). Pour k = 1, toutes les masses

se déplacent dans le méme sens, I'amplitude étant maximale au centre de la
jnr

A . _ q —_(_ j+1 g jyr o 0 8
chaine; pour k = n, sin 7—5 = (=1)’"" sin = et deux masses voisines oscillent

en opposition de phase.
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10. La famille (X1, ..., X,) est formée de n vecteurs propres de T, associés a des

11.

valeurs propres distinctes : elle est libre, donc c’est une base de M, ; (R). Soit Y
une solution et, pour t € R, z1(¢),. .., z,(t) les coordonnées de Y (t) dans cette
base. Chaque zi est une combinaison linéaire fixe des fonctions y, ..., y, (les
coordonnées dans une base dépendent linéairement du vecteur), donc est deux
fois dérivable, et

n

n
Y (t) = Zz;;(t) Xe et —&dT,Y() = —Zw,izk(t) X,
k=1 k=1

puisque w3l = a)lzc. Par unicité des coordonnées dans une base, pour tout
k € [1,n] ettoutt € R, z/(t) = —wizk(t). Les solutions de cette équation
différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants, avec wr > 0,
sont les t > ay cos(wit) + Pk sin(wit) avec (ax, fr) € R% Donc

n

Y(t) = Z(ak cos(wit) + P sin(wit)) Xk
k=1

Réciproquement, le méme calcul montre que toute fonction de cette forme est
solution.

Soit k fixé. Quand n — +oo, —Z(k” — 0 etsinov ~ v en 0, donc
n+1)
km Wy
W ~ 20y

. — k- .
2(n+1) n+1

Pour n grand, les premiéres pulsations propres sont donc des multiples entiers
de la pulsation fondamentale 2%, C’est ce qui se produit pour une corde
vibrante de longueur L fixée a ses deux extrémités, dont les pulsations propres
sont %, ¢ désignant la célérité des ondes; on retrouve cette expression avec
L = (n + 1)a, ou a est la distance entre deux masses voisines au repos, et
¢ = awy. Les deux modeles different pour les modes élevés : les pulsations de
la chaine restent majorées par 2wy, alors que celles de la corde ne sont pas

bornées.

Enoncé p. 137

. Comme X # 0, on a x;, # 0. La ip-ieme ligne de I’égalité AX = AX s’écrit

n .
izt @ig,jXj = Axi,, soit
(A = Gioia) Xip = ), @iy ).
J#io
Par I'inégalité triangulaire et le choix de i,
M - aiosi0| |x,~0| < Z |aio,]| |xj| s (Z |aioaj|) |xi0| =13y (4) |x,~0|.
J#io J#io

En divisant par !xiof > 0, |/1 - aio,,-o| < r;,(A), c’est-a-dire A € D; (A).
Toute valeur propre complexe de A admet un vecteur propre, donc appartient
al’'un des disques D;(A) :

Spc(A) © U D;i(A)|.
i=1
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2. D’aprés 'exercice 7.61 (appliqué avec K = C), Spo(AT) = Spc(A). Les coeffi-
cients deAT sont (AT); ; = aj; : le j-iéme disque de Gershgorin deA™ a pour
centre (AT);; = aj ; et pour rayon

@) = > [@N) = Y Jai| = ¢;(4).

i#j i#j

La question 1 appliquée AT donne donc

Spc(A) =SpcAT) U{z eC; |z— aj,j| < cj(A)}.
j=1

3. Supposons A non inversible. Alors 0 € Sp-(A) et, d’apres la question 1, il existe
i € [1,n] telque 0 € D;(A), c’est-a-dire |a;;| = [0 — ;4| < r;(A). Cela contredit
I'hypothése de diagonale strictement dominante. Donc A est inversible.

4. Soit A € Spr(A). D’apres la question 1, il existe i tel que |/1 - ai,il <ri(A), donc

n n
|/1| < ’A — ai,,“ ob |a,-,,-| < ri(A) + |al-,,-| = Z |al-,j’ < max Z |a,-,j| .

_ 1<i<n £

Jj=1 j=1
De méme, d’apres la question 2, il existe j tel que |/1 = aj,j| < ¢j(A), dou
Al < XL, |ai,j| < maxi<j<n Xipeq |a,-,j|. Le module de A est inférieur aux deux
majorants, donc a leur minimum.
Si A est stochastique, ses coefficients sont positifs et chaque ligne a pour
somme 1: 37 |al~,j| = 1 pour tout i, et la majoration donne |A| < 1 pour tout
A € Spe(A), ce qui est le résultat de la question 2 de I'exercice 7.64.

5. Soit A € Sp:(A) avec |A| = 1. D’apres la question 1, il existe i tel que |A = a,-,l-| <
ri(A). Les coefficients de A sont positifs et la i-iéme ligne a pour somme 1,
donc r;(A) = 1—a;;, avec 0 < a;; < 1. Posons pp = A — a;;, de sorte que
gl < 1-a;;. Alors

2
1= |/1|2 = |y + ai,i| = |u|2 +2a;; Re(p) + a?,i

2
< |pl + 2a;; |l + aii = (lpl +ai;)” < 1.

Les deux inégalités sont donc des égalités. La seconde donne |p| =1 —a;; et
la premiere, Re(y) = || (on a utilisé a;; > 0), ce qui impose p € R,. Ainsi
p=1-a;;et

A= aji+p= 1.
Donc 1 est la seule valeur propre complexe de A de module 1 (et c’en est une,
d’apreés la question 1 de I'exercice 7.64).

La question 3 de 'exercice 7.64 suppose tous les coeflicients strictement po-
sitifs; on n’a supposé ici que la positivité stricte des coefficients diagonaux,
et 'on obtient la méme conclusion sur les valeurs propres de module 1. En
revanche, on n’obtient plus E;(A) = Vect(U) : la matrice I, est stochastique a
diagonale strictement positive, et E;(I,) = C". L’hypothése sur la diagonale

o . 0 1 .
ne peut pas étre supprimée : la matrice (1 O) est stochastique et admet —1

pour valeur propre.
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6. Supposons n > 3. Les coefficients diagonaux de T, valent 2; r{ (T,,) = r,(T,,) = 1
et r;(T,) = 2 pour 2 < i < n— 1. Les disques sont donc {|]z—2| < 1} et
{lz — 2| < 2}, et la question 1 donne

Spc(T,) € {z €eC;lz—-2| < 2}.

(Pour n = 2, on obtient le disque de rayon 1; pour n = 1, le singleton {2}.)

Le spectre exact est formé des réels Ay = 2 — 2cos %, k € [1,n], tous
dans |0, 4[, c’est-a-dire dans le diamétre réel du disque trouvé, privé de ses
extrémités. La localisation ne peut pas étre améliorée uniformémentenn: A; —
0etA, — 4 quand n — +oo, de sorte que les valeurs propres s’approchent des
deux points du cercle frontiere situés sur I’axe réel. Elle ne donne en revanche
ni le fait que les valeurs propres sont réelles, ni le fait que T, est inversible (0

est sur le bord du disque).

7. Lamatrice D est inversible, de coefficients diagonaux d; > 0, et D7 'AD est sem-
blable a A. Deux matrices semblables ont le méme polynoéme caractéristique,
donc le méme spectre complexe : Spo(D'AD) = Sp(A).

a. . .
Le coefficient d’indice (i, j) de D~'AD vaut l’; ! en particulier ses coeffi-
i

cients diagonaux sont les a;;, et

|ai ;| d;
i

ri(D'AD) = )’ g

J#i

= dlz |ai| d;.

Loj#i
La question 1 appliquée 2 D"*AD donne I'inclusion demandée.
d

1 100 d
Pour A = _4 et D = diag(dy, d»), les rayons sont 100 22 et1074 2L,
1074 2 d; d,

Le choix d; = 1000, d; = 1 les rend égaux a 0,1 :

1 01

-1 _
D™'AD = (0,1 ,

), Spe(A) c {lz—11 <01} U {lz-2| < 01}.

La question 1 appliquée directement a A donne les disques {|z — 1| < 100} et
{lz = 2| < 107*}, dont la réunion est le disque de centre 1 et de rayon 100 :
elle n’apporte presque rien, et la question 2 (disques de rayons 10~* et 100, de
centres 1 et 2) pas davantage.

Enfin, ya = (X —1)(X -2) — 1072 = X% - 3X + 1,99, de discriminant 9 — 7,96 =
1,04 > 0 : les valeurs propres sont réelles,

3+ V1,04

Aiz
2

A- =~ 0,9901, A+ = 2,0099.

Chacune est bien dans I'un des deux petits disques, & moins de 10~2 de son
centre.

Enoncé p. 138

1. La dérivation et la multiplication par X? — 1 sont linéaires, donc L est linéaire.
SiP € E, alors degP’ < n—1,deg((X* - 1)P’) < n+1letdegL(P) <n:

L(P) € E, et L est un endomorphisme de E.
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Pour k € [0, n],
LX*) = (X? = 1) k(k - )X*2 42X - kX' = k(k + 1) XK — k(k - 1) X*72,

le second terme étant nul pour k € {0, 1}. Comme L(X*) € R¢[X], la matrice
de L dans la base canonique 8 = (1,X,...,X") est triangulaire supérieure. En
indexant lignes et colonnes de 0 a n, son coefficient diagonal d’indice k est
k(k + 1), son coefficient d’indice (k — 2, k) est —k(k — 1) pour k > 2, et tous
les autres sont nuls. Par exemple, pour n = 4,

0 0 -2 0 0

02 0 -6 0

Matg(L)=|0 0 6 0 —12].
00 0 12 0
00 0 0 20

. La matrice de L étant triangulaire, son polynéme caractéristique est le produit

des X — Mgk -
n

=] [x-kk+1).
k=0
Pour jetkdansN, j(j+1)—k(k+1)=(-k)(j+k+1)etj+k+1>0,
donc j(j+ 1) = k(k + 1) si et seulement si j = k. Les n + 1 racines k(k + 1),
k € [0,n], de y; sont donc distinctes : L posséde n+ 1 = dim E valeurs propres
distinctes, donc L est diagonalisable et

Sp(L) = {k(k +1); k e]o, n]]} |

. Soit P un vecteur propre de L associé a k(k + 1); notons d = degP etc # 0
son coefficient dominant, de sorte que P = cX? + S avec deg S < d. D’apres la
question 1, deg L(X7) < j pour tout j, donc deg L(S) < d par linéarité, et le
coefficient de X? dans L(X?) est d(d + 1). Ainsi

L(P) = cL(X%) + L(S) = cd(d + 1) X? + (termes de degré < d).

Or L(P) = k(k+1)P = ck(k+1) X% + k(k +1)S. En comparant les coefficients
de X% cd(d+1) =ck(k+1),soitd(d+1) =k(k+1) puisque c # 0, etd =k
d’apres la question 2.

Tout vecteur non nul de Ej(x+1)(L) est donc de degré exactement k. Comme
k(k + 1) est valeur propre, il existe Py € Ej(x+1)(L) de degré k, de coefficient
dominant ¢y # 0. Soit P € Eg(x+1)(L) non nul, de coefficient dominant c : le
polynéme P— éPO appartient a Ex(x4+1) (L) et son degré est strictement inférieur
a k, donc il est nul. Ainsi Eg(k4+1)(L) = Vect(P,) est une droite. Ses éléments
unitaires sont les aPy avec acy = 1:il y en a exactement un, Ly = ciOPO.

. Sik =0,U, =1 et les deux membres sont nuls. Si k > 1, U]é = 2kX (X2 - 1)k‘1,
donc
(X2 -1) U, =2kX (X? - 1)* = 2kX U

. Rappelons la formule de Leibniz : pour f et g dans R[X] et m € N, (fg)™ =
o (';’)f(i)g(’”_i). Les dérivées de X2 — 1 sont 2X, 2, puis 0; en dérivant k + 1
fois le membre de gauche de la question 4, il reste trois termes :

k+1
(2 -pu) ™ = (x2 - 1)U + (k+ 1) 2x U + ( , ) 2

=(X*-1) R +2(k + 1)XR +k(k +1)Ry.
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Les dérivées de X sont 1 puis 0; pour le membre de droite,
(2kX Up) V) = 2k(X US™ + (k+ 1) U) = 2kX R}, + 2k(k + 1) Ry.
En égalant et en simplifiant,
(X* —=1)R! + 2X R} = k(k + 1) Ry..
Comme deg Uy = 2k, on a degRy < k < n, donc Ry € E et le membre de

gauche est L(Ry) : L(Ry) = k(k + 1) Rg.

. Le polynéme Uy = (X? — 1) est unitaire de degré 2k : Up = X% + V. avec
deg Vi < 2k. Pour j > k, la dérivée k-iéme de X/ est (jf!k)!Xj_k, de degré

j — k;la dérivée k-iéme de Vi est donc de degré strictement inférieur a k, et
(2k

W kL )
o XE v

Ry =
est de degré k et de coefficient dominant % En particulier R, # 0 : d’apres
la question 5, Ry est un vecteur propre de L associé a k(k + 1), donc Ry €
Eg(k+1) (L) = Vect(Lyg), et %Rk est 'unique élément unitaire de cette droite :

k!
Lk = W((Xz - l)k)(k) -

Onendéduit Lo =1,L; = %(XZ -1) =X,
2 1 1
Ly = —(X*—2X%+1)" = —(12X* - 4) = X? - -,
2= 54 )" =3¢ ) 3

6 1 3
Iy = — (X8 — 3X* +3X% — 1)/ = — (120X> - 72X) = X - ZX.
720 120 5

. Le polynoéme U = (X? — 1)* ne contient que des puissances paires de X :
U = Zi'{:o a;X?'. En dérivant k fois, les monomes de degré 2i < k disparaissent
et les autres deviennent des multiples de X?~*, dont I'exposant a la parité de k.
Ainsi Ri(=X) = (=1)*Ri(X), et de méme pour Ly = %Rk.

. Pour j € [[0,k]), notons P (j) la propriété : « Uk(j ) admet au moins Jj racines
distinctes dans |—1, 1[, et 1 et —1 sont racines de Uk(j ) de multiplicité au moins
k—j».
Initialisation. Uy = (X—1)*(X+1)* : 1 et —1 sont racines de Uy de multiplicité k,
et la premiére condition est vide pour j = 0. Donc £ (0) est vraie.
Hérédité. Soit j € [0,k — 1]. On suppose P(j). Soit a; < --- < a; des racines
distinctes de Ulij) dans |-1,1[, et posons ap = —1, aj4; = 1 : ce sont aussi des
racines de Uk(j ), de multiplicité au moins k — j > 1. La fonction polynomiale
Uk(j) s’annule aux j + 2 points ap < a; < --- < aj;1; d’apres le théoreme de
Rolle appliqué sur chaque segment [a;, a;41], il existe b; € |a;, a;41] tel que
Uk(jﬂ)(bi) = 0, pour i € [[0,j]. Les intervalles |a;, a;+1[ étant deux a deux
disjoints et inclus dans |1, 1[, les by, ..., b; sont j + 1 racines distinctes de
Uk(jﬂ) dans ]-1, 1[.
Si a est racine d’un polynéme Q de multiplicité au moins m > 1, alors Q =
(X —a)"Set

Q =X-a)" ' (mS+(X-a)s),
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10.

11.

donc «a est racine de Q’ de multiplicité au moins m — 1. Appliqué 4 Q = Uk(j )

et m = k — j, cela montre que 1 et —1 sont racines de Uk(j ) de multiplicité au
moins k — (j + 1). Donc P(j + 1) est vraie.

Conclusion. P (k) est vraie : Ry = Ulik) admet au moins k racines distinctes
dans |-1,1[. Comme deg Ri =k, il n’en a pas d’autre, réelle ou complexe. Le
polyndéme Ly, proportionnel & Ry, posséde donc exactement k racines réelles
distinctes, toutes dans |1, 1[.

. Les fonctions t +— (t2 — 1)P’(t) et t — Q(t) sont de classe C! sur [~1, 1] ; par

intégration par parties,

1

(L(P). Q) = / (2 = DP' (1) 0(1) dt

-1

1 1
-[e-vrwew] - [ @-nroewna,

et le crochet est nul car > — 1 s’annule en 1 et en —1. Donc (L(P), Q) =
- f_ll(t2 — 1) P’(t) Q’(t) dt. Cette expression est symétrique en P et Q : elle
vaut aussi (L(Q), P) = (P, L(Q)).

Soit j # k dans [0, n]]. D’apreés la question 9 et la définition de L; et Ly,

jG+1) (Lj, Le) = (L(Ly), Lx) = (L;, L(Lg)) = k(k + 1) (L;, Ly),

donc (j(j +1) — k(k + 1)) (L;, Lg) = 0. Comme j # k, j(j + 1) # k(k + 1)
(question 2), et (Lj, Lk> =0.

Soit k € [ 1,n]). Les polyndmes Ly, . . ., Lx_; sont non nuls, de degrés respectifs
0,...,k—1deux a deux distincts : ils forment une famille libre de k éléments de
Ry —1[X], qui est de dimension k, donc une base de Rx_; [X]. Tout Q € Ry_1[X]
sécrit Q = Y k2! q;L;, et par linéarité a droite du produit scalaire,

j=0
k-1
(L Q) = > ¢ (L Lj) =0.
j=0
Notons ¢; < - -+ < ¢;, les racines distinctes de Ly dans |—1, 1] (éventuellement

m = 0), y; la multiplicité de c;, et écrivons
Le=]]x=cy-T,
i=1

ouT € R[X] n’a pas de racine dans |1, 1[. La fonction T est continue et ne
s’annule pas sur lintervalle |—1, 1[ : d’apreés le théoréme des valeurs intermé-
diaires, elle y garde un signe strict constant. Par ailleurs, au voisinage de c;,
Ly = (X —¢;)"V; avec Vi(c;) # 0, donc V; de signe constant au voisinage de c; :
Ly change de signe en ¢; si et seulement si y; est impair. Les points de change-
ment de signe de Ly sont donclesc;, i € [, oul = {i € [1,m] ; p; impair}.
Posons Q = [];¢;(X —¢;) (avec Q =1 si I est vide). Alors

LQ=T-[ [X—cp*t - [ (X - e,

iel i¢l

ou tous les exposants sont pairs : sur |1, 1[, LyQ a le signe constant de T et
ne s’annule qu’aux points cy, . . ., ¢ La fonction ¢t — L (t)Q(¢) est continue
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sur [—1, 1], de signe constant et non identiquement nulle, donc (Lg, Q) # 0.
D’apres la question 10, Q ¢ Ry_1[X], c’est-a-dire degQ = card] > k : Ly
change de signe en au moins k points de |-1, 1[.
Enfin, [1/2,(X — ¢;)* divise Ly, de degré k, donc

m
k<cardl<m< ) <k
i=1

Toutes ces inégalités sont des égalités : m = k, chaque y; vaut 1, et deg T = 0.
Comme Lj est unitaire, Ly = Hle (X — ¢;) : Ly posséde k racines réelles
distinctes, toutes dans |—1, 1[, ce qui est le résultat de la question 8.

Enoncé p. 139

. Notons By = (x,u(x),...,u" (x)) et (co,...,cn_1) les coordonnées de u"(x)

dans cette base : u" (x) = ZZ;OI cxuk (x). Pour j € [[0,n-2], u(w/ (x)) = w*(x)

est le vecteur suivant de la base, et u(u"_l(x)) =u"(x), donc

0 Co

0 C1

Matg, (u) = .
(0) 1 Cn-1

C’est,avec p = net ar = —ci, la matrice M, de I’exercice 7.76, dont la question 4
donne

Yu=X"—cp X" e X — .

. Pourk e Netie [1,n],uf(e) = )Lf.‘ei, donc uf(x) = 31, x,-/lf.‘e,-. La matrice
de la famille (x,u(x),...,u" '(x)) dans la base (e, ..., e,) a pour coefficient
d’indice (i, k) le scalaire xi/lffl :

X1 Xl)tl cee XlA;l_l
X2 XZAz tee XZAg_l
A=| . ) ) =diag(xy,...,xn) V(A1, ..., Apn),
Xn Xphn ccc xpARTE
ouV(A,...,A,) estla matrice de Vandermonde des A;. Donc
detA = x1x9- - xp 1_[ (A = Ai),

1<i<j<n

et le produit des A; — A; est non nul puisque les valeurs propres sont deux a
deux distinctes. La famille (x, u(x),..., u"‘l(x)), de n vecteurs, est une base
de E si et seulement si det A # 0, c’est-a-dire si et seulement si tous les x; sont
non nuls.

. Si les valeurs propres de u sont deux a deux distinctes, la question 2 appliquée
ax =e; + -+ e, montre que x est cyclique : u est cyclique.

Réciproquement, supposons u cyclique et notons 4y, . .., A, ses valeurs propres

P
distinctes. Comme u est diagonalisable, E = Z Ej,(u). Soit x € Eetx =

i=1
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Y1+ - -+y, sa décomposition, avec y; € Ey, (u). Pour tout k € N, uk(y;) = )Lf.‘yi,
donc

P

uk(x) = ZAZC y; € Vect(y,...,Yp).

i=1
Ainsi Fy C Vect(yy,...,y,) et dim Fy < p. Si x est cyclique, n =dim F, < p <
n, donc p = n: u a n valeurs propres deux a deux distinctes.
. Comme u est nilpotent, I’ensemble des entiers m € N* tels que u™ = 0 est
non vide ; on note g son plus petit élément, appelé indice de nilpotence de u :
u? = 0etu?d? # 0. Comme u"! # 0,0onaq > n. Soit x € E tel que
u?1(x) # 0, et montrons que la famille (x,u(x),...,u9!(x)) est libre. Soit
(Ho> - - - pig-1) € K9 tel que ZZ;& peuk (x) = 0, et supposons les ;. non tous
nuls; soit ko le plus petit indice tel que p, # 0. En appliquant u9~1=%o,

q-1
0= > meud™ R () = p w7 (x),
k:ko

car g — 1 — ko + k > g pour k > ko, donc u9~1=%*k = 0. Comme u~!(x) # 0,
on obtient y, = 0, ce qui est contradictoire. La famille est donc libre.

(x,u(x),...,u" (x)) est une famille libre de n vecteurs : c’est une base de E,
et x est cyclique. Enfin 4" (x) = 0 : toutes ses coordonnées dans cette base sont

nulles, et la question 1 donne
=]

. SiP(u) =0, alors P(u)(x) = 0. Réciproquement, supposons P(u)(x) = 0. Deux
polyndémes de u commutent, donc, pour tout k € N,

Une famille libre de g vecteurs de E vérifie ¢ < n. Ainsi ¢ = n, et

P(u) (u*(x)) = u*(P(u)(x)) = u¥(0) = 0.

L’application linéaire P(u) s’annule sur la base By, donc P(u) = 0.

. Soit P = ZZ;(} PiX* un polynéme non nul de degré strictement inférieur a n.
Alors P(u)(x) = ZZ;Ol prtf (x) # 0, car la famille B, est libre et les py ne sont
pas tous nuls. Donc P(u) # 0 : P n’annule pas u.

D’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton, y, (1) = 0, donc, pour tout Q € K[X],
(Qxw)(w) = Q(u)o y,(u) = 0:les multiples de y,, annulent u. Réciproquement,
soit P un polynéme annulateur de u, et P = Q y,, + R sa division euclidienne
par yy, avec deg R < n. Alors

R(u) = P(u) = Q(u) o yu(u) =0,

donc R = 0 d’aprés ce qui précéde, et P = Q y,. Les polyndémes annulateurs
de u sont exactement les multiples de y,,.

. Comme vou = uov, onavour =ukouv pour tout k € N (récurrence immédiate).

Donc, pour tout k € [[0,n — 1],

o(uF(x)) = uF(0(x)) = u*(P(uw)(x)) = P(u) (u*(x)),

en utilisant que u* et P(u) commutent. Les applications linéaires v et P(u)
coincident sur la base 8B,, donc v = P(u).
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Soit v € C(u). Comme B, est une base de E, il existe (py, ..., pn-1) € K"
tel que v(x) = ZZ;OI peuf(x) = P(u)(x) avec P = Z;ol Xk, et ce qui
précéde donne v = P(u) € Vect(Idg, u, ..., u""!). Réciproquement, tout po-
lynéme de u commute avec u, donc Vect(Idg,u,...,u" ') C C(u). Ainsi
C(u) = Vect(Idg, u, ..., u"1).

Enfin, la famille (Idg, u, . .., u™ 1) est libre : si ZZ;& pkuk = 0, alors, en évaluant

en x, ZZ;OI e (x) = 0, donc tous les . sont nuls par liberté de B,. C’est une

base de C(u), et
dimC(u) =n|

. Notons py, ..., i, les valeurs propres distinctes de w, E; = E,,(w) et d; =

P
dim E; > 1. Comme w est diagonalisable, E = Z E; et Zle d; =n.

i=1
Soit v € L(E). Si v commute avec w, chaque E; est stable par v, comme dans la
question 2 de I’exercice 7.70 : pour y € E;, w(v(y)) = v(w(y)) = piv(y), donc
v(y) € E;. Réciproquement, si chaque E; est stable par v, alors, pour y € E;,
w(v(y)) = pio(y) = o(py) = v(w(y)); les applications linéaires w o v et v o w
coincident sur chaque E;, donc sur leur somme E. Ainsi C(w) est I’ensemble
des endomorphismes qui stabilisent chacun des E;.

p
Soit B une base de E adaptée a la décomposition E = Z E;. Un endomor-
i=1
phisme o stabilise chaque E; si et seulement si sa matrice dans 8 est diago-
nale par blocs, de la forme diag(V3,...,V,) avec V; € Mg, (K). L’application
v — Matg(v) est un isomorphisme de L(E) sur M, (K) qui envoie C(w)
sur le sous-espace de ces matrices diagonales par blocs, de dimension Y7 d?

i=1 %+
Donc
p p
dimC(w) = Zdlz > Zd,- =n,
i=1 i

i=1

avec égalité si et seulement si d? = d; pour tout i, c’est-a-dire d; = 1 pour tout i.
Si dim C(w) = n, tous les sous-espaces propres de w sont des droites, donc
p= Zle d; = n: w est diagonalisable avec n valeurs propres distinctes, donc
cyclique d’apres la question 3.

. Le polyndéme nul est dans Ir car 0(u)(x) =0 € F. Si P et Q sont dans I et
A € K, alors (AP + Q)(u)(x) = AP(u)(x) + Q(u)(x) € F, car F est un sous-
espace vectoriel. Donc Ir est un sous-espace vectoriel de K[X]. Il contient y,,
puisque y,(u)(x) =0 € F (théoréme de Cayley-Hamilton).

Soit P € Ir et Q € K[X]. Le sous-espace F est stable par u, donc par u* pour
tout k € N (récurrence immédiate), puis par toute combinaison linéaire des uk,
c’est-a-dire par tout polynéme de u. Comme P(u)(x) € F,

(PQ)(w)(x) = Q(u) (P(w)(x)) € F,

donc PQ € If.

. Le sous-espace Ir contient y, # 0, donc I'ensemble des degrés de ses éléments
non nuls est une partie non vide de N : elle admet un plus petit élément m. Soit
Py € Ir non nul de degré m et ¢ son coefficient dominant; alors Pr = %Pl €I
est unitaire de degré m.Si P’ € Ir est aussi unitaire de degré m, alors Pr—P’ € I
est de degré strictement inférieur a m, donc nul par minimalité de m : P’ = Pf.
D’ou Iexistence et 'unicité de Pr.
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11.

12.

13.

D’apreés la question 9, PrQ € Ip pour tout Q € K[X]. Réciproquement, soit
P € I et P = PrQ + R sa division euclidienne par Pr, avec deg R < m. Alors
R =P — PrQ € Ir, donc R = 0 par minimalité de m, et P = PrQ. Ainsi

Ir = {PFQ ; Q S K[X]}

En particulier y, € Ir s’écrit y,, = PrQp : Pr divise y,. Le polyndme QF est
unitaire, comme quotient de deux polyndmes unitaires, et deg Qr = n—deg Pr.
Par définition de Iy, {P(u)(x) ; P € Ir} C F. Réciproquement, soit y € F.
Comme By est une base de E, il existe P € K[X] tel que y = P(u)(x), et alors
P € Ip.D’ou l'égalité F = {P(u)(x) ; P € Ip}.

D’apres la question 10,

F ={(PrQ)(u)(x) ; Q € K[X]} = {Pr(w)(Q(u)(x)) ; Q € K[X]}.

Or, lorsque Q décrit K[X], Q(u)(x) décrit E tout entier, puisque x est cyclique.
Donc F = Pp(u)(E) = Im Pr(u).

Soit R € K[X] tel que y, divise QrR. Alors QrR annule u (question 6), donc
Qr (u) (R(u)(x)) = (QrR)(u)(x) = 0 et R(u)(x) € Ker Qr(u). Réciproquement,
soit y € Ker Qr(u); comme x est cyclique, il existe R € K[X] tel que y =

R(u)(x), et (QrR)(u)(x) = Qr(u)(y) = 0. D’aprés la question 5, (QrR) (u) = 0,
puis, d’apres la question 6, y,, divise QrR. Ainsi

Ker Qp(u) = {R(u)(x) ; Re K[X], y, divise QFR}.

Or y, = PrQr divise QpR si et seulement si Pr divise R : si QrR = PrQFS, alors
R = PgS en simplifiant par Qr # 0, et la réciproque est immédiate. Donc

Ker Qr(u) = {(PrS)(w)(x) ; S € K[X]} = {P(w)(x) ; P € Ir} =F

d’apres les questions 10 et 11.

Posons y = Pr(u)(x). Pour j € N, w/(y) = (X/Pf)(u)(x) appartient a F
d’aprés la question 9. Montrons que la famille (y, u(y),...,u?"!(y)) est une
base de F (sid = 0, la famille est vide, O = 1 et F = KerIdg = {0} ; on suppose
doncd > 1).

Liberté. Soit (o, . . ., pq—1) € K¢ tel que Z?:_Ol piul (y) =0,etS = Z‘]tol X
Alors (SPr)(u)(x) = Z;tol pju! (y) = 0, donc (SPr)(u) = 0 (question 5) et yy
divise SPr (question 6). Or deg(SPr) < d — 1+ degPr =n—1 < deg y, si
SPr # 0; donc SPr = 0, puis S = 0 car Pr # 0, et tous les y; sont nuls.
Caracteére générateur. Soit z € F. D’aprés la question 11, il existe Q € K[X] tel
que z = (PrQ)(u)(x). Soit Q = QrA + B la division euclidienne de Q par Qp,
avec deg B < d —1; écrivons B = Z‘;:—Ol ijj. Alors PrQ = y,A + PrB, et

d-1

2 = A(u) (xu () (x)) + (PFB)(u) (x) = B(w)(y) = ) bu/ (y),

=0

car y,(u) = 0. Donc z € Vect(y, u(y), .. .,ud_l(y)).

La famille est une base de F, formée de d vecteurs :

‘ dim F = deg QF ‘
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14.

15.

16.

Les polyndmes de u commutent avec u, donc G = Ker Q(u) est stable par u
(question 1 de I'exercice 7.62). Ecrivons y, = PQ, ou P est unitaire. Pour
R e XK[X],

Rel; Q(u)(R(u)(x)) =0 & (OR)(u)(x) =0
— (QR)(u) =0 < y, divise QR < P divise R,

d’apreés les questions 5 et 6, et en simplifiant par Q # 0 comme a la question 12.
Ainsi I = {PS ; S € K[X]}. Les éléments non nuls de I ont un degré au
moins égal a deg P, et le seul élément unitaire de degré deg P est P : donc
P =P, etQc = yu/P = Q.

Notons D I’ensemble des diviseurs unitaires de y, et S I'ensemble des sous-
espaces vectoriels de E stables par u. D’apres la question 14, ®: Q +— Ker Q(u)
est une application de O dans §; d’apres la question 10, ¥: F — QfF est une
application de S dans D. La question 12 donne ® o ¥(F) = Ker Qp(u) = F
pour tout F € §, et la question 14 donne ¥ o ®(Q) = Qxer () = Q pour tout
Q € D. Donc P est une bijection de D sur S, de réciproque ¥.

Ecrivons y, = [[;_; P"’, ot les P; sont des polynomes irréductibles unitaires

i=1 45

distincts de K[X]. Par unicité de la décomposition en facteurs irréductibles, les
diviseurs unitaires de y,, sontles []}_, P:C" avec0 < k; <m;:ilyena ]l (m;+
1). Un endomorphisme cyclique posséde donc exactement []}_, (m; + 1) sous-

espaces stables, en nombre fini.

Supposons que u possede n valeurs propres distinctes Ay, ..., 4,, et notons
(e, ..., e,) une base de vecteurs propres associés. Alors u est diagonalisable
et cyclique (question 3), et y, = []/=; (X — A;). Ses diviseurs unitaires sont les

o =[]x-%), 1c[in],

iel

X L . . - _
deux a deux distincts puisque leurs racines différent. Pour y = X'7_, ye;,

Qiw)(y) = )y Q) e = )y, Uy e,
=1

Jel

avec Qr(4;) # 0 pour j ¢ I. Donc Q;(u)(y) = 0 si et seulement si y; = 0
pour tout j ¢ I:KerQs(u) = Vect(e; ; i € I). D’apres la question 15, les
sous-espaces stables par u sont exactement les Vect(e; ; i € I) pour I C [[1,n],
au nombre de 2" : c’est le résultat de 'exercice 7.62.

Supposons maintenant u nilpotent avec u™~! # 0, et soit x un vecteur cyclique.
D’aprés la question 4, y, = X", dont les diviseurs unitaires sont les X* pour
k € [0,n]. Les sous-espaces stables par u sont donc exactement les Ker u*,
k € [[0,n], au nombre de n + 1, avec dim Ker u* = k (question 13) :

{0} =Keru® c Keru c Keru? c --- c Keru"! c Keru" = E.

Pour k € [[1,n], les k vecteurs u”_k(x), ...,u™1(x) sont dans Ker uk, car
uk (W (x)) = uk*(x) = 0 dés que k + j > n, et ils sont libres comme extraits
de la base B,. Comme dim Ker u* =k,

Ker u* = Vect(u" % (x),...,u" (x)).
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