Questions de cours
redac — Rédaction

| Exercice 1 redac/x01

Comment rédige-t-on la démonstration d’une propriété de la forme « pour tout x € E, (x) » ? lllustrer en
1

montrant que, pour tout x € R, —— < —.
x2+17 2

Corrigé. Rédaction : « Soit x € E. Montrons que $(x). »

. . X 1
Exemple : soit x € R. Montrons que 7= < 3.

Ona (x — 1)? > 0, soit x2 + 1 > 2x. Comme x? + 1 > 0, on peut diviser par x* + 1 sans changer le sens de

Se s oy 2Xx 5 Y . X 1
. > —q- < =
I'inégalité : 1 > 75, c’est-a-dire 727 < 5.

ATTENDUS

0O Rédaction : « Soit x € E. Montrons que $(x) », avec x quelconque dans E
0 Point de départ (x — 1)% > 0, soit x* + 1 > 2x

O Division par x* + 1 > 0 justifiée

| Exercice 2 redac/x02 |

Comment rédige-t-on la démonstration d’une propriété de la forme « il existe x € E tel que P(x) »?
Illustrer en montrant que, pour tous x,y € N, il existe z € N tel que vz > x + y.

Corrigé. Rédaction : « Posons x = ... Vérifions que x € E, puis que P(x). »
Exemple : soient x,y € N. Posons z = (x + y + 1)%.
C’est un entier naturel, comme produit d’entiers naturels. De plusx +y +1>0,doncVz=x+y+1>x +v.

ATTENDUS

0 Rédaction : « Posons x = ... », puis vérification de x € E et de P (x)
0 z = (x +y + 1)? est un entier naturel
O Vz=x+y+lcarx+y+1>0,puisx+y+1>x+y



| Exercice 3 redac/x03 |

Comment rédige-t-on la démonstration d une propriété de la forme « il existe au plus un x € E tel que P (x)

» ? lllustrer en montrant qu'un réel a admet au plus une racine carrée strictement positive, c’est-a-dire au

plus un réel w > 0 tel que w? = a.

Corrigé. Rédaction : « Soient x,y € E tels que P(x) et P(y). Montrons que x = y. »

Exemple : soit a € R. Soient », @’ > 0 tels que w? = a et w’®> = a. Montrons que w = w’.

Ona w? — w? =0, soit (0w — ©’)(w + ®) =0.Or @ + 0 > 0 comme somme de deux réels strictement positifs,
donc w — w’ =0, c’est-a-dire w = w’.

ATTENDUS
O Rédaction : « Soient x, y € E vérifiant . Montrons que x =y »
O Factorisation (0w — 0’)(w + @’) =0
O Second facteur strictement positif, donc w = ’

| Exercice 4 redac/x04

Comment rédige-t-on la démonstration d’une implication « A = B » ? Illustrer en montrant que, pour tout
x € [0,1], six — x* € N alors x € {0,1}.

Corrigé. Rédaction : « On suppose A. Montrons B. »

Exemple : soit x € [0, 1]. On suppose x — x? € N. Montrons que x € {0,1}.

Pour toutt € R, t — % = i - (t - %) < i. Ainsi x — x? est un entier naturel inférieur a i : c’est 0. Donc
x(1—x)=0,s0itx =00oux=1.

ATTENDUS

O Rédaction : « On suppose A. Montrons B »
O Majoration ¢ — t2 < i par la forme canonique
O Seul entier naturel inférieur a le 10, puis x(1-x) =0



Exercice 5 redac/x05 |

Comment rédige-t-on la démonstration d’une équivalence « A <= B » par double implication ? Illustrer
en montrant que, pour tous x,y € R, x? + y2 =0 si et seulement six =y =0.

Corrigé. Rédaction : « (=) On suppose A. Montrons B.

(<) On suppose B. Montrons A. »

Exemple : soient x,y € R.

(&) On suppose x = y = 0. Montrons que x% + y? = 0.

Onax?+y?=0+0=0.

(=) On suppose x? + y? = 0. Montrons que x =y = 0.

Comme x? > 0 et y* > 0, une somme nulle de deux réels positifs a ses deux termes nuls : x*> = 0 et y? = 0, donc
x=0ety=0.

ATTENDUS

Rédaction, sens direct : « (=) On suppose A. Montrons B »

Rédaction, sens réciproque : « (<) On suppose B. Montrons A »

Sens réciproque par calcul direct

Sens direct : une somme nulle de deux réels positifs a ses deux termes nuls

Oo0Ooano

| Exercice 6 redac/x06

Comment rédige-t-on la démonstration d’une inclusion « E c F »? Illustrer en montrant que
{k(k + 1),k € N} c 2N, ou 2N désigne I’ensemble des entiers naturels pairs.

Corrigé. Rédaction : « Soit x € E. Montrons que x € F. »

Exemple : soit x € {k(k + 1),k € N} : il existe k € N tel que x = k(k + 1). Montrons que x € 2N.

Si k est pair, k = 2m avecm € Net x =2 - m(k + 1). Si k est impair, k + 1 est pair, k + 1 = 2m avec m € N et
x =2 - km. Dans les deux cas, x est pair.

ATTENDUS

O Rédaction : « Soit x € E. Montrons que x € F »
0O Traduction de x € E : il existe k € N tel que x = k(k + 1)
O Disjonction de cas selon la parité de k



Exercice 7 redac/x07 |

Comment rédige-t-on la démonstration d’une égalité d’ensembles « E = F » par double inclusion ? Illustrer
en montrant que {x eRx*—6x+5< 0} =[1,5].

Corrigé. Rédaction : « (C) Soit x € E. Montrons que x € F.

(D) Soit x € F. Montrons que x € E. »

Exemple : notons A = {x ERx?—6x+5< O}. Pour tout réel x, x2 — 6x +5 = (x — 1) (x = 5).

(<) Soit x € A. Montrons que x € [1,5].

Ona(x—1)(x-5) <0,donc x—1 et x—5 sont de signes contraires. Comme x -5 < x—1,c’est x—5 < 0 < x—1,
soit 1 < x < 5.

(D) Soit x € [1,5]. Montrons que x € A.

Onax—-1>0etx—5<0,donc (x —1)(x —5) <0, c’est-a-dire x2 — 6x + 5 < 0.

ATTENDUS

Rédaction, inclusion directe : « (C) Soit x € E. Montrons que x € F »
Rédaction, inclusion réciproque : « (D) Soit x € F. Montrons que x € E »
Factorisation x? — 6x + 5 = (x — 1)(x = 5)

Inclusion directe : facteurs de signes contraires et x =5 < x — 1
Inclusion réciproque : produit d’un réel positif et d’un réel négatif

Ooo0Oo0Ooao

Exercice 8 redac/x08 |

Comment rédige-t-on une démonstration par récurrence ? Illustrer en montrant que, pour tout n € N,
2">n+1.

Corrigé. Rédaction : « Montrons par récurrence que, pour tout n € N, #,,.
Initialisation : vérifions P.

Hérédité : soit n € N. On suppose P,,. Montrons Pp1. »

Exemple : montrons par récurrence que, pour tout n € N, 2" > n + 1.
Initialisation : 2° =1 >0 + 1.

Hérédité : soit n € N. On suppose 2" > n + 1. Montrons que 2"*! > n + 2.
Ona2"'=2.2">2(n+1)=2n+2>n+2,carn > 0.

Conclusion : par récurrence, pour toutn € N, 2" > n + 1.

ATTENDUS

Rédaction : annonce de la récurrence et de la propriété P,
Rédaction, initialisation : vérification de P,

Rédaction, hérédité : « Soitn € N »

Rédaction, hérédité : « On suppose P,. Montrons Pp41 »
Initialisation : 2° =1 > 1

Hérédité : 2"*' =2-2" > 2n+2>n+2

Conclusion par le principe de récurrence

OO0oooaoao



Exercice 9 redac/x09

Comment rédige-t-on une démonstration par récurrence double ? Illustrer sur la suite définie par u, = 4,
uy =5 et, pour tout n € N, upy2 = 3up41 — 2uy, en montrant que u, = 2" + 3 pour tout n € N.

Corrigé. Rédaction : « Montrons par récurrence double que, pour tout n € N, #,,.
Initialisation : vérifions P, et P;.
Hérédité : soit n € N. On suppose P, et P,,11. Montrons P,15. »
Exemple : montrons par récurrence double que, pour tout n € N, u,, = 2" + 3.
Initialisation : 2° +3 =4 =uget 2! +3 =5 =u;.
Hérédité : soit n € N. On suppose u, = 2" + 3 et u,4; = 2"*! + 3. Montrons que U, = 2% + 3.
Ona
Unpz = 3Ups1 — 2up =3 (2" +3) —2(2"+3) =3 2" - 2" + 96 =2""? 4 3,

Conclusion : par récurrence double, pour tout n € N, u,, = 2" + 3.

ATTENDUS

Rédaction : annonce de la récurrence double et de la propriété £,
Rédaction, initialisation : vérification de P, et de P,

Rédaction, hérédité : « Soitn € N »

Rédaction, hérédité : « On suppose P, et P,+1. Montrons P42 »
Initialisation : 2° +3 =4 =uget2' +3 =5 =14

Hérédité : calcul de 3 (2"*! +3) — 2 (2" + 3)

Conclusion par le principe de récurrence double
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| Exercice 10 redac/x10 |

Comment rédige-t-on une démonstration par récurrence forte ? Illustrer sur une suite réelle (u,) telle que
uy > 0 et, pour tout n € N, upyq < ZZ:O ug, en montrant que u, < 2"y, pour tout n € N.

Corrigé. Rédaction : « Montrons par récurrence forte que, pour tout n € N, P,,.

Initialisation : vérifions P.

Hérédité : soit n € N. On suppose Py, P4, .., Pn. Montrons Ppq. »

Exemple : montrons par récurrence forte que, pour tout n € N, u,, < 2"uj.

Initialisation : 2°uy = ug, donc uy < 2%u,.

Hérédité : soit n € N. On suppose uy < 2ku, pour tout k € {0, ...,n}. Montrons que u,;; < 2" u,.
Ona

n n
tnor < ) e < Y 2ug = (27 = 1) wp < 2"y,
k=0 k=0

la deuxieme inégalité par I'hypothése de récurrence, la derniére car uy > 0.
Conclusion : par récurrence forte, pour tout n € N, u, < 2"uy.

ATTENDUS

Rédaction : annonce de la récurrence forte et de la propriété #,

Rédaction, initialisation : vérification de P,

Rédaction, hérédité : « Soitn € N »

Rédaction, hérédité : « On suppose Py, ..., P,. Montrons Pp1 »

Initialisation : 2%uy = u,

Hérédité : majoration terme a terme de Y}}_, ug, puis 2"*' — 1 < 2™ avec uy > 0
Conclusion par le principe de récurrence forte
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| Exercice 11 redac/x11 |

Comment rédige-t-on une démonstration par I'absurde ? Illustrer en montrant que, pour tout n € N, Vn? + 2
n’est pas un entier.

Corrigé. Rédaction : « Montrons par ’absurde que P.

On suppose non(P).

... Contradiction.

Donc P. »

Exemple : montrons par ’absurde que, pour tout n € N, Vn? + 2 n’est pas un entier.

On suppose qu’il existe n € N tel que p = Vn? + 2 soit un entier, naturel puisque positif.

Alors p? — n® = 2, soit (p — n)(p + n) = 2. Comme p* > n® avec p et n positifs, p > n: p —net p + n sont des
entiers naturels avec 1 < p — n < p + n. La seule écriture de 2 comme produit de deux entiers naturels ainsi
ordonnés est 1 X 2, doncp —n=1etp+n =2,dou2p =3, impossible pour p entier. Contradiction.

Donc, pour toutn € N, ¥V n% + 2 n’est pas un entier.

ATTENDUS

Rédaction : « Montrons par ’absurde que #. On suppose non(®) »
Rédaction : aboutir a une contradiction, puis conclure

Négation correcte : il existe n € N tel que Vn? + 2 soit entier
(p—n)(p+n)=2avecl<p-n<p+n
p—n=1etp+n=2donnent 2p =3 : contradiction
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| Exercice 12 redac/x12

Comment rédige-t-on un raisonnement par analyse-synthése ? Illustrer en montrant que toute fonction
f: R — R s’écrit de maniére unique comme somme d’une fonction paire et d’'une fonction impaire.

Corrigé. Rédaction : « Analyse : soit x une solution. ... Donc x est nécessairement de la forme ...

Syntheése : soit x de cette forme. Vérifions que c’est une solution. »

Exemple : soit f: R — R.

Analyse : soient p paire et i impaire telles que f = p + i.

Pour tout x € R, f(x) = p(x) +i(x) et f(—x) = p(—x) + i(—x) = p(x) — i(x). En ajoutant et en retranchant

ces deux égalités,
oy LD 0 fo)
2 2
Le couple (p, i) est donc entierement déterminé par f : unicité.
Synthése : posons p: x w eti: x w Vérifions que p est paire, i impaire et f = p + i.
Pour tout x € R, p(—x) = p(x), i(—x) = —i(x) et p(x) + i(x) = f(x) : p est paire, i est impaire et f = p + i.
D’ou l'existence.

ATTENDUS

Rédaction, analyse : « Soit x une solution. ... Donc x est nécessairement de la forme ... »
Rédaction, synthése : « Soit x de cette forme. Vérifions que c’est une solution »

Analyse : f(x) et f(—x) donnent p(x) = (F(x) + £(~x)) /2 et i(x) = (f(x) = F(~x)) /2
Synthese : parité, imparité et somme vérifiées

Unicité par 'analyse, existence par la synthese
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