Questions de cours
Chapitre 3 — Séries numériques

QUESTIONS DE COURS

‘ Question 1 ch03/q01 ’
‘ Enoncer la formule de Stirling. ’
Corrigé.Ona:n! ~ V2mn(2)"
n—+o0 e
ATTENDUS

O Formule juste

0 Ecriture correcte de I'équivalent (ni égalité, ni développement limité)
‘ Question 2 ch03/q02 ’

‘ Enoncer la régle de d’Alembert.

|un+1|
Up

Corrigé. Soit )’ u, une série a termes non nuls telle que
— Si¢ < 1, la série )} u, converge absolument.
— Si¢ > 1(y compris ¢ = +00), la série diverge grossierement : u, /- 0.

— Si¢ =1, on ne peut pas conclure.

ATTENDUS

Hypotheses : termes non nuls, existence de la limite £ du quotient des modules
Cas ¢ < 1: convergence absolue

Cas ¢ > 1: divergence grossiere

Cas ¢ = 1: pas de conclusion
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uestion 3 ch03/q03
q

Donner un exemple de série convergente et un exemple de série divergente, a termes strictement positifs,

Un+1
pour lesquelles —— — 1.
Un
. 1 upn n? , . .
Corrigé. Pour u, = —, = ——— — 1 et la série converge (Riemann, & = 2 > 1).
n? u (n+1)2
1 n
Un+1 n , 1 , . .
Pour u, = —, —— = — 1 et la série diverge (série harmonique).
n u, n+1

ATTENDUS

O Exemple convergent correct avec vérification de la limite du quotient
0 Exemple divergent correct avec vérification de la limite du quotient

‘ Question 4 ch03/q04

‘ Définir une série alternée.

Corrigé. Une série ), up est alternée si la suite ((—1)"u,) est de signe constant, c’est-a-dire si 'on peut

écrire u, = (—1)"a, avec a, > 0 pour tout n, ou a, < 0 pour tout n.

ATTENDUS

O Signe constant de (—1)"uy, ou écriture u,, = (—1)"a, avec (a,) de signe constant

‘ Question 5 ch03/q05

‘ Enoncer le théoreme spécial des séries alternées, avec la majoration et le signe du reste.

Corrigé. Soit (a,),>0 une suite de réels positifs, décroissante, de limite nulle. Alors :

— la série > (—1)"a, converge;
+00
— leresteR, = Z (—1)kak vérifie |R,| < any1;
k=n+1

— R, est du signe de son premier terme (—1)""1a,;.

ATTENDUS

Hypothéses : (a,) positive, décroissante, de limite nulle
Conclusion : convergence de ), (—1)"a,

Majoration du reste : [R,| < ;41

Signe du reste : celui de son premier terme
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uestion 6 ch03/q06
q

Définir le produit de Cauchy de deux séries Z a, et Z b, a termes complexes.

nx0 n>0

Corrigé. Le produit de Cauchy de 3,5 an et 3,5 by est la série de terme général ¢, = 37 ax by—k.

ATTENDUS

0 Formule ¢, = ¥} _; axbn—k
O Aucune mention de convergence : la série est définie formellement dans tous les cas

‘ Question 7 ch03/q07 ’

‘ Enoncer le théoréme sur le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes. ’

Corrigé. Si Z a, et Z b, sont deux séries a termes complexes absolument convergentes, leur produit de

Cauchy Z cn, est absolument convergent et

+00 +00 +00

2 n=| e | 2

n=0 n=0 n=0
ATTENDUS

O Hypothese : les deux séries sont absolument convergentes
0 Conclusion : le produit de Cauchy converge absolument
O Formule de la somme comme produit des deux sommes

‘ Question 8 ch03/q08

: (="
Montrer que la série Z
nx1 \/ﬁ

converge. Converge-t-elle absolument ?

1
Corrigé. Posons a, = —. La suite (a,),>1 est positive, décroissante et tend vers 0. Par le théoréme spécial
n

des séries alternées, >, (—1)"a, converge.
(="
\n

Elle ne converge pas absolument : = —- est le terme général d’une série de Riemann divergente

nl/2

<1).

D=

(a=

ATTENDUS

O Vérification des trois hypotheses du théoreme spécial : positivité, décroissance, limite nulle
0 Conclusion : convergence

- . , 1
0 Non convergence absolue, par la série de Riemann d’exposant 3



EXERCICES

Exercice 1 ch03/x01

Soient ny € N et f une fonction continue et décroissante sur [ng, +oo[. Pour N > ng, encadrer la somme

N
partielle Z f (k) par deux intégrales de f.

k':rl()

Corrigé. Soit k > ny un entier. Par décroissance de f, pour tout t € [k,k + 1], f(k+ 1) < f(¢) < f(k). En
intégrant sur [k, k + 1], segment de longueur 1 :

k+1

flk+1) < f(t)ydt < f(k).
k

On somme l'inégalité de droite pour k allant de ny a N :

N k+1 N
> [ swas Y oo

k=ny k=ny

. N A S T
et par la relation de Chasles, le membre de gauche vaut /n , i f(t) dt. De méme, en sommant I'inégalité de

gauche pour k allant de ny a N — 1, on obtient Z;fznoﬂ f(k) < /n]()vf(t) dt, puis on ajoute f(ng) aux deux
membres. Finalement :

no

N+1 N N
/ feyde< Y fk) < f(mo) +/ F(t)dr.
k:rl() o

ATTENDUS

Encadrement de f(¢) sur [k, k + 1] par f(k + 1) et f(k), justifié par la décroissance

. . k
Intégration sur [k, k + 1] et encadrement de ./k ! f

Un coté détaillé : sommation sur k, puis relation de Chasles
Formule correcte pour le second c6té, avec les bonnes bornes et le terme f(ng)
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Exercice 2 ch03/x02

. . . 1.
Montrer, par comparaison série-intégrale, que la série E — diverge.
n

Corrigé. La fonction t — % est décroissante sur [1, +oo[. Soit k > 1 un entier. Pour tout t € [k, k + 1], % < %,

+1g<

e, k
donc en intégrant sur [k, k + 1], segment de longueur 1, fk - < %

Soit N > 1. En sommant pour k allant de 1 a N :
N

k+1 4 N 1
Zl %SZQ
k=1

k=1

Par la relation de Chasles, le membre de gauche vaut /1N+1 % =In(N + 1). Ainsi Zf(\’:l % > In(N +1).
Comme In(N + 1) — +0o, par comparaison, Zszl % — 400 : la série ), % diverge.

ATTENDUS

. . k+1 s . .
Minoration de % par fk * %, justifiée par la décroissance
Sommation pour k allant de 1 a N
Relation de Chasles et calcul de 'intégrale : In(N + 1)
Conclusion par comparaison : les sommes partielles tendent vers +co

OoOoano



Exercice 3 ch03/x03

=

N
Donner un équivalent, quand N — +oc0, de Hy = Z
k=1

Corrigé. La fonction ¢ +— % est décroissante sur [1,+oo[. Soit kK > 1 un entier. Pour tout t € [k, k + 1],

ﬁ < % < % donc en intégrant sur [k, k + 1], segment de longueur 1 :

1 /k+1dt
— < =<
k+1 k t

Soit N > 2. En sommant I'inégalité de droite pour k allant de 1 & N, puis par la relation de Chasles, In(N + 1) =

bl

f1N+1 % < Hy. En sommant I'inégalité de gauche pour k allant de 1 a N — 1, puis par la relation de Chasles,
N I
HN—1=Zsz2%Sf1 d—tt:lnN.Amsu

In(N+1) <Hy <1+InN.

Divisons par InN > 0 :

11’1(N+1) < Hy < 1
InN ~ InN ~ InN
OrIn(N +1) =InN +In (1 + 5), donc % =1+ % — 1;et i + 1 — 1. Par le théoréme des

gendarmes, g—’;{, — 1, c’est-a-dire Hy ~ In N.

+ 1.

ATTENDUS

Encadrement de % sur [k, k + 1] et intégration

Minoration Hy > In(N + 1) par sommation et relation de Chasles
Majoration Hy < 1+ In N, avec le décalage d’indice et le terme 1
Division par In N

Calcul de la limite de %, sans composer In avec des équivalents
Conclusion par le théoréme des gendarmes : Hy ~ In N

OO0 Oo0ooano



Exercice 4 ch03/x04

Soit @ > 1. Donner un équivalent, quand n — +oo, du reste R, = Z —.
k=n+1

Corrigé. La fonction t +— t~% est décroissante sur [1, +oo[. Soit k > 2 un entier. Pour t € [k, k+1],t7% < k™%,
etpourt € [k —1,k], k™% <t%; en intégrant sur ces segments de longueur 1 :

/k“ dt 1 /" dt
< —< —_
k LS A

Soient n > 1 et M > n. En sommant pour k allant de n + 1 & M, puis par la relation de Chasles :

/M+1 dt i l /Mg
ke = J, to

k=n+1

Or, pour a > 1, comme o > 1,

/M a1 1 1 1
. 1% a—1\a*1 M* 1] Moio (a-1)a*

La majoration montre que les sommes partielles de la série a termes positifs ), k%, sont majorées : elle converge
et R, est bien défini. En faisant tendre M vers +co dans ’encadrement :

1 1
<R, <—m——.
(=1 (n+1)21 "7 (a—1)ne-1

Divisons par

( n )a_1<( 1) n% 1R, < 1
S (a— n < .
n+1 "

Comme - — 1, la borne de gauche tend vers 1. Par le théoréme des gendarmes, (¢ — 1) n*"'R, — 1,
1

cest-a-dire R, ~ —————.
" (a—-1)ne1

ATTENDUS

O Encadrement de k™% par deux intégrales sur [k, k + 1] et [k — 1, k], justifié par la décroissance
O Sommation pour k de n + 1 a M, relation de Chasles et calcul des intégrales

O Passage a la limite M — 400 : encadrement de R,

m]

Division par la borne de droite et théoréme des gendarmes : R, ~ !



Exercice 5 ch03/x05

n
Donner un équivalent, quand n — +oo, de In(n!) = Z Ink.
k=1

Corrigé. La fonction In est croissante sur [1, +oo[. Soit k > 1 un entier. Pour t € [k,k + 1], Ink < Int, et si
k >2,pourt € [k —1k],Int <Ink;en intégrant sur ces segments de longueur 1 :

k k+1
/ lntdtslnkS/ Intdt.
k-1 k

En sommant 'inégalité de gauche pour k allant de 2 a n et celle de droite pour k allant de 1 & n, puis par la

relation de Chasles :
n n+1
/ Intdt < In(n!) < / In ¢ dt.
1 1

Une primitive de In sur |0, +oo[ est ¢ > ¢ In t—t, donc fln Intdt =nlnn—-n+let f1n+1 Intdt = (n+1) In(n+1)—n.
Pour n > 2, divisons par nlnn > 0:

. 1 1 In(n!) nt 1 In(n+1) 1
Inn nlnn~ nlan =~ =n Inn Inn’
La borne de gauche tend vers 1. A droite, ”T“ — let lngﬂl) =1+ ln(};}/ no_, 1, donc la borne de droite tend

In(n!)

nlnn

vers 1. Par le théoréme des gendarmes, — 1, c’est-a-dire In(n!) ~ nlnn.

ATTENDUS

Encadrement de In k par des intégrales, dans le sens de la croissance de In
Sommation et relation de Chasles : /1n In < In(n!) < /1n+1 In

Calcul des intégrales avec la primitive tInt — ¢

Division par nlnn, limites des bornes et théoréme des gendarmes : In(n!) ~ nlnn
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| Exercice 6 ch03/x06

N 2
A T’aide de la formule de Stirling, donner un équivalent de ( n) quand n — +oo.

n

. Par la formule de Stirling :

., 2n (2n)!
Corrigé. On a ( " ) = ()2

2n

2n
2n n
(2n)! ~ V4rn (—) , (n)?* ~ 27n (—)
e e
En faisant le quotient (les équivalents se multiplient et se divisent) :

2n 4mn o2 _ 4"
. =

27mn \m'n'

ATTENDUS
S 2n\ _ (2n)!
O Ecriture (:) = G2
0 Equivalent correct de (2n)! : Vdrn (2;")2"
O Quotient des équivalents et simplification des puissances : facteur 4"
, 4n
O Résultat Y
Exercice 7 ch03/x07
(n!)l /n
Déterminer la limite, quand n — +o0, de ———.
n

(n!)1/n
Corrigé. Posons v, = > 0. Par la formule de Stirling,

n!
n Varn (nfe)

— 1, donc, par continuité du
logarithme en 1,

1
gnzln( )=ln(n!)—nlnn+n—51n(27m)—+>O.

n!
Varn (nfe)

Ainsiln(n!) =nlnn—-n+ %ln(Zn'n) + &, avec g, — 0, et

_ In(n!) a1+ In(27n) L fn

Inov -1 .
" 2n n

In(27n)
2n

Par croissances comparées,

v, =exp(lnv,) — e L.

— 0; de plus %" — 0. Donc Inv, — —1 et, par continuité de I’exponentielle,

ATTENDUS

O

Stirling écrit comme un quotient de limite 1, puis passage au logarithme : In(n!) = nlnn—n+ % In(27n)+e¢,
avec e, — 0

Expression de Inov, = @ —1Inn

Limite —1, par croissances comparées

Conclusion e™! par continuité de 'exponentielle
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Exercice 8 ch03/x08

n!
Déterminer la nature de la série —.
n
n!
Corrigé. Posons u, = — > 0. Alors
n
u n+1)! n" n" 1\ 1
o ( ) — = =1+ - =exp|-nln|1+—]|].
U (n+ )™ n! (n+1)" n n
In(1+1/n In(1+h
Ornln(1+%) = % — 1, car % — 1 quand h — Oet% — 0. Donc —nln(1+%) — -1
n
u
et, par continuité de ’exponentielle, 1 e Comme e ! < 1, la série Y uy, converge par la regle de
Un
d’Alembert.
ATTENDUS
0O Calcul et simplification du quotient ”;‘:1 =(1+ %)_n
0 Limite e™! : nln(1 + %) — 1 puis continuité de 'exponentielle

0O Conclusion par d’Alembert : convergence

| Exercice 9 ch03/x09

. , . . x"
Soit x € R. Déterminer la nature de la série Z —
n!

. - N . x"
Corrigé. Si x = 0, la série est nulle a partir du rang 1 et converge. Sinon, posons u, = — #0. Alors
n!

|tner| x|

= 0<1.
|un| n+1 no+co

La série converge absolument par la régle de d’Alembert, pour tout réel x.

ATTENDUS

O Traitement du cas x = 0 (ou remarque que les termes sont non nuls pour x # 0)
O Quotient % et limite 0

0 Conclusion : convergence absolue pour tout x
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Exercice 10 ch03/x10

+00
On pose S = Z
n=0

— 2

V" s Zn: (0" Détermi A partir duquel |S — S,| < 1072
e = . eterminer un rang n a partr duque - < .
n+1l " Ld2k+1 gnap q "

Corrigé. La suite a, = N est positive, décroissante et de limite nulle : le théoréme spécial des séries

alternées s’applique et donne

1
S =8, =|Ry| £ aps+1 = .
1S = Sal = 1Rl < ss = >—
1
11 suffit donc que 513 < 1072, soit 2n + 3 > 100, soit n > 49. Le rang n = 49 convient.
n
ATTENDUS
O Majoration du reste par an+; = ﬁ hypotheses vérifiées
O Résolution de I'inégalité : n > 49
| Exercice 11 ch03/x11

1
Déterminer le produit de Cauchy de la série Z on par elle-méme, et calculer sa somme.

nx0
Corrigé. Pour n € N,
11 1 n+1
cn = _ = _—= .
k -k n n
P par g 2

La série géométrique ), zL" est absolument convergente (termes positifs, raison %), de somme 2. Par le théoréme

+1
sur le produit de Cauchy, Z nzn
nz0

converge et sa somme vaut 2 X 2 = 4.

ATTENDUS

0O Calcul du terme général ¢, = "Zf,l

O Convergence absolue de la série géométrique, somme 2
O Somme du produit de Cauchy : 4
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Exercice 12 ch03/x12 |

+oo 5,
Pour z € C, on pose exp(z) = Z Z—' Montrer, a 'aide du produit de Cauchy, que pour tous a,b € C,
n!

n=0

exp(a) exp(b) = exp(a + b).

Corrigé. Les séries ), “77 et ) % convergent absolument (régle de d’Alembert, ou série exponentielle de |a| et
|b]). Le terme général de leur produit de Cauchy est

Sk pnk 1 v (n) konk (a+Dd)"
Cn:Z—-—:— abn_ - —
pan k' (n—-k) n pan k n!

par la formule du bindme. Par le théoréme sur le produit de Cauchy,

+00 +00
a+b)"
exp(a) exp(b) = Z;) cp = Z;) % =exp(a+Db).

ATTENDUS
0O Convergence absolue des deux séries exponentielles

. A +b)™
0O Calcul de ¢, et reconnaissance de la formule du binéme : ¢,, = (a n,)

0 Conclusion par le théoréme sur le produit de Cauchy
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