Questions de cours
Chapitre 5 — Normes

QUESTIONS DE COURS

‘ Question 1

ch05/q01

‘ Soit E un K-espace vectoriel. Définir une norme sur E.

Corrigé. Une norme sur E est une application N: E — R* telle que :
1. homogénéité : pour tous A € Ket x € E, N(Ax) = [A| N(x);
2. inégalité triangulaire : pour tous x,y € E, N(x +y) < N(x) + N(y);
3. séparation : pour tout x € E, N(x) =0 = x = 0.

ATTENDUS
O Application de E dans R*
0 Homogénéité : N(Ax) = |A| N(x), avec le module de A
O Inégalité triangulaire : N(x +y) < N(x) + N(y)
O Séparation: N(x) =0 = x =0

‘ Question 2

ch05/q02 ]

‘ Soit (E, ||]|) un espace vectoriel normé. Enoncer la seconde inégalité triangulaire.

Corrigé. Pour tous x,y € E,

Hxll = liylll < flx =yl -
ATTENDUS
0O Inégalité |||x|| — ||y|l| < ||x — y|| pour tous x, y € E, avec la valeur absolue a gauche



‘ Question 3

ch05/q03 ]

‘ Soit (E, ||]|) un espace vectoriel normé. Définir la distance associée a ||| et énoncer ses trois propriétés. ’

Corrigé. La distance associée a ||-|| est 'application d: E X E — R* définie par d(x,y) = ||x — y||. Pour tous

x,y,z € E:
1. séparation : d(x,y) = 0 si et seulement si x = y;
2. symétrie : d(y,x) =d(x,y);
3. inégalité triangulaire : d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2).

ATTENDUS

0 Définition d(x,y) = ||x — y||

O Séparation:d(x,y) =0 & x =y

O Symétrie : d(y, x) = d(x,y)

O Inégalité triangulaire : d(x,z) < d(x,y) + d(y,2)

‘ Question 4 ch05/q04 ’
‘ Soit x = (x3,...,%x,) € K" Définir ||x||;, ||x||, et ||x|]c- ’
Corrigé. On pose
1
n n 2
2
lxlly = > lxl s el = (Z || ) o lxlleo = max |xl.
1<k<n
k=1 k=1
ATTENDUS
0 lxlly = 254 I
o x|l = (ZZZI |xk|2)1/2, avec des modules (pas xz)
0 [lxlle = maxi <k <p lxk|
‘ Question 5 ch05/q05 ’

‘ Soit (E, (-, -)) un espace préhilbertien réel. Définir la norme associée au produit scalaire.

Corrigé. La norme associée au produit scalaire est définie par

[lx]l = V(x, x).

ATTENDUS

O [lxll = ¥{x, x)



uestion 6 ch05/q06
q

Soit D un ensemble non vide et f: D — K une fonction bornée. Définir ||f]|.,. Sur quel espace vectoriel
cela définit-il une norme?

Corrigé. On pose

1flleo = sup {If ()], ¢t € D}.

Cela définit une norme sur espace B(D, K) des fonctions bornées de D dans K.

ATTENDUS

O ||flle =sup{lf(?)|, t € D} (borne supérieure, pas maximum)
O Norme sur 8(D, K), Pespace des fonctions bornées de D dans K

‘ Question 7 ch05/q07

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé, a € E et r > 0. Définir la boule ouverte, la boule fermée et la sphére
de centre a et de rayon r.

Corrigé. On pose

Bla,r)={x€E||lx—al| <r},
B(a,r) ={x€E||x—a| <r},
S(a,r) ={x€E|||x—al|l=r}.

ATTENDUS

O Boule ouverte : ||[x —a|| < r
O Boule fermée : ||x —al| <r
O Spheére: ||x —al| =r



Question 8 ch05/q08
| |

‘ Soit E un K-espace vectoriel. Définir le segment [x, y] d’extrémités x, y € E, puis une partie convexe de E. ’

Corrigé. Le segment d’extrémités x et y est

[xyl ={(1-t)x +ty, t € [0,1]}.
Une partie D de E est convexe lorsque, pour tous x,y € D, le segment [x, y] est inclus dans D, c’est-a-dire :

Vx,y e D, Vt € [0,1], (1-t)x+ty € D.

ATTENDUS
0O Segment [x,y] = {(1-t)x +ty, t € [0,1]}
0 Convexe : pour tous x,y € D, [x,y] € D
‘ Question 9 ch05/q09

Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé. Définir une partie bornée de E et énoncer sa caractérisation par la
norme. Définir une suite bornée et une fonction bornée a valeurs dans E.

Corrigé. Une partie D de E est bornée s’il existe a € E et r € R* tels que D C B(a,r). Cela équivaut a
Pexistence de M > 0 tel que ||x|| < M pour tout x € D.

Une suite (uy,) d’éléments de E est bornée si I’ensemble {u, | n € N} est une partie bornée de E, c’est-a-dire
s’il existe M > 0 tel que ||u,|| < M pour tout n € N.

Une fonction f: I — E est bornée si f(I) est une partie bornée de E, c’est-a-dire s’il existe M > 0 tel que
Il (x)|l £ M pour tout x € I.

ATTENDUS

O Partie bornée : incluse dans une boule fermée E(a, r)

O Caractérisation : il existe M > 0 tel que ||x|| < M pour tout x € D
O Suite bornée : ||u,|| < M pour tout n (ensemble des termes borné)
0 Fonction bornée : ||f(x)|| < M pour tout x € I (image bornée)



‘ Question 10 ch05/q10

Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé, (x,) une suite d’éléments de E et ¢ € E. Définir la convergence de
(x,) vers £ pour la norme ||-||.

Corrigé. La suite (x,) converge vers £ pour ||-|| lorsque

llxn = €l —— 0,
n—+oo

c’est-a-dire lorsque
Ve >0, AN e N, Vn > N, ||lx, = || < e.

ATTENDUS

O La suite réelle (]|x, — £||) tend vers 0 (ou la version avec quantificateurs)

‘ Question 11 ch05/q11

Soient d € N* et (x,) une suite de K. Enoncer le théoréme de convergence composante par composante
pour la norme ||-|| .

Corrigé. On écrit x, = (xp1,...,Xpq) €t € = (1,..., £g). Lasuite (x,) converge vers £ pour ||-||, siet seulement
si, pour tout k € {1,...,d}, la suite (X, x)nen converge vers ¢, dans K.
ATTENDUS

0 Equivalence entre la convergence de (x,,) pour ||-||., et celle de chacune des d suites composantes
O La k-iéme composante converge vers la k-iéme composante £ de la limite

‘ Question 12 ch05/q12

Enoncer le lien entre suite convergente et suite bornée dans un espace vectoriel normé. La réciproque
est-elle vraie?

Corrigé. Toute suite convergente pour une norme est bornée pour cette norme.
La réciproque est fausse : dans R muni de la valeur absolue, la suite ((—1)") est bornée mais ne converge pas.

ATTENDUS

0 Convergente implique bornée
O Pour une méme norme
O Réciproque fausse, avec un contre-exemple



‘ Question 13 ch05/q13

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Enoncer les résultats sur la limite d'une combinaison linéaire
de deux suites convergentes et sur celle du produit d’'une suite convergente de scalaires par une suite
convergente de vecteurs.

Corrigé. Soient (x,) et (y,) deux suites de E convergeant respectivement vers £ et ¢/, et o, f € K. Alors
(ax, + Py,) converge vers af + pt’.

Soient (A,) une suite de K convergeant vers A et (x,) une suite de E convergeant vers ¢. Alors (1,x,) converge
vers AL.

ATTENDUS

O ax, + Py, — at + pt’ pour a, f € K fixés
O Apx, — A pour (4,) suite de scalaires convergeant vers A

‘ Question 14 ch05/q14 ’

‘ Enoncer le résultat sur les suites extraites d’une suite convergente d’un espace vectoriel normé. ’

Corrigé. Toute suite extraite d’une suite convergente de E est convergente, et sa limite est celle de la suite de
départ.

ATTENDUS

O Toute suite extraite d’une suite convergente converge
O Vers la méme limite

‘ Question 15 ch05/q15

Soient Nj et N, deux normes sur un K-espace vectoriel E. Quand dit-on que Nj et N, sont équivalentes?
Ecrire la définition avec des quantificateurs.

Corrigé. Les normes N; et N, sont équivalentes lorsque

Ja >0, 3 >0, Vx € E, Ni(x) < aNz(x) et Ny(x) < fNi(x).

ATTENDUS

O Les deux inégalités N;(x) < aNz(x) et Na(x) < fN1(x)

O Ordre des quantificateurs : 3, f avant Vx € E, les constantes ne dépendent pas de x
O Constantes strictement positives



‘ Question 16 ch05/q16

Quelles propriétés d’une suite d’un espace vectoriel normé sont conservées lorsqu’on remplace la norme
par une norme équivalente ?

Corrigé. Si N et N; sont équivalentes, une suite est bornée pour Nj si et seulement si elle est bornée pour Ny,
et elle est convergente pour Nj si et seulement si elle est convergente pour N, avec la méme limite.

ATTENDUS
O Le caractére borné

O La convergence
O Avec la méme limite

‘ Question 17 ch05/q17 ’

‘ Donner une méthode pour montrer que deux normes sur un méme espace vectoriel ne sont pas équivalentes.

Corrigé. On exhibe une suite (x,) de E qui n’a pas la méme nature pour les deux normes : convergente pour
I'une et non pour l'autre, ou bornée pour 'une et non pour 'autre. Deux normes équivalentes ayant les mémes
suites bornées et les mémes suites convergentes, les deux normes ne sont pas équivalentes.

En pratique, on cherche souvent une suite (x,) de vecteurs non nuls telle que Nj(x,)/N2(x;,) ne soit pas
bornée : une inégalité N; < aN; est alors impossible.

ATTENDUS

O Exhiber une suite convergente (ou bornée) pour I'une des normes et non pour 'autre
O Justification : contraposée de I'invariance du caractére borné et de la convergence par équivalence des
normes



EXERCICES

| Exercice 1 ch05/x01

Soit E = C°([0,1],R) et, pour n € N, f,: t — t". Calculer ||fy o, [If2ll; €t [ full,, ot ||-]|, est la norme
associée au produit scalaire (f, g) = fol f(t)g(t)de.

Corrigé. Soit n € N. La fonction f, est positive, donc |fu| = fu, et croissante sur [0, 1], donc sup, () fu(t) =
fn(1) = 1. Ainsi || f,]|,, = 1. Ensuite,

1
150, =/ o dt =
0

n+1 1

1
0_n+1

bl

n+1

et, comme |f,|* = f2: t > t2,

1

1 3 2n+1 71\ 2 3
il =( [ enae) =[5 Sy —
iz 0 2n+1], 2n+1 Von +1
ATTENDUS

O |Ifulles =1 (fn positive et croissante, borne supérieure en 1)

ol = 77
O full, = ™ (intégrale de %", puis racine)
o, = s (intég P

2n+1

| Exercice 2 ch05/x02 |

Soit (E, ||]|) un espace vectoriel normé. Montrer que, pour tous x,y € E, |||x|| — [lyll| < ||x —y]l.

Corrigé. Soient x,y € E. En écrivant x = (x — y) + y, I'inégalité triangulaire donne ||x|| < ||x — y|| + ||lyll,
c’est-a-dire ||x[| — [ly|l < [lx —yll.

Par homogénéité, ||y — x|| = |-1| ||x — y|| = ||x — yl|, donc l'inégalité précédente, appliquée en échangeant x et
y, donne [[y|| — [|Ix]| < [Ix - ylI.
Le réel ||x — y|| majore ||x|| — ||y|| et son opposé : il majore donc leur valeur absolue.

ATTENDUS

O x| < llx =yl + |ly|| en écrivant x = (x —y) +y
0 Echange de x et y, avec ||y — x|| = ||x — y|| par homogénéité
O Conclusion : un réel qui majore ||x|| — ||y|| et son opposé majore leur valeur absolue



| Exercice 3 ch05/x03

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et d la distance associée. Montrer que, pour tous x,1,z € E,
d(x,y) =0 sietseulement six =y, d(y,x) =d(x,y) et d(x,z) <d(x,y) +d(y, 2).

Corrigé. Soient x,y, z € E.

Six =y, alors d(x,y) = ||0g]| = ||0- 0g|| = 0 par homogénéité. Réciproquement, si d(x,y) = ||x —y|| = 0,
I'axiome de séparation donne x — y = 0, c’est-a-dire x = y.

Comme y — x = (—1)(x — y), '’homogénéité donne d(y,x) = |-1]| ||x — y|| = d(x,v).

Enfin x — z = (x —y) + (y — 2), donc I'inégalité triangulaire de la norme donne

d(x,2) = |(x =y) + (y = D < llx = yll + lly = zl| = d(x, y) +d(y, 2).

ATTENDUS

O Séparation dans les deux sens : ||0g|| = 0 par homogénéité, et ||x — y|| = 0 = x — y = Og par séparation de
la norme

O Symétrie par homogénéité avec le scalaire —1

O Inégalité triangulaire en écrivant x —z = (x —y) + (y — 2)

| Exercice 4 ch05/x04

n

Montrer que ||-||; : x — Z |xx| est une norme sur K”.

k=1
Corrigé. Pour x € K", ||x||; est une somme de réels positifs, donc un réel positif. Soient x = (xy,...,x,),
y=(y1,...,yn) dans K" et A € K.

Homogénéité :
n n
IAxlly = > Vel = D7 1AL Ixil = 1AL llxl; -
k=1 k=1

Inégalité triangulaire : pour tout k, |xx + yi| < |xx| + |yx|, et en sommant,

n n
b+ glly = > i+ el < - (el + lyiel) = llxelly + Nyl -

k=1 k=1

Séparation : si ||x||; = 0, c’est une somme nulle de termes positifs, donc |xi| = 0 pour tout k, et x = 0.

ATTENDUS

0O Homogénéité : |Axg| = |A| |xx|, puis |A| en facteur de la somme
O Inégalité triangulaire en sommant les inégalités triangulaires du module
O Séparation : une somme nulle de termes positifs a tous ses termes nuls



| Exercice 5 ch05/x05 |

Soit D un ensemble non vide. Montrer que ||f||,, = sup {|f ()|, t € D} définit une norme sur I’espace
B(D,K) des fonctions bornées de D dans K.

Corrigé. Soient f,g € B(D,K) et A € K. L’ensemble {|f(¢)|, t € D} est une partie non vide et majorée de R*,
donc ||f]|,, est bien définie et positive.
Homogénéité : pour toute partie A non vide majorée de R et tout k € R*, sup(kA) = k sup(A). En 'appliquant
ak=|A>0,
IAf llo = sup [Alf ()] = Al sup [f(D)] = [A] ]| fll -
teD teD

Inégalité triangulaire : pour tout t € D,

I(F+9OI<IfO+ 19D < [Iflleo + N9/l -

Le réel || fl, + llgll, majore 'ensemble {|(f + g)(¢)|, t € D}, donc majore sa borne supérieure : || + g||, <

1l + 19]lo-
Séparation : si || ||, = 0, alors pour tout t € D, 0 < |f(¢)]| < ||fll, =0, donc f(¢) = 0. Ainsi f = 0.

ATTENDUS

Existence de la borne supérieure : partie non vide et majorée de R*

Homogénéité par sup(kA) = k sup(A) aveck =|A| >0

Inégalité triangulaire : majoration de |f(¢) + g(¢)| pour chaque ¢, puis passage a la borne supérieure
Séparation : 0 < |f(¢)| < ||flls = 0 pour tout ¢

OoOoano

| Exercice 6 ch05/x06 |

Montrer que ||f]|; = fol |£(t)| dt définit une norme sur C°([0,1],K).

Corrigé. Pour f € C°([0, 1],K), la fonction |f] est continue sur le segment [0, 1], donc || f]|, est bien définie,
et positive par positivité de I'intégrale. Soient f,g € C°([0,1],K) et A € K.
Homogénéité : par linéarité de 'intégrale, |1| étant une constante,

1 1
||/1f||1=/0 ] If(t)ldt=|/1|/0 lf@1de =[AlIfly -

Inégalité triangulaire : pour tout ¢ € [0, 1], |f(¢) + g(t)| < |f(¢)| + |g(¢)], et par croissance de I'intégrale,

I1f +gll; S/O (1f O+ 1g@)D dt = NI fll, + llgll; -

Séparation : supposons || f]|; = 0. La fonction [f| est continue sur [0, 1], positive, d’intégrale nulle sur [0, 1], et
les bornes vérifient 0 < 1 : 'intégrale est prise dans le bon sens, sur un intervalle non réduit a un point. Donc
|f] est nulle sur [0, 1], et f = 0.

ATTENDUS

0O Homogénéité par linéarité de I'intégrale, avec |Ax| = |A] |x|

O Inégalité triangulaire en intégrant |f + g| < |f| + |g| (croissance de I'intégrale)

O Séparation par les quatre hypotheses : |f| continue, positive, d’intégrale nulle, bornes 0 < 1 dans le bon
sens et distinctes

10



| Exercice 7 ch05/x07 |

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé, a € E et r > 0. Montrer que la boule fermée B(a, r) est convexe.

Corrigé. Soient x,y € B(a,r) et t € [0, 1]. On écrit
(1-t)x+ty—a=1-t)(x—a) +t(y—a),
donc, par inégalité triangulaire et homogénéité, 1 — t et ¢ étant positifs,
l(1-t)x+ty—all<(1=-t)|lx—a|ll+tlly—al| < (A1 -t)r+tr=r.

Ainsi (1 — t)x + ty € B(a,r) : la boule fermée est convexe.

ATTENDUS
0 Ecriture (1-t)x +ty—a=(1—-1t)(x—a) + t(y — a)
O Majoration par (1 —¢) ||x — al| + ¢ ||y — a|| (inégalité triangulaire et homogénéité, 1 —t > 0 et t > 0)
0O Conclusion < (1—t)r+tr=r

| Exercice 8 ch05/x08 |

Représenter dans R? la boule unité fermée de centre 0 pour la norme ||-||;. Justifier.

Corrigé. La boule unité fermée est B = {(x, y) € R? | x| +|y| < 1}. Pour x > 0 et y > 0, la condition s’écrit
x +y < 1:dans le quart de plan x > 0, y > 0, la partie B est le triangle de sommets (0,0), (1,0) et (0, 1),
délimité par la droite d’équation x + y = 1. La condition |x| + |y| < 1 ne change pas quand on remplace x par
—x ou y par —y : B est symétrique par rapport aux deux axes, et s’obtient en reproduisant ce triangle dans les
quatre quarts de plan. C’est le carré de sommets (1,0), (0,1), (—1,0) et (0,—1), bords compris.

y

ATTENDUS

0O Condition |x| + |y| < 1
O Dans le quart de plan x,y > 0, le triangle x + y < 1; les autres par symétrie (ou les quatre cas de signes)
0O Carré de sommets (£1,0) et (0, +1), bords compris

11



| Exercice 9 ch05/x09 |

Représenter dans R? la boule unité fermée de centre 0 pour la norme ||-||. Justifier.

Corrigé. La boule unité fermée est B = {(x, y) € R? | max(|x|, |y|) < 1}. Or max(|x[, |y|) < 1 si et seulement
si|x| < 1let|y| <1:leplus grand des deux est inférieur a 1 si et seulement si tous les deux le sont. Cela s’écrit
—1<x<1let-1<y<1 AinsiB=[-1, 1]? : C’est le carré de sommets (1,1), (-1,1), (-1,-1) et (1,—-1), bords
compris.

y
1
x
-1 1

-1

ATTENDUS
O max(]x|, |y|]) < 1sietseulementsi|x| <let|yl <1
0O Carré [—1, 1]2, bords compris

| Exercice 10 ch05/x10

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et (x,) une suite d’éléments de E convergeant vers ¢ et vers £’ pour
cette norme. Montrer que £ = ¢’.

Corrigé. Raisonnons par I’absurde et supposons ¢ # ¢’. Par 'axiome de séparation, ||f — ¢’|| > 0; posons
£= % |[£ —¢'|| > 0. Comme x,, — ¢, il existe N € N tel que ||x, — ¢|| < € pour tout n > N ; de méme, il existe
N’ € N tel que ||x, — £’|| < e pour tout n = N’. Pour n = max(N, N’), I'inégalité triangulaire donne

2
e =11 = 11(¢ = xn) + (xn = € <N = Xnll + llxn = £]] < 26 = 3 lle =11,

d’ou ||£ — £’|| < 0, ce qui contredit ||£ — ¢’|| > 0. Donc ¢ = ¢'.

ATTENDUS

Par ’absurde : £ # ¢’, donc ||£ — ¢’|| > 0 par séparation, et choix de ¢ (par exemple % [1e—¢1)
Rang commun n > max(N, N’) a partir duquel les deux inégalités valent

[ =€ < ||€ = xull + ||xn — £’]| < 2¢ en intercalant x;,

Contradiction avec ||[£ — ¢’|| > 0

Oo0Ooano

12



| Exercice 11 ch05/x11 |

Soit (E, ||]|) un espace vectoriel normé. Montrer que toute suite convergente de E est bornée.

Corrigé. Soit (x,) une suite de E convergeant vers ¢, c’est-a-dire telle que ||x, — ¢|| — 0. La suite réelle
(Jlxn, — £]|) est convergente, donc bornée : il existe M > 0 tel que ||x, — ¢|| < M pour tout n € N. Alors, pour
tout n € N, par inégalité triangulaire,

lnll = 1 Gen = €) + €]l < [lxn = £I[ + ll€ll < M+ i£]]

Le réel M + ||¢|| ne dépend pas de n : la suite (x,) est bornée.

ATTENDUS

O Majoration de ||x, — || par une constante M (suite réelle convergente donc bornée, ou ¢ = 1 puis maximum
des premiers termes)

O ||xnll < llxn — £]| + ||£]] par inégalité triangulaire

0O Borne M + ||£|| indépendante de n

| Exercice 12 ch05/x12 |

Soient d € N*, (x,,) une suite de K et £ € K%. On note x,, = (X1, ..., Xnq) et £ = (f1,. .., ;). Montrer que
(x,) converge vers ¢ pour ||-||,, si et seulement si x,, x — # pour toutk € {1,...,d}.

Corrigé. Pour tout n € N,
Xp—° = max (X — 4.
” n ”oo l<ke | nk k|

Supposons que x, — ¢ pour ||-||.. Pour tout k et tout n, 0 < |x,,,k - t’k| < |lxn — ||, €t le membre de droite
tend vers 0 : par encadrement, x, x — .

Réciproquement, supposons que x, x — £ pour tout k € {1,...,d}. Soit ¢ > 0. Pour chaque k, il existe Ny € N
tel que |xn’k - l’k| < e pour tout n > Ni. Posons N = max(Ny, ..., Ng). Pour tout n > N, on a n > Nj pour tout
k, donc

l|xn — €|l = max |xn,k - {’k| <e
1<k<d

Ainsi x, — ¢ pour |||| -

ATTENDUS

[l = €llco = maxg |xnx — |

Sens direct : 0 < |xn,k - {’k| < ||xn — €|l et encadrement

Réciproque : rang N = max(Ny, ..., Ny) a partir des rangs Nj de chaque composante (ou majoration du
maximum par la somme des |xn,;c - t’ki)

O Le maximum porte sur un nombre fini de composantes

O 0o

13



Exercice 13 ch05/x13

Etudier la convergence, dans R* muni de ||-||,, de la suite définie pour n € N* par
(2n+1 (-1)" ( 1)")
Up = , {1+ = .
n+3 n n

Corrigé. On étudie chaque composante. D’abord

1
=- 0.

n n—o+oo

2n+1 2+
n+3 _1+

="

n

n—+00

2|

S| =

Ensuite (1 + %)n =exp (nln(1+ %)) et, comme In(1+u) ~uen0,nln (1 + %) — 1, donc (1 + %)n — e par
continuité de 'exponentielle.

Les trois composantes convergent, donc, par convergence composante par composante, (u,) converge vers
(25 0, e) pour ””oo

ATTENDUS
O Limites 2 et 0 des deux premiéres composantes

o (1+ %)n =exp(nln(1+ %)) —e,avecIn(l+u) ~u

O Conclusion par convergence composante par composante : limite (2,0, e)

| Exercice 14 ch05/x14

1
On munit M, (K), identifié a K*, de ||||.. Soit A = (

1
0 1). Calculer A™ pour n € N et déterminer la nature
de la suite (A™).

Corrigé. On écrit A= I, + N avec N = (). On a N? = 0, donc N* = 0 pour tout k > 2. Comme I, et N
commutent, la formule du binéme donne, pour tout n € N,

n

A" = (I, + N)" = an (Z)Nklzn_k => (Z)Nk.

k=0 k=0

Pour n > 1, seuls les termes k = 0 et k = 1 subsistent : A” = I, + nN. Pour n = 0, la somme se réduit au terme
k=0etA’ =1, ce qui est encore I, + 0 - N. Ainsi, pour tout n € N,

1 n
n _ _
A —Iz+nN—(0 1)

Le coefficient d’indice (1, 2) de A™ vaut n et ne converge pas. Si (A") convergeait pour |||/, chaque coefficient
convergerait par convergence composante par composante. La suite (A”) diverge donc pour ||-|| -

ATTENDUS

A =1, + N avec N? = 0; binome justifié par la commutation de I, et N, termes k > 2 nuls

Cas n = 0 traité a part : la somme seréduital, =L +0- N

AM=(51)

Divergence : le coefficient n ne converge pas (convergence composante par composante), ou ||A"||, =n
non bornée

Oo0Ooano
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| Exercice 15 ch05/x15 |

Soit n € N*. Montrer que, pour tout x € K", ||x||, < ||x]l; < n||x||o- Qu’en déduit-on?

Corrigé. Soit x = (x1,...,x,) € K". Le maximum ||x||,, est 'un des |xg|, et tous les termes de la somme
2i—y |xx| sont positifs : la somme est supérieure a celui de ses termes qui vaut ||x||,, d’ott [lx|[o < [|lx]|;-
Réciproquement, |xi| < ||x||., pour tout k, et en sommant ces n inégalités, ||x||; < n||x|c-

Ce sont les deux inégalités de la définition, avec les constantes 1 et n : les normes ||-||; et ||-||, sont équivalentes
sur K"

ATTENDUS

O |Ixleo < lIx|l; : le maximum est I'un des termes d’une somme de réels positifs
O |Ix|l; < nllx||e en sommant n inégalités |xi| < ||x]|o

0 Conclusion : ||-||; et |||l sont équivalentes sur K"

| Exercice 16 ch05/x16 |

Montrer que, pour toute f € C°([0,1],K), [Ifll; < IIflleo-

Corrigé. Soit f € C°([0,1],K). Pour tout t € [0, 1], |£(¢)| < ||f]l. Par croissance de I'intégrale, le segment
[0, 1] étant de longueur 1,

||f||1=/0 If(t)ldtS/0 11l dt =111l -

ATTENDUS

o 1£(8)] < Ifll,, pour tout ¢ € [0,1]
O Intégration de I'inégalité sur [0, 1], de longueur 1 (croissance de I'intégrale)

| Exercice 17 ch05/x17 |

Soit E = C°([0,1],R) et, pour n € N, f;,: t > t". Montrer que (f;) converge vers la fonction nulle pour
||-]l; mais pas pour ||| Qu’en déduit-on pour ces deux normes ?

. s 1 . .
Corrigé. Pourn € N, ||, — 0], = /0 t"dt = ﬁ — 0 : la suite (f,;) converge vers la fonction nulle pour ||-||;.
La fonction f; est positive et croissante sur [0, 1], donc || f, — 0|, = f»(1) = 1, qui ne tend pas vers 0 : (f;) ne
converge pas vers la fonction nulle pour ||-|| -

Si les deux normes étaient équivalentes, la convergence vers 0 pour ||-||; entrainerait la convergence vers 0

pour ||-||o- Les normes ||-||; et ||-||, ne sont donc pas équivalentes sur E.

ATTENDUS

_ 1
O llfally =757 =0
O |Ifalleo = 1 ne tend pas vers 0
0 Conclusion : normes non équivalentes, car I’équivalence conserverait la convergence vers 0
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| Exercice 18 ch05/x18 |

Soient Nj et N, deux normes équivalentes sur un K-espace vectoriel E, et (x,) une suite de E convergeant
vers £ pour N;. Montrer que (x,) converge vers £ pour Nj.

Corrigé. Par équivalence des normes, il existe § > 0 tel que N; < fNj. Pour toutn € N,
0< Nz(Xn - f) < ﬁNl(Xn - f)

Comme x, — £ pour Ni, le membre de droite tend vers 0, donc Ny(x, — £) — 0 par encadrement : (x,)
converge vers £ pour Nj.

ATTENDUS

0O Encadrement 0 < Ny(x, — ¢) < BN;(x, — £), avec f donné par I’équivalence
0 Conclusion par encadrement, Ny (x, —£) — 0
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