Séance a distance — Corrigé

Réduction (2) : éléments propres

Le réflexe a avoir tout au long du corrigé

Deux fagcons de montrer que \ est valeur propre

Exhiber un vecteur. Pour montrer que A est valeur propre, il suffit de donner un vecteur
x # 0 et de vérifier u(x) = Az. Le « non nul » doit étre dit explicitement.

Résoudre I’équation. Pour montrer que A n’est pas valeur propre, ou pour déterminer
Ey(u), on résout I’équation linéaire u(z) = Az : elle a toujours la solution z = 0, et A est
valeur propre si et seulement s’il y en a d’autres.

Candidats. Un polynoéme annulateur (partie 3) réduit la liste des A a tester, mais ne dispense
jamais de la vérification.

1 Valeurs propres, vecteurs propres d’un endomorphisme

1.1 Définitions

Exercice 1 — guidé, pour tous : un endomorphisme de R2.
Lu(l,1)=(1+4+2,2+1)=(3,3)=3(1,1) et u(l,-1)=(1—-2,2—-1) = (—1,1) = —(1, -1).
Soit v € D : v = (a, ) avec a € R. Par linéarité, u(v) = au(l,1) = 3a(1,1) € D;. Donc
u(D1) C Dy : Dy est stable. De méme, u(a, —a) = —a(1,—1) € Dy : Do est stable.
2. u(1,0) = (1,2), qui n’est pas colinéaire a (1,0) (sa seconde coordonnée est non nulle). Donc
u(1,0) ¢ Vect((1,0)) : cette droite n’est pas stable.

3. D’apres la question 1 : 3 est valeur propre de u, de vecteur propre (1,1) (qui est non nul), et
—1 est valeur propre, de vecteur propre (1,—1).

4. Soit A € R et (z,y) € R2.

u(z,y) = Mz,y) <= {Sc—i—Zy:)\x — {Sx"‘?’y:/\(@""y) PN {3(:E+y):)\(x+y)

20 4+y=\y —x+y=ANy—x) —(r—y) = ANz — ),

en remplacant le systéme (L1, La) par (L1 + Lo, L1 — L), ce qui est bien une équivalence (on
retrouve L1, Ly en refaisant somme et différence puis en divisant par 2). Le systéme s’écrit
B-=XN(z+y)=0et (=1 —=X)(z—y)=0.

— Si ¢ {3, -1} :x+y=0et x —y =0, donc z =y = 0. Seule solution : (0,0). A n’est
pas valeur propre.

— Si A = 3 : la premiere ligne est 0 = 0, la seconde donne x = y. Les solutions sont les
(x,z) = z(1,1) : 3 est valeur propre et les vecteurs propres associés sont les z(1,1)
avec z # 0.

— Si A = —1 : la seconde ligne est 0 = 0, la premiere donne y = —x. Les vecteurs propres
associés & —1 sont les z(1,—1), = # 0.

Conclusion : les valeurs propres de u sont exactement 3 et —1.



5. Sens direct. Si u(x) = Az, alors pour tout a € K, u(az) = alx € Vect(z) : la droite Vect(x)
est stable.
Réciproque. Si Vect(x) est stable, alors u(z) € Vect(z) : il existe A € K tel que u(z) = Ax.
Comme x # 0, = est vecteur propre.
Soit D une droite stable par w, et = un vecteur non nul de D (donc D = Vect(x)). D’apres
ce qui précede, = est vecteur propre, donc x est colinéaire a (1,1) ou a (1,—1) d’apres la
question 4. Ainsi D = D; ou D = Ds.

6. Avec e; = (1,1), e3 = (1,—1) (base de R? : deux vecteurs non colinéaires) : u(e;) = 3e,

u(ez) = —eg, donc
3 0
Mat(el,ez) (u) = (O _1> :

On a réduit u : on a trouvé une base de vecteurs propres, dans laquelle la matrice est diagonale,
avec les valeurs propres sur la diagonale.

Exercice 2 — x vrai ou faux.

1. Vrai. u(2x) = 2u(x) = 2z = A\(2x) et 2z # 0 puisque = # 0.

2. Faux en général : y = —x convient (c’est bien un vecteur propre, par le méme argument qu’en
1), mais x +y = 0 n’est pas un vecteur propre. L’énoncé devient vrai si ’on ajoute I’hypotheése
r+y#0:ulx+y) = x+ A y=Az+y).

3. Faux. Si u(z) = Az = px avec x # 0, alors (A — p)x = 0, donc A = p.

4. Faux. u injectif signifie Ker u = {0}, c’est-a-dire que 0 n’est pas valeur propre ; cela n’interdit
pas d’autres valeurs propres. Contre-exemple : Idg (avec E # {0}) est injectif et 1 est valeur
propre.

5. Vrai. Soit  # 0 avec u(z) = Az. Si A = 0, alors u(z) = 0 avec = # 0, ce qui contredit

Vinjectivité de u : donc A # 0. En appliquant u™! : z = ™1 (Az) = Au~(z), dottu}(z) = 12 :

-1 1
x est vecteur propre de v~ pour j.

6. Vrai. Notons d’abord que z 4+ y # 0 : sinon & = —y serait vecteur propre pour A et pour u,
ce qui contredit la question 3. Supposons par I'absurde u(z + y) = v(z + y) pour un v € K.
Comme u(z +y) = A\x + py, on obtient (A — v)x + (u —v)y = 0.

— Siv=XA:(p—ANy=0avec u# A\, donc y = 0 : absurde.

— Siv#N:z=Ly=ay, avec a # 0 car x # 0. Alors u(z) = au(y) = apy = px, donc

Ar = px et A = pu (question 3) : absurde.
Donc x + y n’est pas vecteur propre. (On le redémontrera plus simplement avec la liberté de
(x,y), exercice 11.)

Exercice 3 — x des exemples dans toutes sortes d’espaces.

1. Pour tout z # 0, u(z) = px : p est valeur propre et tout vecteur non nul est vecteur
propre associé a p. Si u(z) = A\x avec x # 0, alors puz = Az donc A = p : p est la seule
valeur propre.

Y= Az N 2

2. r(z,y) = Mz,y) = \ . En reportant la seconde dans la premiére : —y = Ay,

T=\y
soit (14+ A2y =0; et o = Ay = =2z, soit (1 4+ A\?)z = 0.
Sur R: 1+ A2 > 0,donc 2 = y = 0. r n’a aucune valeur propre réelle (ce qui est
géométriquement clair : un quart de tour ne laisse aucune droite stable).

Sur C : si A2 # —1, méme conclusion. Si A\ = i : le systéme devient y = —iz (les deux lignes
sont équivalentes), les vecteurs propres sont les (1, —i),  # 0. Si A = —i : y = ix, vecteurs
propres z(1,1). Vérification : r(1, —i) = (i,1) = i(1,—1). Sur C, les valeurs propres sont i
et —i.



3. f' = \f est une équation différentielle linéaire du premier ordre, de solutions f : ¢t — Ce™,
C € R. Pour tout A\ € R, t — e est non nulle et solution : tout réel est valeur propre,
et les vecteurs propres associés a A sont les Ce*, C' # 0. Il y a donc une infinité de valeurs
propres : c’est possible en dimension infinie.

4. Soit P # 0 avec P! = AP. Si X\ # 0, deg(A\P) = deg P alors que deg P’ < deg P : impossible.
Donc seule A = 0 peut étre valeur propre, et P’ = 0 équivaut & P constant : 0 est valeur
propre, de vecteurs propres les constantes non nulles.

5. Pour z € F, p(x) = x; comme F # {0}, 1 est valeur propre et tout vecteur non nul de

F' est vecteur propre associé. Pour z € G, p(z) =0 = 0-x; comme G # {0}, 0 est valeur
propre.
Soit A € Ket x =xp +xg (avec zp € F, g € G) tel que p(x) = Az : zp = Axp + Axg, soit
(1 =XNzxp+ (=N)zg = 0. Comme la somme F & G est directe, (1 — N)zp =0 et Azg = 0. Si
A¢{0,1} : zp = g = 0, x = 0 : pas de valeur propre. Si A = 1: zg = 0, donc = € F; si
A=0:zp =0, donc z € G. Conclusion : les vecteurs propres associés a 1 sont les vecteurs
non nuls de F', ceux associés a 0 les vecteurs non nuls de G.

6. s(z) = zr —z¢. Le méme raisonnement donne (1 —A)zp =0et (=1 —X)zg =0 : les valeurs
propres sont 1 et —1, de vecteurs propres les vecteurs non nuls de F' (pour 1) et de G (pour
—1).

1.2 Sous-espaces propres, spectre

Exercice 4 — x traduction.
1. — u(z,y) = (z+2y, 2z+y) : Sp(u) = {3, -1}, Es(u) = Vect((1,1)), E_1(u) = Vect((1,—1)).

— pldg (dimension finie) : Sp = {u}, B, = E.

— Quart de tour : Spr(r) = @; sur C?, Sp(r) = {i,—i}, E; = Vect((1,—i)), E_; =
Vect((1,47)).

— Dérivation sur C* : dimension infinie, on ne parle pas de spectre; E\ = Vect(t — e)
pour tout A € R.

— Dérivation sur K,,[X] : Sp = {0}, Ep = Ko[X] (constantes).

— Projecteur : Sp(p) = {0,1}, E1(p) = F = Imp, Ey(p) = G = Ker p. Symétrie : Sp(s) =
{1,-1}, Ei(s) = F, E_1(s) = G.

2. X valeur propre <= Ker(u — Ald) # {0} <= wu — Ald n’est pas injectif. En dimension
finie, injectif <= bijectif, donc <= wu — AId n’est pas bijectif (inversible) <=
det(u — AId) = 0.

3. 0 € Sp(u) < Ker(u—0Id) = Keru # {0} <= wu non injectif <= (dimension finie) u
non bijectif.

2 Cas des matrices

Exercice 5 — guidé, pour tous.
Dans chaque cas, A € K et on résout AX = \X.
Y=z

0= .SiA#0:y=0puisx =0 : pas valeur propre. SiA=0:y =0,
=AY

1. NX =)X = {
x quelconque.

Spg(N) = {0},  Ep(N) = Vect (3) .

Tous les vecteurs propres de N sont sur une méme droite : deux d’entre eux sont toujours
colinéaires, donc on ne peut pas former une base de M ;(K) avec des vecteurs
propres de N. (N n’est pas « réductible & une forme diagonale ».)



2.DX=XX << (1-XNz=0, ( 2—-Ny=0, (1—-X)z=0.SiXx¢{1,2}, X=0.SiAx=1:
y=0,z,zlibres. SiA=2:2=2=0.

1 0 0
Spk (D) = {1,2}, Ey(D)=Vect [ [O],[0] ], Ey(D) = Vect | 1
0 1 0

En général, pour D = diag(dy,...,d,), le systeme est (d; — A\)z; = 0 pour tout i; il a une
solution non nulle si et seulement si A est 'un des d; : le spectre d’une matrice diagonale
est I’ensemble de ses coefficients diagonaux, et F;(D) est engendré par les vecteurs e;
de la base canonique tels que d; = d.

3r—y=\
3. AX = )X <= {;7 i o SiA=0:x2=0puis y =0 : 0 n’est pas valeur propre. Si
T = \y.
A#0:y =2 et la premitre ligne devient 3z — 2& = Az, soit (A2 — 3\ +2) = 0 (apres
multiplication par A # 0). Si A2 — 3\ +2 # 0, alors x = 0 puis y = 0. Sinon X € {1,2} et x est
libre.

Spe(A) = {1,2},  Ei(A) = Vect (;) Ea(A) = Vect G)

b o1y (1 1y (2 L. 5 A
Vérification : A <2> = <2>, A <1> = <2> On vérifie que A° — 3A + 21, = (6 _2>

<2 _03> + (?) g) = 02 : les valeurs propres sont exactement les racines du polyndéme

annulateur X2 —3X +2 = (X —1)(X —2), sur lequel on est méme retombé en cours de route.
Ce n’est pas un hasard (partie 3).

T T+y+=z
4. Powr X = |y |, JX =|z+y+z| =sU avecs=x+y+z.
z r+y—+z

— Sid#0et JX = AX, alors X = U est colinéaire a U. Réciproquement, pour X = alU
avec a # 0, JX = 3aU = AaU impose A = 3. Donc la seule valeur propre non nulle est
3 et E3(J) = Vect(U).

1 1
— SiA=0:JX =0 < x+y+2z=0. Cest un plan, de base [ —1|, | 0 | (deux
0 -1
solutions non colinéaires; z = —x — y montre que le plan est de dimension 2).
1 1 1
Spx(J) = {0, 3}, Es(J)=Vect | 1], Eo(J)=Vect | | -1|,] 0
1 0 —1
1 1 1
La famille 11,1-11,]1 0 est libre : les deux derniers vecteurs forment une famille
1 0 -1

libre du plan Ey(J), et le premier n’est pas dans ce plan (1+ 1+ 1 # 0). Trois vecteurs libres
dans M3 1 (K) : c’est une base. Dans cette base, X +— JX a pour matrice diag(3,0,0) (images
des vecteurs de base : 3U, 0, 0).

Exercice 6 — x en autonomie : décaler une matrice.
1. AX =JX — X, donc AX =)2X <= JX=XX+X=(A+1)X. Ainsi A € Sp(4) =
A+1e€Sp(J)={0,3} et E\(A) = Ex11(J) :

1
Spe(A) = {~1,2},  BEs(A)=E3(J)=Vect | 1|,  E_1(A)=Eo(J)={z+y+z=0}.
1



2. (B+al,)X =XX <= BX = (A—a)X. Donc Spg(B + al,) = {u+«a, u € Spg(B)} et
E\(B+ al,) = E\x_o(B) : ajouter «al, décale les valeurs propres de o et ne change
pas les vecteurs propres.

3. Les colonnes de P forment une base de M3 1(K) (exercice 5, question 4) : P est inversible
(matrice de passage). P~ AP est la matrice de X +— AX dans cette base de vecteurs propres :

2 0 0 280 0
P'AP=D=|0 -1 0|, donc A*=PD*Pt=P|0 (1)) o |P7L
0 0 1 0 0 (=1)*
11 1
Avec P~1 % 1 —2 1 | (a vérifier : PP~ = I3), le produit donne
1 1 -2
1 2k+2( Dk 2k —(—1)k — (=1
A’“:§ —(=F 2F 4 2(-1)F zk (—1)*
—(=DF 2P (=DF 2F 4 2(-1)F

C’est exactement ce que donnait la méthode de 'annulateur : X* = Qp(X —2)(X41)4-ap X +by,
k k k k

avec aj = w, b, = %, et AF = ap A + biI3. Les deux méthodes sont les deux

faces d’une méme réalité : les racines de annulateur sont les valeurs propres, et D¥ ne fait

que calculer \* pour chacune.

Exercice 7 — xx une rotation n’a qu’une droite stable.

1 1+1 1
1. B|10| = % V2—-v2| =1[0]. Comme e; # 0, 1 est valeur propre et e¢; est vecteur
1 1+1 1

propre associé.

2. Soit A € R une valeur propre et x un vecteur propre associé. La droite Vect(z) est stable par
B (exercice 1, question 5), donc Vect(x) = Vect(e1) : * = ae; avec a # 0. Alors Bx = aBej =
ae; = x, donc A = 1. Conclusion :

Spr(B) = {1}, E1(B) = Vect(ey).

3. Si B = PDP~! avec D = diag(dy,ds,ds) réelle, alors BP = PD : en lisant colonne par
colonne, BC; = d;C; ou Cj est la j-ieme colonne de P. Les colonnes de P (non nulles, car
P est inversible) seraient trois vecteurs propres réels de B, donc trois vecteurs de la droite
Vect(eq) : ils seraient colinéaires et P ne serait pas inversible. Contradiction. B ne peut pas
étre réduite a une forme diagonale réelle; on verra qu’elle le peut sur C, avec les valeurs
propres 1,7, —1

3 Propriétés
3.1 Valeurs propres et polynémes annulateurs

Exercice 8 — guidé, pour tous : démontrer la proposition 7.44.
1. Initialisation. u°(x) = Id(z) = x = \z. Hérédité. Soit k € N tel que u ( ) = )\ . Alors
uFt(z) = u(uF(z)) = u(N\fz) = Neu(z) = \¥Az = ALz, Par récurrence, uf(z) = A\Fz pour
tout k € N.
2. Par définition de P(u) et linéarité :

d d d
x) = Z apu®(z) = Z apNx = (Z ak)\k)x =P\z
k=0 k=0 k=0



3. Si P(u) = 0, alors P(u)(z) = 0, donc P(A\)x = 0; comme x # 0, P(\) = 0. Toute valeur
propre est racine de P.

Rédaction type : « les valeurs propres sont parmi...»

« Le polynéome P = ... est annulateur de u car ... Ses racines sont ... D’apres le cours,
toute valeur propre de u est racine de P, donc Sp(u) C {...}. » Puis, pour chaque candidat
A @ « A est bien valeur propre car le vecteur z = ... est non nul et vérifie u(x) = Az », ou «

A n’est pas valeur propre car I’équation u(z) = Az n’a que la solution nulle ».

Exercice 9 — x des candidats.

1. p> = pdonc X?—X = X(X—1) annule p : Sp(p) C {0,1}. s2 = Id donc X?—1 = (X—1)(X+1)
annule s : Sp(s) € {—1,1}. (L’exercice 3 montre qu’il y a égalité dés que F' et G sont non
nuls.)

2. X™ annule u et sa seule racine est 0 : Sp(u) C {0}. Si E est de dimension finie non nulle,
u n’est pas injectif : sinon u serait bijectif, donc u™ aussi, or ™ = 0 n’est pas bijectif sur
E # {0}. Donc Keru # {0} et 0 est valeur propre : Sp(u) = {0}.
3. — A :Spg(A) C {1,2}. L’exercice 5 montre que les deux sont valeurs propres : égalité.
— R : X? +1 n’a pas de racine réelle, donc Spg(R) = @; sur C, Spe(R) C {i,—i}, et
I’exercice 3 montre 1’égalité.
— B : les racines réelles de (X — 1)(X? + 1) se réduisent a 1, donc Spr(B) C {1}, et on a
vu Spg(B) = {1}. Sur C : Spc(B) C {1,4, —i}.
4. Iy — Iy = 0, donc (X — 1)(X — 2) (ou X — 1 multiplié par n’importe quoi) annule I5; mais
2 n’est pas valeur propre de I puisque IoX = 2X impose X = 0. De méme X2 — X annule
p = Idg (c’est un projecteur), mais 0 n’est pas valeur propre de Idg (injectif). Une racine
d’un annulateur n’est qu’un candidat.
5 X% — X = X(X —1)(X +1) annule u, donc Sp(u) C {—1,0,1}. Pour A = diag(—1,0,1), on a
bien A% = A et Sp(A) = {—1,0,1}. Pour A = I3, A3 = A et Sp(4) = {1}.

Exercice 10 — x utiliser le corollaire 7.48 pour ne pas calculer.

1. Avec P = X3 —2X +1,C = P(A) et CX; = P(3)X; = (27— 6+ 1)X; = 22X, OXy =
P(-1)Xy = (-1 42+ 1)X2 = 2X,. La matrice de X — CX dans la base (X1, Xs) est
202 g . Ainsi 22 et 2 sont valeurs propres de C' (X7, Xy # 0).
Pas d’autre : si CX = uX avec X = aX; + Xo # 0, alors 22a X1 + 26Xs = pa Xy + pufXo,
et par liberté de (X1, X32) : (22— p)a=0et (2—pu)B = 0. Comme («, 5) # (0,0), u € {22,2}.
12 10 )
10 12)°

2. AFX) = 38X et AFXy = (—1)F X5 : matrice diag(3¥, (—1)¥) dans (X1, X3). Les vecteurs de
la base canonique s’écrivent €1 = %(Xl + Xs), €9 = %(Xl — X5), donc

Donc Sp(C) = {22,2}. (Vérification : C' =

Abe, = %(3kX1+(_1)kX2) _ % <§Z t E:};:) 7 AFey = %(3kX1—(—1)kX2) = % <§: —_F E:BZ) ;

ce sont les deux colonnes de A* : on retrouve la formule.

3. Aest inversible (0 ¢ Sp(A)). D’aprés 'exercice 2, question 5: A71X7 = 1 X7 et A71 Xy = — X,
donc Sp(A~1) = {%, —1} (pas d’autre valeur propre, méme argument qu’en 1), avec les mémes
vecteurs propres.



3.2 Les sous-espaces propres sont en somme directe

Exercice 11 — x deux valeurs propres distinctes.

1. x € Ex(u) donne u(x) = Az, et x € E,,(u) donne u(x) = px. Donc Az = ux, soit (A —pu)x =0,
et comme A # p @ x = 0. Ainsi Ey(u) N E,(u) = {0}, ce qui caractérise une somme directe
de deux sous-espaces.

2. Soient «a, 8 € K tels que ax 4+ By = 0. En appliquant v : aAz + Suy = 0. En retranchant
pux (ax+ Py =0): a(A—p)z=0,donc a=0 (car A # p et x # 0). Alors By =0et 3 =0
(car y # 0). La famille (z,y) est libre.

Remarque

Pour p valeurs propres, on peut procéder par récurrence : si 1 +- - -+, = 0 avec x; € Ej, (u),
on applique v — A\,Id, ce qui tue z, et donne une relation entre p — 1 vecteurs (A\; — \p)x; €
E),(u); Phypothese de récurrence conclut. Le cours fait tout d’un coup avec les polynémes
de Lagrange.

Exercice 12 — x conséquences en dimension finie.

1. Si w avait p > n valeurs propres distinctes, en choisissant un vecteur propre pour chacune on
obtiendrait une famille libre de p > n vecteurs dans un espace de dimension n : impossible.

2. Soit B; une base de Ej,(u). Comme la somme est directe, la concaténation By U --- U B, est
une base de Ey,(u) @ --- ® Ej (u), donc une famille libre de E : son cardinal )~ dim E), (u)
est < n.

3. Des vecteurs propres eq, ..., e, associés a Ai,...,\, forment une famille libre de n vecteurs :
une base de E, dans laquelle Mat(u) = diag(Ai,...,\,). Chaque E),(u) est de dimension
> 1, et leur somme est < n (question 2) : donc chacun est de dimension exactement 1,
E),(u) = Vect(e;).

3 -1

2 0

(1 4+ 2 = 3). Strictement plus petite : N (1 < 2) et B (1 < 3). Ce sont exactement les cas ou
l'on a pu (resp. n’a pas pu) construire une base de vecteurs propres.

4. Somme des dimensions égale an : D (2+1 = 3), A = 1+1=2),JetJ—1I3

5. Lesey, :t— eMit sont des vecteurs propres de la dérivation sur C*°(R, R), associés aux valeurs
propres \; deux a deux distinctes : la famille est libre (corollaire 7.51, valable sans hypothese
de dimension finie).

3.3 Endomorphismes qui commutent

Exercice 13 — x démontrer la proposition 7.37.

1. u(v(z)) = (wow)(z) = (vou)(x) = v(u(z)) = v(Az) = Av(z). Donc v(x) € Ker(u — AId) =
Ey(u) : Ex(u) est stable par v.

2. v = u : u commute avec lui-méme, et on savait déja que Ker(u — AId), noyau d’un polynoéme
en u, est stable par u. Plus généralement v = P(u) pour tout P € K[X].

3. E3(A) = Vect(X1) et E_1(A) = Vect(X2) sont stables par X — M X (question 1 appliquée aux
endomorphismes X — AX et X — M X, qui commutent). Donc M X7 = aX; et M Xs = bXo
pour certains a, b € K : la matrice de X — M X dans la base (X1, X») est diag(a, b), c’est-a-dire
M = P diag(a,b) P~L.
Réciproquement, toute matrice de cette forme commute avec A = P diag(3, —1) P~! (deux ma-
trices diagonales commutent, et PDP~'PD'P~! = PDD'P~1). Donc C(A) = {P diag(a,b) P!, (a,b) €
K2}, image du plan des matrices diagonales par I’application linéaire injective D > PDP~! :
dimC(A) = 2. Comme K[A] = Vect(l2, A) C C(A) est aussi de dimension 2 (2 et A ne sont



pas colinéaires), C(A) = K[A]. C'est le résultat sur le commutant de la matrice diagonale
diag(3, —1) (qui est formé des matrices diagonales), transporté par le changement de base P.
L’exercice 19 généralise.

4 Exercices pour ceux qui vont vite

Exercice 14 — x une matrice par blocs.

2z = \x
AX =)AX < Sy+2=MXy Les deux derniéeres lignes donnent A\(y — z) = 0.
y+z= Az
0 0
— A=0:2=0ety+2z = 0. Solutions : z | —1 |, donc 0 est valeur propre et Ey(A) = Vect | 1
1 —1
— A#£0:y=z,puis2y=Adyet2x =X . SiA#2:2=y=2=0.Si A=2: x et y = z libres,
1 0
Ey(A)=Vect | 0], |1
0 1
1 0 0
Spr(A) = {0,2}, dim Eo+dim Ey = 3. Lafamille | [O|,|1],] 1 est une base (concaténation
0 1 —1

de bases de sous-espaces en somme directe, 3 vecteurs), dans laquelle X — AX a pour matrice
diag(2,2,0).
Exercice 15 — ++ I’endomorphisme P — X P’.
1. Linéarité : X(aP+ Q) = aXP' +XQ'. Sideg P < n, alors deg P’ <n—1et deg(XP') <n:
u(P) e E.
2. u(X*) = X - kX* 1! = kX* (y compris k = 0 : u(1) = 0). Comme X* # 0, 0,1,...,n sont
n + 1 valeurs propres distinctes de u, et X* € Ey(u).

3. dimE =n+1 et uan+1 valeurs propres distinctes : d’apres ’exercice 12, question 3, il n’y
en a pas d’autre, (1, X,..., X™) est une base de vecteurs propres et Ej(u) = Vect(X*). Dans
la base canonique, Mat(u) = diag(0,1,2,...,n).

4. Pour P =7 _gapX* : XP' =Y kapX*, donc XP' = AP <= (k — \)ag = 0 pour tout k.
Si A ¢ {0,...,n}, tous les a; sont nuls : pas valeur propre. Si A = ko : ar = 0 pour k # ko,
P =ap, X" : By (u) = Vect(X*0).

Exercice 16 — xx la transposition.

1. (aM+N)T =aMT +NT : T est linéaire, et M € My(R). ToT = Id (transposer deux fois
redonne M), donc X2 — 1 annule T : Sp(T) C {-1,1}.

10 0 0 01
_ T _ _ : :
2. By(T) = {M, M' = M} = S(R), de base ((0 0) , (0 1) , (1 0)), dimension 3.

E_(T) = {M, M" = —M} = As(R), de base (0 1) dimension 1. Somme : 4 =

-1 0)’
dim My (R).
3. Les quatre matrices ci-dessus forment une base de Ms(R) (concaténation de bases de sous-

espaces en somme directe), dans laquelle Mat(T') = diag(1,1,1,—1). Comme T? = Id, T est

une symétrie : la symétrie par rapport a S2(R) parallelement a A3(R) (décomposition
M= MtMT MfMT)
=" 2 2 /)

Exercice 17 — xx matrices de rang 1.



1. AX = U(VTX) et VT X est une matrice 1 x 1, c’est-a-dire un scalaire : AX = (V' X)U.
Toutes les colonnes AX sont colinéaires & U, et V' # 0 donne un X avec VX # 0 (par
exemple X =V) : Im A = Vect(U), rg A = 1.

2. AU = (VTO)WU = cU. A2 =UVUVT = UWVTU)VT = cUVT = cA. Donc X? — cX =
X(X — ¢) annule A et Spg(A) C {0, c}.

3.AX =0 «—= (V'X)U=0 < VX =0 (car U # 0). Eg(A) = Ker A est le noyau de la
forme linéaire non nulle X — V' X : un hyperplan, de dimension n — 1. En particulier 0 est
valeur propre deés que n > 2.

4. AU = cU avec U # 0 : ¢ est valeur propre. Si AX = cX, alors ¢cX = (V' X)U donc
X = VTTXU € Vect(U) ; réciproquement U € E.(A) : E.(A) = Vect(U). Une base de Eyp(A)
(n — 1 vecteurs) complétée par U : n vecteurs libres (somme directe), donc une base de
vecteurs propres de A. Pour J =UU" avec U = "(111) : ¢ =U"U = 3, E3(J) = Vect(U),
Eo(J) ={z +y+ z = 0}. On retrouve 'exercice 5.

5. 8ic=0:SpcC {0}, et 0 est valeur propre (question 3, et n > 2 car VU = 0 avec U,V # 0
est impossible pour n = 1) : Spg(A4) = {0}. A? = cA = 0. Tous les vecteurs propres sont
dans Fy(A), de dimension n — 1 < n : pas de base de vecteurs propres. (Cas typique :

=0 )= (5) €

Exercice 18 — x x x valeurs propres de uov et de vou.

1. u(v(z)) = Az # 0 (car A # 0 et = # 0), donc v(z) # 0 (sinon u(v(z)) = u(0) = 0). Ensuite
(vou)(v(x)) =v(u(v(z))) = v(Az) = Av(z) : v(z) est un vecteur propre de v o u associé & \.

2. D’apres 1, toute valeur propre non nulle de u o v est valeur propre de v o u. En échangeant les
roles de u et v, réciproque. Donc Sp(uow) \ {0} = Sp(vou)\ {0}.

3. En dimension finie, 0 € Sp(uov) <= wow non injectif <= det(uov) =0 <= detu-detv =
0 < det(vou) =0 <= 0¢€ Sp(vou). Avec 2 : Sp(uov) = Sp(vou).

4. (uov)(P) = (XP) =P+ XP et (vou)(P)=XP'.Pourvou: XP' =0 < P =0 < P
constant, donc 0 est valeur propre. Pour uov :si P =Y apX*, P+ XP' =Y (k+1)ap X¥ =0

impose az, = 0 pour tout & : 0 n’est pas valeur propre. (Plus précisément (uov)(X*) = (k+1)X*
et (vou)(XF) = kX" : les spectres sont N* et N.)

Exercice 19 — x x * commutant d’un endomorphisme a n valeurs propres distinctes.

1. C’est I'exercice 12, question 3.

2. E\,(u) = Vect(e;) est stable par v (proposition 7.37), donc v(e;) € Vect(e;) : il existe p; avec
v(e;) = pie;. La matrice de v dans (eq,...,ep) est diag(u1, ..., tin).

3. Si Mat(v) = D’ est diagonale, alors Mat(u o v) = DD’ = D'D = Mat(v o u) (avec D =
diag();) ; deux matrices diagonales commutent), donc v € C(u). Ainsi v — Mat(,)(v) est un
isomorphisme de C(u) sur 'espace des matrices diagonales : dim C(u) =

4. Les \; étant deux & deux distincts, le polynéme d’interpolation de Lagrange P = > 7" u; L;
(avec L;(N\j) = &;5) vérifie P(\;) = p;. Alors P(u)(e;) = P(M\)e; = pie; = v(e;) (corollaire
7.48) pour tout i : P(u) et v coincident sur une base, donc v = P(u) € K[u]. Avec I'inclusion
K[u] € C(u) (un polynéme en v commute avec u) : C(u) = Klu|, de dimension n. (On retrouve
I'exercice 13.)



