Questions de cours
Chapitre 7 — Réduction

QUESTIONS DE COURS

Question 1 ch07/q01
| |

‘ Soient P = agX% + -+ a1 X + ap € K[X], u € L(E) et A € M, (K). Définir P(u) et P(A). ’

Corrigé. On a P(u) = aqu + -+ + aju + agId € L(E), avec u’ = Id et u¥ = u o --- o u (k facteurs), et

P(A) = agA? + - - + a1A + agl,, € M, (K), avec A® =1,

ATTENDUS

O P(u) = aqu® + - - + ayu + ao Id (terme constant multiplié par Id)

O P(A) = agA? + - - - + a1 A + agl, (terme constant multiplié par I,,)

‘ Question 2 ch07/q02 ’

Soient P,Q € K[X] et u € L(E). Exprimer (PQ)(u) en fonction de P(u) et Q(u). Qu’en déduit-on pour
P(u) et Q(u) ? Que peut-on dire de Ker(P(u)) vis-a-vis de u?

Corrigé. On a (PQ)(u) = P(u) o Q(u). Comme PQ = QP,

P(u) 0 Q(u) = (PQ)(u) = (QP)(u) = Q(u) o P(u) :

P(u) et Q(u) commutent. En particulier u = X(u) commute avec P(u), donc Ker(P(u)) est stable par u : si
P(u)(x) =0, alors P(u)(u(x)) = u(P(u)(x)) =0.

ATTENDUS
0 (PQ)(u) = P(u) o Q(u)

O P(u) et Q(u) commutent (car PQ = QP)

0 Ker(P(u)) est stable par u

Question 3 ch07/q03
| |

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, B une base de E, u € L(E), A = Matg(u) et P € K[X].
Que vaut Matg(P(u)) ?

Corrigé. On a Matg(P(u)) = P(A). En particulier, P(u) = 0 z(g) si et seulement si P(A) = 0,.

ATTENDUS

O Matg(P(u)) = P(A)



uestion 4 ch07/q04
q

Soient u € L(E) et A € M, (K). Définir « P est un polyndéme annulateur de u » et « P est un polynéme
annulateur de A ».

Corrigé. Le polynoéme P est un polynéme annulateur de u si P(u) = 0 £ (), et un polynome annulateur de A si
P(A) = 0p,.

ATTENDUS
O Pannule u: P(u) =0z(p)
O Pannule A: P(A) =0,
‘ Question 5 ch07/405

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Montrer que u admet un polyndme annulateur
non nul de degré au plus n?.

Corrigé. Comme dim E = n, on a dim £(E) = n?, donc la famille (Id, u, u?, . . ., u”z), qui compte n? + 1 éléments,
est liée : il existe ay,...,a,2 € K non tous nuls tels que aoId +a;u + --- + apu” = 0 (k) Le polynome
P= aan”2 + -+ a1 X + ag est non nul, de degré au plus n?, et P(u) = 01 (g).

ATTENDUS

0 dim L(E) = n?, donc la famille (Id, u, . . ., u”z), de n® + 1 éléments, est liée
0 Une relation de dépendance non triviale donne P # 0 de degré au plus n? avec P(u) =0

‘ Question 6 ch07/q06

Soit u € £(E) admettant un polynéme annulateur non nul P et k € N. Décrire la méthode de calcul de u* a
partir de P.

Corrigé. Soitd =degP > 1.
1. Division euclidienne. On écrit X* = QP + R avec degR < d — 1.

2. Calcul du reste. On détermine les d coefficients de R sans calculer Q, en évaluant I’égalité en les racines
de P : si A est racine de P, alors R(1) = AX. Si A est racine multiple, on dérive I'égalité avant de I’évaluer
en A.

3. Calcul de la puissance. En appliquant I’égalité a u, u* = Q(u) o P(u) + R(u) = R(u), qui ne fait
intervenir que Id, 4, . . ., ud 1,

ATTENDUS

0 Division euclidienne X* = QP + R avec degR < deg P
O Coefficients de R par évaluation en les racines de P (en dérivant pour une racine multiple)
0 u* = Q(u) o P(u) + R(u) = R(u) car P(u) =0



‘ Question 7 ch07/q07

Soit u € L(E) admettant un polynéme annulateur P tel que P(0) # 0. Décrire la méthode pour montrer

que u est inversible et calculer u~!.

Corrigé. On écrit P = agX%+ -+ a1 X + ag avec ay = P(0) # 0.

dy. v au=—ayld

1. Isoler le terme constant. L’égalité P(u) = 0 (g) s’écrit aqu

2. Factoriser par u. On obtient u o (adud_1 + -+ au + ag Id) = —agld, soit u o v = Id avec v =
— 2 (aqu® + -+ agu + a1 1d).

3. Conclure. Comme v est un polynéme en u, il commute avec u, donc v o u = Id également. Ainsi u est
inversible et ™! = 0, polyndme en u de degré au plus d — 1.

ATTENDUS
O Isoler le terme constant ay = P(0) # 0 dans P(u) =0
0O Factoriser par u: u ov =Id avec v = —al—o(adud_l + -+ a1d)

O o commute avec u, donc u est inversible et u™! = v

‘ Question 8 ch07/q08

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et A € K. Définir « A est une valeur propre de u » et
« x est un vecteur propre de u associé a A ».

Corrigé. Le scalaire A est une valeur propre de u s’il existe un vecteur x € E non nul tel que u(x) = Ax. Un tel
vecteur x, non nul et vérifiant u(x) = Ax, est un vecteur propre de u associé a A.

ATTENDUS

O Valeur propre : il existe x € E tel que u(x) = Ax
O Le vecteur x est non nul
O Vecteur propre associé a A : x # 0 et u(x) = Ax



uestion 9 ch07/q09
q

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et A une valeur propre de u. Définir le sous-espace
propre E,(u) et justifier que c’est un sous-espace vectoriel de E.

Corrigé. Le sous-espace propre de u associé a A est
Ey(u) ={x € E, u(x) = Ax} = Ker(u — A1d).

C’est un sous-espace vectoriel de E, comme noyau de I’application linéaire u — A Id.

ATTENDUS
O Ej(u) ={x €E, u(x) =Ax}

O Ej(u) =Ker(u — A1d)

O Noyau d’une application linéaire, donc sous-espace vectoriel

‘ Question 10 ch07/q10

Soit A € M, (K) et A € K. Définir « A est une valeur propre de A », « X est un vecteur propre de A associé
a A » et le sous-espace propre E;(A).

Corrigé. Le scalaire A est une valeur propre de A s’il existe X € M, 1(K) non nul tel que AX = AX; un tel X
est un vecteur propre de A associé a A. Le sous-espace propre associé est

Ej(A) = {X € M,,1(K), AX = AX} =Ker(A - AL,).

ATTENDUS

O Valeur propre : il existe X € M,, 1 (K) non nul tel que AX = AX
O Vecteur propre associé a A : X # 0 et AX = AX
0O Ejp(A) =Ker(A - Al)

‘ Question 11 ch07/q11

Définir le spectre d’'un endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension finie et le spectre d’une
matrice A € M, (K). Le spectre d’une matrice dépend-il du corps K? Donner un exemple.

Corrigé. Le spectre Sp(u) de u est 'ensemble de ses valeurs propres. Le spectre Spi(A) de A dans K est

Pensemble de ses valeurs propres dans K. Il dépend du corps : pour R = (O

. O),ona)(R = X? + 1, donc
Spr(R) =0 et Spc(R) = {i, —i}.

ATTENDUS
0O Sp(u) est 'ensemble des valeurs propres de u; Spy (A) celui des valeurs propres de A dans K

O Oui, le spectre d’'une matrice dépend du corps
O Un exemple de matrice réelle dont le spectre complexe difféere du spectre réel



‘ Question 12 ch07/q12 ’

‘ Soient u,v € L(E) tels que u o v = v o u. Que peut-on dire des sous-espaces propres de u vis-a-vis de v ? ’

Corrigé. Les sous-espaces propres de u sont stables par v : pour toute valeur propre A de u, v(E;(u)) C Ej(u).

ATTENDUS

O Les sous-espaces propres de u sont stables par v

‘ Question 13 ch07/q13

Soit u € L(E) et P un polynéme annulateur de u. Quel lien y a-t-il entre les valeurs propres de u et les
racines de P ? La réciproque est-elle vraie ?

Corrigé. Toute valeur propre de u est racine de P : Sp(u) € {1 € K, P(1) = 0}. La réciproque est fausse : le
polynéme X? — X annule Idg, puisque Id* = Id, et 0 en est racine sans étre valeur propre de Idg, dont la seule
valeur propre est 1.

ATTENDUS

O Toute valeur propre de u est racine de P
O La réciproque est fausse
O Un contre-exemple : un endomorphisme, un polynéme annulateur et une racine qui n’est pas valeur propre

‘ Question 14 ch07/q14
Soitu € L(E) et Ay,..., A, des valeurs propres de u deux a deux distinctes. Que peut-on dire des sous-
espaces propres Ey, (), ..., Ey,(u) ? Qu’en déduit-on pour une famille de vecteurs propres associés a ces

valeurs propres ?

Corrigé. Les sous-espaces propres Ey, (), ..., Ej, (u) sont en somme directe. Par conséquent, toute famille
(x1,...,xp) de vecteurs propres de u, x; étant associé a A;, est libre.
ATTENDUS
O Les sous-espaces propres Ey, (u), . .., E, (u) sont en somme directe

O Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes est libre



‘ Question 15 ch07/q15

Soit A € M, (K). Définir le polynéme caractéristique y4. Définir de méme y,, pour un endomorphisme u
d’un espace vectoriel de dimension finie. Quel lien y a-t-il entre y, et le polyndme caractéristique d’'une
matrice de u?

Corrigé. Le polynome caractéristique de A est I'unique polyndme y4 € K[X] tel que
Vt e K, ya(t) =det(tl, — A).

De méme, y, est le polyndme tel que, pour tout t € K, y,(¢) = det(¢Id —u). Si A est la matrice de u dans une
base B de E, alors y, = ya : en particulier y4 ne dépend pas de la base B choisie.

ATTENDUS

O ya(t) = det(tl, — A) pour tout t € K
O yxu(t) = det(¢1d —u) pour tout t € K
O xu = xa pour A matrice de u dans une base quelconque

uestion 16 ch07/q16
q

Soit A € M,,(K). Donner le degré, le coefficient dominant, le coefficient de degré n — 1 et le coefficient
constant de y4.

Corrigé. Le polyndme y4 est unitaire de degré n, son coefficient de degré n — 1 est —tr(A) et son coefficient
constant est (—1)" det(A) :
xa=X"—tr(A)X" 1+ .- 4+ (=1)" det(A).

ATTENDUS

deg ya =n

XA est unitaire

Coefficient de degré n — 1 : —tr(A)
Coefficient constant : (—1)" det(A)

OoOoano



‘ Question 17 ch07/q17

b

d) € M3(K), puis celui d’'une matrice triangu-

A A . a
Donner le polyndme caractéristique d’'une matrice A = (
c

laire T € M, (K) de coefficients diagonaux ayy, . . ., dup.

Corrigé. Pour A € M,(K),
xa=X?—(a+d)X + (ad — be) = X* —tr(A)X + det(A).
Pour T triangulaire, tI,, — T est triangulaire de coefficients diagonaux t — ay3,...,t — @y, donc

xr =X —an)(X —ag) (X = an).

ATTENDUS

0 ya=X2—1tr(A)X +det(A) = X? - (a + d)X + (ad — bc)
O xr=X-an) (X —anm)

‘ Question 18 ch07/q18

Soient A, B € M, (K) semblables. Que peut-on dire de leurs polynémes caractéristiques ? de leurs spectres?
La réciproque est-elle vraie ?

Corrigé. Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique, donc le méme spectre, avec les
A RTIRTY . 11 A L
mémes multiplicités. La réciproque est fausse : I et N = 0 1 ont toutes deux pour polynoéme caractéristique

(X —1)%, mais pour toute matrice P inversible, PP =1, # N : elles ne sont pas semblables.

ATTENDUS

O Méme polynoéme caractéristique

O Méme spectre (et mémes multiplicités)

O Réciproque fausse, avec un contre-exemple : deux matrices de méme polyndéme caractéristique non
semblables



‘ Question 19 ch07/q19

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Quel lien y a-t-il entre les valeurs
propres de u et le polyndme caractéristique y,, ?

Corrigé. Les valeurs propres de u sont les racines de y, dans K :

Sp(u) ={A e K, yu(1) =0}.

ATTENDUS

O A est valeur propre de u si et seulement si y, (1) =0

‘ Question 20 ch07/q20

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie et A une valeur propre de u. Définir la
multiplicité m (u) de A et énoncer 'encadrement de dim E; (u).

Corrigé. La multiplicité m, (u) de A est sa multiplicité en tant que racine de y,,, c’est-a-dire le plus grand entier
m tel que (X — )™ divise y,.On a
1 <dimE)(u) < my(u).

ATTENDUS
0O my(u) est la multiplicité de A comme racine de y,,
0O dimE(u) > 1
0O dimE) (u) < my(u)

‘ Question 21 ch07/q21 ’

‘ Enoncer le théoréme de Cayley-Hamilton. ’

Corrigé. Soit A € M,,(K). Le polyndme caractéristique y4 est un polynéme annulateur de A : y4(A) = 0,,. De
méme, pour un endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension finie, y,, (1) = 0 £ (g).

ATTENDUS

O Hypothese : A € M, (K), ou u endomorphisme d’un espace de dimension finie
0 Conclusion : y4(A) = 0p, ou y,(u) =0, (g); le polynéme caractéristique est annulateur



uestion 22 ch07/q22
q.

Définir « u est diagonalisable » pour un endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension finie, puis
« A est diagonalisable » pour une matrice A € M, (K).

Corrigé. L’endomorphisme u est diagonalisable s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est
diagonale, c’est-a-dire s’il existe une base de E formée de vecteurs propres de u. La matrice A est diagonalisable
si elle est semblable & une matrice diagonale : il existe P € M,,(K) inversible et D € M, (K) diagonale telles
que A = PDP™ 1.

ATTENDUS

O u diagonalisable : il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale (base de vecteurs

propres)
0 A diagonalisable : A est semblable & une matrice diagonale, A = PDP~! avec P inversible et D diagonale

‘ Question 23 ch07/q23

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n. Enoncer la condition nécessaire et
suffisante de diagonalisabilité de u portant sur ses sous-espaces propres, puis celle portant sur leurs
dimensions.

Corrigé. L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si la somme de ses sous-espaces propres est

égalea E:
E= @ Ex(u),

AeSp(u)

si et seulement si

Z dimE; (u) = n.

AeSp(u)

ATTENDUS

O u diagonalisable si et seulement si E = EB/leSp(u) E;(u)
O u diagonalisable si et seulement si )’ esp(,) dim Ex(u) = n



‘ Question 24 ch07/q24

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Enoncer la condition nécessaire et
suffisante de diagonalisabilité de u faisant intervenir le polynéme caractéristique et les multiplicités.

Corrigé. L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si les deux conditions suivantes sont remplies :
— xu est scindé sur K;

— pour tout A € Sp(u), dim Ej(u) = m)(u).

ATTENDUS

O )y est scindé sur K
O Pour tout A € Sp(u), dim E; (u) = m)(u)

‘ Question 25 ch07/q25

Soit # un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension n. Enoncer une condition suffisante de
diagonalisabilité de u portant sur le nombre de ses valeurs propres. Est-elle nécessaire ?

Corrigé. Si u admet n valeurs propres distinctes, c’est-a-dire si y, est scindé a racines simples, alors u est
diagonalisable. Cette condition n’est pas nécessaire : pour n > 2, Idg est diagonalisable, sa matrice dans toute
base étant I,,, et n’a qu’une valeur propre.

ATTENDUS

O Siu admet n valeurs propres distinctes, alors u est diagonalisable
O Condition non nécessaire
O Un contre-exemple : un endomorphisme diagonalisable ayant moins de n valeurs propres

10



uestion 26 ch07/q26
q.

‘ Soit A € M, (K). Décrire les étapes de la méthode pour diagonaliser A. ’

Corrigé.
1. Calculer y4 et ses racines. On calcule y4(t) = det(tI, — A) en cherchant a le factoriser (développement

selon une ligne ou une colonne creuse, opérations sur les lignes ou les colonnes). On en déduit Spy (A)
et la multiplicité de chaque valeur propre. Si y4 n’est pas scindé sur K, A n’est pas diagonalisable sur K.

2. Déterminer une base de chaque sous-espace propre. Pour 1 € Spy(A), on résout le systéme
(A-AL)X =0;0onadimE)(A) =n —rg(A — AL).

3. Conclure par les dimensions. A est diagonalisable si et seulement si dim E; (A) = m;(A) pour toute
valeur propre A.

4. Construire P et D. Les colonnes de P sont les vecteurs des bases des sous-espaces propres mis bout a
bout; D est diagonale, son j-iéme coefficient diagonal étant la valeur propre associée a la j-iéme colonne
de P. Alors A = PDP™L.

ATTENDUS

Calculer ya, ses racines et leurs multiplicités (non scindé = non diagonalisable)
Résoudre (A — AI,)X = 0 pour chaque valeur propre : base de E; (A)

Comparer dim E; (A) et m)(A) pour chaque valeur propre

P = vecteurs propres en colonnes, D = valeurs propres dans le méme ordre, A = PDP™!

O0ooano

‘ Question 27 ch07/q27

Soit A = PDP~! avec P inversible et D diagonale de coefficients diagonaux dj, . .., d,. Exprimer AF pour
k € N. A quelle condition A est-elle inversible, et que vaut alors A™1?

Corrigé. Pour tout k € N, A¥ = PD*P~1, ot1 D¥ est la matrice diagonale de coefficients diagonaux d¥, ..., d~.

La matrice A est inversible si et seulement si D I'est, c’est-a-dire si et seulement si tous les d; sont non nuls, et

alors A~' = PD7 P! ou D !est diagonale de coefficients diagonaux dll’ e, dl

ATTENDUS

o Ak = pDkP~1 avec DF diagonale de coefficients d, ..., d,li
O A inversible si et seulement si tous les d; sont non nuls
0o A”!=pDp-1p!

11



‘ Question 28 ch07/q28

Soit (u,) une suite vérifiant up > = aun4; + bu, pour tout n € N. Ecrire cette récurrence sous la forme
Xn+1 = AX,, en précisant X, et A, et exprimer X,, en fonction de Xj.

b
Corrigé. On pose X, = (uZH) et A= ((11 O)' Alors, pour tout n € N,
n

AX, = (aun+1 + bun) _ (un+2

= Xl‘l+1s
Un+1

Un+1

et X,, = A"X, (qui s’obtient par récurrence).

ATTENDUS
_ [Un+1
0o X, = ( Uy )
a b
0 X, = A"X,
EXERCICES
| Exercice 1 ch07/x01 |

0 1
Soit A = ( 1 0). Montrer que X? — 1 est un polyndme annulateur de A. En déduire que A est inversible,

préciser AL, et calculer A" pour n € N,

1 0
0 1
L’égalité A - A = I, montre que A est inversible et que A™! = A.

Enfin, pour tout k € N, A% = (A?)F = Ié‘ =L et A%+ = A% A = A: A" = [, si n est pair et A" = A sin est
impair.

Corrigé. On calcule A? = ( ) = I, donc A% — I, = 0, : le polynéme X? — 1 est annulateur de A.

ATTENDUS

I, donc X% — 1 annule A
L, donc A est inversible et Al = A

o A% =
0oA-A=
0O A" =1, sin est pair, A" = A si n est impair

12



| Exercice 2 ch07/x02 |
Soient u € L(E) et P € K[X]. Montrer que Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont stables par u.

Corrigé. Les endomorphismes u = X (u) et P(u) sont deux polynémes en u, donc ils commutent. Or le noyau
et I'image d’'un endomorphisme qui commute avec u sont stables par u : Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont stables
par u.

ATTENDUS

O u et P(u) commutent (polynémes en u)
O Le noyau et 'image d’'un endomorphisme qui commute avec u sont stables par u

| Exercice 3 ch07/x03 |

Soit p un projecteur et s une symétrie d'un K-espace vectoriel E. Donner un polynéme annulateur non nul
de p et un de s. Qu’en déduit-on sur leurs valeurs propres?

Corrigé. Comme p o p = p,ona p®— p =0 () : le polynéme X? — X annule p.

Comme s os =1d, onas? —Id = 0 z(g) : le polyndme X* — 1 annule s.

Toute valeur propre est racine d’un polynéme annulateur, donc Sp(p) C {0, 1} et Sp(s) C {-1, 1}. On n’obtient
que des inclusions : pour p = Id, par exemple, 0 n’est pas valeur propre.

ATTENDUS

p? = p, donc X? — X annule p

s?2 =1d, donc X? — 1 annule s

Les valeurs propres sont racines du polynéme annulateur : Sp(p) C {0, 1}, inclusion seulement
D

m|
m|
O
O De méme Sp(s) € {—1, 1}, inclusion seulement

| Exercice 4 ch07/x04

Soit A € M, (K) telle que A*> — A + 2I, = 0. Montrer que A est inversible et exprimer A~! comme un
polyndéme en A.

Corrigé. L’égalité A> — A + 21, = 0, s’écrit A> — A = =21, soit A(A? — I,) = —2I,, ou encore
1 2
As (=A%) =1

Comme A et 1 (I, — A%) sont des matrices carrées, cette égalité suffit : A est inversible et A~ = 1(I, — A?).

ATTENDUS
Isoler le terme constant : A(A? — I,,) = —2I,
A-i(I,-AY) =1,

Pour des matrices carrées, AB = I,, suffit a conclure

A est inversible et A™! = 2(I,, — A?)

O0Ooano
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| Exercice 5 ch07/x05

3 -1
Soit A = (1 . ) Calculer y4.En déduire, pour k € N, I'expression de A* en fonction de A et L.

Corrigé. On a tr(A) = 4 et det(A) =3+ 1 =4, donc y4 = X? — 4X + 4 = (X — 2)% D’aprés le théoréme de
Cayley-Hamilton, y4 annule A.

Soit k € N. La division euclidienne de X* par y4 s’écrit X* = Qya + aX + b. En évaluant en 2, puis en dérivant
avant d’évaluer en 2, racine double de y4 :

2k =2a+b et k2¢'=a

Donc a = k2K et b = 2% — 2a = (1 - k)2k.
En appliquant ’égalité a A,

AR = Q(A) ya(A) + aA + b, =k2¥"'A + (1 — k)2¥ L.

ATTENDUS

xa=X -4X+4=(X-2)*2

Par Cayley-Hamilton, y4(A) =0

Division euclidienne X* = Qx4 +aX +b, évaluée en 2 puis dérivée (racine double) : a = k251, b = (1—k)2*
AR = k2k-1A + (1 - k)2k L,

OoOooano

| Exercice 6 ch07/x06 |

Soientu € L(E), A € Ketx € E tels que u(x) = Ax. Montrer que, pour tout P € K[X], P(u)(x) = P(4) x.
En déduire que toute valeur propre de u est racine de tout polynéme annulateur de u.

Corrigé. Montrons par récurrence que, pour tout k € N, u¥ (x) = A¥x.
Pour k =0, u%(x) =Id(x) = x = A%x.

Soit k € N. On suppose u*(x) = A¥x. Montrons que u**!(x) = A¥*1x.
On a u**1(x) = u(uf(x)) = u(X*x) = AFu(x) = AF+1x.

En écrivant P = Zi:o arX*, par linéarité,

d d

P(u)(x) = Z aruf (x) = Z aifx = P(Q) x.

k=0 k=0

Soit A une valeur propre de u, x un vecteur propre associé et P un polynéme annulateur de u. Montrons que
P(}) =o.
Ona0=P(u)(x) =P(A) x. Comme x # 0, P(1) =0 : A est racine de P.

ATTENDUS

0 Récurrence : u*(x) = A*x pour tout k € N
O Par linéarité, P(u)(x) = Y agAfx = P(A) x
O Si P(u) =0, alors P(1) x =0 avec x # 0, donc P(1) =0
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| Exercice 7 ch07/x07 |

Soit u I'endomorphisme de R? défini par u(x,y) = (x + 2y, 2x + y). Déterminer les valeurs propres de u et
les sous-espaces propres associés.

Corrigé. La matrice de u dans la base canonique est A = ( ), de trace 2 et de déterminant —3, donc

2 1
Yu=X?-2X-3=(X-3)(X+1)etSp(u) ={3,-1}.

Pour (x,y) € R?, I'équation u(x, y) = 3(x,y) s’écrit x + 2y = 3x et 2x +y = 3y, soit y = x : E3(u) = Vect((1,1)).
L’équation u(x,y) = —(x,y) s’écrit x + 2y = —x et 2x + y = —y, soit y = —x : E_1(u) = Vect((1, -1)).

ATTENDUS

O yu=X?-2X-3=(X-3)(X+1)

0 Sp(u) ={3,-1}
O Es(u) = Vect((1,1)) et E_{(u) = Vect((1,-1))

| Exercice 8 ch07/x08 |

Soit n € N* et u: P +— P’ lendomorphisme de dérivation de K, [X]. Montrer que 0 est la seule valeur
propre de u et déterminer Ey(u).

Corrigé. Pour tout Q € K, [X], u"*(Q) = Q"*1) =0 car deg Q < n: le polynéme X"*! annule u. Toute valeur
propre de u en est racine, donc Sp(u) c {0}.

Le polyndme constant 1 est non nul et u(1) =0 =0-1: 0 est valeur propre de u, et c’est la seule.

Enfin Eq(u) = Keru est I’ensemble des polynémes de dérivée nulle, c’est-a-dire des polyndmes constants :
Eo(u) = Ko[X].

ATTENDUS

0 u™! =0, donc X™*! annule u et Sp(u) C {0}
O u(1) =0avec 1+ 0: 0 est valeur propre
O Eo(u) = Keru = K([X], les polynémes constants

15



| Exercice 9 ch07/x09

Soit r 'endomorphisme de R? défini par r(x, y) = (—y, x). Montrer que r n’a pas de valeur propre. Déterminer
les valeurs propres complexes de sa matrice dans la base canonique.

-1
Corrigé. La matrice de r dans la base canonique est R = ( - ), de trace 0 et de déterminant 1, donc

Xr = X? + 1. Les valeurs propres de r sont les racines réelles de y, ; comme ¢*> + 1 > 0 pour tout t € R, il n’y en
a pas: r n’a pas de valeur propre.
Les racines complexes de yg = X* + 1 sontiet —i: Sp-(R) = {i, —i}.

ATTENDUS

Oy =X2+1
0O Pas de racine réelle, donc pas de valeur propre
O Spe(R) = {i, -}

| Exercice 10 ch07/x10 |

Soient u,v € L(E) tels que u o v = v o u et A une valeur propre de u. Montrer que E; (u) est stable par v.

Corrigé. Soit x € E;(u), c’est-a-dire u(x) = Ax. Montrons que v(x) € E;(u).
Ona
u(v(x)) =ov(u(x)) =ov(Ax) = Ao(x),

donc v(x) € Ex(u) : Ex(u) est stable par v.

ATTENDUS

O Pour x € E)(u), u(v(x)) =v(u(x)) =ov(Ax) = do(x)
O Doncv(x) € Ej(u)

| Exercice 11 ch07/x11 |

Soit u € L(E) et x1, x; deux vecteurs propres de u associés a des valeurs propres A; # A,. Montrer que la
famille (x;, x3) est libre.

Corrigé. Soient a1, a; € K tels que a1x; + azx, = 0. Montrons que a; = a, = 0.

En appliquant u, ajA1x; + aad2x2 = 0. En retranchant A; fois la premiére égalité, il vient az(A12 — A1)x2 = 0.
Comme x; # 0 et Ay # Ay, @z = 0. La premiere égalité donne alors a;x; = 0, donc a; = 0 puisque x; # 0. La
famille (x1, x3) est libre.

ATTENDUS

O Soient ay, a; € K tels que a1x; + a2x; = 0; montrer que oy = a3 =0
O Appliquer u : ayA1x; + azdex, =0
O Résoudre le systéme (toute méthode juste) en utilisant x;, x, # 0 et A; # A,

16



Exercice 12 ch07/x12

011
Soit A=|1 0 1| Calculer y4 sous forme factorisée. En déduire le spectre de A et la multiplicité de
1 1 0

chaque valeur propre.

Corrigé. Pour t € K, on effectue C; «— C; + C, + Cs, puis Ly «— Ly — Ly et Ly < L3 — Ly :

t -1 -1 1 -1 -1
it =-1 t =1l=@¢-21 t -1
-1 -1 ¢ 1 -1 ¢t
1 -1 -1
=(t-2)0 t+1 0 |=(t-2)(t+1)>%
0 0 t+1

Donc y4 = (X = 2)(X + 1)%, Spg (A) = {2, -1}, la valeur propre 2 est simple et la valeur propre —1 est double.

ATTENDUS

O Opérations sur les colonnes et lignes faisant apparaitre le facteur ¢ — 2
0 xa=(X-2)(X+1)*

O Spg(A) = {2,-1}, 2 simple et —1 double

| Exercice 13 ch07/x13 |

Montrer que deux matrices semblables de M,,(K) ont le méme polyndme caractéristique.

Corrigé. Soient A, B € M,,(K) semblables : il existe P inversible telle que B = P~'AP. Montrons que yp = ya.
Pour tout t € K|

tl, — B =P (tI,)P — P"'AP = P"1(tI, — A)P,

donc, le déterminant étant multiplicatif,
xe(t) = det(P_l) det(tl, — A) det(P) = det(t, — A) = ya(t).

Les polynémes y4 et yp coincident en tout point de K, qui est infini : ils sont égaux.

ATTENDUS

0 B=P 'APettl, — B =P"\(tl, — A)P
O det(P!) det(tI, — A) det(P) = det(tI, — A), donc yg(t) = ya(t) pour tout t
O Deux polynomes qui coincident sur K infini sont égaux

17




| Exercice 14 ch07/x14 |

Soit A € M, (K). Montrer que y4r = ya. Que peut-on en déduire pour les valeurs propres de A" ?

Corrigé. Pour tout t € K, tI,, —AT =(tI, — A)T, et une matrice a le méme déterminant que sa transposée, donc
yar (t) = det(tl, — A)T = det(tl, — A) = ya(t).

Les deux polyndémes coincident sur K, infini, donc y4v = ya.
Les valeurs propres de A" sont les racines de y4v = y4 :A' et A ont les mémes valeurs propres, avec les mémes
multiplicités.

ATTENDUS

0 tl, —A" =(tl, - A)7

O detM™ =detM, donc yu7(t) = ya(t) pour tout ¢, et yar = ya
0 AT et A ont les mémes valeurs propres

O Avec les mémes multiplicités

18



| Exercice 15 ch07/x15 |

1 2
Soit A = ( ) 1). Montrer que A est diagonalisable et déterminer P inversible et D diagonale telles que
A = PDP~!. En déduire A" pour n € N.

Corrigé. On a tr(A) = 2 et det(A) = -3, donc y4 = X2 —2X —3 = (X — 3)(X + 1). La matrice A € M,(R)
admet deux valeurs propres distinctes, 3 et —1 : elle est diagonalisable.

Pour X = (z), I'équation AX = 3X s’écrit y = x et 'équation AX = —X s’écrity = —x :

R | v )

Ainsi A = PDP~! avec

puisque P? = 2I,.
371 (_1)71

Pour n € N, A" = PD"P~! avec PD" = (3n (=1

), donc

n_ 13"+ (D" 3"-(-D)"
A=3 (3"—(—1)" 3" + (—1)")‘

ATTENDUS

O

ya=X:t-2X-3=(X-3)(X+1)
Deux valeurs propres distinctes en dimension 2 : A est diagonalisable

E5(A) = Vect ((1)) E_{(A) = Vect ((_11)), douPetD
opt=1p

O

O

n _ np-1 _ 1 3n+(_1)n 3n_(_1)n
O A" = PD"P _5(3,1_(_1)” 3n+(_1),,)

19



| Exercice 16 ch07/x16 |

. 11 , . . : .
Soit A = 0 1). Montrer que A n’est pas diagonalisable par un argument de dimension des sous-espaces

propres.

Corrigé. La matrice A est triangulaire, donc ya = (X — 1)? : Spr(A) = {1} et my(A) = 2.
Pour X = (ch) Iéquation AX = X s’écritx+y =xety =y, soity =0: E;(A) = Vect (((1))) etdimE{(A) =1<

2 = m(A). La matrice A n’est pas diagonalisable.

ATTENDUS
O xa = (X —1)% 1 est valeur propre double
O E;(A) = Vect (1) , de dimension 1
0O dimE;(A) =1 < 2 =m;(A), donc A n’est pas diagonalisable

| Exercice 17 ch07/x17

Soit A = ((1) 1) Montrer par ’absurde que A n’est pas diagonalisable.

Corrigé. La matrice A est triangulaire, donc y4 = (X — 1)? et Spg (A) = {1}.

On suppose par I’absurde que A est diagonalisable : il existe P inversible et D diagonale telles que A = PDP™!.
Les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de A, donc D = I, et A = PLP™! = [,. Or A # L.
Contradiction.

Donc A n’est pas diagonalisable.

ATTENDUS

O xa = (X —1)% donc Spy (A) = {1}
O Si A =PDP~! avec D diagonale, les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de A: D = I,
o Alors A = PLLP~! =L, contradiction

20



Exercice 18 ch07/x18

011
Soit A=|1 0 1] Onrappelleque ya = (X —2)(X + 1)%. Montrer que A est diagonalisable et donner une
1 10

base de chaque sous-espace propre.

Corrigé. Le polynome y4 = (X —2)(X + 1)? est scindé, avec 2 valeur propre simple et —1 valeur propre double.
x

Pour X =y |, les trois équations du systéme (A + [3)X = 0 s’écrivent toutes x + y + z = 0, soit z = —x — y avec
z

x et y quelconques : les solutions sont les

1 0
X=x|0]+y| 1].
-1 -1
Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc
1
E_1(A) =Vect|| 0 |,] 1
-1/ \-1

etdimE_(A) =2 =m_1(A).

La valeur propre 2 étant simple, dim E;(A) = 1 = m,(A) : la matrice A est diagonalisable.

Le systéme (A — 2)X =0 s’écrit —-2x +y+z =0,x — 2y + z = 0 et x + y — 2z = 0; en retranchant les deux
premiéres lignes, x =y, puis z = x :

E;(A) = Vect|| 1
1

ATTENDUS
O ya scindé, 2 simple et —1 double
1 0
O (A+ L)X =0équivautaz=-x—-y:E_4(A) = Vect( 0 ),( 1 )), de dimension 2 = m_;(A)

-1/ \-1
0O Valeur propre 2 simple : dim E;(A) = 1, donc A est diagonalisable

1
O E;(A) = Vect ((1
1
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| Exercice 19 ch07/x19 |

cosf —sinf

Soit @ € R avecsinf # 0 et Ry = (sin9 cos @

My (C)?

). La matrice Ry est-elle diagonalisable dans M, (R) ? dans

Corrigé. On a tr(Ry) = 2 cos 0 et det(Ry) = cos? 0 + sin* 6 = 1, donc yg, = X* —2cos(0)X + 1, de discriminant
4cos’ 0 — 4 = —4sin® 0 < 0. Le polyndme yr, n’a pas de racine réelle : il n’est pas scindé sur R et Ry n’est pas
diagonalisable dans M;(R).

Sur C, ses racines sont e'? et e71, distinctes car sin @ # 0 : Ry admet deux valeurs propres complexes distinctes,
donc elle est diagonalisable dans M;(C).

ATTENDUS

O xr, =X%—2cos(0)X + 1

0 Discriminant —4sin® 0 < 0 : pas de racine réelle, non diagonalisable sur R
O Racines complexes el? et e71¢, distinctes car sin 6 # 0

0 Deux valeurs propres distinctes en dimension 2 : diagonalisable sur C

| Exercice 20 ch07/x20

b
d

Soit A = (z ) € My(K). Vérifier par le calcul que A% — tr(A) A + det(A) I, = 0.

Corrigé. On calcule

2 2
o [a®+bc ab+bd\ [a°+bc b(a+d) _[a(a+d) b(a+d)
A (ac +cd be+d*]  \c(a+d) be+d? et tr(A)A= cla+d) da+d)]’

Donc

Az_tr(A)A:(bC;ad O

be — ad) = - det(A) 12,

soit A2 — tr(A) A + det(A) I, = 0.

ATTENDUS

2
s _[a*+bc b(a+d)

0 A= cla+d) be+d?

O tr(A)A=(a+d)A

0 A2 - (a+d)A = (bc—ad)l; = —det(A) I,
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| Exercice 21 ch07/x21

Soit A € M3(K) telle que y4 = X — 3X — 2. Montrer que A est inversible et exprimer A~! comme un
polynéme en A.

Corrigé. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, ya(A) = 03, soit A*> — 3A — 2I3 = 03. On isole le terme
constant : A*> — 3A = 2I3, donc

A-%(Az -30) = L.

Comme A et (A? — 3I5) sont des matrices carrées, cette égalité suffit : A est inversible et A~ = 2(A? - 313).

ATTENDUS
O Cayley-Hamilton : A3 —3A -2 =05
O Factoriser : A - %(A2 -3L)=15
O Pour des matrices carrées, AB = I5 suffit a conclure
O Aestinversible et A~ = 1(A% — 33)
Exercice 22 ch07/x22
. . ir u
Soit (uy,) la suite définie par uy = 1, u; = 1 et, pour tout n € N, u15 = Uy + 2u,. On pose X, = Z“ .
n

Déterminer A € M;(R) telle que X,,+1 = AX,, pour tout n, puis les valeurs propres de A. En déduire la
forme de u,, et la calculer.

. u Up+1 + 2u
Corrigé. Pour toutn € N, X,41 = nrz) - (Fntl "
Un+1 Un+1

On atr(A) =1 et det(A) = —2,donc y4 = X2 — X — 2 = (X — 2)(X + 1) : les valeurs propres de A sont 2 et —1.

1 2
) = AX,, avec A = (1 0), donc X, = A"X,.

2 0
Flles sont distinctes, donc A = PDP~! avec D = 0 1 et P inversible, et A" = PD"P~! : les coefficients

de A" sont des combinaisons linéaires de 2" et (—1)", et u,, deuxiéme coordonnée de A"X, est de la forme
up = a2 + p(-1)".
Les conditions uy = 1 et u4 =1d0nnenta+ﬁ:let2a—ﬂ:1,d’01‘1a=§et/3= %:

2n+1 + (_l)n
VneN, u,= —

ATTENDUS

O

— 12 — AR
A_(l O)etXn—AXo

xa=X%-X-2=(X-2)(X+1), valeurs propres 2 et —1
A diagonalisable, A" = PD"P~!, donc u,, = a2" + B(-1)"

. o gty (_p)n
Conditions initiales : u, = ~————

oo

O
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| Exercice 23 ch07/x23 |

Soit A € M, (K) dontle polynome caracterlsthue est scindé, de racines Ay, . . ., A, comptées avec multiplicité.

Montrer que tr(A) = Z Ai et det(A) = l_l Ai.

i=1 i=1

Corrigé. Comme y4 est unitaire et scindé de racines A4, . .., A, comptées avec multiplicité,

n

Xa = ]i[(x—m =X" - (Zai
i=1

i=1

X"+ (0" | ] A
i=1

Par ailleurs, le coefficient de degré n — 1 de ya est —tr(A) et son coefficient constant est (—1)" det(A). En
identifiant, tr(A) = }i_; A; et det(A) = [T Ai.

ATTENDUS

O ya = [1(X = A;), de coefficient de degré n — 1 égal a — }’ A; et de coefficient constant (—1)" [] A;
0 Identification avec —tr(A) : tr(A) = > A;

O Identification avec (—1)" det(A) : det(A) =[] A

| Exercice 24 ch07/x24 |

Soit p un projecteur d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, avec p # 0 et p # Id. Montrer que p est
diagonalisable et préciser ses sous-espaces propres.

Corrigé. Comme p o p = p, le polyndéme X? — X annule p, donc Sp(p) c {0,1}.

Comme p # Id, il existe x € E tel que p(x) # x. Le vecteur y = x — p(x) est nonnul et p(y) = p(x) —p(x) =0:
0 est valeur propre de p, et Eo(p) = Ker(p).

Comme p # 0, il existe x € E tel que p(x) # 0. Le vecteur y = p(x) est non nul et p(y) = p(x) =y : 1 est valeur
propre de p, et E{(p) = Ker(p — Id) = Im(p).

Ainsi Sp(p) = {0,1}. Pour x € E,

x = (x—p(x)) +p(x), x — p(x) € Ker(p) = Eo(p), p(x) € Im(p) = E1(p),

donc E = Ey(p) + E1(p). La somme des sous-espaces propres de p est égale a E : p est diagonalisable.
Ses sous-espaces propres sont Ey(p) = Ker(p) et E;(p) = Im(p).

ATTENDUS

X2 — X annule p, donc Sp(p) ¢ {0,1}

p#Id:y =x— p(x) # 0 vérifie p(y) = 0, donc 0 est valeur propre

p #0:y=p(x) # 0 vérifie p(y) =y, donc 1 est valeur propre

x = (x = p(x)) + p(x) avec x — p(x) € Ker(p) et p(x) € Im(p), donc E = Ey(p) + E1(p)
Somme des sous-espaces propres égale a E : p est diagonalisable

Eo(p) =Ker(p) et E1(p) =Im(p)

OooOooooao
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