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@m pétences

6 compétences a développer en mathématiques:

IcOne

Traduction

Contenu

G

@alculer

calculer, utiliser le langage symbolique : manipuler des expressions conte-
nant des symboles, organiser les différentes étapes d'un calcul complexe,
effectuer un calcul automatisable a la main ot1 al’aide d’'un instrument (cal-
culatrice, logiciel...), controler les résultats

Ch

Ch

s’engager dans une recherche, mettre en oeuvre des stratégies : découvrir
une problématique, 'analyser, la transformer ou la simplifier, expérimenter
sur des exemples, formuler des hypotheses, identifier des particularités ou
des analogies

G

@ommuniquer

communiquer al’écrit et al’oral : comprendre les énoncés mathématiques
écrits par d’autres, rédiger une solution rigoureuse, présenter et défendre
un travail mathématique

M M modéliser : extraire un probléme de son contexte pour le traduire en lan-

gage mathématique, comparer un modele a la réalité, le valider, le critiquer

@a @aison ner raisonner, argumenter : effectuer des inférences inductives et déductives,
conduire une démonstration, confirmer ou infirmer une conjecture

Re Re représenter : choisir le cadre (numérique, algébrique, géométrique ...) le

mieux adapté pour traiter un probleme ou représenter un objet mathéma-
tique, passer d'un mode de représentation a un autre, changer de registre
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L'usage d’'une calculatrice est interdit. Vous étes invités a faire figurer sur la copie toute trace de recherche, méme incom-
plete ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, U'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-
ront pour une part importante dans l'appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. ‘ Vous étes invités a encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos raisonnements.‘

e Exercice 1:

s, . 2z Ve np
1. (a) Pour p €N, montrer que la série de terme général u,, = on converge.

(b) Onpose alors, pourtoutpeN:a, =) —

Montrer que, pour tout entier p : a, = ( P l)ap_l +o 4 (g) ap
p —
En déduire que a, est un entier pour tout p € N.

) . . . (=n" (-n"
2. Déterminer la nature des séries suivantes : Z

et _—
= Inn ,;n+(—1)n\/ﬁ

e Exercice 2 : Convergence de séries par transformation d’Abel
On considere une suite de réels (a,),, une suite de complexes (b,), et on note pour tout entier naturel

n n
n:Sn:ZakbketBn:Zbk.
k=0 k=0

1. Enremarquant que, pour k = 1, by = Bi — Bx_1, démontrer que, pour tout entier naturel 7 non nul,
n—1

S,= Z (ar — arx+1)Br + a, B, (transformation d’Abel).
k=0
2. On suppose que la suite (B;), est bornée et que la suite (a;), est décroissante de limite nulle.
(a) Démontrer que la série Z (ax — ak+1) converge.
k=0
(b) En déduire que la série Z anb, converge.
n=0
(c) Enappliquantle résultat précédent au cas ou1 b,, = (—1)", donner une démonstration du théo-
reme des séries alternées, apres I’avoir énoncé.

Application a des exemples.

3. Dans cette question, 0 est un réel différent de 2kn (k € Z) et x € R.
n .
(a) Calculer pour n entier naturel non nul, Z U
k=1
in®

(b) Discuter en fonction du réel o la nature de la série Z

o
n=1 n

, ) . 1s L. N ) sin(nx)
4. Pour unréel x fixé, on considere la série Z un(x) ou pour n entier naturel non nul, u, (x) = ———

n=1 \/ﬁ

Démontrer que cette série converge pour tout x de R.

tue Exercice 3 : Soit n € N*. Pour M € E = .4, (R), on pose ¢(M) =M + Tr (M)1,,.

1. Montrer que o est un endomorphisme de E.
2. Pour M € E, calculer Tr (c(M)).

3. Montrer que ¢ est un isomorphisme.
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4. Pour aller plus loin : déterminer 'application réciproque de o.
5. On supposeici n =2. On consideére la base 2 = (E11, E12, E21, Ez2) de 45 (R) ou, pour (i, j) € 11,212,
E;; estla matrice dont les termes sont tous nuls sauf celui de la ligne i et de la colonne j qui vaut 1.
(a) Pourtout (i, j) € 11,21, exprimer o (E;;) dans la base 2.
(b) En déduire la matrice dans la base 28 de .

(c) Déterminer Det(0), rg(o) et Tr(o).

0 1 0
tue Exercice 4:SoitA=| 0 0 1.
-2 1 2

1. Calculer Det(A). Que peut-on en déduire sur A?
2. (a) Déterminer le rang de A —2I3 ol I3 désigne la matrice identité d’ordre 3.
1
(b) Vérifier que X; = | 2 | € Ker (A —2I3).
4
(c) En déduire une base de Ker (A — 21I3).
3. Déterminer une base de Ker (A + I3).
1

4. Vérifier qu'une base de Ker (A—1I3) est [ X3 =1
1

3
5. Montrer que @Ker(A— Ailz) = 451 ([R) ou A; = 2, A, = =1 et A3 = 1 (on pourra identifier
k=1
M1 (R) ARY).

6. Notons E un R-espace vectoriel de base 2 et u € Z(E) tels que A = Mg (u).

1 1 1
Notons € labase de E telleque Pz« =|2 -1 1], notée P par la suite.
4 1 1

(@) Justifier que Det(P) est un déterminant de Vandermonde et en déduire sa valeur.
(b) Calculer alors la matrice D de u dans la base 6.
(c) Que dire des matricesAetD?

7. Montrer que pour tout €N, A" = PD"P~1,

an bn Cn (—l)n 271 1 (_l)n
8. Vérifier alors que A" = | @n+1 bps1 Cpsr | OU (@n)y = (1 + - _) y (bp)n = (_ - ) et
3 3/n 2 2 Ja

ap+2 bn+2 Cn+2
1 (-n* 2"
(Cn)n = ) -
9. PosonsF:{(un)ne[RN, VneN, un+3:2un+2+un+1—2un} et soit (v,), € F.
Un
On pose également pour tout ne N, X, = | Vp41 |-

Un+2
(a) Donner une égalité reliant X,,+1, X, et A.

(b) Montrer que pour tout n € N, X,, = A"X,.

(c) Endéduire v,, en fonction de n.

(d) Montrer que F est un R-espace vectoriel.

(e) Montrer que la famille des suites . = ((l)n,((—l)”)n,(Z”)n) est une base de F et préciser
dim(F).

(f) Préciser la ou les suites (v,), € F telle(s) que vy = 3, v; = -2 et v, = 6. Déterminer leurs coor-
données dans la base ..
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DS
|l Correction
(e Exercice 1:

u
1. (a) On peut chercher a utiliser le critere de d’Alembert. On sait que u, >0 pour n = 1 et il
Un
1

2

n+1)\? 1
) tend vers 3 <1 quand n tend vers +oo. On en déduit donc que Z u, converge|.

n

(b) Le premier terme de la somme Z — étantnul,ona:a, =y ———=)_ Z
n= 0 n=0 n=0 k=0
nk
Mais d’apres 1.(a), les séries Z - convergent V k € N, on peut donc écrire :

AR IEE g

k=0 n=0
p-1
soit|a, = ) (k) ai|eton montre que V p €N, a, est un entier par une récurrence forte :

2n+1

+00 pp +00(,l+_1)p +00 k
2n+1

e Initialisation : pour p =0, g = io on = 2 est bien entier.
e Hérédité : Soit un entier p ﬁxé?Z?Jpposons que pour tout entier k inférieur a p, a; est un
-1
entier. La formule a), = PZ (Z) ai nous permet de conclure qu’alors a,, est entier.
k=0
Ainsi, par le principe de récurrence forte, |le nombre a,, est entier pour tout p € N|.

.. -n"* . s L. , . 1
2. La série Z 1 vérifie le critere des séries alternées car la suite de terme wu, = I
nn
est décroissante (car la fonction x — In(x) est croissante) et tend vers 0. La série

_1\n
Y D7 st donc convergente|.
Inn

L. (-n" L. . . L. L. , ..
Pour la série Z ———, la vérification du critere spécial des séries alternées est moins im-
n+(=1)"/n
médiate et il est donc plus efficace de faire un développement limité du terme général de cette

série : 1y 1" 1 (—1)" 1 (=1 1
n+(-DWn  n A TSI X(Ho(ﬁ)): n +O(n3’2)
(_l)n V%

est le terme général de la série harmonique alternée qui converge et

Or

1 . . .
O(W est le terme général d'une série convergente par le critere de Riemann. Donc
n

(="
)3 n+D"/n

(e Exercice 2:

est une série convergente|.

n n n n
1. Pour neN*,S,, = Z aipby = agbg + Z apBr—Br_1) = apgby + Z aiBy — Z aiBr_1.
k=0 k=1 k=1 k=1
En effectuant le changement d’indice j = k—1 dans la derniere somme, on obtient :

n n-1
S, = agby+ Z aiB — Z Ll]'+1B]'
k=1 j=0
n-1
= aogbo+ )_ (ak— ax+1)Bi+ anB, — a1By
k=1
n—-1
= agbo+ ) (ar— ars1)By — (ao — a1)Bo + ayB, — arby
k=0
n—-1
Sw = Y (ag—ar+1)Bx+anB,  carBo=bhy
k=0
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2.

()

(b)

(©)

(@)

(b)

D’apres un théoreme sur les séries téléscopiques, on sait que la suite (ay), et la sé-
rie Z (ar — ax+1) sont de méme nature. Or par hypothese, la suite (a,), converge, donc

k=0
la série Z (ar — ay+1) est aussi convergente|.
k=0
Vérifions que la suite (S ), des sommes partielles est convergente.
n-1
D’apres la question précédente, pour tout entier n nonnul, S, = Z (ar — ar+1)Br + a;B;,.
k=0

Le second terme a,B, tend vers 0 comme produit d'une suite convergente vers 0 et d'une
suite bornée.
Le premier terme est une somme partielle de la série de terme général (ay — ay1)Bxk.

Notons M > 0 un majorant de la suite (|B,|),, alors pour tout k e N :
[(ar — ar:1)Brl < lag — are1IM = (ay — ar+1)M car (ay)j est une suite décroissante.

Ainsi, Z(ak — ay+1)By est absolument convergente donc convergente et on en déduit que la

suite (S,), converge, ce qui montre que Z anb, converge|

o Le critere des séries alternées affirme que si (ay) est une suite décroissante de limite nulle,
alors Z (-1)*ay est une série convergente.
k=0
« Pour le démontrer, on applique le résultat de la question précédente, avec by = (-1)*. La
n
suite (B,),, définie par, pour tout entier n, B, = Z (- l)k est une suite bornée (ses termes
k=0
valent soit 0, soit 1). On est donc bien dans les conditions des deux questions précédentes,
ce qui nous permet d’affirmer que la série Z agby = Z(— ¥ ay converge.

n
La somme Z e'*o correspond a la somme des termes d’'une suite géométrique de raison

k=1
. no . 1___ein9
e 21 car, par hypothese, 0 est différent de 2k avec k € Z. On a alors : Z eik0 — e’eﬁ
k=1 —€
e |Lorsque o> 1}, par comparaison a une série de Riemann,
in0
la série de terme général —- est absolument convergente | donc convergente.
n
e |[Lorsquea<0], le module du terme général ne tend pas vers 0 donc
la série est grossierement divergente|.
e |Pour a €]0, 1]}, on va montrer que la série est convergente par application du résultat de la

question 2b.
1
On considere la suite (a,), définie par ay = 0 et pour tout n =1, a, = — C’est une suite

décroissante qui tend vers 0 et on définit de méme la suite (b,), par by =0 et pour n = 1,
bp=e'™. D’apres la question précédente, pour tout entier strictement positif 2, on a
n i . 1 _ eine 2
2: ekze i _| < :
) T
d’apres I'inégalité triangulaire. La suite (B,),, est donc bornée et on peut appliquer le résul-

elne

04

|B7A =

la série Z

n=1

tat de la question 2.b pour affirmer que, si a € ]0, 1], converge|.

4.  Lorsque x # 2km avec k € Z (x fixé), la question précédente assure la convergence de la série de

inx

terme général
n

convergente.

etdonc de la série ) Im (

Vvn

. sin(nx)
Conclusion:

vn

la série Z ———— converge pour tout x € R|.

einx _ ¢ sin(nx)
rs

e Lorsqu'’il existe k € Z tel que x = 2km, on a u,(x) = 0, qui est bien le terme général d'une série
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(e Exercice 3:

1. Pour M € ./, (R), sachant que Tr (M) € R, on a clairement que o(M) € 4> (R).
De plus, la trace étant une forme linéaire, on a , pour tous (M, N) € E’etAeR:

0(AM+N)=AM+N+Tr(AM+N)I[,, =AM+ ATr M), + N+ Tr(N)I,, = Ac(M) + o(N)

Par conséquent,

2. Pour M € E, on a, par linéarité de la trace, Tr (c(M)) = Tr (M + Tr M)1,,) = Tr (M) + Tr (M) Tr (I,,), donc
[ Tr(0(M)) = (n+ DTr (M),

3. Sachant que o est un endormorphisme en dimension finie, par le théoréeme du rang, il suffit de
montrer que o est injectif pour montrer que c’est un isomorphisme. Soit M € Kero, alors a(M) = Oy,
c’est a dire M = —Tr(M)I,,. D’apres 2., le fait que (M) soit la matrice nulle implique que Tr(M) =0
et donc M = O,,. Le noyau de o est donc réduit a {O,} et|o est un isomorphisme|.

o est un endomorphismede E|.

4. Soit N € E. Le fait que o soit un isomorphisme nous assure qu'il existe une unique matrice M telle
que o(M) = N et déterminer I'application ! revient a exprimer M en fonction de N. Or,

oM)=N <= M+TrM)];, =N < M=N-Tr(M)],

Tr (N
Mais on sait aussi que Tr (N) = Tr(c(M)) = (n+ 1)Tr(M),onadonc: c(M) =N <= M=N- il)ln
n
-1 Tr (N)
et alors:|pourtoutNeE: o "(N) =N-— n+11"'

5. (a) Sachant que, pour (i, j) € [[1,2]]2 telsquei= j, Tr(E;;) =1et Tr(E;j=0,0na

0(E11) =2E11 +E22, 0(E12) =E12, 0(E21) =Ez1 et o(Ez) =Ej; +2Ex»

2 0 01

) 01 0O

(b) La matrice de o dans la base 28 est donc: 0010
1 0 0 2

(c) On a montré a la question 3. que o est un isomorphisme. Donc |rg(o) =4/, de plus Tr (o) =

2 0 01 2 0 01
0100 01 0O 2 01 2 1
Tr et enfin : Det(o) = =0 1 0|= (en développant
0010 0 01 O0 1 0 2 1 2
1 00 2 1 00 2

par rapport aux deuxiemes lignes dans les deux déterminants).

ttee Exercice 4:

1 0 - .
1. En développant par ex. par rapport a la 1 colonne, Det(A) = -2 ' 0 1' :. Donc \A est 1nver51ble\

-2 1 0 -2 1 0
2. (@ A-2I3=|0 -2 1|@Lg3«~—1Ls—L;) ~ | 0 -2 1|, matrice échelonnée par lignes de
-2 1 0 1o o0 o

rang 2. Donc|rg(A—2I3) = 2‘

(b) On vérifie que (A—2I3)X; = O31 donc |X; € Ker (A - 2I3)]

(c) D’apres le théoreme du rang sur les matrices, dim(Ker (A—21I3)) = 3—-rg(A—2I3) = 1. Or (X) est
une famille libre (car X; # O3;) de Ker (A — 213) avec Card ((X7)) = 1 = dim(Ker (A — 2I3)). Donc
‘ (X7) est une base de Ker (A — 213) ‘

X xX+y =0
3. X=|y|eKer(A+l3) & (A+I)X=03 <= y+ 2=0
2 —-2x+y+32=0 (Lg—L3g+2L;—-3Ly)
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xX+y =0 =2 z 1 1
= y+z=0 <:>{ ~ < X=|-z|=2z|-1]|Donc|X;=|-1][|estune famille
0=0 y=r-z z 1 1

génératrice de Ker (A +13). Comme X # O3, (X2) est libre et est donc|une base de Ker (A +13) ‘

4. On procéde de méme que pour 2 ou 3.

5. Notons % la base canonique de .43;(R) (ou de RY et calculons

1 1 1
Detg, (X1,X2,X3) =2 -1 1|=6=0Donc (X;,X2,X3) est une base de .43 (R).
4 1 1

3 3
Donc |43, (R) = @Vect X)) = @ Ker (A — AI3) | (fractionnement d’'une base).
k=1

k=1
1 1 1
6. (a) Det(P)=|2 -1 1 :‘V(Z,—lyl):V()\ly)\z,)\?,) =A2—=AD)A3=A1)(A3—A2) :@
1 -2 0 2
(b) OnpeutcalculerP™! = 5 2 -3 1 |etappliquerlaformule de changement de base D = P~'AP
6 3 -3

On peut aussi remarquer P = Mg(€) = (X1 Xy Xg). En posant x1,x»,x3 € E tels que

Mg (x;) = Xi, on a donc |6 = (x1, X2, x3) |. Comme u(xy) = Apxi (car AXy = A Xy), on a donc
A0 O 2 0 0
D=M¢g@)=]0 Ay 0]=|0 -1 O
0 0 As 0 0 1

(c) Les matrices A et D sont les matrices du méme endomorphisme dans 2 bases différentes :
lelles sont donc semblables|

7. Montrons pour tout 7 € N la propriété 2(n) : A" = PD"P~! par récurrence.

22(0) est vraie A° = I3 = PDP L. Soit 1 € N tel que 2 (n) soit vraie :

A™!=A"A=PD"P~'.PDP~! =PD""'P~! : donc (n + 1) est vraie.

D’apres le principe de récurrence, 2?(n) est vraie pour tout n € N.

2" 0 0
8. D est une matrice diagonaledoncD”=| 0 (-1)" 0|.Onen déduitles coefficients de A” donnés.
. @ oot
(b) Par récurrence.

(c) On obtient alors d’apres 9.(b) et en identifiant le 1¢ coefficient dans I'égalité X,, = A"X,,
‘ VneN, v,=a,vo+b,vi+cpv>

(d) Toute suite de F est une combinaison linéaire des suites (a;),, (bn)n et (¢,), : donc

F =Vect ((an)n, (bn)n, (cn)n) et F est un sous-espace vectoriel de RN, donc un R-espace vectoriel
On peut également montrer que F est non vide et stable par combinaison linéaire.

(e) D’apres 'expression des suites (a,),, (bn)y €t (cn)n, toute suite de F est combinaison linéaire
des suites de .. Donc|.¥ est génératrice de F‘

On montre alors que . est libre : soit x, y, z € R tels que x(1) , + y ((-1") , +2(2") , = (0), <=
xX+y+ z=0 (n=0)
VneN, x+y-1)"+22"=0 = x -y +2z2=0 (n=1) < ... <= x=y=2z=0
X+y+4z=0 (n=2)
Donc .# est libre : ‘5” est une base de F et dim(F) = Card (%) = 3‘
(f) D’apres 9.(c), on a pour tout n€ N, v, =3a, —2b, +6¢, = —4+3(-1)" +2".
Il existe donc |uneuniquesuitedeF| telles que vy = 3, vy = -2 et v» = 6

de coordonnées (—4,3,1) dans la base 5"
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Il Bareme

e Exercice 1: Séries numériques

‘ Compétences ‘ NA‘MA‘ A ‘ Points ‘
1. (a) Nature d’une série /1
1. (b) @a Egalité entre les sommes de séries et récurrence forte /3
2. Nature de 2 séries (série alternée et/ou utilisation d’'un DL) /3

e Exercice 2:  Séries numériques

| Compétences INA|MA| A | Points |
1. @a Calcul sur les sommes partielles /1
2. (a) Série télescopique /1
2. (b) Convergence d’'une série /1
2. (c) Critere des séries alternées et démonstration /1.5
3. (a) @a Somme des termes consécutifs d'une suite géométrique /1
3. (b) @a Ch Nature de séries /4
3. (c) Partie imaginaire d'une série complexe convergente /2

e Exercice 3: Endomorphisme de matrices

| Compétences INA|MA| A | Points |
1. Endomorphisme de .4, (R) /1.5
2. Trace /0.5
3. Isomorphisme /1.5
4. Application réciproque 12
5. (a) Image de la base canonique de .4 (R) /1
5. (b) Matrice dans une base /1
5. (c) Déterminant, rang et trace /1.5

e Exercice 4:  Algebre linéaire

| Compétences INA|MA| A | Points |

1. @a Déterminant et conséquence du fait qu’il soit non nul /1
2. (a) Rang d'une matrice /0.5
2. (b) Noyau d’'une matrice /0.5
2. (c) @a Th. du rang sur les matrices et base du noyau /1
3. @a Base du noyau d’'une matrice /1.5
4. Noyau d'une matrice /0.5
5. @a Somme directe de 3 sous-espaces vectoriels /2
6. (a) @a Déterminant de Vandermonde /0.5
6. (b) @a Changement de base pour un endomorphisme /1
6. (c) Matrices semblables /0.5
7. Récurrence sur les puissances d’'une matrice /1.5
8. @a Calcul de I'inverse d’'une matrice, puissance d'une matrice diagonale et produit 12
matriciel

9. (a) Traduction matricielle d'une relation sur une suite récurrente linéaire /1
9. (b) Récurrence /1
9. (c) Produit matriciel /1
9. (d) Sous-espace vectoriel de R" /1
9. (e) @a Base d'un sous-espace vectoriel de suites /2
9. (f) Coordonnées dans une base /12
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L'usage d’'une calculatrice est interdit. Vous étes invités a faire figurer sur la copie toute trace de recherche, méme incom-
plete ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, U'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-
ront pour une part importante dans l'appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. ‘ Vous étes invités a encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos raisonnements.‘

_1)k+l

(e Exercice 1:Lasérie ) P

n

*
Pour n e N, on note g, = Z
k=1

=

k+1
) pour keN, k=0.

1. Soit =In{—|-——

(a) Montrer que la série Z Wy est convergente.
k=1
(b) En déduire que la suite de terme général o, —In(n) admet une limite finie lorsque » tend vers
+00, que 'on notera y (on ne demande pas de la calculer : c’est la constante y d’Euler).

n (_1)k+1
2. Pour n € N*, on pose T, = Z — Exprimer 12, en fonction de 0, et 0.
k=1
-1 k+1
3. Montrer en utilisant les questions précédentes que la série Z ——— est convergente et détermi-
k=1
00 (_1)k+1
ner sa somme ) ———
-1k

e Exercice 2 : Soit & un plan affine euclidien muni d'un repere orthonormé (O; 7, 7).
x(1) = cos(1)

y(0) =sin@1) dontles points sont notés M(z).

Soit I" la courbe paramétrée par : {

1. Préciser les domaines de définition de x et y, expliquer pourquoi on peut réduire I'intervalle
d’étude a [0, g] et donner les conséquences géométriques sur la courbe I'.

2. Dresser un tableau de variation pour x et y.

3. Déterminer les tangentes particulieresaI'.

4. D’apres le tableau de variation de la question 2, donner le nombre de points d’intersection de la

N T . . . .
courbe avec les axes du repére pour ¢ € [0, E]’ déterminer leurs coordonnées et les équations des
tangentes a I' en ces points.

5. ReprésenterI'.

e Exercice 3 :Soit un entier n =2 et A, B € .4, (R). On propose de montrer que AB et BA ont les mémes
valeurs propres avec le méme ordre de multiplicité.

1. (a) Montrer que 0 est valeur propre de AB si et seulement si Det(AB) = 0.
(b) Montrer que 0 € Sp (AB) < 0€ Sp (BA).

2. Soit A une valeur propre réelle non nulle de AB, X € .41 (R) un vecteur propre de AB associé a cette
valeur propre A.

(a) Montrer que les vecteurs ABX et BX sont non nuls.
(b) Montrer que le vecteur BX est vecteur propre pour la matrice BA.

3. Montrer que AB et BA ont les mémes valeurs propres réelles.

4. On suppose que A est inversible.
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(a) En factorisant de 2 facons différentes la matrice xA — ABA, montrer que pour tout réel ou
complexe x, on a : Det(xI, — AB) = Det(xI, — BA).

(b) En déduire que AB et BA ont les mémes valeurs propres réelles ou complexes, avec le méme
ordre de multiplicité.

. . s A xI -B xI
5. Soient les 2 matrices C et D définies par blocs par C = "letD= .
I, O, I, -A
A l'aide des produits CD et DC, montrer que le résultat précédent reste vrai lorsque A n’est pas
inversible.

e Exercice 4:Dans toutl’exercice, on note, pour I et ] deux intervalles, 6, (1,]) I'ensemble des fonctions

continues et bornées sur I a valeurs dans J et pour g € 6,(1,]), on note ||g|lo = sup|g(x)|.
xel
On fixera f € € (R, R) et w € €, (R, R}) et on notera Q : x+— Q(x) la primitive de w qui s’annule en 0 et

Fy @ x— F(x) la primitive de fw qui s’annule en 0.
1. Lopérateur de moyenne

¥ u)( X)
Pour x € R}, on pose @, (x) = (t)d f fw()dt:= 0w

(a) Montrer que cette formule définit une fonction ¢, continue sur R’ et que }CLI% Po(x) = f(0).
En déduire que ¢, se prolonge continiment a R... On notera encore ¢, ce prolongement.
On note A, 'application qui a f fait correspondre @,.

(b) Montrer que A, définit un endomorphisme de € (R, R).
Est-ce également un endomorphisme de 6, (R, R) ?

(c) Démontrer que A, est injectif.
On dit que A est valeur propre de A, sur 6, (R, R) s'il existe u € €, (R, R), non identiquement
nulle et telle que A, (1) = Au. Lafonction u est alors un vecteur propre de A, associé a la valeur
propre A.

(d) Montrer que la restriction a R} d’un vecteur propre u de A,, satisfait I'équation différentielle
suivante : AQ(x)u'(x) = (1 — Nw(x) u(x).

(e) Résoudre cette équation différentielle sur R} et montrer que sa solution ne peut se prolonger
par continuité en 0 que si A €]0, 1].

(f) Dans le cas ou Q est bornée sur R, déterminer '’ensemble des valeurs propres de A, et les
sous-espaces propres associés (on pourra distinguer le cas A = 1).

2. Le cas périodique

On suppose désormais que w est T-périodique et que f est T-périodique, ot T et T sont des réels
strictement positifs tels que 1/T € Q.

X
(a) Montrer que xlir+n f w(t)dt = +oo.

(b) Montrer que w admet un maximum et un minimum strictement positifs.
(c) Déterminer 0 > 0 tel que, pour tout x, w(x+0) = w(x) et f(x+0) = f(x).
Pour x € R, on note | x| la partie entiere de x et pour 6 > 0, on pose [ x]g =0|x/0].
(d) Représenter graphiquement la fonction [-|g sur [-26,36].
(e) Montrer que A, (f)([xlg) = f(0) si x € [0,0[ et que, pour keN, k=0et x € [kO, (k+1)0]:
Ay () (Lx]le) = Ay () (0)

X

(f) Montrer que <Ol fllooll®lloo

f(Hw(nde
lxlg

(g) Démontrer que, pour x>0 :

|(Aw () = Au (o l-e) ()] < Ol1f Nloollwlloo (llwnoo N 1)

xXminw minw

(h) En déduire que A, (f) possede une limite en +oo et en donner une expression.
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p4l Correction
(e Exercice 1:

1. (@ Ona

—ln(1+1) ! —1+O(1) ! = ! +O(1)
Wk = k) k+1 & \K2) 20+ D2 kk+D | \R2

et|c’est donc le terme général d'une série absolument convergente. ‘

(b) Soit v, =0, -1In(n);ona v, —v,+1 = wy,. Or, la série Z(vn — Uy41) etlasuite (v,,), ont méme
nature et donc ‘ (vn)n est une suite convergente. ‘

2. Enregroupant les termes d’indices pairs et ceux d'indices impairs, on a

L o]

Ton=— — +

LI o]

O2pn = — t

En faisant la différence, on obtient ‘ To, =02, —0p ‘

3. Notons v la limite de (o, —In(n)), = (v,),.-Ona:
Vop— Up =02, —0,—1In(2) = T2, —1In(2)

Cette quantité étant de limite y —y = 0, on a donc 12, — In(2). Par ailleurs 12,41 — T2y =

P et donc 12,41 — In(2). Finalement, la suite T est convergente de limite In(2) ou encore
n

+00 (_1)k+l

)3

k=1

=1n(2)

(e Exercice 2:

1. ‘x et y sont définies sur [RZ‘, elles sont 2n-périodiques donc on peut réduire I'intervalle d’étude a
[-m, 7], de plus x est paire et y est impaire donc on peut les étudier sur [0, 7] et appliquer une
symétrie par rapport a I’axe des abscisses pour retrouver la courbe entiere. Enfin, on remarque que

i
x(m—1t) = —x(t) et y(m—1t) = y(1), ainsi, sil’on connait les points M(t), avec t € [0, E] ,onretrouve les

. s 11 T A o T P
points correspondant a l'intervalle [5, T[] grace a une symétrie par rapport a I’axe des ordonnées.

T
Donc|l'intervalle optimal d’étude est [0, E] .

2. |x'(r) = —sin(z) |et| y' (1) =3 cos(31)

P13 | n
La fonction x’ s’annule sur [0, E] pour t = 0 et y' S’annule sur cet intervalle pour t = = et ¢ = > A

I'aide d’un tableau de signe laissé a votre soin, on en déduit le tableau de variation suivant :

" 0 I I
6 2
— v
x(1) 2
\ 0
1
y(@ \
0 -1
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. ! . ’e LS 2 .
3. Lafonction y’ s'annulant deux fois sur I'intervalle [O, E] ,la courbe I' présente deux points avec une

3
tangente horizontale : M (g) = (\/7_, 1) etM (g) = (0,—1). De plus, la tangente au point M (0) = (1, 0)

est verticale.
. ) T . o .
4. La fonction x ne change pas de signe sur [O, E]’ le point M (E) = (0,—1) est donc le seul point de

concours entre I et 'axe des ordonnées. L'équation de la tangente en ce point est d’apres
la question précédente. L'axe des abscisses coupe deux fois I' : en M (0) = (1,0) qui admet une

T T
tangente d’équation et pour un fp € [E’ E] qui est tel que sin(37) = 0, soit fp = 3 et alors

1 (3 -3
M (E) = (—,O). La tangente a I' en ce point a pour coefficient directeur Y (3) = =2V3 et
3/ 2 ¥ (3) -v3I2

1
donc son équation est de la forme y = 2vV3x+ a, en remplacant (x, y) par (5’ 0), on trouve a = —v/3.

|
L'équation de la tangente au point M (5) =

1
5,0) estdonc|y= 2v3x-V3|

e Exercice 3:
1. (a) 0eSp(AB) < Ker(AB) = {0.4,, )} < AB ¢ GL,,(K) < Det(AB)=0
(b) Comme Det(AB) = Det(BA), on a, d’apres la question précédente :

0€Sp(AB) < Det(AB) =0 < Det(BA) =0 < 0€Sp(BA)

2. (a) Xétantun vecteur propre de AB associé a la valeur propre A, X est non nul et ABX = AX # 0 car
A est supposé non nul. De plus, le fait que ABX # 0 entraine que .

(b) En multipliant a gauche I’égalité ABX = AX par B, on obtient BA(BX) = ABX et comme BX = 0,
c’est un vecteur propre de BA associé a la valeur propre A.

3. Onavualaquestion 1. que 0 € Sp(AB) < 0¢€ Sp(BA). De plus, d’apres la question 2, si un réel A
non nul est valeur propre de AB alors il est aussi valeur propre de BA. Les matrices A et B jouant des
roles symétriques, on en déduit que, pour A € R* : A € Sp(AB) <= A € Sp(BA). Par conséquent :
Spwr(AB) = Spr(BA) |

4. (a) Pour tout x € C, on a : (xI,, — AB)A = xA — ABA = A(xI,, — BA) et donc Det((xI,, — AB)A) =

Det(A(xI,, — BA)) soit Det(xI,, — AB)Det(A) = Det(A)Det(xI, —BA) et en divisant par Det(A) # 0,
on obtient : ‘Det(xln —BA) = Det(xI,, — AB) ‘

(b) La question précédente nous permet d’affirmer que AB et BA ont méme polyndme caracté-
ristique et donc qu’elles ont les mémes valeurs propres avec le méme ordre de multiplicité.
xI,—AB Oy xI,,—BA —xB
-B xI, O, xI,
tient, pour tout x € C : x"*xap = x"'xpa soit, par unicité des coefficients d'un polynéme : xap = xga €t
on conclut comme a la question précédente.

5. 0na:CD= ( ) etDC= ( ) et donc, en passant au déterminant, on ob-
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tte Exercice 4 :

X X
1. (a) Pour x =0, on note Q(x) = f w(t)dt et Fy(x) = f f()w(r)dt les primitives de w et de fw
0 0

qui s’annulent en 0. Ce sont des fonctions de classe & sur R,. Par définition, on a donc

P (x) = Q( % , la fonction Q est strictement crois-

sante. Sachant que Q(0) = 0, on en déduit que Q est strictement positive sur R}. Le quo-

(x)

) définit donc une fonction continue sur R’} |comme quotient de fonctions
X

: Fy
tient| @y, (x) = Q

continues, le dénominateur ne s’annulant pas. En outre, pour x =0,

F,(x) X
Q0

Pw (x) =

!/

0 .=
“,’ 0’ soit )lcl_r)r(l)(pw(x) = f(0)

donc lir% Py (x) existe et vaut
x—>

Ainsi, on peut affirmer que|la fonction ¢, est continue sur R’ et se prolonge continiment a R,

(b) Lapplication A, associe a une fonction f de 6 (R.,R) la fonction ¢, correspondante. D’aprées
la question 1.a, @, est aussi dans & (R,,R). De plus, A, est linéaire, griace a la linéarité de
l'intégrale, de sorte que |I'application A,, est un endomorphisme de & (R, R).

Si f est une fonction de 65 (R, R) alors || f|l = sup| f(x)| est bien définie et pour tout x > 0,
R,

comme Q(x)>0,ona:

(0] = o )f f(t)m(t)dt‘
ff(r)m(r)dr‘

f |f(0|w@®dt

f 1 flleoo(0di
Q( )

fxm(t)dt'
1 flloo

Cette inégalité est aussi vérifiée si x = 0. On a donc montré que ¢, est aussi bornée et que
'application A, est un endomorphisme de 6,(R.,R).

N

Q()

N

Q( )

N

[P (%)

(c) Pour montrer que 'endomorphisme A, est injectif, il suffit de montrer que son noyau est
réduit a {0}. Soit f un élément de KerA,,. Alors A, (f) = ¢, = 0, ce qui entraine que

f(O):lirr(lJ(pu,(x):O et VxeR} ff(t)m(t)dt:O
X— 0

X
Par continuité de fw, la fonction x — f f(Hw(r)dt est dérivable sur RY. En dérivant la der-
0

niere égalité, on obtient donc

VxeR* f(x)w(x)=

Puisque w est a valeurs dans R}, on en déduit que f(x) = 0 pour tout x = 0 et comme [ (0) =
f estla fonction nulle. Ainsi |I'endomorphisme A, est injectif.
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(d) Soient A une valeur propre de A, et u un vecteur propre associé. La fonction u est donc conti-
nue, bornée et non identiquement nulle sur R... De plus, elle vérifie la relation suivante, pour
tout xe R} :

1 X
Au(x) =Ay (W) (x) = mfo u(Hw(rdt

X

Par continuité de u et w, la fonction x — m u(t)w(r)dt est dérivable. Multiplions1'éga-
X) Jo
lité A, (u) (x) = Au(x) par Q(x), on obtient alors

f u(Hw()dt =Au(x)Q(x)
0

Dérivons ensuite cette relation pour obtenir
VxeR: uX)w(x) = AU (0)Q(x) + Au(x)w(x)

Léquation différentielle satisfaite par la restriction a R} d'un vecteur propre u pour la valeur
Ade A, est| AQx) 1/ (x) = (1 - Nw(x)ux)|
(e) Lendomorphisme A,, étant injectif, ses valeurs propres sont non nulles, on peut donc sup-

poser A = 0 et, comme Q ne s'annule pas sur R, I'équation différentielle (E) satisfaite par un
vecteur propre u de A,, sur R} peut se mettre sous la forme

u’(x)—ﬂw (x)
“Tx am”

C’est une équation différentielle linéaire homogéene du premier ordre. De plus, une primitive

w(x) . * P .

de x — m est donnée par x — In|Q(x)| = InQ(x) car Q(x) > 0 sur R} d’apres le raison-
X

nement fait a la question 1.a. Toutes les solutions de I’équation différentielle sont donc de la

forme, pour x>0:

u(x) =Cexp (¥ln9(x)) =C Q(x)¥

A
avec C € R. Or Q(0) = 0 donc 'expression Q(x)¥ admet une limite finie en 0 si et seule-
(1-A)

ment si = 0, c’est-a-dire si et seulement si A €]0;1]. Donc une solution (non nulle) de

I'équation différentielle (E) sur R} ne se prolonge par continuité en 0 que si A €]0; 1].

(f) D’apres la question précédente, un vecteur propre u de A, pour la valeur propre A vérifie,
pour x> 0: u(x) = C Q(x) RS avec C € R. De plus, on doit pouvoir prolonger u par continuité
en 0. Par conséquent, d’apres le résultat de la question précédente, les valeurs propres de A,,
se trouvent dans 'intervalle ]0; 1].

e Dans le cas particulier ou A =1 la fonction u est une fonction constante non nulle et, réci-
proquement, toutes les fonctions constantes non nulles sont vecteurs propres pour la va-
leur propre 1. On peut alors affirmer que le réel 1 est valeur propre de A,, et le sous-espace
propre associé est ’ensemble des fonctions constantes.

e Pour A €]0;1], les fonctions de la forme u(x) = C Q(x) G2 si x = 0 avec C € R sont continues
sur Ry (en particulier #(0) = 0) et bornées sur R, car par hypothése Q est bornée sur R,.

Il reste a vérifier qu'une fonction u ainsi définie vérifie bien la relation A, (u) = Au
Par construction de u, on a clairement, pour tout ¢ € R,

w(Bu(t) = AMQOU (1) + o u) = AQuw)' (1)

et en intégrant cette égalité entre 0 et x, avec x > 0, on obtient, puisque Q(0) =0:

X
f o(Hu()dt = AQ(x)u(x)
0
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En divisant les deux membres par Q(x) # 0, on retrouve que
Vx=0 Ay (W) (x) = Au(x)
et cette égalité est aussi vraie pour x = 0 (puisque u(0) = 0).
On peut donc conclure que tous les réels A de ]0;1[ sont valeurs propres de A,, de sous-
espace propre associé

a-n
Ex(A,) = {x eR, — C(Q(x) &~ avecCe IR}

2. (a) Soit|-] :R— Z'application partie entiére. Alors, par la relation de Chasles, pour x > 0 fixé, on

peut écrire :
X T1%] X
f u)(t)dt:f u)(t)dt+f o(ndt
0 0 T17]

De plus, comme [x/T] < x/T,0ona T|x/1] < x et puisque w est positive cela entraine

x 17l
f u)(t)dtzf o(ndt
0 0

T1%) T
Enfin, le fait que w soit T-périodique implique que f w(n)dt = |x/1] f w(ndt
0 0

On obtient donc f

w()dt = [x/‘rjf w(t)dt.
0 0

T X
Puisque lim [x/1] =+o0 etf w(t)dt > 0 on en déduit que| lim w()dt = +oo
0

X—+00 X—+00 0

(b) Comme w est une fonction t-périodique, on peut se contenter de I'étudier sur I'intervalle
[0, T]. Etant continue sur ce segment, elle atteint son maximum et son minimum et, comme
elle prend ses valeurs dans R}, on sait qu'ils sont strictement positifs. On peut par conséquent

conclure que |la fonction w admet un maximum et un minimum strictement positifs. ‘

T T
(©) T étant rationnel, il existe des entiers strictement positifs p et g tels que T= Z Alors, sil’on

pose |0 = g1 = pT|le réel O est strictement positif et vérifie

VxeR:, ox+0)=0x) et f(x+0)=/f(x)

(d) Soit ke Z, pour x € [k, (k+1)0[,ona g € [k, k+1[, de sorte que | x/0] = k et donc |x]g = k6.

Dans la figure suivante, la fonction |-]g est représentée sur [—20,30] avec 8 comme unité des

axes.
Eg(x)
360 [ ]
2 + — <
0 — ¢

, xr

Y —p 0 0 20 30

— < ¢
— < 120
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(6]

(e) Soient k un entier non nul et x € [kO, (k+ 1)0]. Alors |[x]g = k0. De plus, d’aprés la question
2.c, pour tout réel positif x, on a w(x + 0) = w(x). Ainsi, pour tout x € [k0, (k+1)0[, on a

[x]g kO (i+1)0 0
Q(lxlg) :f m(t)dt:f w()dt = Z w(Hdt = kf w()dt = kQ(0)
0 0 10 0

i=0i
De méme, puisque fw est 0-périodique

Lx] 0
f ef(t)(u(t)dt: kf fHw(ndt
0 0
On en déduit que

Ap (N xle) = @u(lxle)
1 ¥l

B Q(LxJe)
kf F(Hw(ndt

f(Hw(r)dt

kQ( )

Ao(P(xl0) = 5= )f Fiw(ndr

soit“v’xGE[O,G[ Aw(f)(LxJG)—Aw(f)(e)‘
Pour x € [0,0], [x]g =010]g =0 et donc Ay (f) o Lx]g = Aw (f)(0) = ¢ (0)
soit|Vx e [0,0] Ay,(f)(lxlg) = f(0)|d’apres la question 1.a.

X
(f) Pour x € R, fixé, par définition de la fonction partie entiere, on a 0 < 5 |x/0] <1.

En multipliant ces inégalités par 0 > 0, on obtient 0 < x — | x]|g < 0.
De plus, f et w étant continues et périodiques sur R, elles sont bornées et I'inégalité triangu-

fH FHond sf 1 Fllooll@lleodt = 11 fllool0lleo (x — Lx]o)
xlg

Lxle

laire implique :

On a donc montré que |Vx € R, <Ol fllooll®lloo

f fw(n)dt
Lxlg

(g) Fixons x € R, et posons §(x) = |(Aw () —Au(fHol]g)(x) | Cette quantité vérifie alors

5(x) = [P (x) — 9o (Lx]0) |

1 X 1 Lxlg
_— t ndtr — t ndr
‘Q(x)fo Fw() Q(LxJe)fo Jne® ‘

1 x LxJo
'Q(x) (](; f(t)(ﬂ(t)dt—](; f(t)(ﬂ(t)dt)

1 1 LxJe d
- t r)at
+(Q(x) Q(LxJe)) , e '

1 X |.xJ9
5(x) = 'm(fo f(t)m(t)dt—fo f(t)m(t)dt)‘
1 1 Lx]e d
- Ho(Hdt
" (Q(x) Q(LxJe)) , JOew ‘

Commengons par nous intéresser au premier terme de cette somme :

Q()(f f(t)m(t)dtf f(t)m(t)dt)

D’apres la question 8, w admet un minimum strictement positif. Par conséquent, puisque
X

x>0:Q(x):f w()dt = xminw 1)
0
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Par la relation de Chasles, réduisons la différence des deux intégrales :

[x X

X ]
f fowdi- [ foewdi= [ foomd:
0 0 Lx]g

Appliquons pour finir le résultat de la question 2.f pour obtenir la majoration suivante :

lx

1 X
_— t Hdr—
Q(x)(fo Jwnde= |

En ce qui concerne la deuxieme partie de la somme, on peut écrire

011 fllooll0lloo

S .
xminw

lo
f(t)(x)(t)dt)

Q(lx]g) — Q(x) ¥
Qx)Q(lxle) Jo

Lx]
(1 ! ) " Fw(ndr =
0

B Ho(ndt
Qx)  Q(lxle) fOw(®)

De plus, les réels x, | x]g et minw sont strictement positifs. Grace a (1), on a donc
Lxlo

X
Q(x)Q(LxJe):f u)(t)dtf w(H)df = x|x]g(minw)?
0 0

Enfin, grace au méme raisonnement que celui de la question 2., on a

X
IQ(LxJe)—Q(x)sz w(Ddr
[x]g

< Ollwlloo

ce qui implique

Bllolloo X [x]ollfllooll0lloo _ Bl fllool w15,

s x|x)g(min w)? - x(min w)?2

' ! ! ) P end
— t t)ar
(Q(x) ) e 100

En sommant les deux majorations obtenues et en factorisant le quotient, on obtient I'inégalité

011 f ool 0]l (llwlloo +1)

xXminw minw

recherchée : ||(Ay, (f) — Ay (f) o L-]0) (%)] <

0 w )
(h) Puisque lim ”f“oo.” IIOO(II .|Ioo+1):0
x—+oc0  xminw minw

le résultat de la question 2.g implique xl—i>I-Poo | Ap () =Au(f)ol-lg)(x) | =0
D’apres la question 2.e, pour x >0, A, (f) (Lx]g) = Aw (f)(0).
Ainsi, xEerAw (fH(x) =Au(f)(O)
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e Exercice 1:  Séries numériques

‘ Compétences ‘ NA‘MA‘ A ‘ Points ‘
1.(@ Ch @a Développement limité et critere de Riemann 12
1. (b) Série téléscopique /1
2. (Ca Calculs sur les sommes finies /2
3. | Ch Limites des suites extraites d’indice pairs et impairs /12

e Exercice 2:

Courbe paramétrée

‘ Compétences ‘ NA‘MA‘ A ‘ Points ‘
1. @a Domaines de définition, réduction de I'intervalle d’étude d'une courbe paramé- /3
trée
2. (Ca Variation d'une fonction /3
3. Tangentes particulieres /1,5
4. @a Tangentes a une courbe paramétrée avec résolution d’équation /3
5. (Re Tracé 12

te Exercice 3:

Eléments propres

‘ Compétences ‘ NA‘MA‘ A ‘ Points ‘
1. (a) Valeur propre nulle d'une matrice /1
1. (b) Déterminant d’'un produit /0.5
2. (a) Vecteur propre /1
2. (b) Vecteur propre /0.5
3. Egalité de spectre /1
4. (a) Factorisation matricielle et déterminant /1.5
4. (b) Polynome caractéristique, valeur propre et ordre de multiplicité /1
5. @a Déterminant d'une matrice triangulaire par blocs /1.5

e Exercice 4: Intégration et réduction

| Compétences INA|MA| A | Points |
1. (a) @a Continuité d'une fonction, taux d’accroissement, prolongement /3
1. (b) @a Endomorphisme, majoration d’intégrales /3
1. (¢) Ch Injectivité 12
1. (d) @a Vecteur propre, calculs sur des expressions /3
1. (e) @a Equation différentielle linéaire d’ordre 1, limite en 0 /3
1. (f) @o Sous-espaces propres /3
2.(a) Ch @a Relation de Chasles, majorations, intégrale d'une fonction périodique 12
2. (b) Bornes d'une fonction continue sur un segment /2
2. (c) Ecriture d’un rationnel /1
2. (d) (Re Fonction partie entiere /1
2. (e) @a Relation de Chasles, partie entiére, intégrale d'une fonction périodique /3
2. () @a Fonction partie entiere, inégalité triangulaire /1
2.(g Ch @a Relation de Chasles, majorations d’intégrales, inégalité triangulaire /5
2. (h) Bilan des questions précédentes /2
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L'usage d’'une calculatrice est interdit. Vous étes invités a faire figurer sur la copie toute trace de recherche, méme incom-
plete ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-
ront pour une part importante dans lU'appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. ‘ Vous étes invités a encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos misonnements.‘

tne Exercice 1 : On désigne par f I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est
donnée par:

8§ 4 -7
A=|1-8 -4 8
0 0 1

1. Montrer que f est diagonalisable.

2. Déterminer une base (v1, v2, v3) de R? formée de vecteurs propres de f et donner la matrice D de f
dans cette nouvelle base.

3. Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base (vy, v, v3).
Soit un entier m = 1. Sans calculer 'inverse de P, exprimer A™ en fonction de D, P et pL

Calculer P!, puis déterminer la matrice de f dans la base canonique.
Déterminer toutes les matrices de .#3(R) qui commutent avec la matrice D trouvée a la question 2.

Montrer que si H € .#3(R) vérifie H? =D, alors H et D commutent.

N o g s

Déduire de ce qui précede toutes les matrices H de .#3(R) vérifiant H> = D, puis déterminer tous
les endomorphismes h de R® vérifiant h* = f en donnant leur matrice dans la base canonique.

e Exercice 2: Soient p un réel appartenant a I'intervalle ]0, 1[ et N un entier naturel supérieur ou égal
a3.0nposeg=1-p.

On considere un tournoi réunissant une infinité de joueurs : Ay, Aj, As,..., A,,... qui s'affrontent dans

une série de duels de la fagon suivante :

e Ap et A; s'affrontent durant le duel numéro 1. Le perdant est éliminé du tournoi, le gagnant reste en
jeu.

» Le gagnant du premier duel participe au duel numéro 2 durant lequel il affronte le joueur A,. Ce duel
se déroule de maniére analogue et ne dépend du duel précédent que par I'identité du joueur affrontant
A,. Le perdant est éliminé du tournoi, et le gagnant participe au duel numéro 3 contre le joueur A; et
ainsi de suite.

e Pour tout k = 1, le joueur Ay participe au duel numéro k, qu’il peut remporter avec une probabilité p,
son adversaire durant ce duel pouvant remporter le duel avec une probabilité g =1 - p.

» Est désigné gagnant du tournoi le premier joueur, s’il y en a un, qui gagne N duels consécutifs lors du
tournoi.

Pour tout entier 7, on considere I'événement E,, : «le gagnant du tournoi n'a pas encore été désigné a

I'issue du duel numéro 7 ».

1. Etude d’un cas particulier

N =

On suppose dans cette partieque N=3etp=¢g =
(a) Déterminer les probabilités P(E), P(E,) et P(E3) et vérifier que

1 1
P(E3) = EP(EZ) + ZP(EI)

(b) En considérant le nombre de victoires déja obtenues par le vainqueur du duel numéro n,
démontrer que pour toutn=3,ona:

1 1
P(E,) = EP(En—l) + ZP(E"_Z)
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(c) En déduire une expression explicite de P(E,) pour tout entier n = 3 et montrer que
lirP P(E,) =0.
n—+00

+00
(d) Que vaut la probabilité P ( N En) ?
n=2
Quelle est la probabilité de I'événement «le tournoi désignera un vainqueur » ?

2. Etude du cas général

On revient au cas général : p désigne un réel appartenant a l'intervalle ]0,1[ et N un entier naturel
supérieur ou égal a 3.

(a) Pour tout entier k € {1,...,N -1}, on note E(n, k) '’événement «le gagnant du tournoi n'a pas
encore été désigné a 'issue du duel numéro n et le vainqueur du duel numéro n a obtenu
exactement k victoires ». Montrer que P(E(n, k)) = qu_lP(En_k).

(b) Etablir, pour n =N, I'égalité :
N-1
P(Ey) =Y pq“ "P(E,_¢)
k=1
(c) Calculer P(E,),..., P(Ex-1). En déduire que:
PEN) =1-g !
(d) Soit n =N, démontrer la relation :

P(E,) —PE.s1) = pq~ 'P(E,_ni1)

(e) On considere le polynome Q défini par :

ik
pq- X
k=1

QX) = -1

Montrer que I'’équation Q(x) = 0 possede une unique solution sur 'intervalle [0, +ool.
On note ry cette solution pour la suite du probléme. Justifier que ry > 1.
1 n—-N
(f) Démontrerque V n=1,P(E,) < (—) .
'N
() Etablirla convergence de la série )_P(E,,) et calculer sa somme.

e Exercice 3 : Dans tout le probleme, E désigne I'espace vectoriel des suites réelles.
On pourra noter une suite u € E sous la forme u = (ug, uy, up, ..., uy,...) ousous la forme u = (u,),.

Partie A

Soit & ={u€eE/ JaeR, VneN, uys2 + u, = 2aj}, c'est a dire le sous-espace vectoriel de E constitué
des suites réelles u pour lesquelles il existe une constante réelle a telle que pout tout entier naturel ,
Upso + Uy =2a.
1. (a) OnprendVneN, u, = (-1)". Vérifier que u ¢ .
(b) OnprendVneN, u, =(-1) /2] oy |£] désigne la partie entiere du réel ¢.
Vérifier que u € . et préciser la valeur du réel a correspondant.

(c) Montrer que les suites constantes appartiennent a ..

2. Montrer que tout élément u € & vérifie: VY neN, uy4 = uy,.
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3. On considere les suites ()., (Br)n €t (Yn)n de & qui sont telles que :

Qy = 1 f)() =0 Yo = 0
a =0 f)l =1 et Y1 =
O = 0 [32 = Yg =1

Expliquer pourquoi les trois premiers termes de ces suites suffisent a les définir complétement et
exprimer o, B, et Y, pour tout n € N.

4. Question pour les 7/2 : Montrer que € = (a,f, ) est une base de .#,
(les autres étudiants admettront ce résultat pour la suite).

5. Soient ke N* et Ty : u€ E— Ty(u) = w définie par VneN, w, = ug,.
(a) Vérifier que Ty est un endomorphisme de E.
(b) Le sous-espace . est-il stable par T, ?
(c) Montrer que le sous-espace .# est stable par Ts.

(d) Montrer que, dans la base 6 construite aux questions 3 et 4, la matrice de I'’endomorphisme

1 0 O
3 induit par T3 sur Lest|1 -1 1}.
0 0 1

(e) Lendomorphisme #3 de .# est-il diagonalisable ?

(f) Reconnaitre alors la nature géométrique de #3.

Partie B

Soient p €N, p = 2 fixé et 'espace vectoriel #, = {u € E/ JaeR, VneN, uyp +u, =2aj}.
0 1 0 0 .. 0O
0O 01 0 .. 0

1. SoitF=| =~ =~ : € Mpi1(R)

0 O ' 1 0
-1 0 0 2
0O 0 ... ... 01

(a) Calculer le polyndme caractéristique de la matrice F.

(b) Déterminer les valeurs propres de F.

(c) F est-elle inversible ?

(d) F est-elle diagonalisable dans .#,+1(C) ? Dans .4, (R) ?

Les questions suivantes seront en bonus dans le bareme 3/2-5/2

.. PP < U+ U
2. Prouver que 'application § définie par Yu € %), 6(u) = (up, u1,...,Up-1,a) € RP otia = > P

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Quelle est la dimension de #), ?
On note %), 'image réciproque de la base canonique de R” *1 par 8.

3. Soit v I'application définie par
Y ueS—y(u) =t telleque YneN, &, =ty

(a) Vérifier que y est un endomorphisme de #).

(b) Sans nouveau calcul, préciser y?” = yo---o\, composée 2p fois de I'application .
(c) Ecrirela matrice de y dans la base €, de .%),.

(d) w est-il diagonalisable ?

(e) Prouver que Vs est bijective et déterminer son inverse y ™.
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L} Correction
e Exercice 1: D'apres un énoncé de CCP PC 2010

1. Calculons le polyndme caractéristique de A (donc ausside f) :
X-8 -4 7

X =xa=| 8 X+4 -8 |=XX-1)X-4).
0 0 X-1

Ainsi,  r est scindé a racines simples, donc ‘ f est diagonalisable‘ .

2. L'étude des sous-espaces propres donne :

Eo(f) = Vect(v;) avec , E1(f) = Vect(v,) avec |v2 =(1,0,1)|, E4(f) = Vect(vs) avec

000

v3=(1,—1,0) | Dans ce cas, la matrice D est donnée par:| D= |0
0

10
0 4

3. La formule de changement de base donne : A=P-D-P™!, et donc par une récurrence simple on

obtient‘Am =P-D"-P”!|pourtout m=1.

-1 -1 1
4. En utilisant par exemple la méthode du pivot de Gauss, on trouve:P~'=| 0 0 1
2 1 =2

Apres calculs, on trouve que la matrice de f”* dans la base canonique est :

00 O 2.4™M 4™ 1-2.4™M
A"=pP.l0 1 o |-Pl=|-2.4" 4™ 2.4™
0 0 4™ 0 0 1

En particulier, on vérifie que cela redonne A pour m = 1.

5. Soit M = (m;)1<i,j<3 une matrice qui commute avec D. On écrit que MD = DM, ce qui donne 9
équations a 9 inconnues qui impliquent m;; = 0si i # j. Donc nécessairement, M est une matrice
diagonale. Réciproquement, toute matrice diagonale commute avec D qui est elle-méme diago-
nale.

Finalement, |les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales|.

6. OnaHD = DH = H, donc‘H etD commutent‘ .

7. D’'apreés les questions 5. et 6. si H> = D, alors H est une matrice diagonale. La condition H* = D

0 O 0
donne 4 solutions de la forme:|H=|0 +1 0
0O 0 <=2

Pour obtenir les matrices solutions dans la base canonique, on effectue un changement de base :
les matrices solutions sont données par P-H-P™!, oi1 H est 'une des 4 solutions précédentes. Aprés
calculs, on obtient a nouveau 4 solutions, qui sont :

4 2 -3 4 2 -5
-4 -2 4 |et x4 -2 4
0 0 1 0 0 -1
e Exercice 2:  D'apres un énoncé du concours commun ECRICOME ECS 2014 (classe préparatoire

économique et commerciale, option scientifique)

1. (a) Etant donné que N=3,0ona ‘P(El) =P(Ey) = 1‘. Pour calculer P(E3), on peut considérer son
événement contraire :

E3 = «lejeugagnant dutournoi est désigné a l'issue du duel numéro 3 »
«Ap ou A; a gagné les trois premiers duels »
= «Apaperdule duel numéro 2 » ﬂ « Az a perdu le duel numéro 3 »
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Les résultats des duels étant indépendants les uns des autres, on a donc:

— 1 1 1
P(E3) = P(« A, a perdu le duel numéro 2 ») x P(« Az a perdu le duel numéro 3 ») = > X > = 1
. 3 . 1 1
soit|P(E3) = i On a donc bien |P(E3) = EP(Ez) + ZP(EI) A

(b) Pour n = 3, 'événement E,, est réalisé si aucun joueur n’a gagné trois fois de suite a I'issue du
duel numéro n. On a donc:

E, = E,_1[) («An gagnele duel numéro n»
|J «A, perd le duel numéro n et ne joue pas contre A,_5 »)

= (En-1[) «A, gagne le duel numéro n »)
U (En-2 [ «A, perd le duel numéro n et A,,_; gagne le duel numéro n—1»)

Les événements considérés étant incompatibles, on a :

P(E,) = P(E,_1[) «Ay, gagnele duel numéro n»)
+P (Ej—2 [] « A, perd le duel numéro n et Aj,—1 gagne le duel numéro n—1»)

= P(E,-1)Pg, , («A, gagne le duel numéro n »)
+P(E,—2)PE,_, (« A,, perd le duel numéro n » ﬂ «Ay_1 gagne le duel numéro n—1 »)

1 1
P(En) = EP(E'H) + ZP(E"_Z)

(c) La suite (P(E,)), est donc récurrente linéaire d’ordre 2. Pour déterminer son expression ex-

plicite, il faut résoudre I'équation caractéristique correspondante : R — =R — — = 0 qui admet

1-v5 1+v5

etrp =

deux solutions réelles distinctes : r; = qui sont des réels strictement

compris entre —1 et 1. Il existe donc A et p € R tels que, pour tout n =1, P(E,,) = Ar{" + ur)'. Le

ro—1 -1
fait que P(E;) = P(E2) = 1 entraine que A = 2 ety=———.Ona donc, pour tout
ri(ra—r) ro(ry —17)
1-v5 1++v5
n=1:|PE,) = ((rg—l)rln_l—(rl—l)rzn_l),avec r = \/_et Iy = \/_
o —1Tn1 2 2

Etcomme r; etr,€]—1;1[,ona: lim r’=0et lim ry =0etdonc| lim P(E,) =0|
n—+oo n—+oo n—+oo

(d) Pourn=1,onakE,;; cE, donc parle théoreme de continuité décroissante,

+00 +00
P ( N En) = lim P(E,), soit|P ( N En) = 0| Lévénement «le tournoi désigne un vainqueur »
n=2 n—+0o n=2

+00
est I'événement contraire de () E,, donc la probabilité que le tournoi désigne un joueur est
n=2
égalea 1.
n
2. (a) Par définition, E(n, k) =E,_;r N ﬂ «Aj_r+1 agagné le duel numéro i » | donc
i=n—k+1
n
PE(n, k) =PE,—) xPg,_, ﬂ «Ay_k+1 a gagné le duel numéro i »

i=n—-k+1

Or Pg, , («Ap—k+1 a gagnéle duel numéron—k+1») = p et pour n—k+1<i < n, la proba-
bilité que A,,—r+1 gagne le duel numéro i sachant qu’il a gagné les précédents est égale a ¢,

ainsi, par la formule des probabilités composées, on obtient|P(E(n, k)) = qu_lP(En_ ol
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N-1
(b) Pour n = N,ona:E, = U E(n, k) et ces événements sont incompatibles. Donc P(E;) =
k=1
N-1 N-1
Z P(E(n, k)) et donc d’apres la question précédente, ona:|P(E;) = Z qu_lP(En_k) .
k=1 k=1

(c) Pourtout1 <k <N-1,|P(Er) =1|donc, d’apres la formule de la question précédente pour

N-1 N-1
n=N,PEN) =Y pgct=1-¢) > g*!, soit|P(Ex) =1- gV !
k=1 k=1

(d) Pour n =N, E,\E,4; est 'événement «le jeu s’arréte a 'issue du duel n + 1 ». Donc, par le
méme raisonnement que celui de la question 2.(a) :
n+1

E,\Epi1 =E_ne1 N ( ﬂ «Ap_N+2 a gagné le duel numéro i »)
i=n—-N+2

etdonc|P(E,) —=P(Ens1) = pg" "P(Ep-n+1) |

(e) Etudions la fonction associée au polynéme Q :

N-1
x € [0; +oo[ — Q(x) = (Z qu_lxk) -1
k=1

Q est une fonction de classe € sur [0;+oo| telle que pour tout x > 0, Q'(x) =

N-1

quk_lxk_l > 0 donc Q est strictement croissante sur [0;+oo[. Or Q) = -1

k=1

et lir+n Q(x) = 400 donc Q est une bijection de [0,+o0o[ sur [-1;4+o00[. Donc
X—+00

‘l’équation Q(x) = 0 posseéde une unique solution sur I'intervalle [0; +oo[ ‘ De plus, comme

N-1
Q) = ( Z qu_l) —1=-¢gN"! <0, cette unique solution, notée ry vérifie .
k=1

1 n—N
(9] PourlsnsN—l,onaP(En):ls(—) carry > 1.
'N

1 n—-N
Montrons alors par une récurrence forte que pour tout n =N, P(E;) < (—) .
'N

1 n—N 1 n—N
e Initialisation : pour n = N, comme (—) =1,onabienP(E,) < (—) .
N 'N

k—N
o Hérédité:soitn=NtelquepourtoutN <k <n,P(Ey) < (—) ,alors comme c’est aussi le
'N

k-N
cas pour 1 < k < N-1d’apres la premiére remarque, on peut supposer que P(E) < (—)
N
pourtoutl < k< n.

Ainsi, d’apres la question 2.(b) :

Z

P(E,) pG*'PE,_1)

k
N—

Y pgt! (i

k=1 'N

=k k

- n—-N Z pPq- T
I k=1

1
= —— Q) +1)

1l
—_— =

IA

)n—k—N

[—

= =5 car Q(ry) =0
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1 n—-N
¢ On conclut donc par le principe de récurrence que |V n=1, P(E;) < (—) .
'N

(g) Lasérie Z P(E,) est a termes positifs et son terme général est majoré par le terme d'une série

1
géomeétrique convergente car 0 < — < 1. La série ZP(E,,) est donc convergente|.

I'N
De plus, pour n=0,0na:
n+1 n+N n+N
Y PED= Y PErNi) = ) (PEY—PEp)
k=1 k=N Pqd" " k=N

d’apres la question 2.(d). On reconnait une série télescopique, ce qui permet d’affirmer que :

n+l

1
> PEY= g1 PEN = PEnrina)
k=1

La série ZP(En) étant convergente, on a lim P(E,«n+1) = 0 et donc
n—+oo

+00 P(E 1— N

Y P(Ep) = (Nl\i)l = Nq_l d’apres la question 2.(c).

k=1 pq pq

e Exercice 3: D'apres un énoncé E3A PSI 2012

Partie A
1. (a) SiVreN, u,=(-1)" alors u,.o + u, = 2(—1)" n’est pas constante donc | (1), ¢ ¥ |.
(b) On aici ugp = Ugp+1 = 1 €t Ugp+2 = Ugp+3 = —1 pour tout 1. On en déduit que uy42 + Uy =0

pour tout n (par exemple en distinguant suivant la congruence modulo 4 de 7). On a donc
‘(un)n €. aveca= 0‘.

(c) Si(uy), estconstante alors pour tout ne N, ona uy2+u,; =2uy. Donc‘ (up), €& avec a = uy ‘

2. Si(up), € & alors pourtout ne€N,ona 4 =2a—Upi2 =2a— 2a— uy), soit
(on dit que les suites de . sont 4-périodiques).

3. Montrer qu'une suite (u,), de % est entierement décrite par ses trois premiers termes revient a
montrer que I'application linéaire ¢ : ue.% — @(u) = (ug, U1, uz) € R® est un isomorphisme.
e @ estinjective: si u et v € . sont telles que

Ug = 1o
uy = "N
U = Vo

alors comme u et v €., il existe aet a’ € R tels que, pourtout n €N, U, +u, =2aet vy +v, =
2ad’. Mais alors, comme uy + 1y = Vs + Vg, nécessairement a = a'. Ainsi, par une récurrence forte
laissée a votre soin, en utilisant que pour tout n = 3, u, = 2a— u,-» et v, = 2a — v,_», on peut
montrer que u, = v, pour tout n € N.

e (p est surjective : a partir de (1, Uy, up) € R3 , on construit une suite u de . qui vérifie p(u) =
(Ug, U1, Up) en posant, pour =3 : Uy = Ug+ Up — Up—.

Les trois suites a, et y € % sont donc entierement définies par leurs trois premiers termes| et on

montre facilement, en utilisant Ia question 2 qu’alors, pour tout n € N :

oy = 1 ﬁ4n 0 Yan = 0
O4n+1 0 Bants1 = 1 ot Yans1 = O
O4n42 0 Bansz = 0 Yantz = 1
ope3 = 1 Banss = -1 Yants = 1
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Cette démonstration générale va servir dans la question bonus qui suit, il existe une démonstration
plus directe qui consistait a construire le quatriéme terme de chaque suite grdce a la relation de
récurrence et d’étendre a tous les entiers a l'aide de la 4-périodicité (question 2).

4. On sait d’apres la démonstration faite a la question précédente que dimg.¥ = 3, il suffit donc de
montrer que la famille (a,f, ) est libre. Considérons alors trois réels A, p et 6 tels que pour tout
neN, Aa,+up,+8y, =0, en évaluant cette égalité en n = 0 (respectivement n = 1, respectivement
n = 2) on obtient A = 0 (respectivement p = 0, respectivement 6 = 0). La famille (a,f,y) est donc
libre et comme elle est de cardinal la dimension de .%, | (a, 3, Y) est une base de . ‘

5. (a) Lalinéarité de Ty est immédiate (1 + Av)k, = U, + AUy, €St vrai pour tout n) et comme par
définition Ty (u) € E, | Tx est un endomorphisme de E ‘

b)) w = Tolw) = (1,0,1,0,...) n'est pas dans & (wo+ we = 2 # w; + w3 = 0).
‘y n’est donc pas stable par T,. ‘

(c) Par contre, si u € &, et w = T3(u), on a wWy42 + Wy = U3p+e + U3y = U3pt2 + U3, par 4-
périodicité (Q2). Donc Vn € N, wpi2 + Wy, = Uspe2 + U3, = 2a avec la méme constante :
‘siue&”alors w:Tg(u)ESP‘

(d) Ainsi la restriction t3 de T3 a . est un endomorphisme de .. Toutes les suites étudiées sont
4-périodiques, il suffit donc d’identifier les relations entre les 4 premiers termes :

t3(0) = (1,1,0,0,...) =+
(p)=(0,-1,0,1,..)=—-Pp
et 13(y) =(0,1,1,0,..)0 =P +Y

1 0 O
donclM=| 1 -1 1 |représente t3 danslabase (a,f,y) de.¥
0 0 1
(e) Le polynome caractéristique de t3 vaut yp = X — 1)2 X +1) et Sp(rz) =SpM) = {1,-1}. Or
0 0 O
EiM) =KerM —-1I3) =Ker|1 -2 1] estde dimension 2 car la matrice M — I3 ayant deux
0 0 O

lignes nulles est clairement de rang 1. On a donc, pour tout A eSp(M), dimgE\(M) = my
(I'ordre de multiplicité de A en tant que racine du polyndme caractéristique). La matrice M,
et donc 'endomorphisme f3, sont par conséquent diagonalisables.

(f) Lendomorphisme f3 étant diagonalisable avec pour seules valeurs propres 1 et —1, on en dé-
duit que c’est une symétrie par rapport au sous-espace propre E;(#3) dans la direction de
E_1(#3).

Partie B

1. (a) Le polynome caractéristique de F est défini par xr(X) = Det(XI,+; —F) :

0 X -1 0 0

. . . . . 0 X -1 :
eX=" O EX=Dp e e 0

0 X -1 0 .

1 0 - 0 X -2 0 - X -l

par développement selon la derniere ligne. On développe le dernier déterminant par rapporta
sa premiere colonne afin d’obtenir des déterminants de matrices triangulaires, ce qui donne::

XrX) = X=D [XP + ()P ()P = X-DXP +1)
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(6]

(b) Lesracines de xr donnent: ‘ Spr(F) = {1}, si p est pair et Spg(F) ={1,-1}sip impair.‘

iemes

Les racines de xr dans C :|Sp¢ (F) = {1, e%(Zk“), O<k<p- 1} (on retrouve les racines p

de -1).
(c) 0¢ Sp(F) donc F est inversible.
(d) xr n'est pas scindé dans R donc F n’est pas diagonalisable sur R, par contre, xr est scindé a
racines simples sur C donc F est diagonalisable sur C.
2. Lapplication § est bien définie sur %), car ug + u,, = 2a et a valeurs dans R” *1. De plus, il est facile
de vérifier qu’elle est linéaire.
e § est injective, car si d(u) = &(v) alors ‘ Vi,0<isp-1, uj=v; ‘et a = a (les constantes

N

associées respectivement a u et v dans la définition d'une suite de .#,) donc

Vi,p<si<2p-1, ui:2a—ui_p:2a'—vi_p:vi donc les deux suites u et v coincident

pour 0 < i < 2p -1, or elles sont 2p-périodiques (méme démonstration qu’a la question A.2),

donc u =v.
 J est surjective, car si on se donne (ao, ay, -, ap-1, a) dans RP*! on peut définir une suite u de

p, avec les formules que I'on vient d’utiliser :

O<sisp-1, u;j=a;
p<is<2p-1, uij=2a-a;—p
u est 2p-périodique.

telle que 8(u) = (ap, a1, , ap-1,a).

d est donc un isomorphisme‘ ce qui implique que | dimg(#),) = dimR” Hopi1|

3. (a) Lapplication y est 'opérateur sur les suites appelé décalage de Bernoulli.
W est linéaire de E dans E (clair) et si u € ), et t = y(u), alors :

VREN, fnip+tn=Unpsps1 + Uns1 =2a doncil existe a tel que ¢ € F,.| Donc y € Z(F)

(b) ude ¥, est2p-périodique, etsi ¢ = v?’(w)yonaVneN, t,= Un+2p = Uy donc v =idg

(c) Soient (II,IZ, ‘e ,I,,,Ip+1) les vecteurs de la base 6, on a 0 (Ix) = ey de la base canonique de
RP*!. Donc les p premiers I; sont des suites de Fp ou a =0 et I, est une suite de .%), ou
a = 1. Elles sont 2p-périodiques. Précisons leurs 2 p premiers termes :

U Uy Uz -+ Up-1 Up Upy1 Ups2 -+ U2p-1
I: 1, 0, O, 0, -1, 0, 0, - 0,
Ir: o 1, O 0, 0, -1, 0 - 0,
{ Is: 0o, 0 1, 0, 0, 0, -1, -0,

I, L0, e e 1, 0, 0, -
1p+1; 0, 0, - - 0, 2, 2, 2, vee 2,

v ) =-Ip

() =0

y3) =1 -

et < ) la matrice de v dans la base €, est donc F
W (Ip) =Tp-1
W (Ip+1) =21, +1pen

(d) |y n’est donc pas diagonalisable dans .#, |, puisque F n’est pas diagonalisable dans R.

(e) On a vu a la question B.1.c que F est inversible donc v bijective et d’ailleurs |y~ =y

avec WP = idg. Ainsisi t =y ' (1) ona fy = Upp-1etVneN", t,=u,.

2p-1
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(e Exercice 1: Réduction et équation matricielle

| Compétences [NA|MA| A | Points
1. @a polynome caractéristique, endomorphisme diagonalisable /2
2. @a diagonalisation d’'une matrice 14
3. formule du changement de base et puissance d’'une matrice /1
4, @a inverse d'une matrice, produit matriciel /2
5. Ch commutant d'une matrice diagonale 12
6. @a commutativité de matrices /1
7. @o conclusion 12

(tee Exercice 2: Espace probabilisé dénombrable

| Compétences [NA|MA| A | Points
1. (@) @a calcul de probabilités, indépendance d’événements /2
1. (b) @a probabilités conditionnelles /2
1. (c) @a suite récurrente linéaire d’ordre 2, limite d'une suite géométrique /3
1. (d) continuité décroissante, événement contraire /1,5
2. (a) @a probabilités composées /2
2. (b) @a probabilité d’événements incompatibles /1
2. (c) @a calculs de probabilités, somme des premiers termes d'une suite géométrique /2
2. (d) probabilité d’'une différence d’événements, probabilités conditionnelles /2
2. (e) @a étude de fonction, bijection /2
2. (f) ' Ch disjonction de cas, récurrence forte /3
2. (g) critere de Riemann, calcul de somme, série téléscopique /3

(e Exercice 3:  Suites récurrentes et réduction

| Compétences [NA|MA| A | Points
Al. (a) @a vérification condition /0.5
1. (b) @a vérification condition et détermination de a /1
1. (c) @a vérification condition /1
2. @a transformations d’égalités /1
3. @a @a termes de suites /3
4.712: @a base d'un sous-espace vectoriel /3
5. (a) endomorphisme /1
5. (b) @a sous-espace stable /1
5. (c) @a sous-espace stable /1
5.(d) @a matrice d'un endomorphisme dans une base /4
5. (e) @a polynome caractéristique, sous-espace propre, diagonalisabilité /3
5. (Ch @o diagonalisation d’'une symétrie /2
B1.(a) @a polynoéme caractéristique d'une matrice de taille n 12
1. (b) @a spectre réel et complexe, racines p'®™¢ de —1 /3
1. (c) matrice inversible et valeurs propres /0,5
1. (d) matrice diagonalisable 12
2.7/2:isomorphisme et dimension /4
3. (a) 7/2: endomorphisme /1,5
3.(b)7/2: @a puissance d’endomorphisme /1
3.(c)7/2: @a matrice d'un endomorphisme dans une base /3
3. (d) 7/2: endomorphisme diagonalisable /0,5
3.(e)7/2: @a matrice inversible isomorphisme, calcul d’'inverse /2
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L'usage d’'une calculatrice est interdit. Vous étes invités a faire figurer sur la copie toute trace de recherche, méme incom-
plete ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-
ront pour une part importante dans lU'appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. ‘ Vous étes invités a encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos misonnements.‘

(e Exercice 1:

oo 1 —cos(t)
Notations. Pour tout nombre réel x tel que I'intégrale généralisée f ——— e *'dt converge, on

2
0 t
note ¢(x) la valeur de cette intégrale.

: : : o0 (sin)™ :
Pour tout entier naturel non nul m tel que 'intégrale généralisée f fdt converge, on désigne
0
par J,;, sa valeur.

Objectifs. L'objet de ce probleme est d’étudier I'existence de J,,,. La partie I est consacrée a I’étude de la
fonction ¢ pour obtenir un résultat qui concerne J;. L'étude de I'existence de ], fait partie de la partie II.
Partie I - Etude de la fonction ¢.

1. Une question préliminaire.

1 —cos(?)
- <
12 -

N~

Montrer que, pour tout nombre réel ¢ strictement positif, on al'inégalité: 0 <

2. Existence de la fonction ¢ sur [0, +ool.

G abli N o [T 1—cos(D)
(a) Etablirla convergence de I'intégrale généralisée Tdt.
0

(b) En déduire que ¢(x) existe pour tout x appartenant a [0, +ool.
3. Limite de la fonction ¢ en +oo.
(a) Préciser le signe de ¢(x;) — @(x2), pour 0 < x7 < x».
En déduire que la fonction ¢p admet une limite finie A en +oo.

(b) Déterminer la valeur de A (on pourra utiliser la question 1.).

Partie II - Etude de l'existence de J ;.

. 2 (sinp)™
1. Etudede/2 gdt.
0

I
: e (o [2 (sinn)™ .
Justifier la convergence de I'intégrale généralisée f — d¢ pour tout entier naturel non nul m.
0

2. Etudede];.

Justifier I'existence de J; et établir une relation entre J; et ¢(0) (on pourra utiliser une intégration
par parties, en remarquant que (1 — cos)’ = sin).

+00 ikt

d¢ converge, on note I la valeur

pls

Pour tout entier relatif k tel que 'intégrale généralisée f

de cette intégrale. On admet par la suite que I converge si et seulement si k = 0.

3. Ftude de la nature deJ,,,.
X eikt

dz.

n
Pour tout x appartenant a [E’ +oo[ et tout entier relatif k, on note : I.(x) = f

[NE

(a) Exprimer, pour tout entier naturel non nul m et pour tout nombre réel x appartenant a

X 1 t— m
[g, +00 [, l'intégrale f @dt al’aide des intégrales I;.(x).
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(b) En déduire I'existence de ]+ pour tout entier naturel p.

o o [T (sinp)?P ,
(c) Quelle estla nature de I'intégrale généralisée f fdt pour p entier naturel non nul ?
0

(e Exercice 2:

Notations. Dans tout le probléme, E et F désignent deux espaces vectoriels euclidiens de dimensions au
moins égales a 2. Pour chacun de ces espaces, le produit scalaire de deux vecteurs x et y et la norme d'un
vecteur x sont respectivement notés (x|y) et ||x||.

£ (E,F) désigne I'ensemble des applications linéaires de E dans F.

La matrice transposée d’une matrice A est notée ‘A.

Les candidats pourront utiliser sans le redémontrer qu'un projecteur d’'un espace euclidien est un
projecteur orthogonal si, et seulement si, il est symétrique.

Objectifs. Lobjet de la premiére partie est de caractériser la composée de deux projections orthogonales
qui commutent. La seconde partie généralise la notion d’inverse d’'une matrice carrée a une matrice
rectangulaire en introduisant la notion de pseudo-inverse.

Partiel

1. Soit x et y deux vecteurs de E, 98 une base orthonormale de E, X et Y les matrices respectives de x
et y dans la base %.

Montrer que (x]y) = XY = YX.
2. Soit H un sous-espace vectoriel de F tel que 1 < dimH < dimF.
Soit (ey, ez, ..., ex) une base orthonormale de H et p le projecteur orthogonal de F sur H.
(a) Pour tout z € F, exprimer (sans justification) p(z) dans la base (e, e, ..., ex).

(b) Soit ¥ une base orthonormale de F. Relativement a cette base €, on note Z la matrice d'un
vecteur de z € F, M(p) la matrice de p et pour tout i € {1,2,..., k}, E; la matrice de e;.

k
i. Montrer que pourtoutz€E M(p)Z=) E;'E;Z.

i=1
k
ii. Endéduire M(p) = ) _E;E;.
i=1

(c) Montrer que pour tout z€ E [|p(2)|| < [|z]].

1 0 -1 0

o 1fo 1 0o -1
3. Exemple: On note M la matrice définie par M = 5l-1 0 1 o
0 -1 0 1

(a) Montrer que M est la matrice dans la base canonique de R*, muni du produit scalaire usuel,
d’un projecteur orthogonal de R*.

(b) Donner une base orthonormale du noyau et une base orthonormale de I'image de ce projec-
teur.

4. Soit K un second sous-espace vectoriel de F, g le projecteur orthogonal de F sur K, A une valeur
propre non nulle de p o g et u un vecteur propre associé.

(a) Montrer que u est élément de H et que g(u) — Au est élément de H™.
(b) Etablir I'égalité: Allull* =||q(w)>.

(c) En déduire que toutes les valeurs propres de p o g sont dans le segment [0, 1].
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5. On suppose dans cette question que p et ¢ commutent.

(a) Montrer que p o g est un projecteur orthogonal.
(b) Dans le cas ou po g est non nul, déterminer son spectre.
(c) Montrer que:

Ker(poqg)=Ker(p) +Ker(g) et Im(pog)=Im(p)nIm/(qg)
6. On pose m = dimF et on choisit une base orthonormale de F telle que les matrices de p et g dans

cette base soient respectivement les matrices décomposées en blocs :

0 0
une matrice carrée d’ordre m — k.

I O A B
P= ( k ) etQ= ( C D) ou I est la matrice unité d’ordre k, A une matrice carrée d’ordre k et D

(a) Montrer que les matrices vérifient les relations :
A*+BC=A, AB+BD=B, CB+D’°=D, ‘A=A, '‘B=C, 'D=D.
(b) Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le spectre de po g estinclus dans {0, 1}.
(i) ‘CC=0.
(iii) C=0.
(iv) p et g commutent.

Partie Il
Dans cette partie, f désigne toujours un élément de Z(E, F).

1. (a) Soit y un élément de F. Montrer qu'il existe deux vecteurs x et )’ tels que :
y=f@+y,xy) e ®Ker )H x mf)*

(b) Montrer qu’un tel couple est unique.
On peut alors définir I'application g de F vers E qui a y fait correspondre x.

(c) Montrer que I'application g est linéaire. g sera appelée I'application pseudo inversede f.
2. Déterminer le noyau et I'image de g.
3. (a) Montrer que go f estle projecteur orthogonal de E sur (Ker f)=.

(b) Montrer que f o g est le projecteur orthogonal de F sur Im f.
4. Premier exemple : On prend E = R®, F = R* munis de leur produit scalaire usuel.

La matrice de f relativement aux bases canoniques est :

110
A‘(011)

Déterminer la matrice de g relativement aux bases canoniques.
5. Dans cette question, on suppose que E = F et que f est un endomorphisme symétrique.
(a) Montrer que Ker f = (Im f)* et Im f = (Ker f)*.
(b) Montrer que tout vecteur propre de f est vecteur propre de g.
(On pourra discuter suivant que la valeur propre associée est nulle ou non).
(c) En déduire que g est aussi un endomorphisme symétrique de E.

6. Deuxiéme exemple : On prend E = F = R* muni du produit scalaire usuel.
La matrice de f relativement a la base canonique est :

3 2 2

A=(2 2 0
2 0 4

Déterminer la matrice de g relativement a la base canonique.
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1.

tue Exercice 3:

Partie III - Facultative
Dans cette partie, sont donnés un élément f de Z(E,F) et un élément v de F.

En considérant la projection orthogonale de v sur I'image de f, montrer qu'il existe un élément x
de E tel que:

[1f(x0) = v|l = min|| f (x) — vl
x€E

Dans la suite x( sera appelée une pseudo-solution de I'’équation :
fx)=v ey

Montrer que si f est injective, alors I’équation (1) admet une pseudo-solution unique.
Montrer que xj est pseudo-solution de I’équation (1) si, et seulement si, pour tout x appartenant a
E: (f(0)1f(x0) —v) =0.

Soit 28 et € deux bases orthonormales de E et F respectivement. On appelle A la matrice de f dans
les bases %8 et ¢, V la matrice de v dans € et X; celle de xy dans 23.

Ecrire sous forme matricielle I’équation (f(x)|f(xp) — v) = 0 et en déduire que xy est pseudo-
solution de I’équation (1) si, et seulement si, :

'AAX, = AV

. Exemple : Dans cette question, on prend E = F = R* munis du produit scalaire usuel. Relativement

ala base canonique de R°, les matrices de f et v sont respectivement :

1 1 -1 1
A=|1 1 —-1|letV=]0].
-1 2 1 1

Déterminer les pseudo-solutions de I’équation f(x) = v.
Application : n désignant un entier supérieur ou égal a deux, on considere trois éléments

a=(ay,ap,..., ay),b = (by,by,..., by),c=(c,C,..., cy) de R" et on souhaite trouver deux réels A et pu
n

tels que la somme Z (Aag + uby — cr)? soit minimale.
k=1

(a) Montrer que ce probleme équivaut a la recherche des pseudo-solutions d'une équation

f(x) = v ol f est un élément de £ (R?,R™). Préciser le vecteur v et donner la matrice de f
dans les bases canoniques de R* et R".

(b) Comment doit-on choisir a et b pour que I'application f soit injective ?

(c) Lorsque cette derniere condition est réalisée, donner la solution du probléme posé en expri-
mant A et g al’aide de produits scalaires dans R”.
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Correction

tne Exercice 1: (d’aprés CCP PSI 2009)

Partiel.

1—cos(?)
t2

l1-cos(f) 1 . PP
- < > sur ]0, +oo[, on va montrer que la fonction définie sur ]0, +oo[ par

1. Linégalité > 0 sur ]0, +oo[ est claire car cos(¢) < 1 pour tout nombre réel ¢. Pour prouver

que

t2
8(r) = 1 - cos(r) — — est négative. Pour tout £ €]0, +ool, 8'(#) = sint — ¢ < 0 donc § est décroissante

sur ]0, +oo[ or 6(0) = 0 donc 5(t) < 0 pour tout ¢ €]0, +oo.

l1-cos(t) 1
<— <

On a donc montré que |0 =3 sur |0, +oo[|.

l—2
) 1 —cos(¥) . - s
2. (a) Lafonction f : t— —z est continue et positive sur ]0, +ool, elle est donc intégrable
o e o [T 1—cos()
sur tout segment de |0, +oo[. Ainsi, pour montrer que I'intégrale généralisée —dt

2
0 t
converge, il suffit d’étudier le comportement de f au voisinage de 0 et de +oo. Or:

1—cos(t 1
. T() ~03 donc f est prolongeable par continuité en 0 en une fonction intégrable sur
—
tout segment de la forme [0, al, a>0;
1--cos(?) 1 . .
o —Qa = 0] 7z donc f est intégrable sur tout intervalle de la forme [b, +oo[ avec

b >0, d’apres le critere de Riemann avec a =2 > 1.
o0 1 —cos(t)
l—2

On a donc montré que |l'intégrale f
0

dt converge|.

1—-cos(t) _,; 1—cos(?)
12 2

to0 1 —cos(t)
t2

(b) Pour tous t >0 et x =0,ona:0< donc, d’apres les re-

lations de comparaison, la convergence de f dt¢ entraine la convergence de

0

o0 1 —cos(f) _ . - PP
f e e *'dt pour tout x = 0, par conséquent |1a fonction ¢ est définie sur [0, +oo[|.
0

o0 1 —cos(1)
t2

est décroissante donc e *f — e 2! > 0, soit ‘(p(xl) —@P(x2)=0si0<x; < x ‘ par positivité de

I'intégrale. La fonction ¢ est donc décroissante et minorée par 0 sur [0, +o0o] et par conséquent,

d’apres le théoreme de la limite monotone, |¢p admet une limite finie en +oo ‘

t

3. (a) Pour0<x; < xo, e(x1) — @(x2) :f (e7! —e™2")dr. Or, pour ¢ > 0 fixé, x — ™"
0

x1t

—Xt

s . 1—cos(t) _,, e .

(b) Onsaitd’apres la question 1 que pour tous x, ¢ > 0, ona:OSTe ST,SOH
+00 ,— Xt 1
0=p(x) < dr=—
¢ fo 2 2x

ce qui montre, par le théoréme des gendarmes que lir+n @(x)=0|
X—+00

Partie II.

. . (sin)™
1. Pour tout entier m > 0, la fonction g, : t—

. L .
est continue sur ]0; E] donc intégrable sur

L ;- m-1
tout segment [(x; E] avec o > 0. De plus, g, vérifie : g,,,(1) o t ,avec m—1> —1, elle est donc
prolongeable par continuité en 0 en une fonction intégrable sur tout segment [0,a], avec a > 0.

L 2 (sint)™
Lintégrale
0

dt est donc convergente|.
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1
2. Pour tous 0 < x < y, en intégrant par partie les fonctions définies par u(t) = n et v(t) =1-cos(t)

qui sont de classe €1 sur [x,y], on obtient:

Ysint 1-cos(t)]” Y1-cost
f dr= ( ) +f —Zdt
X A X X t
1—cos(x 1—cos
De  plus, lim—() = lim 1-cosy) = 0 et, dapres la ques-
x—0 X y—>+OO y
. e +t©1—cost
tion I1.2.a, l'intégrale Tdt est convergente et vaut ®(0).
0
togint

On en déduit que l'intégrale J; = f Tdt converge et vaut ¢(0)|.
0

Démonstration de la propriété : I, converge ssi k # 0 admise par 'énoncé :

+00
I = f s est divergente d’apres le critere de Riemann avec a = 1.

n

no

ikt

T 1
Et pour tous k=0 et x > > en intégrant par partie les fonctions définies par u(t) = p etv(t) =

. L .
qui sont de classe &1 sur [E’ x] , on obtient :

X eikt
[ -
n

2

ikt 1% x ikt
e e
+ dt
iktL fz ikt?
2 2

ikx ikt 1 +oo ikt
De plus, lim - = 0 et, comme O(;), les intégrales f dt donc Iy =
3

x—+00 jkx ikt2 t—+oo ikt?

+oo0 ikt
f " dt sont convergentes. |Lintégrale I est donc convergente si et seulementsi k#0|.

n

[

3. (a) Pour toutentier m =0 etpourtoutfeR,ona:

(e”_e_”)m 1 & (m k i(m-2k)t
= -1
(20)™ (2i)m,;) o R

sin”(¢) =

Par linéarité de I'intégrale, on a donc, pour tout x = > :

X i m l— 1 m
fn Smt( L ai= S (’Z)(—l)klm_zzc(x)

/2 k=0

i
(b) Sim=2p+1,on obtient, pour tout x = > :

fx sin?P* ) 1 2P+1(2p+1
L

k
T i(=1)P22p+l ];) k )(_1) Lop-ky+1(X)

/2 t

avec 2(p—k)+1#0pourtout0 < k <2p+1 et donc tous les termes de la somme admettent
une limite quand x — +oo d’apres la question II.3. La question II.1 nous permet finalement
de conclure que |I'intégrale de ], existe|.

|
(c) Pour m =2p, on a cette fois, pourtoutng:
X sin®P (1) 1 20 (2p .
— A= 1) ¥y g (x
fn/z t (_1)p22pk§0 i |V Legp-i0 ()
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Dans le membre de droite, tous les termes de la somme admettent une limite quand x — +oo
sauf celui pour k = p qui tend vers +oo d’apres la question I1.3. On a donc:
* sin®P (1)

lim ———dt=+00
X—+00 /2 t

et donc|l'intégrale J;, n'existe pour aucun entier p > 1|.

e Exercice 2: (d’aprés CCP PC 2006)
Partie I

1. Onnote (x1, X,...,X,) les coordonnées de x dans la base & et (y1, y2, ..., yn) celles de y.

X1 N

X2 Y2
OnaX-= . etY= .

Xn Yn

n n
98 étant une base orthonormale, on a, d’apres le cours, (x]y) = Z Xiyi = Z ViXi.
i=1 i=1

Matriciellement, cela se traduit par :| (x| y) = Xy =tyX|.

2. (a) (ey,...,ex) étant une base orthonormale de H, on a, d’apres le cours :

k
VzeE p(z) =) (zle)e;|
i=1

(b) i. SoitzePF.
k k
Légalité p(z) = Z (z]ej)e; se traduit matriciellement par : M(p)Z = Z (tEl-Z) E;.
i=1 i=1
Or ‘E;Z estunréel donc on a (‘E;Z)E; =E; (‘E;Z).
OrE; € My (R), 'E; € A0 5 ([R) et Z € My (R) donc le produit matriciel E;"E;Z est défini
et d’apres I'associativité du produit matriciel on a : E; (‘E;Z) = E;"E;Z.

k
Ainsi,|Vze EM(p)Z=) E;'E;Z|
i=1

ii. L'égalité précédente est vraie pour tout z € F. Or la matrice d'une application linéaire

k
relativement a une base donnée est unique donc on en déduit: | M(p) = Z E;'E;|
i=1

(c) SoitzeF.Onaz= p(z)+(z— p(z)) avec p(z) et z— p(z) orthogonaux.
D’apres le théoréme de Pythagore, on a lzl? = | p(2) 1+ lz— p(2) 1% = | p(2) 112,
Onadonc:|VzeE Ip2)l <zl

3. (a) Si I'on note m 'endomorphisme de R* canoniquement associé a M, alors, la base cano-
nique de R* étant orthonormale pour le produit scalaire considéré, pour montrer que
m est un projecteur orthogonal, il suffit, d’aprés le cours, de montrer que M* = M =
‘M. Ces égalités se vérifiant aisément par un produit matriciel, on en déduit donc que
‘M est la matrice dans la base canonique d'un projecteur orthogonal .

(b) On  trouve une base orthonormale de Kerm en  orthonormalisant
une base quelconque de ce noyau, on obtient par exemple que

1 1
e = _2(1,0, 1,0) et e = —(0,1,0, 1) forment une base de Ker |.

V2 V2
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De plus, m étant un projecteur orthogonal, on a Im(n) = (Ker(n))L. On pose alors e3 =

1
—(1,0,-1,0) et e, = —(0,1,0,—1). Alors e3 L ej et e3 L e; donc e3 € (Ker(n))L. De méme,
V2 V2

es € (Ker(m) ™.
Par conséquent, (es, e4) est une famille orthonormale de vecteurs non nuls de (KeI‘(T[))J' et

(Ker(m))* est de dimension 2 donc (es, e4) est une base orthonormale de (Ker(m))* = Im(m) |.

A

1 1
4. (a) Onapog(u)=AuetA=0doncu= Xpoq(u) =p (—q(u)) cequimontreque:|ueIm(p) =H|
Onadonc p(u) = u.
On en déduit: p(g(u) —Au) = poq(u) —Ap(u) =Au—Au=0g.
Ainsi, | g(u) — Au € Ker(p) =H' |

(b) ueHetqg(u)-Aue H* donc (u| qguw)—Au)=0=(ulg(w)—All ull? (1).
Org(u)eKetu—q(u)e K+ donc (g(w) | u—qg(u)) =0.0n en déduit (u| qg(u)) = ||q(u)||2.

En remplacant dans (1), on obtient| || g(u) 12 =Alul?|.

(c) D’apres 4. (b), une valeur propre de p o g est nécessairement positive.
De plus, d’apres 2. (c), on a [|q(u) 1% < |lull®. On en déduit, a I'aide de la question précédente :
Al ll? < |lull?. Or u est un vecteur propre de po g doncil est non nul. On adonc A < 1.
Les seules valeurs propres non nulles de p o g sont donc dans ]0, 1].

Ainsi, | toutes les valeurs propres de p o g sont dans [0, 1].

5. (a) 1l suffit de montrer que po g est un projecteur (c’est-a-dire que (po g)*> = po q) et qu'il est
symeétrique.
Or: (pog)* = poqopoq = p*oq* car p et g commutent et, comme p et g sont des projecteurs,
on a bien p o g qui est aussi un projecteur.
Montrons maintenant qu’il est symétrique, sachant que p et g le sont, pour tous xet y € F:

(pog(x)Ny) =(qX)p(y) =(xlge p(y) = (xIpoq(y))

On a donc bien montré que ‘ po q est un projecteur orthogonal .

(b) Comme po g estun projecteur orthogonal, on sait que Sp (po g) <1{0,1} or po g # 04 donc 1
est valeur propre de po g et, comme Im(pog) cH#F, poqg=idr et donc 0 est valeur propre
de poq.Ainsi:‘Sp(poq) =10, 1}‘.

(c) On sait que Kerg c Ker(po g) et Kerp < Ker(g o p) = Ker(p o q) donc on a déja I'inclusion
Ker p + Ker g < Ker (p o g). Pour montrer I'inclusion réciproque, considérons x € Ker(p o q).
Alors g(x) € Ker p et comme g est un projecteur, x — g(x) € Kerg donc x = g(x) + (x — q(x)) €
Kerp +Kerg. D’ou‘Kerp +Kerg =Ker(poq) ‘
De la méme maniere, on a clairement Im(poq) cImpnImgq et soit y € Imp NnImgq alors il
existe x et y € F tels que y = p(x) = g(z) mais alors p(y) = p*(x) = y et (y) = g*(z) = y et donc
y=peqy)elm(pog), dot|[lm(poq)=Impnimgq|
6. (a) Comme g est un projecteur orthogonal et que la base canonique est orthonormale pour la
structure euclidienne considérée, la matrice Q doit vérifier Q> = Q = Q. Un calcul matriciel
par blocs donne alors les 6 relations de I'énoncé.

(b) (iv) = (i) a été démontré a la question 5.(b) ;
(i) > (ii) :onaPQ = (18 13) et donc Sp(A) < Sp(pe q) = {0,1}. De plus, la matrice A étant

symétrique réelle, elle est diagonalisable. On en déduit que A? = A et les égalités A + BC = A
et B = ‘C impliquent 'CC=0;
(i) = (iii) : on sait que Tr(‘CC) = ) | cf,j, ot C = (c;,j)i,j- Doncsi 'CC=0alorsC=0;

i,
(iii) = (iv):siC =0alors B= ‘C =0 etdonc Q est diagonale par blocs, elle va donc commuter
avec P, ce qui implique que p et g commutent.
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Partie 11
1. (@
(b)

(9]

OnaF=Im fe(Im f)J‘ donc il existe un unique couple (z,y") € Im f x (Im f)J‘ tel que
y=z+Yy.

zeIm f doncil existe x’ € E tel que z = f(x/).

Or E =Ker f @ (Ker f)" doncil existe (x, x) € Ker f x (Ker f)" tel que x' = x; + x.
Onadoncz= f(x')= f(x; +x) = f(x1) + f(x) = f(x) car x; € Ker f.

On a trouvé deux vecteurs x et y' tels que :| y = f(x) + ) avec (x, ") € (Ker f)L x (Im f )L .

Soit (x1, y;) € (Ker f)L x (Im f)L un deuxiéme couple tel que y = f(x) +y' = f(x1) + ;.

Par unicité de la décomposition de y comme somme d’'un vecteur de Im f et d'un vecteur de
(Im f)" ona f(x) = f(x) et| y' = ¥, |
Or f(x)=f(x1)= f(x—x1) =0 = x—x; €Ker f.

On a x —x; € Ker f n (Ker f)L = {0g} donc .

Un tel couple (x, y') est unique.

Soit yy,y2€Fetay,az €R.

3! (x1,yy) € (Ker f)L x (Im f)L tel que y; = f(x1) + 1.
A1 (xz, ) € (Ker f)" x (Im f)* tel que y5 = f(x2) + yh.
ayi+azyo=arf(x)+ a1y + ax f(x2) + azyy = flarx1 + axx2) + a1 Yy + a2 y5.
(Ker f)" est un sous-espace vectoriel de E donc a; x; + azx, € (Ker f)".

De méme, (Im )" est un sous-espace vectoriel de F donc a, y, + az ) € (Im ).
Par définition de g, on adonc g(a1y1 + a2y2) = a1 X1 + axx2 = a1 g(x1) + ax g(x»).
1

Lapplication g est donc linéaire de F dans (Ker f)

2. * On détermine le noyau de g :
Soit y € F.3!(x, y) € (Ker )" x (Im f)" tel que y = f(x) + /.
yeKerg © g(y)=x=0g

On a donc|Ker g = (Im f)" |

e y=fOp)+)y
e y=y
o ye(mf)"

* On détermine I'image de g :

Onalm g c (Ker ).

Inversement, pour x € (Ker )", on a la décomposition f(x) = f(x) + O avec O € (Im f)* donc
g(f(x))=xelmg.

On a donc (Ker f)L clmg.

On en déduit|Im g = (Ker f)" |

3. (@

On note p le projecteur orthogonal de E sur (Ker f )L.
Soit x € E. 3! (x1, x2) € Ker f x (Ker f)L tel que x = x; + xp.
On a p(x) = xp. D’autre part :

f) = fla+x)
= f(x)+ f(x2)
= f(x2) car x; € Ker f
= f(x2)+0p avec Op € (Im f)L
On en déduit go f(x) = g(f(x)) = x2 = p(x).
Cette égalité étant vraie pour tout vecteur x de E,ona go f = p.
L

go f estle projecteur orthogonal de E sur (Ker f)
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(b) On note r le projecteur orthogonal de F sur Im f.
Soit y e F.3!(x,y) € (Ker f)" x (Im )" tel que y = f(x) +'.
Ona f(x) eIm f donc r(y) = f(x).
D’autre part, g(y) = x et f(g(y) = f(x) =r(y).
Cette égalité étant vraie pour tout vecteur y de F,ona fog=r.

‘ f o g estle projecteur orthogonal de F sur Im f.

4. Onnote (i, j, k) 1a base canonique de RS et (e1,e2) la base canonique de RZ.
Im f = Vect(f (i), f(j), f(k)) = Vect(ey, e; + ez, e2) = Vect(ey, e2) = R%. On en déduit que
(Im £)" = {(0,0)}.
Soit (x, ¥, 2) € R>.

z
On en déduit Ker f =Vect (1,—-1,1).

(Ker f )L est donc le plan vectoriel d’équation x — y + z = 0.

Soit y = (y1, y2) € R?.

Comme (Im f)L ={(0,0)}, on cherche (x1, x2, x3) € (Ker f)L tel que y = f(x1, X2, x3).

X
(x,y,z)eKerf<:>A( y )( g )@(x+y:0ety+z:0)

On obtient le systéme :

X1—X2+x3=0 yl—xg—x2+y2—x2:O
X1+X2=)1 < X1=)Y1—X2
Xo+X3=)2 X3=)Y2—X2

1
Xo==(y1+y2)
< X1==@2y1—-y2)

X3 = 5(—3/1 +2y5)

2 -1
La matrice de g relativement aux bases canoniques est donc|G = 3 ( 1 1 ) .

5. (a) Parle théoréme du rang, on sait que dimKer f = dimE —dimIm f = dim(Im f 1), il suffit donc
de montrer une inclusion entre ces deux sous-espaces vectoriels.

Soit x € Ker f et y € Im f alors, il existe z € E tel que y = f(z) et donc, comme f est symétrique:

(x1y) = (x| f(2)) = (f(x)|z) = (0g|2) =0

etdonc xeIm f*, d’ott|Ker f =Im f*|

)t =Fetdonc|Ker f =Imf|

(b) Soit A une valeur propre de f associée a un vecteur propre x. Distinguons deux cas:
e siA=0, alors x € Ker f = (Im f)* = Kerg, d’apreés 2. donc g(x) =0;

De plus, on sait qu’en dimension finie, (F*

e siA#0,alors x = f(;) e Im f = (Ker f)*, donc g(x) = % par définition de g.
Dans les deux cas, x est bien vecteur propre de g.

(c) Parle théoreme spectral, comme f est symétrique, il existe une base orthonormale de E for-
meée de vecteurs propres de f. Mais d’apres 5. (b), ceux-ci sont aussi des vecteurs propres de
g. Ainsi, g est diagonalisable dans une base orthonormale donc g est symétrique.
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6. D’apres la question précédente, toute base de vecteurs propres de f est aussi une base de vecteurs
propres de g, avec conservation de la valeur propre 0 et remplacement des valeurs propres non
nulles par leur inverse.

On trouve xa = X° — 9X? + 18X = X(X — 3) (X — 6). Le calcul des vecteurs propres conduit ensuite 2 :
0 00O 0 00O
A=P[0 3 o|P'=P|0 3 0O|'P
0 0 6 0 0 6

2 1 2
avec P = — (—2 2 1) € O3(R). On en déduit la matrice B de g relativement aux bases cano-

-1 -2 2
niques :

0 0 0 0 0 0 L (2 2 0

B=P|0 1/3 o0 |p!'=P|l0 1/3 0 |P=—|2 3 -2

0 0 1/6 0 0 1/6 18l 2 4
(e Exercice 3:

Partie III - Facultative

1. Lorsque x décrit E, f(x) décritIm f. On a donc mié’l | f(x)—v| = min ||u—v].
X€E UETIm

D’apreés le cours, en notant vy le projeté orthogonal de v sur Im f,ona:
lvo— vl = min |lu—v| =min| f(x) - v].
UEm f x€E

Or vp € Im f donc il existe xg € E tel que vy = f(xo).

On a montré qu'il existe xy € E tel que : || f(xo) — vl = miél I f(x)—vll.
Xe

2. On suppose que f estinjective. Soit x; € E tel que || f(x;) — vl = |l f(xp) — vl = miél I f(x)—vll.
X€E

Ona f(x1)—v=f(x;—x0) + f(xg) —v.Or f(x; —xp) €Im fet f(xg)—v=v9—VE (Imf)L.
D’apres le théoreme de Pythagore, ona: || f(x;) — v|I? = | f(x1)— f(x0) 1% + Il f(x0) — v||%.
Or || f(x1) = vll = Il f (x0) = vll donc | f(x1) — £ (x0)I* = 0, C'est-a-dire f(x1) = f(xo).

f étant injective, on en déduit x; = xo.

‘ Si f est injective, alors '’équation (*) admet une pseudo-solution unique. ‘

3. On suppose que xj est pseudo-solution de ().
On a alors f(xg) = vg donc v — f(x9) = v—vp € (Im f)J'.

Onendéduit: Vx€E, (f(xo) —v|f(x)) =0.

[<]Onsuppose que: Vx€E, (f(x)| f(xo) —v) =0.

On aalors f(xo) — v € (Im f)".

On peut écrire v = (v — f(x0)) + f (%) avec v — f(xp) € (Im f)L et f(xp) €Im f.

La décomposition de v comme somme d'un vecteur de Im f et d’'un vecteur de (Im f)L étant
unique, on en déduit f(xp) = vy, ce qui signifie, d’apres la question 1., que x( est pseudo-solution
de (*).

‘ Xp est pseudo-solution de () si et seulementsi VxeE, (f(x)| f(xp) —v) =0. ‘

4. Soit x un vecteur de E de matrice X dans la base 23.
Dans ¥, f(x) a pour matrice AX et f(xo) a pour matrice AXj.

La base % étant orthonormale, I'écriture matricielle de I'équation (f(x)|f(xo) — v) = 0 est
'(AX)(AXp —V) =0, ou encore ‘X' AAX, = 'X"AV.
On en déduit :
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Xo est pseudo-solutionde (¥) < VXe.#,1([R), IXTAAX = 'XTAV
o VXe My R), X("AAXy—‘AV) =0
* On suppose que : YX € .4, (R), "X (AAXp — ‘AV) = 0.
Onnote M = 'AAXy — ‘AV € 4, 1 (R).
En choisissant X = M, on obtient “MM = 0, c’est-a-dire |[M]> = 0, ou encore M = 0.
* Réciproquement, siM =0, alors on a: VX € .4, (R), "X (*AAXy — 'AV) = 0.

On a montré que : | xo est pseudo-solution de (*) si et seulement si ‘AAXy = ‘AV |

3 0 -3 0
5.0na’AA=| 0 6 0 |etfAv=]| 3 |.

-3 0 3 0
X
OnposeXo=| y |.
z
3x-3z=0 1
'AAXy='AV&{ 6y=3 @(x:zetyzi).
-3x+3z=0
X
1
Les pseudo-solutions de I’équation f(x) = v sont les vecteurs 5 | xeR.
X
& 2
6. @ )Y (Aax+pubp—ck) =lAa+pb-cl?®.
k=1
On considere f € £ (R? R") définie par f(A, n) = Aa+ pb.
n
Ona Y (Aax+pbg—ck)’ = 1A - cl®.
k=1
Le probléme posé équivaut donc a la recherche des pseudo-solutions de I’équation f(x) = c.
a; b
2 a bg
La matrice A de f dans les bases canoniques de R” et R” est A = .
an  bn
(b) f estinjective siet seulement sirg(A) = 2.
Ainsi, | f est injective si et seulement si la famille (a, b) est libre ‘
(c) On suppose que (a, b) est libre.
a) bl
On calcule ‘AA = ( ap ax - ay ) a by | ( lal® (alb) )
by by - ba )| (alb) |bl?
a, b,

et fAV:fAC:( (alc) )

(blo)
D’apres 2., le probléme posé admet une unique solution, solution de I'équation ‘AAX = AV.
Onrésoutle systéme( Ial® (albz) )( A ):( (a]e) )
(alb) bl M (ble)
IbI*@lo) - (alb)bie) _ lal*blo -~ (@lhalc)
lal?bl? - (a| b)? lall®Ibl? - (a| b)?

On obtient A =
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ﬁ Bareme

tne Exercice 1: Intégrales généralisées

‘ Compétences ‘NA‘MA‘ A ‘ Points ‘
[1.(Ca Ch (Re étude de fonction 12
2. (a) @a @a fonction intégrable /2,5
2. (b) @a relations de comparaison /1
3. (@) @a positivité de I'intégrale, théoreme de la limite monotone /1,5
3. (b) @a @a croissance de l'intégrale, théoreme des gendarmes /1,5
Im1. (Ca (F}:a fonction intégrable 1
2. @a intégration par parties, calculs de limites /2
3. (a) @a @a formule d’Euler, bindbme de Newton, linéarité de I'intégrale /1,5
3. (b) @a @o conclusion /1
3. (c) @a @o conclusion /1

e Exercice 2: Espaces euclidiens

‘ Compétences ‘NA‘MA‘ A ‘ Points ‘
I1. cours /1
2. (a) cours /1
2. (b) @a @a égalités vectorielles puis matricielles /1,5
2. (c) cours (inégalité de Bessel par le théoreme de Pythagore) /1
3.(a) @a @a caractérisation des projecteurs orthogonaux /1
3. (b) @a bases orthonormales d'un noyau et d'une image d'un projecteur orthogonal /12
4. (a) @a @a noyau et image d'un projecteur orthogonal /1,5
4. (b) @a @a orthogonalité /1
4. (c) @a @a inégalités sur les valeurs propres /1
5. (a) @a @a caractérisation des projecteurs orthogonaux /1
5. (b) @a @a spectre d'un projecteur orthogonal /1,5
5.(c) (F}:a Ch @o égalités entre sous-espaces /3
6. (a) @a @a caractérisation des projecteurs orthogonaux et produits par blocs /1
6. (b) (F.Q:a Ch (C:o diagonalisation des matrices symétriques réelles, raisonnements 12,5
sur des égalités matricielles
II1.(a Ch @a @o décomposition dans des supplémentaires orthogonaux /2
1. (b) ' Ch (F.R:a @o unicité de cette décomposition /1
1.(c) Ch @a @o linéarité, unicité de cette décomposition /1,5
2. @a @a noyau et image d'une application linéaire 12
3. (a) @a @a projecteur orthogonal /2
3. (b) @a @a projecteur orthogonal /1
4. Ch @a @o noyau, image, orthogonaux, matrice dans une base /3
5. (a) (F}:a , @o ,@a endomorphismes symétriques et orthogonal d’'un sous-espace /1,5
5. (b) @o Ch @a disjonction de cas, vecteurs propres /2
5. (c) @o endomorphisme diagonalisable dans une BON /1
6. Ch @a @o @a diagonalisation d’'une matrice symétrique réelle, changement de /4
base
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L'usage d’'une calculatrice est interdit. Vous étes invités a faire figurer sur la copie toute trace de recherche, méme incom-
plete ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, U'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-
ront pour une part importante dans l'appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. ‘ Vous étes invités a encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos misonnements.‘

3.

e Exercice 1:

Partiel Soit Z un la série de fonctions d’'une variable réelle de terme général u,, définie pour tous n € N*

etxeRpar:
) 2x
Up(x) = —5——=—
" xX? + n?m?
1. (a) Montrer que Z u, converge simplement sur R tout entier.

+00
OnnoteU = Z uy, la somme de la série de fonctions u,, .
n=1

(b) Montrer que, pour tout a >0, Z u, converge normalement sur [—a, al.
La série Z u, converge-t-elle normalement sur R ?

(c) Montrer que U est continue sur R.

(a) Soit n e N*. Déterminer la primitive qui s’annule en 0 de la fonction u,,.

(b) Soit (v,,) nen+ la suite de fonctions définie pour tous n € N* et x € R par :

$2
Vnp(x) = ln(l + nznz)

Montrer que Z v, converge simplement sur R.

+00

(c) OnnoteV = )_ v, lasomme de la série de fonctions )_ v,.
n=1
Montrer que V est la primitive qui s’annule en 0 de la fonction U.

On considere la suite (pj) ,en de fonctions polynémes sur R définie par :

e pourtout x €R, po(x) = x;

k=n 2
X
e pourtoutne N* et pour tout x € R, p,(x) =x H (1 + kgﬂ,g)'
k=1

Montrer que la suite (p,) nen converge simplement sur R, lorsque 7 tend vers +oo, vers une fonc-
tion p que 'on exprimera al’aide de V puis de U.

+00 x2
Pour tout x € R, la limite donnant p(x) sera alors notée : p(x) = x H (1 +5 )
k=1 ke
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Partie Il Soit / la fonction définie sur Rx]0, +oo[ pour tout (x, t) € Rx]0, +oo| par :

exp(me) —1

1. (a) Soitx € R. Montrer que la fonction ¢ — h(x, t) admet, quand ¢ tend vers 0 par valeurs positives,
une limite finie que 'on déterminera.

(b) Montrer que, pour tout x € R, la fonction ¢ — h(x, t) est intégrable sur ]0, +ool.

2. (a) Montrer que h possede des dérivées partielles par rapport a x en tout point de Rx]0, +oo[ et a

tout ordre. "

Calculer, pour tout (x, ) € Rx]0, +oo[ et tout n € N*, a—n(x, 1). On distinguera les cas n pair et
X
n impair.
n

(b) Montrer que, pour tout x € R et tout n € N, la fonction ¢ — (x, t) est continue et intégrable

ox"
sur |0, +ool.

3. Soit f la fonction définie sur R pour tout x € R par:

3 to0  g§in(tx)
f= fo exp(mt) -1 di

Montrer que f est de classe € sur R et que, pour tous xe Ret me N, ona:

+oo (_1)Mm2m+1l cog(tx)

exp(me)—1

+00 (1) 2Mgin(tx)
@m) (. —
fere = fo exp(me) —1

0

1 +00
4. (a) Montrer que, pourtout t>0,ona: —— = exp(—nmnt).
@ quep exp(me) -1 ;; p( )
(b) Montrer que, pour tous n € N* et x € R, la fonction ¢t — exp(—nnt)sin(tx) est intégrable sur

+00
[0, +oo[ et exprimerf exp(—nmnt)sin(tx)ds al’aide de u,(x).
0
(c) PourtousneN*, xeRett€[0,+00[, on pose:
k=n
hu(x,t) = ) exp(—kmnt)sin(tx)
k=1

sin(£x)
e —1

Montrer que, pour tous x € R et  €]0, +oo[, hy,(x, t) = (1 —exp(—nnt))

Puis, montrer que, pour tout x e R :

+00
fx) = ngrpwf() hn(x, H)dt

En déduire une expression simple de la fonction f al’aide de la fonction U.

Lycée Condorcet © PC - PSI 0 2014 - 2015 DS 5



tue Exercice 2 :

Partie] On définit deux endomorphismes f et g de R* dont les matrices dans la base canonique sont
respectivement les matrices J et K définies par :

111 1 1 0 -1 0
111 1 0 1 0 -1
=11 111 et K=l 1 0 1 o
1111 0 -1 0 1

1. (a) Montrer que les endomorphismes f et g commutent.
(b) Déterminer Ker(f) nKer(g).
On note désormais E le sous-ensemble de .4, (R) défini par :

a+b a a—b a
a a+b a a-b
-b a a+b a
a a-b a a+b

E={ M(a,b) = ,(a,b) € R?

2. Exprimer M(a, b) en fonction de J et de K.

3. Montrer que le produit de deux éléments de E est encore dans E.

4. M(a, b) peut-elle étre inversible ?

5. Montrer que pour tout entier naturel »n non nul : (M(a, b))" =M (4”‘1 a, 2" 1 b").
Partie Il

Notation : Si A et B sont deux événements avec P(B) > 0, on notera P(A|B) la probabilité conditionnelle
de A sachant B.

On considére le damier suivant :

B, N, Bs
Ny B, N,
By N3 Bs

Un pion se déplace avec équiprobabilité sur ce damier de la case ou il se trouve vers une des cases qui
possede avec cette case un coté commun. Ainsi, si le pion est en Ny, il peut se déplacer vers By, Bs ou Bs,
avec des probabilités égales. On suppose qu’au départ, le pion est sur une case blanche.

1. Ou peut se trouver le pion apreés un nombre pair de déplacements ? Apres un nombre impair de

déplacements?
Pin
pZ,n
Posons maintenantpour n €N, V,, =| p3, |oupour k€ [1,5], pi,, estla probabilité pour que le
p4,n
Ps,n

pion soit sur la case By apres le (2n)-ieme déplacement si nn # 0 et py est la probabilité pour que
le pion soit sur la case By au départ. Nous noterons By , I'événement : « Le pion est sur la case By
apres le (2n)-ieme déplacement ».

qdi,n
q2.n
qs,n

q4,n
sur la case Ny apres le (2n — 1)-ieme déplacement. Nous noterons Ny , I'événement : « Le pion est

sur la case Ny apres le (2n —1)-ieme déplacement ».

Posons pour n € N*, W, = ou pour k € [1,4], gk, estla probabilité pour que le pion soit
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2. Exprimer, pour tout entier 7 non nul, (pk,n), << en fonction de (Gx,n), <<y PUIS (Gkn) <r<q €D
fonction de (pk,n—l)lskSS'

En déduire que pour tout entier n € N*, on a:

W,=AV,_;, et V,=BW,

L2200 L1
111 0 2 0 2 1

avecA = — etB=—( 1 1 0 0
411 0 0 2 2 3

12020 00 11

0110

3. Calculer AB et montrer que AB est un élément de E

1 1
4. Montrerque:‘v’nel\l*,(AB)":M(—, )
4 2x3"
5. Exprimer de facon simple, pour tout entier naturel 7, non nul, (BA)” en fonction de A, de B et d’'une
puissance de AB. Calculer (BA)".

6. Déterminer, pour tout entier naturel z non nul, une relation entre V,, et Vj.

7. Soit n € N*. Quelle est la probabilité pour que le pion soit sur la case By apres le (2n)-ieme dépla-
cement ? Que remarque-t-on?

Nous admettrons que le résultat du n-ieme déplacement ne dépend que de la position du pion
juste avant ce déplacement et non pas des autres positions précédentes. On a donc, en particulier :
VneN*,Vke[l,4], PBy,nr1 INgne1 NB1n) =PBy 1 | Ng pr1).

8. Montrer que pour tout entier 7, non nul, les événements B; ,, et B; ;41 sontindépendants.

Nous admettrons plus généralement, sous ’hypothese formulée ci-dessus, que la famille d’évé-
nements (By,,,), - est une famille d’événements mutuellement indépendants et nous consideére-
rons, dans la question qui suit, que la position de départ n’est pas obtenue a partir d'un déplace-
ment du pion.

9. Soit n e N*. On effectue 2n déplacements du pion. Soit la variable aléatoire X qui compte le nombre
de fois ot le pion a été déplacé sur la case B;. Déterminer la loi de X ainsi que son espérance et sa
variance.
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Correction

e Exercice 1: (d'apres CCP PC 2011)
Partie I

1. (a) Pour tout n € N*, u,(0) = 0. La série numérique Z u,(0) converge donc vers 0.

Pour x #0, u,(x) qui est le terme d’'une série convergente.

n—+oo n2y2

Donc| ) u, converge simplement sur R tout entier |

2|x| 2a
znz n2ue

(b) Pourtout x € [—a, al, |u,(x)| <

2a
n2m?

Donc  ||un|—g,allco qui est le terme d'une série convergente, donc

Z u, converge normalement sur [—a, al.

Par contre, sachant que pour tout n € N*, u,(n) qui est le terme

n(l+mn?)
, . . . p
d'une série divergente, Y u, ne converge pas uniformément sur R donc

) up, ne converge pas normalement sur R tout entier.

. . . . 1 .
On aurait aussi pu étudier la fonction u, surR et montrer que ||up|loo = Un(nM) = — qui est
nm
le terme d’une série divergente.

(c) Pourtout n € N*,lafonction u,, est continue sur R comme quotient de fonctions continues sur
R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. De plus, d’apres la question précédente, Z Up

converge normalement, donc uniformément sur tout segment [—a, a] de R. La somme U =
+00

Z u, est donc continue sur tout segment [—a, aj et par conséquent\ U est continue sur R \
n=1

2. (a) Pourtoutn e N, les primitives de u, sont de la forme x — In(x? + n?n®)+C, avec CeR. La pri-

2
mitive de u, quis’annule en 0 vérifie doncC = — In(n’n?) et est de la forme| x — In (1 +t— ) .
nem

(b) Onreconnaitque v, estla primitive de u, qui s’annule en 0. Donc la série numérique Z v (0)
converge vers 0. Et pour x#0,ona:

2 2
(x)=1n (1 + ) al
U = ~
n n2m2 | n—+oo p2y2

qui est le terme d’une série convergente. Donc Z v, converge simplement sur R tout entier |.

(c) Appliquons le théoreme de dérivation de la somme d’une série de fonctions.
e Pour tout n € N*, la fonction v,, est de classe ¢! sur R comme composée de fonctions de
classe €' ;
» on vient de montrer que la série de fonctions Z v, converge simplement sur R;
e pourtousne N* et x €R, v;l(x) = uy(x);or Z u, converge uniformément sur tout segment

[—a,a] deR.
Le théoreme s’applique donc sur tout segment [—a, a] de R et on peut en conclure que V est
+00 o0
de classe €' sur R et que pour tout x € R, V(x) = Z v;l(x) = Z u,n(x) = U(x). Ainsi, comme
n=1 =
V(0) =

Remarque : on aurait aussi pu appliquer le théoreme d'intervertion somme-intégrale sur le seg-
ment [0, x] a Z Uy.

3. Pour commencer, il est clair que (p,(0)), converge vers 0. Ensuite, pour x = 0, I'égalité

n 2
pn(x)
[1 —
k=1

Pn(X) _
—x =

1+

pn(x)
X

) entraine que > 0. Donc on peut étudier ln( ) et il suffit de montrer que

k22 X
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)) converge car la fonction
n

(ln ( pn(x) )) converge pour montrer que (p,(x)), = xexp (ln ( pn(x)
X N .

exp est continue sur R.
Mais pour tous 7 et x différents de 0 :

ln(Pn(x))zln(Ii[l(l kz;)) i ( kzzz) ka(x)

X

Ainsi, d’apres la question 2.(b) :

n X
lim pn(x)= lim xexp(z vk(x)) = xexp(V(x)) = xexp (f U(t)dt)
n—+o0 n—+o0 k=1 0

et cette égalité est vraie pour tout x € R. On en déduit donc que
la suite (p,), converge simplement sur R vers la fonction x — xexp(V(x)) ‘

Partie Il
1. (a) Pourtout ¢ >0, h(0, t) = 0 admet une limite quand ¢ — 0.
sin(xt) Ix x .
Et pour x 20, h(x,t) = ——  ~ — = —. Dongc, pour tout x € R, | lim h(x, ) = —
exp(mf)—1 07t = t—0

(b) Pour tout x € R, la fonction ¢t — h(x,t) est continue sur ]0;+oo[ et, d’aprés la ques-
tion précédente, elle admet une limite en 0 donc elle est intégrable sur tout segment

1
de la forme [0,a], a > 0. Examinons son comportement en +oo : h(x,t) = O( )
exp(me)

et t — exp(—mt) est intégrable en +oco donc par comparaison ¢t — h(x,t) l'est aussi.
La fonction ¢ — h(x, t) est donc intégrable sur ]0, +oo[ |

2. (a) La fonction sin étant de classe € sur R, pour ¢ > 0 fixé, la fonction x — h(x, r) est aussi de
classe € sur R. En calculant les quatre premieres dérivées, on peut conjecturer une formule
et la montrer par récurrence sur n. Montrons que pour tous n€Net t>0:

02" h sin(rx 02"+l cos(tx
S = (yren S 2Dy gy = et SO
0x2n exp(mt)—1 ox2n+l exp(me) —1
Ces deux formules étant vérifiées pour x = 0, on peut supposer par la suite x # 0.
e s . (i dsin(xt)
e Initialisation : la premiere formule est clairement vérifiée pour n = 0 et comme o -
x

tcos(xt), la deuxieme formule est aussi vérifiée.
o Hérédité : supposons ces deux formules vraies pour un n donné et montrons les au rang
n+ 1. Il faut donc montrer que pour tout £ >0 :

i(x 1) = (_1)”+1t2”+2M et i(x )= (_1)”+1t2”+3L(tx)
ox2n+2 > exp(mr) —1 ox2n+3 exp(mr) —1
2n+2 : 2n+1
sin(zx)

On obtient I'égalité ——— (x, t nlygzn2 7 7 en dérivant ——— par rapport
& Qx2n+2 (0 = (=1 exp(mt) —1 Qx2n+l P pp
dcos(xt 2n+3 cos(tx

axalaidede 9cos(x7) = —tsin(xt) etl’égalité —— (x, 1) = (=1)"*! t2"+3—() s’ob-

0x ox2n+3 exp(mt)—1
92n+2p osin(x

tient en dérivant 322 grac 6—() = fcos(xt).

X
Et on conclut par le principe de récurrence que pour tous neNet >0
Z—n(x L‘):(—l)ntan et W(x t):(_l)”tanL(tx)
ox2n exp(me) —1 ox2n+1 exp(mt) —

n

S

n(x, 1) est continue par rapport a ¢ sur ]0,+oo[ comme quo-

(b) La fonction ¢t —

tient de fonctions continues ne s’annulant par sur ]0,+oo[. De plus, sachant que
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1

lim————— = —, elle prolongeable par continuité en ¢t = 0 pour x € R fixé. Enfin,
t—0exp(ne) —1 L

n
ox"
tere de Riemann avec a = 2 > 1. On en déduit donc que pour tous n € N et x € R,
n

1
(x, 1) = 0(?) qui est une fonction intégrable au voisinage de +oo d’apres le cri-

la fonction t — (x, t) est continue et intégrable sur ]0, +oo[ |

ox"

3. On sait déja, d’apres la question I1.1.(b), que f est bien définie et on va appliquer un corollaire du
théoreme de dérivation sous le signe intégrale pour montrer que f est de classe €.

(i) Pourtout ¢t >0, x— h(x,t) est de classe € sur R (question 2.(a)) ;
n

(ii) pourtousneNetxeR, t— (x, £) est continue et intégrable sur ]0, +oo[ (question 2.(b)) ;

ox"
n

(iii) il reste a majorer 3 (x, ) par une fonction ¢,(t) indépendante de x, positive, continue par

xn
tn
morceaux et intégrable sur ]0, +ool. Il suffit que prendre ¢,(#) = pe——— (les arguments
exp(mt) —
pour montrer qu’elle est continue et intégrable sont les mémes que ceux développés ala ques-
tion 2.(b)).

On peut donc affirmer que | f est de classe € sur R |et que pourtous neNet xeR:

+00 QN

h
f () = f Y (x, r)dt soit, d’apres la question 2.(a) :
0

+oo i +00
(2n) _ 1\l 420 sin(zx) @2n+1) _f _yn2n+l cos(tx)
d (X)_fo D7 exp(ﬂt)—ldt ot ! 0= 0 U exp(nt)—ldt

4. (a) Pourt >0, exp(—mnt)€]0,1[. Lasérie géométrique de raison exp(—mnt) est donc convergente et :

exp(—Tr) B 1
1 —exp(—mt) B exp(me) —1

+00 +00
exp(—nmnt) = exp(—mnt) Z (exp(—Tt "=

n=1 n=0
(b) Pour n € N* et x € R, la fonction t — exp(—nmnt)sin(fx) est continue sur [0, +oo[ comme pro-
duit de fonctions continues. De plus, exp(—nmn¢)sin(tx) = O(exp(—nmnt)) qui est une fonction
intégrable au voisinage de +oo donc| t — exp(—nmnt) sin(fx) est intégrable sur [0, +o0o[ |.

+00
De plus, si 'on note [, = f exp(—nmnt)sin(tx)dt, alors par une premiere intégration

. . exp(—nmnt) . .
par parties en posant u(t) = sin(tx) et v(f) = T, les fonctions u et v étant
—nm

de classe €' sur [0,+o0o[ telles que u(0)v() = tlir+n u()v(t) = 0, on obtient : I, =
—T00
X +00
o exp(—nnt)cos(tx)dt. Puis, une deuxieme intégration par parties avec #i(f) = cos(xt)
0

- t
et v(t) = M, les fonctions @ et v étant de classe € sur [0, +oo[ telles que z(0)v(0) =
o

-1 X X
— et lim @(H)v(t) =0, donne : I, = —— (1 - xI,) soit I, = ————, on a donc montré
nm o t—+oo (nm)? X%+ n?n?

Up(X)

+00
que: f exp(—nmnt)sin(tx)dt =
0

Remarque : on aurait aussi pu écrire sin(tx) = Im (ei tx) et travailler avec la somme des termes
d’une suite géométriqie.

(c) Remarque : pour exprimer f(x) a laide d'une série, 'énoncé revient aux sommes partielles car
le théoreme d’interversion série-intégrale ne s'applique pas.
PourtousneN*, xeRett>0:

L —exp(—nmni)

ha(x,0) = Y. (exp(-nt)) ¥ sin(zx) = exp(—m‘)1

sin(tx)
k=1 1 —exp(—mt)
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sm(tx)
—
On va appliquer le théoreme de convergence dominée (x est fixé) :

(car exp(—nmnt) € [0,1]). Soit| h,(x,t) = (1 —exp(—nn t))

1
geable par continuitéenOet h,(x,t) = o (_2)) :
t—+o0 r

sin(zx)

n—:oo eltt —
t — h(x, t) qui est continue sur ]0; +oo[ (question 1.(b)) ;

(ii) pour tout ¢ > 0, hy(x, t)

(iii) pourtoutne N*

Vi> 0 Ih (x t)l = '(1 exp( nmnt)) |Sln(t.7C)|

e"’ —1

sin(zx)
T[t _ 1

\

(i) Pour tout n € N*, t — hy(x, t) est intégrable sur ]0; +oo[ (continue sur ]0;+ool, prolon-

, on remarque que la limite simple est la fonction

et on avu ala question 1.(b) que la fonction ¢ — |h(x, t)| était intégrable sur ]0; +oo[

+00

donc d’apres le théoréme de convergence dominée : | f(x) = lim hy(
n—+oo 0

x, )dt|.

Or par linéarité et d’apres ce que 'on a montré au début de cette question :
+00 n

k:

1
etdonc pourtout xeR,| f(x) = EU(X) .

e Exercice 2: (d'apres G2E 2009)
Partiel

1. (a) OnaJK=044=XKJ.Onendéduit fog=0=gof.
Ainsi, | les endomorphismes f et g commutent ‘

(b) Soit u = (x,y,2,t) € R

X X 0
2 D I 2 I
uekKer(f)nKer(g) < J - =K - =1 o

A t 0
X+y+z+t=0
{x z=0

y—1=0
X+y+x+y=0
{zx

r=y
k=

zZ=Xx

=
Onadonc‘Ker(f)nKer( ={(x,—x,x,—x)/ xR} = Vect((l,—l,l,—l))‘.

2. Soit (a, b) € R?.

3. On consideére M(a, b) et M(«, ) deux éléments de E avec a, b,a,p € R.

+o0 n n 1
f Y exp(—knt)sin(tx)dr=)_ exp(—kn)sin(rx)de = ) = ug(x)
0 k=1 k=170 2

1

a a a a b 0 -b 0

a a a a 0O b 0 -b|, . —
OnaM@b=| = b o0 b o |douM@b=a+bK|

a a a a 0 -b 0 b

Lycée Condorcet © PC - PSI 0 2014 - 2015

Correction DS 5



M(a, b)M (o, P) (aJ] + bK) (o] + pK) d’apres la question précédente

= aaJ? + aPJK + baKJ + bPK?
= acJ®+bpK*>  carJK=KJ =044
4 4 4 4 2 0 -2 0
4 4 4 4 0 2 0 -2
2 _ _ 2 _ —
OrJ = 44 4 4 =4JetK" = 2 0 2 0 =2K.
4 4 4 4 0 -2 0 2

On obtient M(a, b)M (o, B) = 4aaj +2bpK = M(4daa, 2bf) € E.
On a montré que ‘ le produit de deux éléments de E est un élément de E |.

4. D’apres la question 1. (b),on a (1,-1,1,—-1) € Ker(f) nKer(g).

1 0
. - 0
SionnoteU = 1 ,onadoncJU =KU = 0
-1 0
Soit (a, b) € R%.
0
M(a,b)U = (aJ + bK)U = aJU + bKU = 8
0
I existe une matrice colonne non nulle U telle que Mf(a,b)U = O04; donc

la matrice M(a, b) n’est pas inversible|.

5. On montre par récurrence sur n € N* que : (M(a, b))" =M (4"_1a",2"_1b").
* Initialisation : Pour n =1, on a (M(a, b))" = M(a, b) et M (4" 'a",2"~'b") = M(a, b) donc la pro-
priété est vraie pour n = 1.

* Hérédité : On suppose que pour n € N* fixé ona (M(a, b)) =M (4" 'a", 2" p").
(M(a, b)""' = (M(a, b)"M(a, b)
= M (4”_1 a, 2" 1 b")M(a, b) d’apres 'hypothese de récurrence
= M(4x4"'a" x a,2x 2" 'p" x b) d’apres la question 4.
= M (4nan+1’2nbn+1)
La propriété est donc vraie au rang n + 1.

On a montré par récurrence : |V ne N*, (M(a, b))" =M (4" 'a",2" 1 p") |

Partie Il

1. Onremarque que sile pion est sur une case blanche, alors il ne peut se déplacer que vers une case
noire. De méme, si le pion est sur une case noire, alors il ne peut se déplacer que vers une case
blanche.

On sait qu’au départ, le pion est sur une case blanche. On en déduit qu’aprés un nombre pair de
déplacements, il se trouvera sur une case blanche et qu’aprés un nombre impair de déplacements,
il se trouvera sur une case noire.

2. D’apres la question précédente, pour n € N*, la famille (N, ,),_ <4 €St un systeme complet d’évé-
nements. D’apres la formule des probabilités totales, on a:

4 4
Vie[1,51,PBin) =Y P®Bjin|Ngn)PWNp), cest-a-dire| pjn =Y PBinINk ) qin |
k=1 k=1

Or en observant le damier, on obtient :

1
Vikell, 4], PByn Nen) = 25

1
P(BZ,n | NB,n) = P(BZ,n |N2,n) =0et P(BZ,n INl,n) = P(BZ,n |N4,n) = g ’
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1
P(BS,n | N4,n) = P(Bs,n |N3,n) =0et P(B3,n |Nl,n) = P(B3,n |N2,n) = g ’
1
P(B4,n | Nl,n) = P(B4,n |N2,n) =0et P(B4,n |N3,n) = P(B4,n |N4,n) = g ’
1
P(Bs,,INy,,) =P(Bs,,I1Ng,,) =0et P(Bs ;[N ;) =P(Bs,,IN3 ;) = 3
1 1 11
1 1 0 0 1
OnposeB=—| 1 1 0 0 .Ona|VneN*,V,=BW,|
0 011
0110

De méme, pour n € N*, la famille (By, ,—1)
formule des probabilités totales, on a :

1<k<s5 €st un systeme complet d’événements. D’apres la

5

5
Vie[1,4], P(N; ) = ) P(N;n|Brn-1)PBg,n-1), Cest-a-dire| gin = ) P(N;u B n1) Pryn-1 |-
k=1 k=1

En observant le damier, on obtient :

1 1
P(N1,,1B4,n-1) =P(N1,,1Bs5,,-1) =0, P(N1,,, | B2,,-1) = P(N1,, B3, n-1) = > et P(Ny,, By n-1) = 1 ;
1 1
P(N2,,1B2,n-1) =P(N2,,1Ba,n-1) =0, P(N2,;, I B3, n—1) = P(N2,,, | Bs5 1) = > et P(Np,; |By,n-1) = 7
1 1
P(N3 ,IB2,n-1) =P(N3,,1B3,,-1) =0, P(N3 ,|B4,,—1) =P(N3,,IB5,5-1) = > et P(N3,;, IB1,n-1) = e
1 1
P(N4,21B3,n-1) =P(N4 1 1Bs5,5-1) =0, P(N4, 5, | B2,n-1) = PNy, | Ba, 1) = > et P(Ng,; |By,n-1) = 7
1 2 2 00
111 0 2 0 2 *
OnposeA—Z 100 2 2 .Ona.‘VneN S W, =AV,,_; |
1 2 0 2 O
531 3
1 35 31 3 2 11
3. AB:— :M _—, — :M -, =
2|13 5 3 (1212) (46)
31 3 5

11
Ainsi, AB:M(—,—)EE.
4°6

4. D’apres la question 5. de la partie I, on a, pour n € N* :
1 1))\" 1 1 1 1
(AB)n: (M(_,_)) :M(4n_1 * _,2’1_1 * _) :M(_, ).
46 4n 6" 4 2x3n

1 1
VnEN*,(AB)":M( )

4’2 x3n

5. Soit ne N*.Ona| (BA)” = B(AB)" 'A|.

Or (AB)"*! :M(1 ;)

4’2 x 3n-1

1 1 1 1 1 1
1111 1 2xgn 4 4 2x3nl 4
100 1 1 1,1 1 1__1

% 1100 |x]|, 41 4 2i<3n_1 1 41 4 2i<3”_1
001 1 — - - - —+ - -
0110 4 2x3mh 4y 4 233 4y

4 4 2x3n-1 4 4 2x3n-l
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2 2 2 2
1 1 1 1
1+ 3n—1 1- 3n—1 1 3n—1 1+ 3n—1
1 1 1 1
_Z| 1+ 1+ 1 1
= 6 Snl—l 3nl—1 3111—1 3nl—1
- 3 1 3 1+ 3 1+ 3
- 3n—1 1+ 3n—1 1+ 3n—1 1- 3n—1
2 2 2 2
1 L 1 L 1 L 1 L
+3n—1 gn-1 3n-1 +3n—1 1 22 00
1 1 1 1 1l102 0 2
1+ 1+ 1- 1-
Bt ~ gn-l 3n-l 3n-! 3[4l 100 2 2
1 1 1+ 1+ 1 2 0 2 0
3n—1 Sn—l 3n—1 Sn—l
1 1 1 1
1 1+ 1+ 1
3n—1 3n—1 3n—1 3n—1
8 8 8 8 8
4
4 4+ 4 31
4 4
_1la 4 4+ 4- 4
—24 312—1 Sn—l
4 4 - 4+ 4
Sn—l Sn—l
4 4- 4 4 4+
3n1 3n—1
2 2 2 2 2
1
1 1+ 1 1 1-
3n—1 3n—1
1 1
1
Donc BA)"=—| 1 1 ]“+3n—1 ]“_gn—l 1
6 1 1
1 1 1- 1+ 1
3n—1 Sn—l
1
1 1- 1 1 1+
Sn—l 3n—1

6. D’apres la question 2., pour n € N*, on a V,, = BW,, = B(AV,,_1) = (BA)V,,_1.
On montre par récurrence que : ‘ VneN*, V,=BA"V|

7. Soit n € N*. La probabilité que le pion soit sur la case B; apres le (2n)-ieme déplacement est p; 5.
orv, = (BA) "Wo donc p1 n, le premier coefficient de V,,, vaut :

1
Pin == Z 2P0 = 3 Z Pio =3 car (Bk,0);<j<s €St un systéme complet d’événements.
k=1
. 1
VneN ,pl,n=§-
On remarque que cette probabilité ne dépend pas de n.
8. Soit ne N*.

La famille (N kynﬂ)l k<4 €Stun systeme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités
totales,on a:

PB1n+1NByp) = ZP(BI n+1 NB1 7 "Nk p41)

4
= ZP(B1n+1|B1nnNkn+1)P(B1nmen+1)

Il
M%u

P(B1,n+1 Nk n+1)PB1,n NN n11) d’apres le résultat admis dans I'énoncé

=~
I
—

Il
-
W=

P(Bl,n N Nk,n+1)

= Y PBrnNNg 1)
Lycée Condorcet © PC —_PSl & 014 2015 Correction DS 5
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Les événements B, , et By ;.1 sont indépendants.
9. La famille (By,x)
1
bilité, —.
3

1<k<p €stune famille d’événements mutuellement indépendants de méme proba-

X est égale au nombre d'événements de cette famille qui se réalise.

1
X suit donc la loi binomiale de parametres n et 3t

—t+

9 |

Ona E(X):g e

1 1 2n
V(X):nx—(l——)
3 3
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Bareme

ine Exercice 1:  Séries de fonctions-Intégrales a parametre

‘ Compétences ‘NA‘MA‘ A ‘ Points ‘
I1.(a) @a @a convergence simple d'une série de fonctions /1,5
1. (b) @a Ch convergence normale d'une série de fonctions /2
1. (0 @a continuité de la somme d’une série de fonctions /1
2. (a) @a calcul de primitive /1
2. (b) @a @a convergence simple d'une série de fonctions /1.5
2.(0) (F}:a théoréme de dérivation ou d’intégration terme a terme /2.5
3. Ch @o @a suite de fonctions définie par un produit /3
II1. () @a détermination d'une limite /1.5
1. (b) @a @a intégrabilité d'une fonction 12
2.(a) @a @a @o calcul de dérivée n-ieme 12.5
2. (b) @a @a intégrabilité d'une fonction /2.5
3. (Co (F}:a théoréme de dérivation sous le signe intégrale /3
4. (a) @a série géométrique /1.5
4. (b) @a @a Ch intégrabilité d'une fonction - intégration par parties /3,5
4. (c) @o @a Ch @a théoréme de convergence dominée /15

e Exercice 2:  Algebre linéaire - Probabilités

| Compétences INA|MA| A | Points |

I1.(a) @a produit de matrices /1
1. (b) @a @a systéme linéaire - sous-espace vectoriel de R" /2
2. (Ca somme de matrices /1
3.(Ca @a calcul matriciel /12
4. @a inversibilité d'une matrice /1.5
5. (Co (F}:a démonstration par récurrence /2
1. (Co @a comprendre un énoncé de probas /1.5
2. (M (C:o @a reconnaitre un sce - utiliser la formule des probas totales - traduire un /16
énoncé de probas

3. @a produit matriciel /1.5
4. (Ca (F}:a calcul /1
5. (Ca @a produit matriciel 12
6. @a @o démonstration par récurrence /1.5
7.(Ca @a calcul - utiliser un sce /2
8. (Ca @a indépendance d’événements - formule des probabilités totales /3
9. @a loi d’'une variable aléatoire - espérance - variance /2
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L'usage d’'une calculatrice est interdit. Vous étes invités a faire figurer sur la copie toute trace de recherche, méme incom-
plete ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-
ront pour une part importante dans l'appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. ‘ Vous étes invités a encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos misonnements.‘

e Exercice 1 : Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
Partiel Soit h la fonction définie sur R® par h(x, y) = \/x2 + y2 + y* — 1.

1. (a) Justifier que h est continue sur R,

(b) Montrer que h est de classe € L sur R?\ {(0,0)} et calculer ses dérivées partielles premieres en
tout point de cet ensemble.

(c) h possede-t-elle des dérivées partielles premiéres en (0,0) ?

2. (a) Montrer que % = {(x,y) € Rz, 0<+/x%+ y2 < 2} est un ouvert de R2.
(b) h a-t-elle des points critiques dans %/ ?
(c) Montrer que / est bornée sur 2 = {(x, y) € R%, x* + y* < 4} et qu'elle y atteint ses bornes, puis

déterminer les points de 2 en lesquels ces bornes sont atteintes.

Partie Il Soit ¢ une fonction de classe €~ sur R, on définit la fonction g sur R* x R par g(x, y) = ¢ (X)
X

1. (a) Justifier que g est de classe € sur R* x R et calculer ses dérivées partielles premiéres en fonc-
tionde ¢'.
2 2

0
(b) Calculer les dérivées partielles secondes 6_x§ et O_yg en fonction de ¢’ et ¢”.

2. Déterminer les solutions sur R de 'équation différentielle
A+ )x" +21x = ¢ 1)

on pourra chercher a dériver lexpression (1 + t*)x' par rapporta t.

3. On veut déterminer les fonctions ¢ pour lesquelles g vérifie I'équation aux dérivées partielles :

’g ’g y "
W(x,yHa—yz(x,y):E, Vx,y) eR" xR 2)

(a) Montrer que si g vérifie (2) alors ¢ vérifie I'équation différentielle (1).
(b) En déduire I'expression de ¢ puis celle de g.

(c) Vérifier que les fonctions trouvées ci-dessus sont effectivement des solutions de (2).

e Exercice 2 : Pour un entier n supérieur a 1, on note I,, la matrice unité de .4, (R) et G, (R) le groupe
des matrices orthogonales de .4, (R).

1. Démontrer que I'application M — 'MM —1,, est continue de .4, (R) dans .4, (R).

2. Justifier que, si A = (a;,;) est une matrice orthogonale, alors :
V@i, )ell,...,n? lajl<1

3. En déduire que le groupe orthogonal G, (R) est une partie fermée et bornée de .4, (R).

4. On considere une matrice symétrique S dont les valeurs propres Ay, ..., A, sont toutes positives et
on note A la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les réels A1, ..., A,.

Si A est une matrice orthogonale, on note T(A) le réel Tr (AS).
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(@) SoitA e 0,(R), démontrer qu’il existe une matrice orthogonale B telle que T(A) = Tr (BA).

(b) Démontrer quel’application T de &, (R) dans R admet un maximum sur 0, (R) que I’on notera
t.

(c) Démontrer que, pour toute matrice orthogonale A, T(A) < Tr (S), puis déterminer le réel ¢.

e Exercice 3 : Les deux parties de ce probléeme sont, dans une large mesure, indépendantes.

On s’intéresse ici aux propriétés de la fonction polylogarithme, définie comme série entiére, et a son
prolongement grace a une représentation intégrale.

Partie I : le polylogarithme

Dans toute cette partie, a est un réel fixé.
+00 xn
1. (a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Ly définie par: Ly (x) = Z —
n=1 n

(b) Justifier que I'application Ly est de classe €°° sur]—1,1].
(c) Montrer que:
Vx€]—1,1[, Le(=x) + Lo (x) = 217 %Ly (x?).
2. (a) Pourtout x€]—1,1], établir une relation entre Lix +1 (x) et Lo (x).
Exprimer Lq+1 (x) sous forme de l'intégrale entre 0 et x d'une certaine fonction.
(b) Pour x €] — 1, 1], préciser les valeurs de Ly (x) lorsquea =0, a=—-1eta=1.

3. Dans cette question, on suppose que a < 1.
Montrer que L (x) tend vers +oo quand x tend vers 1 par valeurs strictement inférieures. Pour cela,
on pourra chercher a minorer Ly (x) pour x €]0, 1[.

Partie I : prolongement pour o > 1
Dans toute cette partie, a est un réel strictement supérieur a 1.

1. (a) Montrer que la fonction L définie dans la partie I est continue sur [-1,1].

(b) Déterminer lim L'2 (x) et préciser si la fonction L, est dérivable en 1.
x—1
x<l1
ua—l
. est intégrable sur ]0, +ool.

2. (a) Montrer que I'application ¢ : u —

+oo 4,a-1

du.

(b) Pour toutréel x < 1, justifier 'existence de Ky (x) = f ”
0 e —Xx

(c) Montrer que 'application K, ainsi définie est continue sur I'intervalle ] — oo, 1].

(d) Dans cette question, on suppose que o > 2.
Montrer que la fonction K est de classe 6 sur I'intervalle | — oo, 1].

(e) Onrevient au cas général ot o > 1.
Montrer que la fonction K, est de classe ¢! sur tout segment [a, b] avec a < b < 1, puis sur
I'intervalle | — oo, 11.

+00
3. (a) Prouver!’existence de G, = f e tdret justifier que G4 > 0.
0

(b) Montrer que pour tout x € [-1,1] et pour tout u >0,ona:

1 +00 k k
—— =Y xFe D,
€% k=0
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(c) En déduire que pour tout x € [-1,1], en utilisant L, (x) défini dans la partie I et K (x) défini
dans la question 2. (b) de la partie II, on a la relation :

xKq (%) = GoLg(x).

On précisera avec soin le théoréme d’'intégration terme a terme utilisé.

4. (a) Pour tout x €] — 00, 1], on prolonge la définition de Ly (x) en posant :

X +00 u(x—l
Lo(x) = —f du.
GgJo e¥—x

Montrer que I'application Ly ainsi définie est continue sur ] —oco, 1] et de classe €' sur]—oo, 1[.

(b) Montrer que pour toutréel x<1,ona:

1 _l t a—1
Ly =2 &
Gq Jo 1-—xt

(c) Justifier que I'on peut prolonger la fonction Ly sur C\]1, +oo[ par la définition :

z +00 u(x—l
V zeC\]1, +oo, La(z):—f du.
Ga 0 eu—Z

Montrer alors que pour tout z € C tel que z> ¢]1, +00[, on a encore la relation :

Lo (2) + Lo (—2) = 217 %Lg (7).
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ﬁ Correction

tue Exercice 1: D’apres CNC TSI et MP 2009

Partie I
1. (@)
(b)

(c)

2. (a)
(b)

(©)

La fonction (x,y) — x*+ y* est continue sur R car polynomiale et a valeurs dans R,
qui est le domaine de continuité de la fonction racine carré. Donc (x,y) — 1/x?+ y?

est continue et la fonction (x,y) — y2 — 1 étant polynomiale donc continue sur R?,

‘ la fonction h est continue sur R* ‘ comme somme de fonctions continues.

: x#0— \/x2+y2 + y* — 1 est dérivable sur R* donc

X

0
x2 + y2 + y* — 1 est dérivable sur R* donc a—f(x, y) existe si (x,y) =
y

Pour y # 0, I'application partielle h.

0 0
—f (x, y) existe si (x, y) = (0,0) et vaut a—f (x,y) = . De méme, pour x = 0, 'application
X

0x
partielle iy : y20~—

Yy
x2+y

{(0,0)} comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas donc

h est de classe €' sur R?\ {(0,0)} |

0
(0,0) et vaut a—f(x, y) = +2y. Ces deux dérivées partielles sont continues sur R \
y

Lapplication partielle k. ) : x — V x? — 1 n’est pas dérivable en 0 donc
De

‘ h n’admet pas de dérivée partielle par rapport a x en (0,0) ‘ méme, I'appli-

cation partielle h, y — 1/y2+ y* -1 nlest pas dérivable en 0 donc

‘ h n’admet pas de dérivée partielle par rapporta y en (0,0) ‘

On a montré a la question 1.(a) que la fonction f; : (x,y) — 1/ x2 + y2 est continue sur R* et

donc la fonction f; : (x,y) — 1/ x2 + y? — 2 est continue aussi sur R*. De plus :

U = {(x, ) eR? \/x2+y2>0In{(x,)) eR?, \/x2+y2-2<0}

= {(x,1) €R? fi(x,)>0In{(x,y) ER?, fo(x,y) <0}

Or fi et f, étant continues, d’aprés le cours, {(x,)) € R? \/x2+y%2 > 0} et {(x,) €
R?, \/x% + y2 — 2 < 0} sont deux ouverts de R* et donc‘ 9 est un ouvert de R? ‘

9 est un ouvert de R*\ {(0,0)} et pour étudier les points critiques de h sur %, il faut chercher
les couples (x, y) tels que V f(x, y) = (0,0). Or, pour (x, y) # (0,0) :

X
- =0
2 2 x = 0
VF(x,v) =(0,0) < VXStY @{
fly Y2y = 0 Iyl+2y = 0

ce qui est impossible donc‘ h n’admet pas de points critiques dans % ‘

La fonction f3 (x,y) — X+ y2 — 4 est continue sur R?> donc d’apres le cours, 9 =
{(x,y) € R?, f3(x,y) < 0} est un fermé de R%. De plus, si I'on note || - |2 la norme eucli-

dienne sur R? définie par, pour tout (x,y) € R? : I1(x, YIl2 = \/x?+ y? alors @ est une par-
tie bornée par 2 pour cette norme. Lespace R® étant de dimension finie, & est une par-
tie bornée de R? pour n'importe quelle norme. De plus, on a montré a la question 1 que h
est une fonction continue sur R?> donc sur 9, | h est donc bornée et atteint ses bornes sur & |
De plus, d’apres la question 2.(b), h n'admet pas de points critiques dans % qui est
I'intérieur de 2. Mais un extremum est un point critique donc h atteint forcément ses
bornes sur la frontiere ¥ de 2 qui est le cercle de rayon 2. Or si (x,y) € ¥ alors
h(x,y) = y* +1 qui atteint son maximum en y = +2 et son minimum en y = 0.
‘ Les extremums de h sont donc atteints en les points (0, 2), (0,-2), (2,0) et (-=2,0) |.
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Partie Il

1. (a) La fonction (x,y) — 4 est de classe €2 sur R* x R comme quotient de fonctions polyno-
X

miales dont le dénominateur ne s'annule pas et ¢ étant une fonction de classe €° sur

R

la fonction g est de classe €2 sur R* x R comme composée de fonctions de classe €% | De

plus, pour (x,y) e R* xR:

(b) Pour tout (x,y) eR* xR:

D
o’g TP AN NI g 1,y
@(X»J’):F(P (;)"‘ZF(P (;) et G_yz(x’y)_? (;)

1 1 c
Ce qui donne x'(f) = - — = + )
d 2 2 21412 1+1¢2

d t
2. L'équation différentielle (1) peut s’écrire : E(l +19)x =t s0it (1+2)x' = 7 + ¢, avec c e R.

Les solutions des (1) sont donc de la forme: V t € R, x(1)

t
= 2 + AArctan (£) + p, avec (A, 1) € R |.

2
()

soit, en posant ¢ = Z 20"
X

(b) Onobtientdonc d’apresla question2:

Yy Yy, 1
+2= 3 P ( ) 2
ce qui donne, en multipliant par x* # 0 :

o (22 (3 e ()3

3. (a) Eninjectant les formules obtenues a la question 1.(b) dans 'EDP (2), on obtient :

X

@' () +2r¢" (D +@" () =ret donc‘(pest solution de (1) |.

ViIeR, p(f) =

t
> + AArctan () + 4, avec (A, 1) € R? [soit

V(x,)) ER* xR, g(x,y) = l+)\Arctan(y)+p,avec()\,p)E[RZZ.

tue Exercice 2: D’aprés CCP MP 2006

le cours, | 'application M — ‘MM —1,, est continue |.

(c) Les fonctions de la forme (x, y) — % + AArctan (%) + W, avec (A, 1) € R? sont de classe € sur

R* x R et on peut vérifier qu’elles sont bien solutions de (2).

1. Les coefficients de ‘MM —1,, sont des fonctions polynomiales des coefficients de M, donc d’apres

2. D’apres le cours, les colonnes de A forment une base orthonormée de R”, donc pour tout j €

n
2 _ .. .
,---,n}, Zi a; ; = 1, ce quiimplique que
1=

pourtoutie{l,---,

n}, la;jl<1|

3. Si, pour tout M = (m; ;) € #,([R), on

pose ||M||oo =

max _|m; |, on définit d’apres le

(i, DE(,...,n?

cours une norme sur .#,(R), pour laquelle ¢, (R) est bornée par 1 d’aprés la question précé-
dente. Lespace .4, (R) est de dimension finie donc 0,(R) est encore bornée quelque soit la
norme utilisée sur .#,(R). De plus, si 'on note f l'application M — ‘MM —1I,, de la question
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1, alors G,(R) = {M € 4,([R), f(M) = O,}. On va montrer que c’'est une partie fermée en uti-
lisant la caractérisation séquentielle d'un fermé. Soit (My)x une suite de 0,(R) qui converge
vers M. Montrons que M € G,(R). Pour tout k € N, f(My) = O, et, comme f est continue
d’apres la question 1, kEerf(Mk) = f(M) donc f(M) = O, et M € 0,(R). On a donc montré que

0, (R) est une partie fermée et bornée de .4, (R) ‘

4. (a) Comme S est une matrice symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormée
d’apres le théoréme spectral, donc il existe une matrice P orthogonale telle que S = PAP™! =
PA'P. Ainsi:

T(A) = Tr (APAP™!) = Tr (APA)P™) = Tr (P! (APA)) = Tr (BA)

en posant B = P"'AP. Et comme A et P sont toutes deux orthogonales, B est orthogonale. On
a donc construit|B € G, (R) telle que T(A) = Tr (BA) |

(b) Par linéarité de la trace, on vérifie que, pour tout (C,D) € .4, (R)? et pour tout a € R,
Tr ((aC + D)S) = oTr (CS) + Tr(DS), donc I'application C — Tr (CS) est linéaire de .4/, (R) dans
R, or 4, (R) est de dimension finie, donc c’est une application continue. Sa restriction T sur
0, (R) est donc aussi continue. Mais 0, (R) est une partie fermée et bornée de .4, (R) d’apres
la question 3, donc| T admet un maximum sur G, (R) ‘

() T(A) =Tr(BA), donc en convenant de noter M; ; le (i, j)-eme coefficient d'une matrice M :

TA) =) BA);; =) ) BijAj,
i=1

i=1j=1

n
mais A est diagonale, donc T(A) = Z AiB; ;. D’apres la question 2, et les A; étant positifs,
i=1

n
TA) < Z Ai =Tr(S). Ainsi t < Tr (S), mais de plus Tr (S) = T(I,) et I, est une matrice orthogo-
i=1

nale, donc .

e Exercice 3: (d'apres CCP PC 2012)

Partie I

. P . N 1
1. (a) Pour a € R et n un entier supérieur a 1, on pose a, = — . On a alors, pourtoutn=1et x €
n

n
an+1 X X .o . L
R*: lim — = lim ——— = x donc par le critéere de d’Alembert appliqué aux séries
n—+oo x"+l g, n—+oo (1 + l)
n

entieres, | le rayon de convergence de la série entiére est égal a 1 ‘

(b) Ly est définie comme la somme d’'une série entiere. Or d’apres le cours, la somme d’une série
entiére est de classe € sur l'intervalle ouvert de convergence | —R,R[. Or ici R = 1 d’apres la

question précédente, donc‘ L, est de classe € sur]—1,1[ ‘

(c) Toutd’abord, pour x€]-1,1[, —x et x*€]-1,1[ donc Lo(—x) et Ly (x?) existent. De plus:

t00 41 0O (_y )t +00 pr +00 x2p
La(x)+La(—x):Z_a+Z( 0() 2y X gy 2
n=11 n=1 N p=1 2p) p=1 p

s0it|V x €] —1,1[, Lo(x) + Lo (—x) = 21 7% Lo (x?) |.
2. (a) Onsaitd’apresla question 1.(b) que, pour touta € R, L, est de classe €°° sur]—1,1[ et d’apres

1 , B +00 nxn—l B +00 xn—l b q .
ecours, pour x €] —1,1[, L, (x) = Zl = Zl F’ on obtient donc:
n= n=

-1
+00 .1 +00 xn

/ - —
XLy (x0)=x =
n=1 N
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soit |V x €] - 1,1[, xL{,,; (x) =Ly(x) | On en déduit donc que, pour tout x = 0, L ,,(x) =
La(x)

Lo(x i
al ). Or Ly(x) ~ x, par conséquent, la fonction x — x six#0 est conti-
x—0 CO
1 six=0
nue sur | —1,1[ et Ly est 'unique primitive de cette fonction qui s’annule en 0, soit
* Lot
‘v’xe]—l,l[,LaH(x):f al )dt.
0
+00 +00 1 X
(b) Poura=0etxel—1,1[,Lo(x) = ) x" =) x"-1=——=1soit|Lo(x) = — |
n=1 n=0 l1-x 1-x
X
Poura=-letxe]—-1,1[,L_;(x) = xL()(x) d’apres la question 2.(a) soit|L_;(x) = W .
-X
+00 xn
Poura=1etxe]—1,1[,Li(x) = Y — soit|Li(x)=—-In(1-x)]
n=1 n

Lo-1(x)
X

3. Poura <1 et x€]0,1[, on a d’apres la question 2.(a) : Lix (x) = = 0. Donc L, est croissante

sur]0,1[ etdonc:

« soit elle est majorée et dans ce cas, d’apres le théoréme de la limite monotone, elle admet une
limite finie quand x tend vers 1 par valeurs inférieures;

« soit elle n’est pas majorée et alors xlg{lﬁ Ly (x) = +o00.

Dans tous les cas, notons £ sa limite en 1™ (finie ou égale a +00).

+00 1 N n
x x .
De plus, pour tous N € N* et x €]0,1[, Ly(x) = Z — = Z — donc, en passant a la limite quand
n=1"1 n=1
N
x tend vers 1 par valeurs inférieures dans cette inégalité, on obtient : £ > Z — pour toutNe N*.
n=1"1

1
Mais comme « < 1, par le critere de Riemann, on sait que la série de terme général — diverge et
n

N

donc lim Z — = +00. On en déduit que| lim Ly(x) = +o0]|.
N—+o0 ;= n% x—1-

Partie Il
n

X
1. (a) Pour x € [-1,1] et n € N*, posons f,(x) = —. Alors f, est continue sur [—1,1], elle est
n
) 1 . , L.
donc bornée sur le segment [-1,1] et || fulloo = — qui est le terme d'une série conver-
n

gente si a > 1 d’apres le critere de Riemann. On en déduit que la série de fonctions
Z fn converge normalement sur [-1,1] et donc, par un théoréme du cours, sa somme

‘ Ly est une fonction continue sur [—1, 1] ‘

L
(b) D’apres la question 1.2.(a), pour tout x = 0 de l'intervalle [-1,1], on a : L’2(x) = 1)(Cx).

Or on a vu a la question 1.3 que 111{1 L;(x) = +o00 donc liI{l L'z(x):+oo et donc
x—1- x—1-

L, n'est pas dérivableen 1|.

2. (a) Lapplication ¢ est continue sur ]0, +oo[ comme quotient de fonctions continues dont le dé-
nominateur ne s’annule pas.

u(x—l u(x—l 1
De plus, au voisinage de 0, on a : @(u) = = ~ = ——5 avec 2—a < 1 donc ¢ est
el — u u="
intégrable en 0 d’apres le critere de Riemann.
a-1
Enfin, au voisinage de +oo, ona: ¢(u) = — 1= 0 (—2) donc ¢ est intégrable en +oo d’apres
el — u

le critere de Riemann avec 2 > 1.

On a donc montré que | ¢ est intégrable sur ]0, +oo[ |.
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a—1

< @(u) or on a montré que @ est
x

(b) Pourx<letu>0,ona:0<e*—-1<e“—xdonc0< ”
e —
ua—l

intégrable sur ]0, +oo[ donc, par comparaison u —

R exisie]

est aussi intégrable sur ]0, +oo[ et

ua—l
(¢) (i) Pourtout x <1, 'application u — ” est continue sur ]0, +oo[;
et —x
ua—l
(ii) pour tout u >0, I'application x — " est continue sur] —oo,1];
el —x
a—1

(iii) pourtousu>0etx<1l,onal< — < @(u) qui est intégrable sur ]0, +oo[ d’apres la
e p—
question 2.(a).

On en déduit par le théoreme de continuité sous le signe intégral que
K, est continue sur | — oo, 1] ‘

(d) On considere o > 2.

ua—l
(i) Pour tout x <1, I'application u— —
e

est continue et intégrable sur ]0, +oo[;

a-1

(ii) pour tout u >0, I'application x — est de classe €' sur]—oo,1];

) ua—l ua—l
(iii) pour tout x <1, I'application u— — = 5 est continue sur |0, +ool;
oxet—x (e*—x)

(iv) pourtous u >0etx<1,ona0<e“—1<e“—x donc0< (e¥—-1)? < (e" - x)* donc

ua—l ua—l

1
0< 5 < 5 qui est continue sur ]0, +oo[, négligeable devant — en +oo et
(e —Xx) (e -1) u

en 0 avec 3 —a < 1 donc intégrable sur |0, +ool.

équivalente a 5

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégral, | K, est de classe €' sur] —oo,1] |,

(e) Pour o« > 1, les trois premieres propositions de la question précédente sont toujours
vérifiées et pour le point (iv), pour tous u > 0 et x € [a,b] avec a < b < 1, le fait
ua—l ua—l

ue 0 < e - b < e" - x implique que : 0 < < ui est une fonc-
q plique q (e — x)2 (e — D)2 q
tion intégrable sur ]0,+oo[ par le méme raisonnement que celui fait a la question précé-

dente. On en déduit en appliquant le théoreme de dérivation sous le signe intégral que

Ky est de classe € ! sur tout segment [a, b] inclus dans | —oo, 1] et donc sur | —oo, 1[ |.

1
3. (a) Pour a > 1, la fonction ¢t — t* e~ est continue sur [0, +oo] et négligeable devant 7z en +oo

donc intégrable sur [0, +oo[. Par conséquent, . De plus, t — 1% Le~! est strictement
positive sur ]0, +oo[ donc, comme cette fonction est continue, son intégrale est strictement

positive, soit .

1 1 1 X 1 1 1 T, x\k
(b) Pourtousxe[-1,1]etu >0, =— < avec‘—‘<—<1donc =— (—)
e—x e'l-24 el et et—x et \et
1 1o _
soit =) = xke~(k+Du |
=

(c) Pourxe[-1,1]:

+00 ud—l +00 +00 vk
XKy (x) :f x———du= Z u® txke=kuqy
0 er—X 0 k=1

Pour intervertir I'intégrale et la somme, on va utiliser le théoreme d’intégration terme a terme
d’une série de fonctions. Pour cela, posons pour k € N* et u > 0, ge(uw) = u® 'x¥e %, Les
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(6]

fonctions g sont continues et intégrables sur [0, +oo[ par les mémes arguments que ceux

invoqués a la question 3.(a), de plus, le calcul effectué a la question 3.(b) montre que la série
a-1

. Enfin:

de fonction ) _ gx converge simplement vers la fonction g : u— ”
et—x

+00 +00
f ng(u)ldu:xkf u e kuqy
0 0

et, en posant ¢t = ku (u— ku est une bijection de ]0, +oo[ dans ]0, +oo[, de classe €' et stricte-
ment monotone), on obtient :

+00 +oo (¢ a-1 dr xk
_ Kk -t _
fo |gk(w)du=x fo (E) e ?—Gaﬁ

k

k(x
+00
rie numérique Z f |gx(uw)|du converge et donc on peut intervertir la somme et 'intégrale

Or pour x € [-1,1],

< 7 qui est le terme d'une série convergente car a > 1. Donc la sé-

0
dans le calcul de xKy(x) :

+00 © +00 % +00 xk
xKo(x) =) x u* e *idy = Gg Y —
k=1 0 k=1 k

s0it| xKq (x) = GaLa(x) |

. XK (x)
4. (a) Par construction, pour x € [—1,1], on a Lq(x) =

. Or on a vu aux questions 2.(c)
(04

et 2.(e) que la fonction K, est continue sur [1,+oo[ et de classe ¢! sur ]1,+oo[ donc

Ly est continue sur [1, +ool et de classe €' sur]l,+oo[ |

(b) Lapplication u— e * est une bijection de ]0, +oo[ dans 0, 1[, de classe € 1 et strictement dé-
croissante. On peut donc poser le changement de variable r = e”% < u = —In(f) pour cal-

culer Ly (x) :
+oo ;,0—1 ,—u 1 _1 t (x—ltdt
Lot & [T [ e
GgJo 1—xe v Gq Jo 1-xt t
1 —In(# a—1
soit Lo((x):i %dt
Gq Jo 1-—xt

a—1

(c) Pour z € C, posons z = a+ ib avec a et b des réels. Alors la fonction u — est continue

sur ]0, +oo[ car son dénominateur ne peut pas s’annuler si z ¢]1, +oo[. De plus :

a-1
e sib=0alors z=ae€]—-o0,1] eton saitd’apresla question 2.(b) que u — estintégrable
sur ]0, +ool;
e sib=0alors:
u(x—l u(x—l
ett—z Vet —a)2 + b2

1
est continue sur [0,+oo[ et négligeable devant — en +oo donc intégrable sur [0, +ool
u
d’apres le critere de Riemann.
On a donc montré que |V z € C\]1, +oo[, Ly(2) est bien défini et prolonge la fonction Ly, |

De plus, si z° ¢]1,+ool alors z et —z ¢]1, +ool alors Ly(2), Ly(—2) et Ly (z?) existent et on peut

calculer Ly (2) + Ly (—2) al’aide du changement de variable affine u =2v:

1 ~ 2Z2 +00 (V/Z)(x_l dv _21_af+oo va—l
0

272 [too %
Ly(2)+Lg(—2) = — — du=
a(2) +La(=2) Gafo e2u — z2 Go Jo ev—z2 v

dv
el/ _Z2

s0it | Ly (2) + La(—2) = 217%Ly (2%) pour tout z € C tel que z° ¢]1, +ool |
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Bareme

e Exercice 1: Calcul différentiel - EVN

‘ Compétences ‘ NA‘MA‘ A ‘ Points ‘
1. (a) Nature d'une série /1
1. (b) @a Egalité entre les sommes de séries et récurrence forte /3
2. Nature de 2 séries (série alternée et/ou utilisation d'un DL) /3
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