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ompétences

6 compétences à développer en mathématiques :

Icône Traduction Contenu

Ca Calculer calculer, utiliser le langage symbolique : manipuler des expressions conte-
nant des symboles, organiser les différentes étapes d’un calcul complexe,
effectuer un calcul automatisable à la main où à l’aide d’un instrument (cal-
culatrice, logiciel...), contrôler les résultats

Ch Chercher s’engager dans une recherche, mettre en oeuvre des stratégies : découvrir
une problématique, l’analyser, la transformer ou la simplifier, expérimenter
sur des exemples, formuler des hypothèses, identifier des particularités ou
des analogies

Co Communiquer communiquer à l’écrit et à l’oral : comprendre les énoncés mathématiques
écrits par d’autres, rédiger une solution rigoureuse, présenter et défendre
un travail mathématique

M Modéliser modéliser : extraire un problème de son contexte pour le traduire en lan-
gage mathématique, comparer un modèle à la réalité, le valider, le critiquer

Ra Raisonner raisonner, argumenter : effectuer des inférences inductives et déductives,
conduire une démonstration, confirmer ou infirmer une conjecture

Re Représenter représenter : choisir le cadre (numérique, algébrique, géométrique ...) le
mieux adapté pour traiter un problème ou représenter un objet mathéma-
tique, passer d’un mode de représentation à un autre, changer de registre
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L’usage d’une calculatrice est interdit. Vous êtes invités à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même incom-

plète ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-

ront pour une part importante dans l’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris

en compte. Vous êtes invités à encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos raisonnements.

Exercice 1 :

1. (a) Pour p ∈N, montrer que la série de terme général un =
np

2n
converge.

(b) On pose alors, pour tout p ∈N : ap =
+∞
∑

n=0

np

2n

Montrer que, pour tout entier p : ap =
(

p

p −1

)

ap−1 +·· ·+
(

p

0

)

a0

En déduire que ap est un entier pour tout p ∈N.

2. Déterminer la nature des séries suivantes :
∑

n≥2

(−1)n

lnn
et

∑

n≥2

(−1)n

n + (−1)n
p

n

Exercice 2 : Convergence de séries par transformation d’Abel
On considère une suite de réels (an)n , une suite de complexes (bn)n et on note pour tout entier naturel

n : Sn =
n
∑

k=0

ak bk et Bn =
n
∑

k=0

bk .

1. En remarquant que, pour k ≥ 1,bk = Bk −Bk−1, démontrer que, pour tout entier naturel n non nul,

Sn =
n−1
∑

k=0

(ak −ak+1)Bk +anBn (transformation d’Abel).

2. On suppose que la suite (Bn)n est bornée et que la suite (an)n est décroissante de limite nulle.

(a) Démontrer que la série
∑

k≥0

(ak −ak+1) converge.

(b) En déduire que la série
∑

n≥0
anbn converge.

(c) En appliquant le résultat précédent au cas où bn = (−1)n , donner une démonstration du théo-
rème des séries alternées, après l’avoir énoncé.

Application à des exemples.

3. Dans cette question, θ est un réel différent de 2kπ (k ∈Z) et α ∈R.

(a) Calculer pour n entier naturel non nul,
n
∑

k=1

e i kθ

(b) Discuter en fonction du réel α la nature de la série
∑

n≥1

e i nθ

nα
.

4. Pour un réel x fixé, on considère la série
∑

n≥1
un(x) où pour n entier naturel non nul, un(x) =

sin(nx)
p

n
Démontrer que cette série converge pour tout x de R.

Exercice 3 : Soit n ∈N∗. Pour M ∈ E =Mn(R), on pose σ(M) = M+Tr(M)In .

1. Montrer que σ est un endomorphisme de E.

2. Pour M ∈E, calculer Tr(σ(M)).

3. Montrer que σ est un isomorphisme.
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4. Pour aller plus loin : déterminer l’application réciproque de σ.

5. On suppose ici n = 2. On considère la base B = (E11, E12, E21, E22) de M2(R) où, pour (i , j ) ∈ �1,2�2,
Ei j est la matrice dont les termes sont tous nuls sauf celui de la ligne i et de la colonne j qui vaut 1.

(a) Pour tout (i , j ) ∈ �1,2�2, exprimer σ(Ei j ) dans la base B.

(b) En déduire la matrice dans la base B de σ.

(c) Déterminer Det(σ), rg(σ) et Tr(σ).

Exercice 4 : Soit A =





0 1 0
0 0 1
−2 1 2



.

1. Calculer Det(A). Que peut-on en déduire sur A ?

2. (a) Déterminer le rang de A−2I3 où I3 désigne la matrice identité d’ordre 3.

(b) Vérifier que X1 =





1
2
4



 ∈Ker (A−2I3).

(c) En déduire une base de Ker (A−2I3).

3. Déterminer une base de Ker (A+ I3).

4. Vérifier qu’une base de Ker (A− I3) est



X3 =





1
1
1







.

5. Montrer que
3

⊕

k=1

Ker(A − λk I3) = M3,1(R) où λ1 = 2, λ2 = −1 et λ3 = 1 (on pourra identifier

M3,1(R) à R3).

6. Notons E un R-espace vectoriel de base B et u ∈L (E) tels que A = MB(u).

Notons C la base de E telle que PB,C =





1 1 1
2 −1 1
4 1 1



, notée P par la suite.

(a) Justifier que Det(P) est un déterminant de Vandermonde et en déduire sa valeur.

(b) Calculer alors la matrice D de u dans la base C .

(c) Que dire des matrices A et D ?

7. Montrer que pour tout n ∈N, An = PDnP−1.

8. Vérifier alors que An =





an bn cn

an+1 bn+1 cn+1

an+2 bn+2 cn+2



 où (an)n =
(

1+
(−1)n

3
−

2n

3

)

n

, (bn)n =
(

1

2
−

(−1)n

2

)

n

et

(cn)n =
(

−
1

2
+

(−1)n

6
+

2n

3

)

n

.

9. Posons F =
{

(un)n ∈R
N , ∀ n ∈N , un+3 = 2un+2 +un+1 −2un

}

et soit (vn)n ∈ F.

On pose également pour tout n ∈N , Xn =





vn

vn+1

vn+2



.

(a) Donner une égalité reliant Xn+1, Xn et A.

(b) Montrer que pour tout n ∈N, Xn = AnX0.

(c) En déduire vn en fonction de n.

(d) Montrer que F est un R-espace vectoriel.

(e) Montrer que la famille des suites S =
(

(1)n , ((−1)n)n , (2n)n

)

est une base de F et préciser
dim(F).

(f) Préciser la ou les suites (vn)n ∈ F telle(s) que v0 = 3, v1 =−2 et v2 = 6. Déterminer leurs coor-
données dans la base S .

Lycée Condorcet PC - PSI 2014 - 2015 DS 1



1DS

1 Correction
Exercice 1 :

1. (a) On peut chercher à utiliser le critère de d’Alembert. On sait que un > 0 pour n Ê 1 et
un+1

un
=

1

2

(

n +1

n

)p

tend vers
1

2
< 1 quand n tend vers +∞. On en déduit donc que

∑

un converge .

(b) Le premier terme de la somme
+∞
∑

n=0

np

2n
étant nul, on a : ap =

+∞
∑

n=0

(n +1)p

2n+1
=

+∞
∑

n=0

p
∑

k=0

(

p

k

)

nk

2n+1

Mais d’après 1.(a), les séries
∑ nk

2n+1
convergent ∀ k ∈N, on peut donc écrire :

ap =
1

2

(

p
∑

k=0

(

p

k

)

+∞
∑

n=0

nk

2n

)

=
1

2

(

p
∑

k=0

(

p

k

)

ak

)

soit ap =
p−1
∑

k=0

(

p

k

)

ak et on montre que ∀ p ∈N, ap est un entier par une récurrence forte :

• Initialisation : pour p = 0, a0 =
+∞
∑

n=0

1

2n
= 2 est bien entier.

• Hérédité : Soit un entier p fixé, supposons que pour tout entier k inférieur à p, ak est un

entier. La formule ap =
p−1
∑

k=0

(

p

k

)

ak nous permet de conclure qu’alors ap est entier.

Ainsi, par le principe de récurrence forte, le nombre ap est entier pour tout p ∈N .

2. La série
∑ (−1)n

lnn
vérifie le critère des séries alternées car la suite de terme un =

1

lnn
est décroissante (car la fonction x 7→ ln(x) est croissante) et tend vers 0. La série
∑ (−1)n

lnn
est donc convergente .

Pour la série
∑ (−1)n

n + (−1)n
p

n
, la vérification du critère spécial des séries alternées est moins im-

médiate et il est donc plus efficace de faire un développement limité du terme général de cette
série :

(−1)n

n + (−1)n
p

n
=

(−1)n

n
×

1

1+ (−1)n
p

n

=
(−1)n

n
×

(

1+O

(

1
p

n

))

=
(−1)n

n
+O

(

1

n3/2

)

Or
(−1)n

n
est le terme général de la série harmonique alternée qui converge et

O

(

1

n3/2

)

est le terme général d’une série convergente par le critère de Riemann. Donc

∑ (−1)n

n + (−1)n
p

n
est une série convergente .

Exercice 2 :

1. Pour n ∈N∗, Sn =
n
∑

k=0

ak bk = a0b0 +
n
∑

k=1

ak (Bk −Bk−1) = a0b0 +
n
∑

k=1

ak Bk −
n
∑

k=1

ak Bk−1.

En effectuant le changement d’indice j = k −1 dans la dernière somme, on obtient :

Sn = a0b0 +
n
∑

k=1

ak Bk −
n−1
∑

j=0
a j+1B j

= a0b0 +
n−1
∑

k=1
(ak −ak+1)Bk +anBn −a1B0

= a0b0 +
n−1
∑

k=0

(ak −ak+1)Bk − (a0 −a1)B0 +anBn −a1b0

Sn =
n−1
∑

k=0

(ak −ak+1)Bk +anBn car B0 = b0
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2
2. (a) D’après un théorème sur les séries téléscopiques, on sait que la suite (an)n et la sé-

rie
∑

k≥0

(ak −ak+1) sont de même nature. Or par hypothèse, la suite (an)n converge, donc

la série
∑

k≥0

(ak −ak+1) est aussi convergente .

(b) Vérifions que la suite (Sn)n des sommes partielles est convergente.

D’après la question précédente, pour tout entier n non nul, Sn =
n−1
∑

k=0
(ak −ak+1)Bk +anBn .

Le second terme anBn tend vers 0 comme produit d’une suite convergente vers 0 et d’une
suite bornée.
Le premier terme est une somme partielle de la série de terme général (ak −ak+1)Bk .
Notons M > 0 un majorant de la suite (|Bn |)n , alors pour tout k ∈N :

|(ak −ak+1)Bk | ≤ |ak −ak+1|M = (ak −ak+1)M car (ak )k est une suite décroissante.

Ainsi,
∑

(ak − ak+1)Bk est absolument convergente donc convergente et on en déduit que la

suite (Sn)n converge, ce qui montre que
∑

anbn converge .

(c) • Le critère des séries alternées affirme que si (ak )k est une suite décroissante de limite nulle,
alors

∑

k≥0
(−1)k ak est une série convergente.

• Pour le démontrer, on applique le résultat de la question précédente, avec bk = (−1)k . La

suite (Bn)n , définie par, pour tout entier n, Bn =
(

n
∑

k=0
(−1)k

)

est une suite bornée (ses termes

valent soit 0, soit 1). On est donc bien dans les conditions des deux questions précédentes,
ce qui nous permet d’affirmer que la série

∑

ak bk =
∑

(−1)k ak converge.

3. (a) La somme
n
∑

k=1
e i kθ correspond à la somme des termes d’une suite géométrique de raison

e iθ
, 1 car, par hypothèse, θ est différent de 2kπ avec k ∈Z. On a alors :

n
∑

k=1

e i kθ = e iθ1−e i nθ

1−e iθ

(b) • Lorsque α> 1 , par comparaison à une série de Riemann,

la série de terme général
e i nθ

nα
est absolument convergente donc convergente.

• Lorsque α≤ 0 , le module du terme général ne tend pas vers 0 donc

la série est grossièrement divergente .

• Pour α ∈ ]0,1] , on va montrer que la série est convergente par application du résultat de la
question 2b.

On considère la suite (an)n définie par a0 = 0 et pour tout n Ê 1, an =
1

nα
. C’est une suite

décroissante qui tend vers 0 et on définit de même la suite (bn)n par b0 = 0 et pour n Ê 1,
bn = e i nθ. D’après la question précédente, pour tout entier strictement positif n, on a

|Bn | =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

ekiθ

∣

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

e iθ1−e i nθ

1−e iθ

∣

∣

∣

∣

≤
2

∣

∣1−e iθ
∣

∣

d’après l’inégalité triangulaire. La suite (Bn)n est donc bornée et on peut appliquer le résul-

tat de la question 2.b pour affirmer que, si α ∈ ]0,1], la série
∑

nÊ1

e i nθ

nα
converge .

4. • Lorsque x , 2kπ avec k ∈ Z (x fixé), la question précédente assure la convergence de la série de

terme général
e i nx

p
n

et donc de la série
∑

Im

(

e i nx

p
n

)

=
∑ sin(nx)

p
n

.

• Lorsqu’il existe k ∈ Z tel que x = 2kπ, on a un(x) = 0, qui est bien le terme général d’une série
convergente.

Conclusion : la série
∑ sin(nx)

p
n

converge pour tout x ∈R .
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3Exercice 3 :

1. Pour M ∈Mn(R), sachant que Tr(M) ∈R, on a clairement que σ(M) ∈M2(R).

De plus, la trace étant une forme linéaire, on a , pour tous (M,N) ∈ E2 et λ ∈R :

σ(λM+N) = λM+N+Tr (λM+N)In = λM+λTr (M)In +N+Tr (N)In = λσ(M)+σ(N)

Par conséquent, σ est un endomorphisme de E .

2. Pour M ∈ E, on a, par linéarité de la trace, Tr(σ(M)) = Tr(M+Tr(M)In) = Tr(M)+Tr(M)Tr(In), donc
Tr(σ(M)) = (n +1)Tr(M) .

3. Sachant que σ est un endormorphisme en dimension finie, par le théorème du rang, il suffit de
montrer queσ est injectif pour montrer que c’est un isomorphisme. Soit M∈ Kerσ, alorsσ(M)= On ,
c’est à dire M =−Tr(M)In . D’après 2., le fait que σ(M) soit la matrice nulle implique que Tr(M) = 0
et donc M= On . Le noyau de σ est donc réduit à {On} et σ est un isomorphisme .

4. Soit N ∈ E. Le fait que σ soit un isomorphisme nous assure qu’il existe une unique matrice M telle
que σ(M)= N et déterminer l’application σ−1 revient à exprimer M en fonction de N. Or,

σ(M) = N ⇐⇒ M+Tr(M)In = N ⇐⇒ M = N−Tr (M)In

Mais on sait aussi que Tr(N) = Tr(σ(M)) = (n +1)Tr(M), on a donc : σ(M)= N ⇐⇒ M= N−
Tr(N)

n +1
In

et alors : pour tout N ∈E : σ−1(N) = N−
Tr(N)

n +1
In .

5. (a) Sachant que, pour (i , j ) ∈ �1,2�2 tels que i , j , Tr(Ei i ) = 1 et Tr(Ei j = 0, on a

σ(E11) = 2E11 +E22, σ(E12) = E12, σ(E21) = E21 et σ(E22) = E11 +2E22

(b) La matrice de σ dans la base B est donc :











2 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 2











.

(c) On a montré à la question 3. que σ est un isomorphisme. Donc rg(σ) = 4 , de plus Tr(σ) =

Tr











2 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 2











= 6 et enfin : Det(σ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0 1
0 1 0
1 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

2 1
1 2

∣

∣

∣

∣

= 3 (en développant

par rapport aux deuxièmes lignes dans les deux déterminants).

Exercice 4 :

1. En développant par ex. par rapport à la 1re colonne, Det(A) =−2

∣

∣

∣

∣

1 0
0 1

∣

∣

∣

∣

= −2 . Donc A est inversible

2. (a) A − 2I3 =





−2 1 0
0 −2 1
−2 1 0



 (L3 ←− L3 − L1) ∼
L





−2 1 0
0 −2 1
0 0 0



, matrice échelonnée par lignes de

rang 2. Donc rg(A−2I3) = 2

(b) On vérifie que (A−2I3)X1 = O31 donc X1 ∈ Ker(A−2I3)

(c) D’après le théorème du rang sur les matrices, dim(Ker(A−2I3)) = 3−rg(A−2I3) = 1. Or (X1) est
une famille libre (car X1 ,O31) de Ker(A−2I3) avec Card ((X1)) = 1 = dim(Ker(A−2I3)). Donc
(X1) est une base de Ker (A−2I3)

3. X =





x

y

z



 ∈Ker (A+ I3) ⇐⇒ (A+ I3)X = O31 ⇐⇒







x + y = 0
y + z = 0

−2x + y + 3z = 0 (L3 ←− L3 +2L1 −3L2)
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⇐⇒







x + y = 0
y + z = 0

0 = 0
⇐⇒

{

x = z

y = −z
⇐⇒ X =





z

−z

z



 = z





1
−1
1



 Donc X2 =





1
−1
1



 est une famille

génératrice de Ker(A+ I3). Comme X2 ,O31, (X2) est libre et est donc une base de Ker (A+ I3)

4. On procède de même que pour 2 ou 3.

5. Notons B0 la base canonique de M3,1(R) (ou de R3) et calculons

DetB0(X1,X2,X3) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
2 −1 1
4 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 6, 0 Donc (X1,X2,X3) est une base de M3,1(R).

Donc M3,1(R) =
3

⊕

k=1

Vect (Xk ) =
3

⊕

k=1

Ker (A−λk I3) (fractionnement d’une base).

6. (a) Det(P) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
2 −1 1
22 (−1)2 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= V(2,−1,1)= V(λ1,λ2,λ3) = (λ2 −λ1)(λ3 −λ1)(λ3 −λ2) = 6

(b) On peut calculer P−1 =
1

6





−2 0 2
2 −3 1
6 3 −3



 et appliquer la formule de changement de base D = P−1AP

On peut aussi remarquer P = MB(C ) =
(

X1 X2 X3
)

. En posant x1, x2, x3 ∈ E tels que

MB(xk ) = Xk , on a donc C = (x1, x2, x3) . Comme u(xk ) = λk xk (car AXk = λk Xk ), on a donc

D = MC (u) =





λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3



=





2 0 0
0 −1 0
0 0 1





(c) Les matrices A et D sont les matrices du même endomorphisme dans 2 bases différentes :
elles sont donc semblables

7. Montrons pour tout n ∈N la propriété P (n) : An = PDnP−1 par récurrence.

P (0) est vraie A0 = I3 = PD0P−1. Soit n ∈N tel que P (n) soit vraie :

An+1 = An A = PDnP−1.PDP−1 = PDn+1P−1 : donc P (n +1) est vraie.

D’après le principe de récurrence, P (n) est vraie pour tout n ∈N.

8. D est une matrice diagonale donc Dn =





2n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 1



. On en déduit les coefficients de An donnés.

9. (a) Xn+1 = AXn

(b) Par récurrence.

(c) On obtient alors d’après 9.(b) et en identifiant le 1er coefficient dans l’égalité Xn = AnX0,
∀ n ∈N , vn = an v0 +bn v1 +cn v2

(d) Toute suite de F est une combinaison linéaire des suites (an)n , (bn)n et (cn)n : donc

F = Vect ((an)n , (bn)n , (cn)n) et F est un sous-espace vectoriel de RN, donc un R-espace vectoriel

On peut également montrer que F est non vide et stable par combinaison linéaire.

(e) D’après l’expression des suites (an)n , (bn)n et (cn)n , toute suite de F est combinaison linéaire
des suites de S . Donc S est génératrice de F

On montre alors que S est libre : soit x, y, z ∈R tels que x(1)n + y
(

(−1)n
)

n +z
(

2n
)

n = (0)n ⇐⇒

∀ n ∈N , x + y(−1)n + z2n = 0 =⇒







x + y + z = 0 (n = 0)
x − y + 2z = 0 (n = 1)
x + y + 4z = 0 (n = 2)

⇐⇒ . . . ⇐⇒ x = y = z = 0

Donc S est libre : S est une base de F et dim(F) = Card (S ) = 3

(f) D’après 9.(c), on a pour tout n ∈N, vn = 3an −2bn +6cn =−4+3(−1)n +2n .

Il existe donc une unique suite de F telles que v0 = 3, v1 = −2 et v2 = 6

de coordonnées (−4,3,1) dans la base S
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1 Barème
Exercice 1 : Séries numériques

Compétences NA MA A Points

1. (a) Nature d’une série /1

1. (b) Ca Egalité entre les sommes de séries et récurrence forte /3

2. Nature de 2 séries (série alternée et/ou utilisation d’un DL) /3

Exercice 2 : Séries numériques
Compétences NA MA A Points

1. Ca Calcul sur les sommes partielles /1

2. (a) Série télescopique /1
2. (b) Convergence d’une série /1
2. (c) Critère des séries alternées et démonstration /1.5

3. (a) Ca Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique /1

3. (b) Ra Ch Nature de séries /4

3. (c) Partie imaginaire d’une série complexe convergente /2

Exercice 3 : Endomorphisme de matrices
Compétences NA MA A Points

1. Endomorphisme de Mn(R) /1.5
2. Trace /0.5
3. Isomorphisme /1.5
4. Application réciproque /2
5. (a) Image de la base canonique de M2(R) /1
5. (b) Matrice dans une base /1
5. (c) Déterminant, rang et trace /1.5

Exercice 4 : Algèbre linéaire
Compétences NA MA A Points

1. Ca Déterminant et conséquence du fait qu’il soit non nul /1

2. (a) Rang d’une matrice /0.5
2. (b) Noyau d’une matrice /0.5

2. (c) Ra Th. du rang sur les matrices et base du noyau /1

3. Ca Base du noyau d’une matrice /1.5

4. Noyau d’une matrice /0.5

5. Ra Somme directe de 3 sous-espaces vectoriels /2

6. (a) Ca Déterminant de Vandermonde /0.5

6. (b) Ca Changement de base pour un endomorphisme /1

6. (c) Matrices semblables /0.5
7. Récurrence sur les puissances d’une matrice /1.5

8. Ca Calcul de l’inverse d’une matrice, puissance d’une matrice diagonale et produit
matriciel

/2

9. (a) Traduction matricielle d’une relation sur une suite récurrente linéaire /1
9. (b) Récurrence /1
9. (c) Produit matriciel /1
9. (d) Sous-espace vectoriel de RN /1

9. (e) Ra Base d’un sous-espace vectoriel de suites /2

9. (f) Coordonnées dans une base /2
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L’usage d’une calculatrice est interdit. Vous êtes invités à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même incom-

plète ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-

ront pour une part importante dans l’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris

en compte. Vous êtes invités à encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos raisonnements.

Exercice 1 : La série
∑ (−1)k+1

k
.

Pour n ∈N∗, on note σn =
n
∑

k=1

1

k
.

1. Soit wk = ln

(

k +1

k

)

−
1

k +1
pour k ∈N, k , 0.

(a) Montrer que la série
∑

k≥1

wk est convergente.

(b) En déduire que la suite de terme général σn − ln(n) admet une limite finie lorsque n tend vers
+∞, que l’on notera γ (on ne demande pas de la calculer : c’est la constante γ d’Euler).

2. Pour n ∈N∗, on pose τn =
n
∑

k=1

(−1)k+1

k
. Exprimer τ2n en fonction de σ2n et σn .

3. Montrer en utilisant les questions précédentes que la série
∑

k≥1

(−1)k+1

k
est convergente et détermi-

ner sa somme
∞
∑

k=1

(−1)k+1

k
.

Exercice 2 : Soit P un plan affine euclidien muni d’un repère orthonormé (O;~ı ,~).

Soit Γ la courbe paramétrée par :

{

x(t ) = cos(t )
y(t ) = sin(3t )

, dont les points sont notés M(t ).

1. Préciser les domaines de définition de x et y , expliquer pourquoi on peut réduire l’intervalle

d’étude à
[

0,
π

2

]

et donner les conséquences géométriques sur la courbe Γ.

2. Dresser un tableau de variation pour x et y .

3. Déterminer les tangentes particulières à Γ.

4. D’après le tableau de variation de la question 2, donner le nombre de points d’intersection de la

courbe avec les axes du repère pour t ∈
[

0,
π

2

]

, déterminer leurs coordonnées et les équations des

tangentes à Γ en ces points.

5. Représenter Γ.

Exercice 3 : Soit un entier n Ê 2 et A,B ∈Mn(R). On propose de montrer que AB et BA ont les mêmes
valeurs propres avec le même ordre de multiplicité.

1. (a) Montrer que 0 est valeur propre de AB si et seulement si Det(AB) = 0.

(b) Montrer que 0 ∈ Sp(AB) ⇐⇒ 0 ∈ Sp(BA).

2. Soit λ une valeur propre réelle non nulle de AB, X ∈Mn,1(R) un vecteur propre de AB associé à cette
valeur propre λ.

(a) Montrer que les vecteurs ABX et BX sont non nuls.

(b) Montrer que le vecteur BX est vecteur propre pour la matrice BA.

3. Montrer que AB et BA ont les mêmes valeurs propres réelles.

4. On suppose que A est inversible.
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(a) En factorisant de 2 façons différentes la matrice xA − ABA, montrer que pour tout réel ou
complexe x, on a : Det(xIn −AB) = Det(xIn −BA).

(b) En déduire que AB et BA ont les mêmes valeurs propres réelles ou complexes, avec le même
ordre de multiplicité.

5. Soient les 2 matrices C et D définies par blocs par C =
(

A xIn

In On

)

et D=
(

−B xIn

In −A

)

.

À l’aide des produits CD et DC, montrer que le résultat précédent reste vrai lorsque A n’est pas
inversible.

Exercice 4 : Dans tout l’exercice, on note, pour I et J deux intervalles,Cb(I, J) l’ensemble des fonctions
continues et bornées sur I à valeurs dans J et pour g ∈Cb(I, J), on note ||g ||∞ = sup

x∈I
|g (x)|.

On fixera f ∈C (R+,R) et ω ∈Cb(R+,R∗
+) et on notera Ω : x 7→Ω(x) la primitive de ω qui s’annule en 0 et

Fω : x 7→ Fω(x) la primitive de f ω qui s’annule en 0.

1. L’opérateur de moyenne

Pour x ∈R∗
+, on pose ϕω(x) =

1
∫x

0 ω(t )dt

∫x

0
f (t )ω(t )dt :=

Fω(x)

Ω(x)

(a) Montrer que cette formule définit une fonction ϕω continue sur R∗
+ et que lim

x→0
ϕω(x) = f (0).

En déduire que ϕω se prolonge continûment à R+. On notera encore ϕω ce prolongement.
On note Aω l’application qui à f fait correspondre ϕω.

(b) Montrer que Aω définit un endomorphisme deC (R+,R).
Est-ce également un endomorphisme deCb(R+,R) ?

(c) Démontrer que Aω est injectif.
On dit que λ est valeur propre de Aω surCb(R+,R) s’il existe u ∈Cb(R+,R), non identiquement
nulle et telle que Aω(u)= λu. La fonction u est alors un vecteur propre de Aω associé à la valeur
propre λ.

(d) Montrer que la restriction à R∗
+ d’un vecteur propre u de Aω satisfait l’équation différentielle

suivante : λΩ(x)u′(x) = (1−λ)ω(x)u(x).

(e) Résoudre cette équation différentielle sur R∗
+ et montrer que sa solution ne peut se prolonger

par continuité en 0 que si λ ∈]0,1].

(f) Dans le cas où Ω est bornée sur R+, déterminer l’ensemble des valeurs propres de Aω et les
sous-espaces propres associés (on pourra distinguer le cas λ= 1).

2. Le cas périodique
On suppose désormais que ω est τ-périodique et que f est T-périodique, où τ et T sont des réels
strictement positifs tels que τ/T ∈Q.

(a) Montrer que lim
x→+∞

∫x

0
ω(t )dt =+∞.

(b) Montrer que ω admet un maximum et un minimum strictement positifs.

(c) Déterminer θ> 0 tel que, pour tout x, ω(x +θ) =ω(x) et f (x +θ) = f (x).
Pour x ∈R, on note ⌊x⌋ la partie entière de x et pour θ> 0, on pose ⌊x⌋θ = θ⌊x/θ⌋.

(d) Représenter graphiquement la fonction ⌊·⌋θ sur [−2θ,3θ].

(e) Montrer que Aω( f )(⌊x⌋θ) = f (0) si x ∈ [0,θ[ et que, pour k ∈N, k , 0 et x ∈ [kθ, (k +1)θ[ :

Aω( f )(⌊x⌋θ) = Aω( f )(θ)

(f) Montrer que

∣

∣

∣

∣

∫x

⌊x⌋θ
f (t )ω(t )dt

∣

∣

∣

∣

É θ|| f ||∞||ω||∞

(g) Démontrer que, pour x > 0 :

∣

∣(Aω( f )−Aω( f )◦⌊·⌋θ)(x)
∣

∣É
θ|| f ||∞||w ||∞

x minω

(

||ω||∞
minω

+1

)

(h) En déduire que Aω( f ) possède une limite en +∞ et en donner une expression.
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2 Correction
Exercice 1 :

1. (a) On a

wk = ln

(

1+
1

k

)

−
1

k +1
=

1

k
+O

(

1

k2

)

1

2(k +1)2 =
1

k(k +1)
+O

(

1

k2

)

et c’est donc le terme général d’une série absolument convergente.

(b) Soit vn =σn − ln(n) ; on a vn −vn+1 = wn . Or, la série
∑

(vn −vn+1) et la suite (vn)n ont même

nature et donc (vn)n est une suite convergente.

2. En regroupant les termes d’indices pairs et ceux d’indices impairs, on a

τ2n =−
n
∑

k=1

1

2k
+

n
∑

k=1

1

2k −1

σ2n =
n
∑

k=1

1

2k
+

n
∑

k=1

1

2k −1

En faisant la différence, on obtient τ2n =σ2n −σn

3. Notons γ la limite de (σn − ln(n))n = (vn)n . On a :

v2n −vn =σ2n −σn − ln(2) = τ2n − ln(2)

Cette quantité étant de limite γ − γ = 0, on a donc τ2n → ln(2). Par ailleurs τ2n+1 − τ2n =
1

2n +1
et donc τ2n+1 → ln(2). Finalement, la suite τ est convergente de limite ln(2) ou encore

+∞
∑

k=1

(−1)k+1

k
= ln(2)

Exercice 2 :

1. x et y sont définies sur R , elles sont 2π-périodiques donc on peut réduire l’intervalle d’étude à
[−π,π], de plus x est paire et y est impaire donc on peut les étudier sur [0,π] et appliquer une
symétrie par rapport à l’axe des abscisses pour retrouver la courbe entière. Enfin, on remarque que

x(π−t ) =−x(t ) et y(π−t ) = y(t ), ainsi, si l’on connaît les points M(t ), avec t ∈
[

0,
π

2

]

, on retrouve les

points correspondant à l’intervalle
[π

2
,π

]

grâce à une symétrie par rapport à l’axe des ordonnées.

Donc l’intervalle optimal d’étude est
[

0,
π

2

]

.

2. x′(t ) =−sin(t ) et y ′(t ) = 3 cos(3t )

La fonction x′ s’annule sur
[

0,
π

2

]

pour t = 0 et y ′ s’annule sur cet intervalle pour t =
π

6
et t =

π

2
. À

l’aide d’un tableau de signe laissé à votre soin, on en déduit le tableau de variation suivant :

t

x(t )

y(t )

0
π

6

π

2

11 p
3

2

p
3

2

00

00

11

−1−1
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3. La fonction y ′ s’annulant deux fois sur l’intervalle
[

0,
π

2

]

, la courbe Γ présente deux points avec une

tangente horizontale : M
(π

6

)

=
(p

3

2
,1

)

et M
(π

2

)

= (0,−1). De plus, la tangente au point M (0) = (1,0)

est verticale.

4. La fonction x ne change pas de signe sur
[

0,
π

2

]

, le point M
(π

2

)

= (0,−1) est donc le seul point de

concours entre Γ et l’axe des ordonnées. L’équation de la tangente en ce point est y =−1 d’après
la question précédente. L’axe des abscisses coupe deux fois Γ : en M (0) = (1,0) qui admet une

tangente d’équation x = 1 et pour un t0 ∈
[π

6
,
π

2

]

qui est tel que sin(3t0) = 0, soit t0 =
π

3
et alors

M
(π

3

)

=
(

1

2
,0

)

. La tangente à Γ en ce point a pour coefficient directeur
y ′ (π

3

)

x′ (π
3

) =
−3

−
p

3/2
= 2

p
3 et

donc son équation est de la forme y = 2
p

3x+α, en remplaçant (x, y) par

(

1

2
,0

)

, on trouve α=−
p

3.

L’équation de la tangente au point M
(π

3

)

=
(

1

2
,0

)

est donc y = 2
p

3x −
p

3 .

5.

Exercice 3 :

1. (a) 0 ∈ Sp(AB) ⇐⇒ Ker (AB), {0Mn,1(K)} ⇐⇒ AB ∉GLn(K) ⇐⇒ Det(AB) = 0

(b) Comme Det(AB) = Det(BA), on a, d’après la question précédente :

0 ∈ Sp(AB) ⇐⇒ Det(AB) = 0 ⇐⇒ Det(BA) = 0 ⇐⇒ 0 ∈ Sp(BA)

2. (a) X étant un vecteur propre de AB associé à la valeur propre λ, X est non nul et ABX = λX , 0 car
λ est supposé non nul. De plus, le fait que ABX , 0 entraîne que BX , 0 .

(b) En multipliant à gauche l’égalité ABX = λX par B, on obtient BA(BX) = λBX et comme BX , 0,
c’est un vecteur propre de BA associé à la valeur propre λ.

3. On a vu à la question 1. que 0 ∈ Sp(AB) ⇐⇒ 0 ∈ Sp(BA). De plus, d’après la question 2, si un réel λ
non nul est valeur propre de AB alors il est aussi valeur propre de BA. Les matrices A et B jouant des
rôles symétriques, on en déduit que, pour λ ∈ R∗ : λ ∈ Sp(AB) ⇐⇒ λ ∈ Sp(BA). Par conséquent :
SpR(AB) = SpR(BA) .

4. (a) Pour tout x ∈ C, on a : (xIn − AB)A = xA − ABA = A(xIn − BA) et donc Det((xIn − AB)A) =
Det(A(xIn −BA)) soit Det(xIn −AB)Det(A) = Det(A)Det(xIn −BA) et en divisant par Det(A), 0,
on obtient : Det(xIn −BA) = Det(xIn −AB) .

(b) La question précédente nous permet d’affirmer que AB et BA ont même polynôme caracté-
ristique et donc qu’elles ont les mêmes valeurs propres avec le même ordre de multiplicité.

5. On a : CD =
(

xIn −AB On

−B xIn

)

et DC =
(

xIn −BA −xB
On xIn

)

et donc, en passant au déterminant, on ob-

tient, pour tout x ∈C : xnχAB = xnχBA soit, par unicité des coefficients d’un polynôme : χAB = χBA et
on conclut comme à la question précédente.
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Exercice 4 :

1. (a) Pour x Ê 0, on note Ω(x) =
∫x

0
ω(t )dt et Fω(x) =

∫x

0
f (t )ω(t )dt les primitives de ω et de f ω

qui s’annulent en 0. Ce sont des fonctions de classe C 1 sur R+. Par définition, on a donc

ϕω(x) =
Fω(x)

Ω(x)
. De plus, comme ω est à valeurs dans R∗

+, la fonction Ω est strictement crois-

sante. Sachant que Ω(0) = 0, on en déduit que Ω est strictement positive sur R
∗
+. Le quo-

tient ϕω(x) =
Fω(x)

Ω(x)
définit donc une fonction continue sur R∗

+ comme quotient de fonctions

continues, le dénominateur ne s’annulant pas. En outre, pour x , 0,

ϕω(x) =
Fω(x)

x
×

x

Ω(x)

donc lim
x→0

ϕω(x) existe et vaut
F′
ω(0)

Ω′(0)
, soit lim

x→0
ϕω(x) = f (0)

Ainsi, on peut affirmer que la fonction ϕω est continue sur R∗
+ et se prolonge continûment à R+.

(b) L’application Aω associe à une fonction f deC (R+,R) la fonctionϕω correspondante. D’après
la question 1.a, ϕω est aussi dans C (R+,R). De plus, Aω est linéaire, grâce à la linéarité de

l’intégrale, de sorte que l’application Aω est un endomorphisme deC (R+,R).

Si f est une fonction de Cb(R+,R) alors || f ||∞ = sup
R+

| f (x)| est bien définie et pour tout x > 0,

comme Ω(x) > 0, on a :

|ϕω(x)| =
∣

∣

∣

∣

1

Ω(x)

∫x

0
f (t )ω(t )dt

∣

∣

∣

∣

=
1

Ω(x)

∣

∣

∣

∣

∫x

0
f (t )ω(t )dt

∣

∣

∣

∣

É
1

Ω(x)

∫x

0

∣

∣ f (t )
∣

∣ω(t )dt

É
1

Ω(x)

∫x

0
|| f ||∞ω(t )dt

=
1

Ω(x)
|| f ||∞

∣

∣

∣

∣

∫x

0
ω(t )dt

∣

∣

∣

∣

|ϕω(x)| É || f ||∞

Cette inégalité est aussi vérifiée si x = 0. On a donc montré que ϕω est aussi bornée et que

l’application Aω est un endomorphisme deCb(R+,R).

(c) Pour montrer que l’endomorphisme Aω est injectif, il suffit de montrer que son noyau est
réduit à {0}. Soit f un élément de Ker Aω. Alors Aω( f ) =ϕω = 0, ce qui entraîne que

f (0) = lim
x→0

ϕω(x) = 0 et ∀x ∈R∗
+

∫x

0
f (t )ω(t )dt = 0

Par continuité de f ω, la fonction x 7−→
∫x

0
f (t )ω(t )dt est dérivable sur R∗

+. En dérivant la der-

nière égalité, on obtient donc

∀x ∈R∗ f (x)ω(x) = 0

Puisque ω est à valeurs dans R∗
+, on en déduit que f (x) = 0 pour tout x , 0 et comme f (0) = 0,

f est la fonction nulle. Ainsi l’endomorphisme Aω est injectif.
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(d) Soient λ une valeur propre de Aω et u un vecteur propre associé. La fonction u est donc conti-
nue, bornée et non identiquement nulle sur R+. De plus, elle vérifie la relation suivante, pour
tout x ∈R∗

+ :

λu(x) = Aω(u)(x) =
1

Ω(x)

∫x

0
u(t )ω(t )dt

Par continuité de u et ω, la fonction x 7−→
1

Ω(x)

∫x

0
u(t )ω(t )dt est dérivable. Multiplions l’éga-

lité Aω(u)(x) = λu(x) par Ω(x), on obtient alors
∫x

0
u(t )ω(t )dt = λu(x)Ω(x)

Dérivons ensuite cette relation pour obtenir

∀x ∈R∗
+ u(x)ω(x) = λu′(x)Ω(x)+λu(x)ω(x)

L’équation différentielle satisfaite par la restriction à R∗
+ d’un vecteur propre u pour la valeur

λ de Aω est λΩ(x)u′(x) = (1−λ)ω(x)u(x) .

(e) L’endomorphisme Aω étant injectif, ses valeurs propres sont non nulles, on peut donc sup-
poser λ , 0 et, comme Ω ne s’annule pas sur R∗

+, l’équation différentielle (E) satisfaite par un
vecteur propre u de Aω sur R∗

+ peut se mettre sous la forme

u′(x) =
1−λ

λ

ω(x)

Ω(x)
u(x)

C’est une équation différentielle linéaire homogène du premier ordre. De plus, une primitive

de x 7−→
ω(x)

Ω(x)
est donnée par x 7−→ ln |Ω(x)| = lnΩ(x) car Ω(x) > 0 sur R∗

+ d’après le raison-

nement fait à la question 1.a. Toutes les solutions de l’équation différentielle sont donc de la
forme, pour x > 0 :

u(x) = C exp

(

1−λ

λ
lnΩ(x)

)

= C Ω(x)
(1−λ)
λ

avec C ∈ R. Or Ω(0) = 0 donc l’expression Ω(x)
(1−λ)
λ admet une limite finie en 0 si et seule-

ment si
(1−λ)

λ
Ê 0, c’est-à-dire si et seulement si λ ∈]0;1]. Donc une solution (non nulle) de

l’équation différentielle (E) sur R∗
+ ne se prolonge par continuité en 0 que si λ ∈]0;1].

(f) D’après la question précédente, un vecteur propre u de Aω pour la valeur propre λ vérifie,

pour x > 0 : u(x) = C Ω(x)
(1−λ)
λ avec C ∈R. De plus, on doit pouvoir prolonger u par continuité

en 0. Par conséquent, d’après le résultat de la question précédente, les valeurs propres de Aω

se trouvent dans l’intervalle ]0;1].

• Dans le cas particulier où λ= 1 la fonction u est une fonction constante non nulle et, réci-
proquement, toutes les fonctions constantes non nulles sont vecteurs propres pour la va-
leur propre 1. On peut alors affirmer que le réel 1 est valeur propre de Aω et le sous-espace
propre associé est l’ensemble des fonctions constantes.

• Pour λ ∈]0;1[, les fonctions de la forme u(x) = C Ω(x)
(1−λ)
λ si x Ê 0 avec C ∈R sont continues

sur R+ (en particulier u(0)= 0) et bornées sur R+, car par hypothèse Ω est bornée sur R+.
Il reste à vérifier qu’une fonction u ainsi définie vérifie bien la relation Aω(u) = λu

Par construction de u, on a clairement, pour tout t ∈R+

ω(t )u(t ) = λ(Ω(t )u′(t )+ω(t )u(t )) = λ(Ωu)′(t )

et en intégrant cette égalité entre 0 et x, avec x > 0, on obtient, puisque Ω(0)= 0 :
∫x

0
ω(t )u(t )dt = λΩ(x)u(x)
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En divisant les deux membres par Ω(x), 0, on retrouve que

∀x , 0 Aω(u)(x) = λu(x)

et cette égalité est aussi vraie pour x = 0 (puisque u(0) = 0).
On peut donc conclure que tous les réels λ de ]0;1[ sont valeurs propres de Aω de sous-
espace propre associé

Eλ(Aω) =
{

x ∈R+ 7−→ C (Ω(x))
(1−λ)
λ avec C ∈R

}

2. (a) Soit ⌊·⌋ : R→Z l’application partie entière. Alors, par la relation de Chasles, pour x > 0 fixé, on
peut écrire :

∫x

0
ω(t )dt =

∫τ⌊ x
τ ⌋

0
ω(t )dt +

∫x

τ⌊ x
τ ⌋
ω(t )dt

De plus, comme ⌊x/τ⌋ É x/τ, on a τ⌊x/τ⌋ É x et puisque ω est positive cela entraîne

∫x

0
ω(t )dt Ê

∫τ⌊ x
τ ⌋

0
ω(t )dt

Enfin, le fait que ω soit τ-périodique implique que
∫τ⌊ x

τ ⌋

0
ω(t )dt = ⌊x/τ⌋

∫τ

0
ω(t )dt

On obtient donc
∫x

0
ω(t )dt Ê ⌊x/τ⌋

∫τ

0
ω(t )dt .

Puisque lim
x→+∞

⌊x/τ⌋ =+∞ et
∫τ

0
ω(t )dt > 0 on en déduit que lim

x→+∞

∫x

0
ω(t )dt =+∞

(b) Comme ω est une fonction τ-périodique, on peut se contenter de l’étudier sur l’intervalle
[0,τ]. Étant continue sur ce segment, elle atteint son maximum et son minimum et, comme
elle prend ses valeurs dans R∗

+, on sait qu’ils sont strictement positifs. On peut par conséquent
conclure que la fonction ω admet un maximum et un minimum strictement positifs.

(c)
τ

T
étant rationnel, il existe des entiers strictement positifs p et q tels que

τ

T
=

p

q
Alors, si l’on

pose θ= qτ= pT le réel θ est strictement positif et vérifie

∀x ∈R+, ω(x +θ) =ω(x) et f (x +θ) = f (x)

(d) Soit k ∈Z, pour x ∈ [kθ, (k +1)θ[, on a
x

θ
∈ [k,k +1[, de sorte que ⌊x/θ⌋ = k et donc ⌊x⌋θ = kθ.

Dans la figure suivante, la fonction ⌊·⌋θ est représentée sur [−2θ,3θ] avec θ comme unité des
axes.

0−2θ 2θ 3θ−θ θ

2θ

3θ

−2θ

−θ

θ

x

Eθ(x)
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(e) Soient k un entier non nul et x ∈ [kθ, (k +1)θ[. Alors ⌊x⌋θ = kθ. De plus, d’après la question
2.c, pour tout réel positif x, on a ω(x +θ) =ω(x). Ainsi, pour tout x ∈ [kθ, (k +1)θ[, on a

Ω(⌊x⌋θ) =
∫⌊x⌋θ

0
ω(t )dt =

∫kθ

0
ω(t )dt =

k−1
∑

i=0

∫(i+1)θ

iθ
ω(t )dt = k

∫θ

0
ω(t )dt = kΩ(θ)

De même, puisque f ω est θ-périodique
∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt = k

∫θ

0
f (t )ω(t )dt

On en déduit que

Aω( f )(⌊x⌋θ) = ϕω(⌊x⌋θ)

=
1

Ω(⌊x⌋θ)

∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt

=
1

kΩ(x)
k

∫θ

0
f (t )ω(t )dt

Aω( f )(⌊x⌋θ) =
1

Ω(x)

∫θ

0
f (t )ω(t )dt

soit ∀x ∉ [0,θ[ Aω( f )(⌊x⌋θ) = Aω( f )(θ)

Pour x ∈ [0,θ[, ⌊x⌋θ = θ⌊0⌋θ = 0 et donc Aω( f )◦⌊x⌋θ = Aω( f )(0) =ϕω(0)

soit ∀x ∈ [0,θ[ Aω( f )(⌊x⌋θ) = f (0) d’après la question 1.a.

(f) Pour x ∈R+ fixé, par définition de la fonction partie entière, on a 0 É
x

θ
−⌊x/θ⌋ < 1.

En multipliant ces inégalités par θ> 0, on obtient 0 É x −⌊x⌋θ < θ.

De plus, f et ω étant continues et périodiques sur R+, elles sont bornées et l’inégalité triangu-

laire implique :

∣

∣

∣

∣

∫x

⌊x⌋θ
f (t )ω(t )dt

∣

∣

∣

∣

É
∫x

⌊x⌋θ
|| f ||∞||ω||∞dt = || f ||∞||ω||∞(x −⌊x⌋θ)

On a donc montré que ∀x ∈R+

∣

∣

∣

∣

∫x

⌊x⌋θ
f (t )ω(t )dt

∣

∣

∣

∣

É θ|| f ||∞||ω||∞

(g) Fixons x ∈R∗
+, et posons δ(x) =

∣

∣(Aω( f )−Aω( f )◦⌊·⌋θ)(x)
∣

∣. Cette quantité vérifie alors

δ(x) =
∣

∣ϕω(x)−ϕω(⌊x⌋θ)
∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

1

Ω(x)

∫x

0
f (t )ω(t )dt −

1

Ω (⌊x⌋θ)

∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

1

Ω(x)

(∫x

0
f (t )ω(t )dt −

∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt

)

+
(

1

Ω(x)
−

1

Ω(⌊x⌋θ)

)∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt

∣

∣

∣

∣

δ(x) =
∣

∣

∣

∣

1

Ω(x)

(∫x

0
f (t )ω(t )dt −

∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt

)∣

∣

∣

∣

+
∣

∣

∣

∣

(

1

Ω(x)
−

1

Ω(⌊x⌋θ)

)∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt

∣

∣

∣

∣

Commençons par nous intéresser au premier terme de cette somme :

1

Ω(x)

(∫x

0
f (t )ω(t )dt −

∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt

)

D’après la question 8, ω admet un minimum strictement positif. Par conséquent, puisque

x > 0 : Ω(x) =
∫x

0
ω(t )dt Ê x minω (1)
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Par la relation de Chasles, réduisons la différence des deux intégrales :

∫x

0
f (t )ω(t )dt −

∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt =

∫x

⌊x⌋θ
f (t )ω(t )dt

Appliquons pour finir le résultat de la question 2.f pour obtenir la majoration suivante :

∣

∣

∣

∣

1

Ω(x)

(∫x

0
f (t )ω(t )dt −

∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt

)∣

∣

∣

∣

É
θ|| f ||∞||ω||∞

x minω

En ce qui concerne la deuxième partie de la somme, on peut écrire

(

1

Ω(x)
−

1

Ω(⌊x⌋θ)

)∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt =

Ω(⌊x⌋θ)−Ω(x)

Ω(x)Ω(⌊x⌋θ)

∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt

De plus, les réels x, ⌊x⌋θ et minω sont strictement positifs. Grâce à (1), on a donc

Ω(x)Ω(⌊x⌋θ) =
∫x

0
ω(t )dt

∫⌊x⌋θ

0
ω(t )dt Ê x⌊x⌋θ(minω)2

Enfin, grâce au même raisonnement que celui de la question 2.f, on a

|Ω(⌊x⌋θ)−Ω(x)| =
∣

∣

∣

∣

∫x

⌊x⌋θ
ω(t )dt

∣

∣

∣

∣

≤ θ||ω||∞

ce qui implique

∣

∣

∣

∣

(

1

Ω(x)
−

1

Ω(⌊x⌋θ)

)∫⌊x⌋θ

0
f (t )ω(t )dt

∣

∣

∣

∣

É
θ||ω||∞×⌊x⌋θ|| f ||∞||ω||∞

x⌊x⌋θ(min w)2
=

θ|| f ||∞||ω||2∞
x(min w)2

En sommant les deux majorations obtenues et en factorisant le quotient, on obtient l’inégalité

recherchée :
∣

∣(Aω( f )−Aω( f )◦⌊·⌋θ)(x)
∣

∣É
θ|| f ||∞||w ||∞

x minω

(

||ω||∞
minω

+1

)

(h) Puisque lim
x→+∞

θ|| f ||∞||w ||∞
x minω

( ||ω||∞
minω

+1

)

= 0

le résultat de la question 2.g implique lim
x→+∞

∣

∣(Aω( f )−Aω( f )◦⌊·⌋θ)(x)
∣

∣= 0

D’après la question 2.e, pour x > θ, Aω( f )(⌊x⌋θ) = Aω( f )(θ).

Ainsi, lim
x→+∞

Aω( f )(x) = Aω( f )(θ)
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2 Barème
Exercice 1 : Séries numériques

Compétences NA MA A Points

1. (a) Ch Ca Développement limité et critère de Riemann /2
1. (b) Série téléscopique /1

2. Ca Calculs sur les sommes finies /2

3. Ch Limites des suites extraites d’indice pairs et impairs /2

Exercice 2 :
Courbe paramétrée

Compétences NA MA A Points

1. Ra Domaines de définition, réduction de l’intervalle d’étude d’une courbe paramé-
trée

/3

2. Ca Variation d’une fonction /3

3. Tangentes particulières /1,5

4. Ca Tangentes à une courbe paramétrée avec résolution d’équation /3

5. Re Tracé /2

Exercice 3 :
Eléments propres

Compétences NA MA A Points

1. (a) Valeur propre nulle d’une matrice /1
1. (b) Déterminant d’un produit /0.5
2. (a) Vecteur propre /1
2. (b) Vecteur propre /0.5
3. Égalité de spectre /1
4. (a) Factorisation matricielle et déterminant /1.5
4. (b) Polynôme caractéristique, valeur propre et ordre de multiplicité /1

5. Ca Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs /1.5

Exercice 4 : Intégration et réduction
Compétences NA MA A Points

1. (a) Ca Continuité d’une fonction, taux d’accroissement, prolongement /3

1. (b) Ra Endomorphisme, majoration d’intégrales /3

1. (c) Ch Injectivité /2

1. (d) Ca Vecteur propre, calculs sur des expressions /3

1. (e) Ca Équation différentielle linéaire d’ordre 1, limite en 0 /3

1. (f) Co Sous-espaces propres /3

2. (a) Ch Ca Relation de Chasles, majorations, intégrale d’une fonction périodique /2

2. (b) Bornes d’une fonction continue sur un segment /2
2. (c) Écriture d’un rationnel /1

2. (d) Re Fonction partie entière /1

2. (e) Ca Relation de Chasles, partie entière, intégrale d’une fonction périodique /3

2. (f) Ca Fonction partie entière, inégalité triangulaire /1

2. (g) Ch Ca Relation de Chasles, majorations d’intégrales, inégalité triangulaire /5

2. (h) Bilan des questions précédentes /2
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3 22 Novembre 2014 - PC

L’usage d’une calculatrice est interdit. Vous êtes invités à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même incom-

plète ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-

ront pour une part importante dans l’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris

en compte. Vous êtes invités à encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos raisonnements.

Exercice 1 : On désigne par f l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est
donnée par :

A =





8 4 −7
−8 −4 8
0 0 1





1. Montrer que f est diagonalisable.

2. Déterminer une base (v1, v2, v3) de R
3 formée de vecteurs propres de f et donner la matrice D de f

dans cette nouvelle base.

3. Soit P la matrice de passage de la base canonique à la base (v1, v2, v3).

Soit un entier m Ê 1. Sans calculer l’inverse de P, exprimer Am en fonction de D, P et P−1.

4. Calculer P−1, puis déterminer la matrice de f m dans la base canonique.

5. Déterminer toutes les matrices de M3(R) qui commutent avec la matrice D trouvée à la question 2.

6. Montrer que si H ∈M3(R) vérifie H2 = D, alors H et D commutent.

7. Déduire de ce qui précède toutes les matrices H de M3(R) vérifiant H2 = D, puis déterminer tous
les endomorphismes h de R

3 vérifiant h2 = f en donnant leur matrice dans la base canonique.

Exercice 2 : Soient p un réel appartenant à l’intervalle ]0,1[ et N un entier naturel supérieur ou égal
à 3. On pose q = 1−p.

On considère un tournoi réunissant une infinité de joueurs : A0, A1, A2, . . . , An , . . . qui s’affrontent dans
une série de duels de la façon suivante :
• A0 et A1 s’affrontent durant le duel numéro 1. Le perdant est éliminé du tournoi, le gagnant reste en

jeu.
• Le gagnant du premier duel participe au duel numéro 2 durant lequel il affronte le joueur A2. Ce duel

se déroule de manière analogue et ne dépend du duel précédent que par l’identité du joueur affrontant
A2. Le perdant est éliminé du tournoi, et le gagnant participe au duel numéro 3 contre le joueur A3 et
ainsi de suite.

• Pour tout k ≥ 1, le joueur Ak participe au duel numéro k, qu’il peut remporter avec une probabilité p,
son adversaire durant ce duel pouvant remporter le duel avec une probabilité q = 1−p.

• Est désigné gagnant du tournoi le premier joueur, s’il y en a un, qui gagne N duels consécutifs lors du
tournoi.

Pour tout entier n, on considère l’événement En : « le gagnant du tournoi n’a pas encore été désigné à
l’issue du duel numéro n ».

1. Étude d’un cas particulier

On suppose dans cette partie que N = 3 et p = q =
1

2
.

(a) Déterminer les probabilités P(E1), P(E2) et P(E3) et vérifier que

P(E3) =
1

2
P(E2)+

1

4
P(E1)

(b) En considérant le nombre de victoires déjà obtenues par le vainqueur du duel numéro n,
démontrer que pour tout n ≥ 3, on a :

P(En) =
1

2
P(En−1)+

1

4
P(En−2)
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(c) En déduire une expression explicite de P(En) pour tout entier n ≥ 3 et montrer que
lim

n→+∞
P(En) = 0.

(d) Que vaut la probabilité P

(+∞
⋂

n=2
En

)

?

Quelle est la probabilité de l’événement « le tournoi désignera un vainqueur » ?

2. Étude du cas général

On revient au cas général : p désigne un réel appartenant à l’intervalle ]0,1[ et N un entier naturel
supérieur ou égal à 3.

(a) Pour tout entier k ∈ {1, . . . ,N−1}, on note E(n,k) l’événement « le gagnant du tournoi n’a pas
encore été désigné à l’issue du duel numéro n et le vainqueur du duel numéro n a obtenu
exactement k victoires ». Montrer que P(E(n,k)) = pqk−1P(En−k ).

(b) Établir, pour n ≥ N, l’égalité :

P(En) =
N−1
∑

k=1

pqk−1P(En−k )

(c) Calculer P(E1), . . . , P(EN−1). En déduire que :

P(EN) = 1−qN−1

(d) Soit n ≥ N, démontrer la relation :

P(En)−P(En+1) = pqN−1P(En−N+1)

(e) On considère le polynôme Q défini par :

Q(X) =
(

N−1
∑

k=1

pqk−1Xk

)

−1

Montrer que l’équation Q(x) = 0 possède une unique solution sur l’intervalle [0,+∞[.

On note rN cette solution pour la suite du problème. Justifier que rN > 1.

(f) Démontrer que ∀ n ≥ 1, P(En) ≤
(

1

rN

)n−N

.

(g) Établir la convergence de la série
∑

P(En) et calculer sa somme.

Exercice 3 : Dans tout le problème, E désigne l’espace vectoriel des suites réelles.
On pourra noter une suite u ∈E sous la forme u = (u0,u1,u2, . . . ,un , . . . ) ou sous la forme u = (un)n .

Partie A

Soit S = {u ∈ E/ ∃a ∈ R, ∀n ∈ N, un+2 +un = 2a}, c’est à dire le sous-espace vectoriel de E constitué
des suites réelles u pour lesquelles il existe une constante réelle a telle que pout tout entier naturel n,
un+2 +un = 2a.

1. (a) On prend ∀n ∈N, un = (−1)n . Vérifier que u ∉S .

(b) On prend ∀n ∈N, un = (−1)⌊n/2⌋ où ⌊t⌋ désigne la partie entière du réel t .

Vérifier que u ∈S et préciser la valeur du réel a correspondant.

(c) Montrer que les suites constantes appartiennent à S .

2. Montrer que tout élément u ∈S vérifie : ∀ n ∈N, un+4 = un .
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3. On considère les suites (αn)n , (βn)n et (γn)n de S qui sont telles que :







α0 = 1
α1 = 0
α2 = 0







β0 = 0
β1 = 1
β2 = 0

et







γ0 = 0
γ1 = 0
γ2 = 1

Expliquer pourquoi les trois premiers termes de ces suites suffisent à les définir complètement et
exprimer αn , βn et γn pour tout n ∈N.

4. Question pour les 7/2 : Montrer que C = (α,β,γ) est une base de S ,

(les autres étudiants admettront ce résultat pour la suite).

5. Soient k ∈N∗ et Tk : u ∈E 7→Tk (u) = w définie par ∀n ∈N, wn = ukn .

(a) Vérifier que Tk est un endomorphisme de E.

(b) Le sous-espace S est-il stable par T2 ?

(c) Montrer que le sous-espace S est stable par T3.

(d) Montrer que, dans la base C construite aux questions 3 et 4, la matrice de l’endomorphisme

t3 induit par T3 sur S est





1 0 0
1 −1 1
0 0 1



.

(e) L’endomorphisme t3 de S est-il diagonalisable ?

(f) Reconnaître alors la nature géométrique de t3.

Partie B

Soient p ∈N, p ≥ 2 fixé et l’espace vectoriel Sp = {u ∈E/ ∃a ∈R, ∀n ∈N, un+p +un = 2a}.

1. Soit F =





















0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
...

...
. . . . . .

...

0 0
. . . 1 0

−1 0 . . . . . . 0 2
0 0 . . . . . . 0 1





















∈Mp+1(R)

(a) Calculer le polynôme caractéristique de la matrice F.

(b) Déterminer les valeurs propres de F.

(c) F est-elle inversible ?

(d) F est-elle diagonalisable dans Mp+1(C) ? Dans Mp+1(R) ?

Les questions suivantes seront en bonus dans le barème 3/2-5/2

2. Prouver que l’application δ définie par ∀u ∈ Sp , δ(u) = (u0,u1, . . . ,up−1, a) ∈ Rp+1 où a =
u0 +up

2
,

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Quelle est la dimension de Sp ?
On note Cp l’image réciproque de la base canonique de Rp+1 par δ.

3. Soit ψ l’application définie par

ψ : u ∈Sp 7→ψ(u) = t telle que ∀n ∈N, tn = un+1

(a) Vérifier que ψ est un endomorphisme de Sp .

(b) Sans nouveau calcul, préciser ψ2p =ψ◦ · · · ◦ψ, composée 2p fois de l’application ψ.

(c) Ecrire la matrice de ψ dans la base Cp de Sp .

(d) ψ est-il diagonalisable ?

(e) Prouver que ψ est bijective et déterminer son inverse ψ−1.
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3 Correction
Exercice 1 : D’après un énoncé de CCP PC 2010

1. Calculons le polynôme caractéristique de A (donc aussi de f ) :

χ f (X) = χA(X) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

X−8 −4 7
8 X+4 −8
0 0 X−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= X(X−1)(X−4).

Ainsi, χ f est scindé à racines simples, donc f est diagonalisable .

2. L’étude des sous-espaces propres donne :

E0( f ) = Vect(v1) avec v1 = (1,−2,0) , E1( f ) = Vect(v2) avec v2 = (1,0,1) , E4( f ) = Vect (v3) avec

v3 = (1,−1,0) . Dans ce cas, la matrice D est donnée par : D=





0 0 0
0 1 0
0 0 4



 .

3. La formule de changement de base donne : A = P ·D ·P−1 , et donc par une récurrence simple on

obtient Am = P ·Dm ·P−1 pour tout m ≥ 1 .

4. En utilisant par exemple la méthode du pivot de Gauss, on trouve : P−1 =





−1 −1 1
0 0 1
2 1 −2



.

Après calculs, on trouve que la matrice de f m dans la base canonique est :

Am = P ·





0 0 0
0 1 0
0 0 4m



 ·P−1 =





2 ·4m 4m 1−2 ·4m

−2 ·4m −4m 2 ·4m

0 0 1



 .

En particulier, on vérifie que cela redonne A pour m = 1.

5. Soit M = (mi j )1Éi , jÉ3 une matrice qui commute avec D. On écrit que MD = DM, ce qui donne 9
équations à 9 inconnues qui impliquent mi j = 0 si i , j . Donc nécessairement, M est une matrice
diagonale. Réciproquement, toute matrice diagonale commute avec D qui est elle-même diago-
nale.
Finalement, les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales .

6. On a HD = DH = H3, donc H et D commutent .

7. D’après les questions 5. et 6. si H2 = D, alors H est une matrice diagonale. La condition H2 = D

donne 4 solutions de la forme : H =





0 0 0
0 ±1 0
0 0 ±2





Pour obtenir les matrices solutions dans la base canonique, on effectue un changement de base :
les matrices solutions sont données par P ·H·P−1 , où H est l’une des 4 solutions précédentes. Après
calculs, on obtient à nouveau 4 solutions, qui sont :

±





4 2 −3
−4 −2 4
0 0 1



 et ±





4 2 −5
−4 −2 4
0 0 −1





Exercice 2 : D’après un énoncé du concours commun ECRICOME ECS 2014 (classe préparatoire

économique et commerciale, option scientifique)

1. (a) Étant donné que N = 3, on a P(E1) = P(E2) = 1 . Pour calculer P(E3), on peut considérer son
événement contraire :

E3 = « le jeu gagnant du tournoi est désigné à l’issue du duel numéro 3 »
= « A0 ou A1 a gagné les trois premiers duels »
= « A2 a perdu le duel numéro 2 »

⋂

« A3 a perdu le duel numéro 3 »
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Les résultats des duels étant indépendants les uns des autres, on a donc :

P(E3) = P(« A2 a perdu le duel numéro 2 »)×P(« A3 a perdu le duel numéro 3 ») =
1

2
×

1

2
=

1

4

soit P(E3) =
3

4
. On a donc bien P(E3) =

1

2
P(E2)+

1

4
P(E1) .

(b) Pour n ≥ 3, l’événement En est réalisé si aucun joueur n’a gagné trois fois de suite à l’issue du
duel numéro n. On a donc :

En = En−1
⋂ (

« An gagne le duel numéro n »
⋃

« An perd le duel numéro n et ne joue pas contre An−2 »
)

=
(

En−1
⋂

« An gagne le duel numéro n »
)

⋃ (

En−2
⋂

« An perd le duel numéro n et An−1 gagne le duel numéro n −1 »
)

Les événements considérés étant incompatibles, on a :

P(En) = P
(

En−1
⋂

« An gagne le duel numéro n »
)

+P
(

En−2
⋂

« An perd le duel numéro n et An−1 gagne le duel numéro n −1 »
)

= P(En−1)PEn−1

(

« An gagne le duel numéro n »
)

+P(En−2)PEn−2

(

« An perd le duel numéro n »
⋂

« An−1 gagne le duel numéro n −1 »
)

P(En) =
1

2
P(En−1)+

1

4
P(En−2)

(c) La suite (P(En))n est donc récurrente linéaire d’ordre 2. Pour déterminer son expression ex-

plicite, il faut résoudre l’équation caractéristique correspondante : R2 −
1

2
R−

1

4
= 0 qui admet

deux solutions réelles distinctes : r1 =
1−

p
5

2
et r2 =

1+
p

5

2
qui sont des réels strictement

compris entre −1 et 1. Il existe donc λ et µ ∈R tels que, pour tout n ≥ 1, P(En) = λr n
1 +µr n

2 . Le

fait que P(E1) = P(E2) = 1 entraîne que λ=
r2 −1

r1(r2 − r1)
et µ=

r1 −1

r2(r1 − r2)
. On a donc, pour tout

n ≥ 1 : P(En) =
1

r2 − r1

(

(r2 −1)r n−1
1 − (r1 −1)r n−1

2

)

, avec r1 =
1−

p
5

2
et r2 =

1+
p

5

2
.

Et comme r1 et r2 ∈]−1;1[, on a : lim
n→+∞

r n
1 = 0 et lim

n→+∞
r n

2 = 0 et donc lim
n→+∞

P(En) = 0 .

(d) Pour n ≥ 1, on a En+1 ⊂ En donc par le théorème de continuité décroissante,

P

(+∞
⋂

n=2
En

)

= lim
n→+∞

P(En), soit P

(+∞
⋂

n=2
En

)

= 0 . L’événement « le tournoi désigne un vainqueur »

est l’événement contraire de
+∞
⋂

n=2
En donc la probabilité que le tournoi désigne un joueur est

égale à 1.

2. (a) Par définition, E(n,k)= En−k ∩
(

n
⋂

i=n−k+1
« An−k+1 a gagné le duel numéro i »

)

donc

P(E(n,k)) = P(En−k )×PEn−k

(

n
⋂

i=n−k+1
« An−k+1 a gagné le duel numéro i »

)

Or PEn−k

(

« An−k+1 a gagné le duel numéro n −k +1 »
)

= p et pour n −k +1 < i ≤ n, la proba-
bilité que An−k+1 gagne le duel numéro i sachant qu’il a gagné les précédents est égale à q ,

ainsi, par la formule des probabilités composées, on obtient P(E(n,k))= pqk−1P(En−k ) .
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(b) Pour n ≥ N, on a : En =
N−1
⋃

k=1
E(n,k) et ces événements sont incompatibles. Donc P(En) =

N−1
∑

k=1

P(E(n,k)) et donc d’après la question précédente, on a : P(En) =
N−1
∑

k=1

pqk−1P(En−k ) .

(c) Pour tout 1 ≤ k ≤ N− 1, P(Ek ) = 1 donc, d’après la formule de la question précédente pour

n = N, P(EN) =
N−1
∑

k=1
pqk−1 = (1−q)

N−1
∑

k=1
qk−1, soit P(EN) = 1−qN−1 .

(d) Pour n ≥ N, En \ En+1 est l’événement « le jeu s’arrête à l’issue du duel n + 1 ». Donc, par le
même raisonnement que celui de la question 2.(a) :

En \ En+1 = En−N+1 ∩
(

n+1
⋂

i=n−N+2
« An−N+2 a gagné le duel numéro i »

)

et donc P(En)−P(En+1) = pqN−1P(En−N+1) .

(e) Étudions la fonction associée au polynôme Q :

x ∈ [0;+∞[ 7−→ Q(x) =
(

N−1
∑

k=1

pqk−1xk

)

−1

Q est une fonction de classe C ∞ sur [0;+∞[ telle que pour tout x > 0, Q′(x) =
N−1
∑

k=1

pqk−1xk−1 > 0 donc Q est strictement croissante sur [0;+∞[. Or Q(0) = −1

et lim
x→+∞

Q(x) = +∞ donc Q est une bijection de [0,+∞[ sur [−1;+∞[. Donc

l’équation Q(x) = 0 possède une unique solution sur l’intervalle [0;+∞[ . De plus, comme

Q(1) =
(

N−1
∑

k=1

pqk−1

)

−1 =−qN−1 < 0, cette unique solution, notée rN vérifie rN > 1 .

(f) Pour 1 ≤ n ≤ N−1, on a P(En) = 1≤
(

1

rN

)n−N

car rN > 1.

Montrons alors par une récurrence forte que pour tout n ≥ N, P(En) ≤
(

1

rN

)n−N

.

• Initialisation : pour n = N, comme

(

1

rN

)n−N

= 1, on a bien P(En) ≤
(

1

rN

)n−N

.

• Hérédité : soit n ≥ N tel que pour tout N≤ k < n, P(Ek) ≤
(

1

rN

)k−N

, alors comme c’est aussi le

cas pour 1≤ k ≤ N−1 d’après la première remarque, on peut supposer que P(Ek ) ≤
(

1

rN

)k−N

pour tout 1 ≤ k < n.
Ainsi, d’après la question 2.(b) :

P(En) =
N−1
∑

k=1

pqk−1P(En−k )

≤
N−1
∑

k=1

pqk−1
(

1

rN

)n−k−N

=
1

r n−N
N

(

N−1
∑

k=1

pqk−1r k
N

)

=
1

r n−N
N

(Q(rN)+1)

=
1

r n−N
N

car Q(rN) = 0
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• On conclut donc par le principe de récurrence que ∀ n ≥ 1, P(En) ≤
(

1

rN

)n−N

.

(g) La série
∑

P(En) est à termes positifs et son terme général est majoré par le terme d’une série

géométrique convergente car 0<
1

rN
< 1. La série

∑

P(En) est donc convergente .

De plus, pour n ≥ 0, on a :

n+1
∑

k=1

P(Ek) =
n+N
∑

k=N

P(Ek−N+1) =
1

pqN−1

n+N
∑

k=N

(P(Ek)−P(Ek+1))

d’après la question 2.(d). On reconnaît une série télescopique, ce qui permet d’affirmer que :

n+1
∑

k=1

P(Ek) =
1

pqN−1
(P(EN)−P(En+N+1))

La série
∑

P(En) étant convergente, on a lim
n→+∞

P(En+N+1) = 0 et donc

+∞
∑

k=1

P(Ek) =
P(EN)

pqN−1
=

1−qN

pqN−1
d’après la question 2.(c).

Exercice 3 : D’après un énoncé E3A PSI 2012

Partie A

1. (a) Si ∀n ∈N, un = (−1)n , alors un+2 +un = 2(−1)n n’est pas constante donc (un)n ∉S .

(b) On a ici u4n = u4n+1 = 1 et u4n+2 = u4n+3 = −1 pour tout n. On en déduit que un+2 +un = 0
pour tout n (par exemple en distinguant suivant la congruence modulo 4 de n). On a donc
(un)n ∈S avec a = 0 .

(c) Si (un)n est constante alors pour tout n ∈N, on a un+2+un = 2u0. Donc (un)n ∈S avec a = u0 .

2. Si (un)n ∈S alors pour tout n ∈N, on a un+4 = 2a−un+2 = 2a− (2a−un), soit un+4 = un

(on dit que les suites de S sont 4-périodiques).

3. Montrer qu’une suite (un)n de S est entièrement décrite par ses trois premiers termes revient à
montrer que l’application linéaire ϕ : u ∈S 7→ ϕ(u)= (u0,u1,u2) ∈R

3 est un isomorphisme.
• ϕ est injective : si u et v ∈S sont telles que







u0 = v0

u1 = v1

u2 = v2

alors comme u et v ∈S , il existe a et a′ ∈R tels que, pour tout n ∈N, un+2+un = 2a et vn+2+vn =
2a′. Mais alors, comme u2 +u0 = v2 + v0, nécessairement a = a′. Ainsi, par une récurrence forte
laissée à votre soin, en utilisant que pour tout n ≥ 3, un = 2a −un−2 et vn = 2a − vn−2, on peut
montrer que un = vn pour tout n ∈N.

• ϕ est surjective : à partir de (u0,u1,u2) ∈ R3, on construit une suite u de S qui vérifie ϕ(u) =
(u0,u1,u2) en posant, pour n ≥ 3 : un = u0 +u2 −un−2.

Les trois suites α, β et γ ∈S sont donc entièrement définies par leurs trois premiers termes et on
montre facilement, en utilisant la question 2 qu’alors, pour tout n ∈N :















α4n = 1
α4n+1 = 0
α4n+2 = 0
α4n+3 = 1















β4n = 0
β4n+1 = 1
β4n+2 = 0
β4n+3 = −1

et















γ4n = 0
γ4n+1 = 0
γ4n+2 = 1
γ4n+3 = 1
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Cette démonstration générale va servir dans la question bonus qui suit, il existe une démonstration

plus directe qui consistait à construire le quatrième terme de chaque suite grâce à la relation de

récurrence et d’étendre à tous les entiers à l’aide de la 4-périodicité (question 2).

4. On sait d’après la démonstration faite à la question précédente que dimRS = 3, il suffit donc de
montrer que la famille (α,β,γ) est libre. Considérons alors trois réels λ, µ et δ tels que pour tout
n ∈N, λαn +µβn+δγn = 0, en évaluant cette égalité en n = 0 (respectivement n = 1, respectivement
n = 2) on obtient λ = 0 (respectivement µ = 0, respectivement δ = 0). La famille (α,β,γ) est donc
libre et comme elle est de cardinal la dimension de S , (α,β,γ) est une base de S .

5. (a) La linéarité de Tk est immédiate ((u +λv)kn = ukn +λvkn est vrai pour tout n) et comme par
définition Tk (u) ∈E, Tk est un endomorphisme de E .

(b) w = T2(α) = (1,0,1,0, . . . ) n’est pas dans S (w0 + w2 = 2 , w1 + w3 = 0).
S n’est donc pas stable par T2.

(c) Par contre, si u ∈ S , et w = T3(u), on a wn+2 + wn = u3n+6 + u3n = u3n+2 + u3n par 4-
périodicité (Q2). Donc ∀n ∈ N, wn+2 + wn = u3n+2 + u3n = 2a avec la même constante :
si u ∈S alors w = T3(u) ∈S

(d) Ainsi la restriction t3 de T3 à S est un endomorphisme de S . Toutes les suites étudiées sont
4-périodiques, il suffit donc d’identifier les relations entre les 4 premiers termes :







t3(α) = (1,1,0,0, . . .) = α+β

t3(β) = (0,−1,0,1, . . .) =−β
et t3(γ) = (0,1,1,0, . . .) = β+γ

donc M=





1 0 0
1 −1 1
0 0 1



 représente t3 dans la base (α,β,γ) de S

(e) Le polynôme caractéristique de t3 vaut χM = (X − 1)2(X + 1) et Sp(t3) =Sp(M) = {1,−1}. Or

E1(M) = Ker(M− I3) = Ker





0 0 0
1 −2 1
0 0 0



 est de dimension 2 car la matrice M− I3 ayant deux

lignes nulles est clairement de rang 1. On a donc, pour tout λ ∈Sp(M), dimR Eλ(M) = mλ

(l’ordre de multiplicité de λ en tant que racine du polynôme caractéristique). La matrice M,
et donc l’endomorphisme t3, sont par conséquent diagonalisables.

(f) L’endomorphisme t3 étant diagonalisable avec pour seules valeurs propres 1 et −1, on en dé-
duit que c’est une symétrie par rapport au sous-espace propre E1(t3) dans la direction de
E−1(t3).

Partie B

1. (a) Le polynôme caractéristique de F est défini par χF(X) = Det(XIp+1 −F) :

χF(X) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

X −1 0 0 · · · 0
0 X −1 0 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

0
. . . X −1 0

1 0 · · · 0 X −2
0 0 · · · · · · 0 X−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (X−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

X −1 0 · · · 0

0 X −1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0

0
. . . X −1

1 0 · · · 0 X

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

par développement selon la dernière ligne. On développe le dernier déterminant par rapport à
sa première colonne afin d’obtenir des déterminants de matrices triangulaires, ce qui donne :

χF(X) = (X−1)
[

Xp + (−1)p+1 (−1)p−1]= (X−1)(Xp +1)
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(b) Les racines de χF donnent : SpR(F) = {1} , si p est pair et SpR(F) = {1,−1} si p impair.

Les racines de χF dans C : SpC(F) =
{

1,e
i π
p (2k+1), 0 ≤ k ≤ p −1

}

(on retrouve les racines p ièmes

de −1).

(c) 0 ∉ Sp(F) donc F est inversible.

(d) χF n’est pas scindé dans R donc F n’est pas diagonalisable sur R, par contre, χF est scindé à
racines simples sur C donc F est diagonalisable sur C.

2. L’application δ est bien définie sur Sp car u0 +up = 2a et à valeurs dans Rp+1. De plus, il est facile
de vérifier qu’elle est linéaire.

• δ est injective, car si δ(u) = δ(v) alors ∀i , 0 É i É p −1, ui = vi et a = a′ (les constantes
associées respectivement à u et v dans la définition d’une suite de Sp ) donc

∀i , p É i É 2p −1, ui = 2a−ui−p = 2a′−vi−p = vi donc les deux suites u et v coïncident

pour 0 É i É 2p − 1, or elles sont 2p-périodiques (même démonstration qu’à la question A.2),
donc u = v.

• δ est surjective, car si on se donne
(

a0, a1, · · · , ap−1, a
)

dans Rp+1, on peut définir une suite u de
Sp , avec les formules que l’on vient d’utiliser :







0É i É p −1, ui = ai

p É i É 2p −1, ui = 2a−ai−p

u est 2p-périodique.

telle que δ(u) =
(

a0, a1, · · · , ap−1, a
)

.

δ est donc un isomorphisme ce qui implique que dimR(Sp ) = dimR
p+1 = p +1 .

3. (a) L’application ψ est l’opérateur sur les suites appelé décalage de Bernoulli.

ψ est linéaire de E dans E (clair) et si u ∈Sp et t =ψ(u), alors :

∀n ∈N, tn+p + tn = un+p+1 +un+1 = 2a donc il existe a tel que t ∈Sp . Donc ψ ∈L
(

Sp

)

(b) u de Sp est 2p-périodique, et si t =ψ2p (u) on a ∀n ∈N, tn = un+2p = un donc ψ2p = id E

(c) Soient
(

I1, I2, · · · , Ip , Ip+1
)

les vecteurs de la base Cp , on a δ (Ik ) = ek de la base canonique de
Rp+1. Donc les p premiers Ik sont des suites de Sp où a = 0 et Ip+1 est une suite de Sp où
a = 1. Elles sont 2p-périodiques. Précisons leurs 2p premiers termes :















































u0 u1 u2 · · · up−1 up up+1 up+2 · · · u2p−1

I1 : 1, 0, 0, · · · 0, −1, 0, 0, · · · 0,
I2 : 0, 1, 0, · · · 0, 0, −1, 0, · · · 0,
I3 : 0, 0, 1, · · · 0, 0, 0, −1, · · · 0,

...
...

... · · ·
...

Ip : 0, 0, · · · · · · 1, 0, 0, · · · −1,
Ip+1 : 0, 0, · · · · · · 0, 2, 2, 2, · · · 2,

et







































ψ (I1) =−Ip

ψ (I2) = I1

ψ (I3) = I2
...

ψ
(

Ip

)

= Ip−1

ψ
(

Ip+1
)

= 2Ip + Ip+1

la matrice de ψ dans la base Cp est donc F

(d) ψ n’est donc pas diagonalisable dans Sp , puisque F n’est pas diagonalisable dans R.

(e) On a vu à la question B.1.c que F est inversible donc ψ bijective et d’ailleurs ψ−1 =ψ2p−1

avec ψ2p = id E. Ainsi si t =ψ−1(u) on a t0 = u2p−1 et ∀n ∈N∗, tn = un−1.
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3 Barème

Exercice 1 : Réduction et équation matricielle
Compétences NA MA A Points

1. Ca polynôme caractéristique, endomorphisme diagonalisable /2

2. Ca diagonalisation d’une matrice /4

3. formule du changement de base et puissance d’une matrice /1

4. Ca inverse d’une matrice, produit matriciel /2

5. Ch commutant d’une matrice diagonale /2

6. Ra commutativité de matrices /1

7. Co conclusion /2

Exercice 2 : Espace probabilisé dénombrable
Compétences NA MA A Points

1. (a) Ca calcul de probabilités, indépendance d’événements /2

1. (b) Ra probabilités conditionnelles /2

1. (c) Ca suite récurrente linéaire d’ordre 2, limite d’une suite géométrique /3
1. (d) continuité décroissante, événement contraire /1,5

2. (a) Ca probabilités composées /2

2. (b) Ca probabilité d’événements incompatibles /1

2. (c) Ca calculs de probabilités, somme des premiers termes d’une suite géométrique /2

2. (d) probabilité d’une différence d’événements, probabilités conditionnelles /2

2. (e) Ra étude de fonction, bijection /2

2. (f) Ch disjonction de cas, récurrence forte /3
2. (g) critère de Riemann, calcul de somme, série téléscopique /3

Exercice 3 : Suites récurrentes et réduction
Compétences NA MA A Points

A 1. (a) Ca vérification condition /0.5

1. (b) Ca vérification condition et détermination de a /1

1. (c) Ca vérification condition /1

2. Ra transformations d’égalités /1

3. Ra Ca termes de suites /3

4. 7/2 : Ra base d’un sous-espace vectoriel /3
5. (a) endomorphisme /1

5. (b) Ra sous-espace stable /1

5. (c) Ra sous-espace stable /1

5. (d) Ca matrice d’un endomorphisme dans une base /4

5. (e) Ra polynôme caractéristique, sous-espace propre, diagonalisabilité /3

5. (f) Ch Co diagonalisation d’une symétrie /2

B 1. (a) Ca polynôme caractéristique d’une matrice de taille n /2

1. (b) Ca spectre réel et complexe, racines p ièmes de −1 /3

1. (c) matrice inversible et valeurs propres /0,5
1. (d) matrice diagonalisable /2
2. 7/2 : isomorphisme et dimension /4
3. (a) 7/2 : endomorphisme /1,5

3. (b) 7/2 : Ca puissance d’endomorphisme /1

3. (c) 7/2 : Ca matrice d’un endomorphisme dans une base /3

3. (d) 7/2 : endomorphisme diagonalisable /0,5

3. (e) 7/2 : Ra matrice inversible isomorphisme, calcul d’inverse /2
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4 17 Janvier 2015 - PC

L’usage d’une calculatrice est interdit. Vous êtes invités à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même incom-

plète ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-

ront pour une part importante dans l’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris

en compte. Vous êtes invités à encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos raisonnements.

Exercice 1 :

Notations. Pour tout nombre réel x tel que l’intégrale généralisée
∫+∞

0

1−cos(t )

t 2 e−xt dt converge, on

note ϕ(x) la valeur de cette intégrale.

Pour tout entier naturel non nul m tel que l’intégrale généralisée
∫+∞

0

(sin t )m

t
dt converge, on désigne

par Jm sa valeur.

Objectifs. L’objet de ce problème est d’étudier l’existence de Jm . La partie I est consacrée à l’étude de la
fonction ϕ pour obtenir un résultat qui concerne J1. L’étude de l’existence de Jm fait partie de la partie II.

Partie I - Étude de la fonction ϕ.

1. Une question préliminaire.

Montrer que, pour tout nombre réel t strictement positif, on a l’inégalité : 0 ≤
1−cos(t )

t 2
≤

1

2
.

2. Existence de la fonction ϕ sur [0,+∞[.

(a) Établir la convergence de l’intégrale généralisée
∫+∞

0

1−cos(t )

t 2
dt .

(b) En déduire que ϕ(x) existe pour tout x appartenant à [0,+∞[.

3. Limite de la fonction ϕ en +∞.

(a) Préciser le signe de ϕ(x1)−ϕ(x2), pour 0≤ x1 ≤ x2.

En déduire que la fonction ϕ admet une limite finie λ en +∞.

(b) Déterminer la valeur de λ (on pourra utiliser la question 1.).

Partie II - Étude de l’existence de Jm .

1. Étude de
∫ π

2

0

(sin t )m

t
dt .

Justifier la convergence de l’intégrale généralisée
∫π

2

0

(sin t )m

t
dt pour tout entier naturel non nul m.

2. Étude de J1.

Justifier l’existence de J1 et établir une relation entre J1 et ϕ(0) (on pourra utiliser une intégration
par parties, en remarquant que (1−cos)′ = sin).

Pour tout entier relatif k tel que l’intégrale généralisée
∫+∞

π
2

e i kt

t
dt converge, on note Ik la valeur

de cette intégrale. On admet par la suite que Ik converge si et seulement si k , 0.

3. Étude de la nature de Jm .

Pour tout x appartenant à
[π

2
,+∞

[

et tout entier relatif k, on note : Ik(x) =
∫x

π
2

e i kt

t
dt .

(a) Exprimer, pour tout entier naturel non nul m et pour tout nombre réel x appartenant à
[π

2
,+∞

[

, l’intégrale
∫x

π
2

(sin t )m

t
dt à l’aide des intégrales Ik (x).
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(b) En déduire l’existence de J2p+1 pour tout entier naturel p.

(c) Quelle est la nature de l’intégrale généralisée
∫+∞

0

(sin t )2p

t
dt pour p entier naturel non nul ?

Exercice 2 :

Notations. Dans tout le problème, E et F désignent deux espaces vectoriels euclidiens de dimensions au
moins égales à 2. Pour chacun de ces espaces, le produit scalaire de deux vecteurs x et y et la norme d’un
vecteur x sont respectivement notés (x|y) et ||x||.
L (E,F) désigne l’ensemble des applications linéaires de E dans F.
La matrice transposée d’une matrice A est notée tA.
Les candidats pourront utiliser sans le redémontrer qu’un projecteur d’un espace euclidien est un
projecteur orthogonal si, et seulement si, il est symétrique.

Objectifs. L’objet de la première partie est de caractériser la composée de deux projections orthogonales
qui commutent. La seconde partie généralise la notion d’inverse d’une matrice carrée à une matrice
rectangulaire en introduisant la notion de pseudo-inverse.

Partie I

1. Soit x et y deux vecteurs de E, B une base orthonormale de E, X et Y les matrices respectives de x

et y dans la base B.

Montrer que (x|y) = tXY = tYX.

2. Soit H un sous-espace vectoriel de F tel que 1 É dimH < dimF.

Soit (e1,e2, ...,ek ) une base orthonormale de H et p le projecteur orthogonal de F sur H.

(a) Pour tout z ∈ F, exprimer (sans justification) p(z) dans la base (e1,e2, ...,ek ).

(b) Soit C une base orthonormale de F. Relativement à cette base C , on note Z la matrice d’un
vecteur de z ∈ F, M(p) la matrice de p et pour tout i ∈ {1,2, ...,k}, Ei la matrice de ei .

i. Montrer que pour tout z ∈ F, M(p)Z =
k
∑

i=1
Ei

tEi Z .

ii. En déduire M(p) =
k
∑

i=1
Ei

tEi .

(c) Montrer que pour tout z ∈ F, ||p(z)|| É ||z||.

3. Exemple : On note M la matrice définie par M=
1

2











1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1











(a) Montrer que M est la matrice dans la base canonique de R4, muni du produit scalaire usuel,
d’un projecteur orthogonal de R4.

(b) Donner une base orthonormale du noyau et une base orthonormale de l’image de ce projec-
teur.

4. Soit K un second sous-espace vectoriel de F, q le projecteur orthogonal de F sur K, λ une valeur
propre non nulle de p ◦q et u un vecteur propre associé.

(a) Montrer que u est élément de H et que q(u)−λu est élément de H⊥.

(b) Établir l’égalité : λ||u||2 = ||q(u)||2.

(c) En déduire que toutes les valeurs propres de p ◦q sont dans le segment [0,1].
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5. On suppose dans cette question que p et q commutent.

(a) Montrer que p ◦q est un projecteur orthogonal.

(b) Dans le cas où p ◦q est non nul, déterminer son spectre.

(c) Montrer que :

Ker(p ◦q) = Ker(p)+Ker (q) et Im (p ◦q) = Im (p)∩ Im (q)

6. On pose m = dimF et on choisit une base orthonormale de F telle que les matrices de p et q dans
cette base soient respectivement les matrices décomposées en blocs :

P =
(

Ik 0
0 0

)

et Q =
(

A B
C D

)

où Ik est la matrice unité d’ordre k, A une matrice carrée d’ordre k et D

une matrice carrée d’ordre m −k.

(a) Montrer que les matrices vérifient les relations :

A2 +BC = A, AB+BD = B, CB+D2 = D, tA = A, tB = C, tD= D.

(b) Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le spectre de p ◦q est inclus dans {0,1}.

(ii) tCC = 0.

(iii) C = 0.

(iv) p et q commutent.

Partie II
Dans cette partie, f désigne toujours un élément de L (E,F).

1. (a) Soit y un élément de F. Montrer qu’il existe deux vecteurs x et y ′ tels que :

y = f (x)+ y ′, (x, y ′) ∈ (Ker f )⊥× (Im f )⊥

(b) Montrer qu’un tel couple est unique.

On peut alors définir l’application g de F vers E qui à y fait correspondre x.

(c) Montrer que l’application g est linéaire. g sera appelée l’application pseudo inverse de f .

2. Déterminer le noyau et l’image de g .

3. (a) Montrer que g ◦ f est le projecteur orthogonal de E sur (Ker f )⊥.

(b) Montrer que f ◦ g est le projecteur orthogonal de F sur Im f .

4. Premier exemple : On prend E =R3,F =R2 munis de leur produit scalaire usuel.

La matrice de f relativement aux bases canoniques est :

A =
(

1 1 0
0 1 1

)

Déterminer la matrice de g relativement aux bases canoniques.

5. Dans cette question, on suppose que E = F et que f est un endomorphisme symétrique.

(a) Montrer que Ker f = (Im f )⊥ et Im f = (Ker f )⊥.

(b) Montrer que tout vecteur propre de f est vecteur propre de g .

(On pourra discuter suivant que la valeur propre associée est nulle ou non).

(c) En déduire que g est aussi un endomorphisme symétrique de E.

6. Deuxième exemple : On prend E = F =R3 muni du produit scalaire usuel.

La matrice de f relativement à la base canonique est :

A =





3 2 2
2 2 0
2 0 4





Déterminer la matrice de g relativement à la base canonique.
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Exercice 3 :

Partie III - Facultative
Dans cette partie, sont donnés un élément f de L (E,F) et un élément v de F.

1. En considérant la projection orthogonale de v sur l’image de f , montrer qu’il existe un élément x0

de E tel que :
|| f (x0)−v || = min

x∈E
|| f (x)−v ||

Dans la suite x0 sera appelée une pseudo-solution de l’équation :

f (x) = v (1)

2. Montrer que si f est injective, alors l’équation (1) admet une pseudo-solution unique.

3. Montrer que x0 est pseudo-solution de l’équation (1) si, et seulement si, pour tout x appartenant à
E : ( f (x)| f (x0)−v) = 0.

4. Soit B et C deux bases orthonormales de E et F respectivement. On appelle A la matrice de f dans
les bases B et C , V la matrice de v dans C et X0 celle de x0 dans B.

Écrire sous forme matricielle l’équation ( f (x)| f (x0) − v) = 0 et en déduire que x0 est pseudo-
solution de l’équation (1) si, et seulement si, :

tAAX0 = tAV

5. Exemple : Dans cette question, on prend E = F =R3 munis du produit scalaire usuel. Relativement
à la base canonique de R5, les matrices de f et v sont respectivement :

A =





1 1 −1
1 1 −1
−1 2 1



 et V =





1
0
1



.

Déterminer les pseudo-solutions de l’équation f (x) = v .

6. Application : n désignant un entier supérieur ou égal à deux, on considère trois éléments

a = (a1, a2, ..., an ),b = (b1,b2, ...,bn),c = (c1,c2, ...,cn ) de R
n et on souhaite trouver deux réels λ et µ

tels que la somme
n
∑

k=1

(λak +µbk −ck )2 soit minimale.

(a) Montrer que ce problème équivaut à la recherche des pseudo-solutions d’une équation

f (x) = v où f est un élément de L (R2,Rn). Préciser le vecteur v et donner la matrice de f

dans les bases canoniques de R
2 et Rn .

(b) Comment doit-on choisir a et b pour que l’application f soit injective ?

(c) Lorsque cette dernière condition est réalisée, donner la solution du problème posé en expri-
mant λ et µ à l’aide de produits scalaires dans Rn .
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4 Correction

Exercice 1 : (d’après CCP PSI 2009)

Partie I.

1. L’inégalité
1−cos(t )

t 2 ≥ 0 sur ]0,+∞[ est claire car cos(t ) ≤ 1 pour tout nombre réel t . Pour prouver

que
1−cos(t )

t 2
≤

1

2
sur ]0,+∞[, on va montrer que la fonction définie sur ]0,+∞[ par

δ(t ) = 1−cos(t )−
t 2

2
est négative. Pour tout t ∈]0,+∞[, δ′(t ) = sin t − t ≤ 0 donc δ est décroissante

sur ]0,+∞[ or δ(0) = 0 donc δ(t ) ≤ 0 pour tout t ∈]0,+∞[.

On a donc montré que 0 ≤
1−cos(t )

t 2
≤

1

2
sur ]0,+∞[ .

2. (a) La fonction f : t 7→
1−cos(t )

t 2 est continue et positive sur ]0,+∞[, elle est donc intégrable

sur tout segment de ]0,+∞[. Ainsi, pour montrer que l’intégrale généralisée
∫+∞

0

1−cos(t )

t 2
dt

converge, il suffit d’étudier le comportement de f au voisinage de 0 et de +∞. Or :

•
1−cos(t )

t 2
∼

t→0

1

2
donc f est prolongeable par continuité en 0 en une fonction intégrable sur

tout segment de la forme [0, a], a > 0 ;

•
1−cos(t )

t 2
=

t→+∞
O

(

1

t 2

)

donc f est intégrable sur tout intervalle de la forme [b,+∞[ avec

b > 0, d’après le critère de Riemann avec α= 2> 1.

On a donc montré que l’intégrale
∫+∞

0

1−cos(t )

t 2 dt converge .

(b) Pour tous t > 0 et x ≥ 0, on a : 0 ≤
1−cos(t )

t 2 e−xt ≤
1−cos(t )

t 2 donc, d’après les re-

lations de comparaison, la convergence de
∫+∞

0

1−cos(t )

t 2
dt entraîne la convergence de

∫+∞

0

1−cos(t )

t 2 e−xt dt pour tout x ≥ 0, par conséquent la fonction ϕ est définie sur [0,+∞[ .

3. (a) Pour 0 ≤ x1 ≤ x2, ϕ(x1)−ϕ(x2) =
∫+∞

0

1−cos(t )

t 2

(

e−x1t −e−x2t
)

dt . Or, pour t > 0 fixé, x 7→ e−xt

est décroissante donc e−x1t − e−x2t ≥ 0, soit ϕ(x1)−ϕ(x2) ≥ 0 si 0 ≤ x1 ≤ x2 par positivité de
l’intégrale. La fonctionϕ est donc décroissante et minorée par 0 sur [0,+∞[ et par conséquent,
d’après le théorème de la limite monotone, ϕ admet une limite finie en +∞ .

(b) On sait d’après la question 1 que pour tous x, t > 0, on a : 0≤
1−cos(t )

t 2 e−xt ≤
e−xt

2
, soit

0 ≤ϕ(x) ≤
∫+∞

0

e−xt

2
dt =

1

2x

ce qui montre, par le théorème des gendarmes que lim
x→+∞

ϕ(x) = 0 .

Partie II.

1. Pour tout entier m > 0, la fonction gm : t 7→
(sin t )m

t
est continue sur

]

0;
π

2

]

donc intégrable sur

tout segment
[

α;
π

2

]

avec α> 0. De plus, gm vérifie : gm(t ) ∼
t→0

t m−1, avec m −1 > −1, elle est donc

prolongeable par continuité en 0 en une fonction intégrable sur tout segment [0,α], avec α > 0.

L’intégrale
∫ π

2

0

(sin t )m

t
dt est donc convergente .
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2. Pour tous 0 < x < y , en intégrant par partie les fonctions définies par u(t ) =
1

t
et v(t ) = 1− cos(t )

qui sont de classeC 1 sur
[

x, y
]

, on obtient :

∫y

x

sin t

t
dt =

[

1−cos(t )

t

]y

x

+
∫y

x

1−cos t

t 2
dt

De plus, lim
x→0

1−cos(x)

x
= lim

y→+∞

1−cos(y)

y
= 0 et, d’après la ques-

tion II.2.a, l’intégrale
∫+∞

0

1−cos t

t 2
dt est convergente et vaut ϕ(0).

On en déduit que l’intégrale J1 =
∫+∞

0

sin t

t
dt converge et vaut ϕ(0) .

Démonstration de la propriété : Ik converge ssi k , 0 admise par l’énoncé :

I0 =
∫+∞

π
2

dt

t
est divergente d’après le critère de Riemann avec α= 1.

Et pour tous k , 0 et x >
π

2
, en intégrant par partie les fonctions définies par u(t ) =

1

t
et v(t ) =

e i kt

ik

qui sont de classeC 1 sur
[π

2
, x

]

, on obtient :

∫x

π
2

e i kt

t
dt =

[

e i kt

ikt

]x

π
2

+
∫x

π
2

e i kt

ikt 2
dt

De plus, lim
x→+∞

e i kx

ikx
= 0 et, comme

e i kt

ikt 2
=

t→+∞
O

(

1

t 2

)

, les intégrales
∫+∞

π
2

e i kt

ikt 2
dt donc Ik =

∫+∞

π
2

e i kt

t
dt sont convergentes. L’intégrale Ik est donc convergente si et seulement si k , 0 .

3. (a) Pour tout entier m ≥ 0 et pour tout t ∈R, on a :

sinm(t ) =
(

e i t −e−i t
)m

(2i )m
=

1

(2i )m

m
∑

k=0

(

m

k

)

(−1)k e i (m−2k)t

Par linéarité de l’intégrale, on a donc, pour tout x ≥
π

2
:

∫x

π/2

sinm(t )

t
d t =

1

(2i )m

m
∑

k=0

(

m

k

)

(−1)k Im−2k (x)

(b) Si m = 2p +1, on obtient, pour tout x ≥
π

2
:

∫x

π/2

sin2p+1(t )

t
d t =

1

i (−1)p 22p+1

2p+1
∑

k=0

(

2p +1

k

)

(−1)k I2(p−k)+1(x)

avec 2(p −k)+1 , 0 pour tout 0 ≤ k ≤ 2p +1 et donc tous les termes de la somme admettent
une limite quand x →+∞ d’après la question II.3. La question II.1 nous permet finalement
de conclure que l’intégrale de J2p+1 existe .

(c) Pour m = 2p, on a cette fois, pour tout x ≥
π

2
:

∫x

π/2

sin2p (t )

t
d t =

1

(−1)p 22p

2p
∑

k=0

(

2p

k

)

(−1)k I2(p−k)(x)
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Dans le membre de droite, tous les termes de la somme admettent une limite quand x →+∞
sauf celui pour k = p qui tend vers +∞ d’après la question II.3. On a donc :

lim
x→+∞

∫x

π/2

sin2p (t )

t
d t =+∞

et donc l’intégrale J2p n’existe pour aucun entier p ≥ 1 .

Exercice 2 : (d’après CCP PC 2006)

Partie I

1. On note (x1, x2, . . . , xn) les coordonnées de x dans la base B et (y1, y2, . . . , yn) celles de y .

On a X =











x1

x2
...

xn











et Y =











y1

y2
...

yn











.

B étant une base orthonormale, on a, d’après le cours, (x | y) =
n
∑

i=1
xi yi =

n
∑

i=1
yi xi .

Matriciellement, cela se traduit par : (x | y) = t XY = t YX .

2. (a) (e1, . . . ,ek ) étant une base orthonormale de H, on a, d’après le cours :

∀z ∈ F, p(z) =
k
∑

i=1
(z |ei )ei .

(b) i. Soit z ∈ F.

L’égalité p(z) =
k
∑

i=1
(z |ei )ei se traduit matriciellement par : M(p)Z =

k
∑

i=1

(

t Ei Z
)

Ei .

Or t Ei Z est un réel donc on a
(

t Ei Z
)

Ei = Ei

(

t Ei Z
)

.

Or Ei ∈ Mn,1(R), t Ei ∈ M1,n(R) et Z ∈ Mn,1(R) donc le produit matriciel Ei
t Ei Z est défini

et d’après l’associativité du produit matriciel on a : Ei

(

t Ei Z
)

= Ei
t Ei Z.

Ainsi, ∀z ∈ F, M(p)Z =
k
∑

i=1
Ei

t Ei Z .

ii. L’égalité précédente est vraie pour tout z ∈ F. Or la matrice d’une application linéaire

relativement à une base donnée est unique donc on en déduit : M(p) =
k
∑

i=1
Ei

t Ei .

(c) Soit z ∈ F. On a z = p(z)+ (z −p(z)) avec p(z) et z −p(z) orthogonaux.

D’après le théorème de Pythagore, on a ‖z‖2 = ‖p(z)‖2 +‖z −p(z)‖2 ≥ ‖p(z)‖2.

On a donc : ∀z ∈ F, ‖p(z)‖ ≤ ‖z‖ .

3. (a) Si l’on note π l’endomorphisme de R4 canoniquement associé à M, alors, la base cano-
nique de R4 étant orthonormale pour le produit scalaire considéré, pour montrer que
π est un projecteur orthogonal, il suffit, d’après le cours, de montrer que M2 = M =
tM. Ces égalités se vérifiant aisément par un produit matriciel, on en déduit donc que
M est la matrice dans la base canonique d’un projecteur orthogonal .

(b) On trouve une base orthonormale de Kerπ en orthonormalisant
une base quelconque de ce noyau, on obtient par exemple que

e1 =
1
p

2
(1,0,1,0) et e2 =

1
p

2
(0,1,0,1) forment une base de Kerπ .
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De plus, π étant un projecteur orthogonal, on a Im(π) = (Ker(π))⊥. On pose alors e3 =
1
p

2
(1,0,−1,0) et e4 =

1
p

2
(0,1,0,−1). Alors e3 ⊥ e1 et e3 ⊥ e2 donc e3 ∈ (Ker(π))⊥. De même,

e4 ∈ (Ker(π))⊥.

Par conséquent, (e3,e4) est une famille orthonormale de vecteurs non nuls de (Ker(π))⊥ et

(Ker(π))⊥ est de dimension 2 donc (e3,e4) est une base orthonormale de (Ker(π))⊥ = Im(π) .

4. (a) On a p◦q(u)= λu et λ, 0 donc u =
1

λ
p◦q(u) = p

(

1

λ
q(u)

)

ce qui montre que : u ∈ Im(p) = H .

On a donc p(u)= u.

On en déduit : p(q(u)−λu) = p ◦q(u)−λp(u) = λu −λu = 0E.

Ainsi, q(u)−λu ∈ Ker(p) = H⊥ .

(b) u ∈H et q(u)−λu ∈ H⊥ donc (u |q(u)−λu) = 0 = (u |q(u))−λ‖u‖2 (1).

Or q(u) ∈K et u −q(u) ∈K⊥ donc (q(u) |u −q(u)) = 0. On en déduit (u |q(u))= ‖q(u)‖2.

En remplaçant dans (1), on obtient ‖q(u)‖2 = λ‖u‖2 .

(c) D’après 4. (b), une valeur propre de p ◦q est nécessairement positive.

De plus, d’après 2. (c), on a ‖q(u)‖2 ≤ ‖u‖2. On en déduit, à l’aide de la question précédente :
λ‖u‖2 ≤ ‖u‖2. Or u est un vecteur propre de p ◦q donc il est non nul. On a donc λ≤ 1.

Les seules valeurs propres non nulles de p ◦q sont donc dans ]0,1].

Ainsi, toutes les valeurs propres de p ◦q sont dans [0,1].

5. (a) Il suffit de montrer que p ◦ q est un projecteur (c’est-à-dire que (p ◦ q)2 = p ◦ q) et qu’il est
symétrique.

Or : (p◦q)2 = p◦q◦p◦q = p2◦q2 car p et q commutent et, comme p et q sont des projecteurs,
on a bien p ◦q qui est aussi un projecteur.

Montrons maintenant qu’il est symétrique, sachant que p et q le sont, pour tous x et y ∈ F :

(p ◦q(x)|y) = (q(x)|p(y)) = (x|q ◦p(y)) = (x|p ◦q(y))

On a donc bien montré que p ◦q est un projecteur orthogonal .

(b) Comme p ◦q est un projecteur orthogonal, on sait que Sp(p ◦q) ⊂ {0,1} or p ◦q , 0L (F) donc 1
est valeur propre de p ◦q et, comme Im (p ◦q) ⊂ H, F, p ◦q , id F et donc 0 est valeur propre
de p ◦q . Ainsi : Sp(p ◦q) = {0,1} .

(c) On sait que Ker q ⊂ Ker(p ◦ q) et Ker p ⊂ Ker(q ◦ p) = Ker (p ◦ q) donc on a déjà l’inclusion
Ker p +Ker q ⊂ Ker (p ◦ q). Pour montrer l’inclusion réciproque, considérons x ∈ Ker(p ◦ q).
Alors q(x) ∈ Ker p et comme q est un projecteur, x − q(x) ∈ Ker q donc x = q(x)+ (x − q(x)) ∈
Ker p +Ker q . D’où Ker p +Ker q = Ker(p ◦q) .

De la même manière, on a clairement Im (p ◦ q) ⊂ Im p ∩ Im q et soit y ∈ Im p ∩ Im q alors il
existe x et y ∈ F tels que y = p(x) = q(z) mais alors p(y) = p2(x) = y et q(y) = q2(z) = y et donc
y = p ◦q(y) ∈ Im (p ◦q), d’où Im (p ◦q) = Im p ∩ Im q .

6. (a) Comme q est un projecteur orthogonal et que la base canonique est orthonormale pour la
structure euclidienne considérée, la matrice Q doit vérifier Q2 = Q = tQ. Un calcul matriciel
par blocs donne alors les 6 relations de l’énoncé.

(b) (i v) ⇒ (i ) a été démontré à la question 5.(b) ;

(i ) ⇒ (i i ) : on a PQ =
(

A B
0 0

)

et donc Sp(A) ⊂ Sp(p ◦ q) = {0,1}. De plus, la matrice A étant

symétrique réelle, elle est diagonalisable. On en déduit que A2 = A et les égalités A2 +BC = A
et B = tC impliquent tCC = 0 ;

(i i ) ⇒ (i i i ) : on sait que Tr( tCC) =
∑

i , j

c2
i , j , où C = (ci , j )i , j . Donc si tCC = 0 alors C = 0 ;

(i i i ) ⇒ (i v) : si C = 0 alors B = tC = 0 et donc Q est diagonale par blocs, elle va donc commuter
avec P, ce qui implique que p et q commutent.
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Partie II

1. (a) On a F = Im f ⊕
(

Im f
)⊥ donc il existe un unique couple (z, y ′) ∈ Im f ×

(

Im f
)⊥ tel que

y = z + y ′.
z ∈ Im f donc il existe x′ ∈E tel que z = f (x′).

Or E = Ker f ⊕
(

Ker f
)⊥ donc il existe (x1, x) ∈ Ker f ×

(

Ker f
)⊥ tel que x′ = x1 +x.

On a donc z = f (x′) = f (x1 +x) = f (x1)+ f (x) = f (x) car x1 ∈ Ker f .

On a trouvé deux vecteurs x et y ′ tels que : y = f (x)+ y ′ avec (x, y ′) ∈
(

Ker f
)⊥×

(

Im f
)⊥ .

(b) Soit (x1, y ′
1) ∈

(

Ker f
)⊥×

(

Im f
)⊥ un deuxième couple tel que y = f (x)+ y ′ = f (x1)+ y ′

1.

Par unicité de la décomposition de y comme somme d’un vecteur de Im f et d’un vecteur de
(

Im f
)⊥ on a f (x) = f (x1) et y ′ = y ′

1 .

Or f (x) = f (x1) ⇒ f (x −x1) = 0F ⇒ x −x1 ∈Ker f .

On a x −x1 ∈Ker f ∩
(

Ker f
)⊥ = {0E} donc x = x1 .

Un tel couple (x, y ′) est unique.

(c) Soit y1, y2 ∈ F et a1, a2 ∈R.

∃ ! (x1, y ′
1) ∈

(

Ker f
)⊥×

(

Im f
)⊥ tel que y1 = f (x1)+ y ′

1.

∃ ! (x2, y ′
2) ∈

(

Ker f
)⊥×

(

Im f
)⊥ tel que y2 = f (x2)+ y ′

2.
a1 y1 +a2 y2 = a1 f (x1)+a1 y ′

1 +a2 f (x2)+a2 y ′
2 = f (a1x1 +a2x2)+a1 y ′

1 +a2 y ′
2.

(

Ker f
)⊥ est un sous-espace vectoriel de E donc a1x1 +a2x2 ∈

(

Ker f
)⊥.

De même,
(

Im f
)⊥ est un sous-espace vectoriel de F donc a1 y ′

1 +a2 y ′
2 ∈

(

Im f
)⊥.

Par définition de g , on a donc g (a1y1 +a2 y2) = a1x1 +a2x2 = a1g (x1)+a2g (x2).

L’application g est donc linéaire de F dans
(

Ker f
)⊥.

2. ∗ On détermine le noyau de g :

Soit y ∈ F. ∃ ! (x, y ′) ∈
(

Ker f
)⊥×

(

Im f
)⊥ tel que y = f (x)+ y ′.

y ∈ Ker g ⇔ g (y) = x = 0E

⇔ y = f (0E)+ y ′

⇔ y = y ′

⇔ y ∈
(

Im f
)⊥

On a donc Ker g =
(

Im f
)⊥ .

∗ On détermine l’image de g :

On a Im g ⊂
(

Ker f
)⊥.

Inversement, pour x ∈
(

Ker f
)⊥, on a la décomposition f (x) = f (x)+ 0F avec 0F ∈

(

Im f
)⊥ donc

g ( f (x)) = x ∈ Im g .

On a donc
(

Ker f
)⊥ ⊂ Im g .

On en déduit Im g =
(

Ker f
)⊥ .

3. (a) On note p le projecteur orthogonal de E sur
(

Ker f
)⊥.

Soit x ∈E. ∃ ! (x1, x2) ∈Ker f ×
(

Ker f
)⊥ tel que x = x1 +x2.

On a p(x) = x2. D’autre part :

f (x) = f (x1 +x2)
= f (x1)+ f (x2)
= f (x2) car x1 ∈ Ker f

= f (x2)+0F avec 0F ∈
(

Im f
)⊥

.

On en déduit g ◦ f (x) = g ( f (x)) = x2 = p(x).

Cette égalité étant vraie pour tout vecteur x de E, on a g ◦ f = p.

g ◦ f est le projecteur orthogonal de E sur
(

Ker f
)⊥.
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(b) On note r le projecteur orthogonal de F sur Im f .

Soit y ∈ F. ∃ ! (x, y ′) ∈
(

Ker f
)⊥×

(

Im f
)⊥ tel que y = f (x)+ y ′.

On a f (x) ∈ Im f donc r (y) = f (x).

D’autre part, g (y) = x et f (g (y)) = f (x) = r (y).

Cette égalité étant vraie pour tout vecteur y de F, on a f ◦ g = r .

f ◦ g est le projecteur orthogonal de F sur Im f .

4. On note (i , j ,k) la base canonique de R
3 et (e1,e2) la base canonique de R

2.

Im f = Vect( f (i ), f ( j ), f (k)) = Vect(e1,e1 +e2,e2) = Vect(e1,e2) =R
2. On en déduit que

(

Im f
)⊥ = {(0,0)}.

Soit (x, y, z) ∈R
3.

(x, y, z) ∈ Ker f ⇔ A





x

y

z



=
(

0
0

)

⇔
(

x + y = 0 et y + z = 0
)

On en déduit Ker f = Vect (1,−1,1).
(

Ker f
)⊥ est donc le plan vectoriel d’équation x − y + z = 0.

Soit y = (y1, y2) ∈R2.

Comme
(

Im f
)⊥ = {(0,0)}, on cherche (x1, x2, x3) ∈

(

Ker f
)⊥ tel que y = f (x1, x2, x3).

On obtient le système :






x1 −x2 +x3 = 0
x1 +x2 = y1

x2 +x3 = y2

⇔







y1 −x2 −x2 + y2 −x2 = 0
x1 = y1 −x2

x3 = y2 −x2

⇔



























x2 =
1

3
(y1 + y2)

x1 =
1

3
(2y1 − y2)

x3 =
1

3
(−y1 +2y2)

.

La matrice de g relativement aux bases canoniques est donc G =
1

3





2 −1
1 1
−1 2



 .

5. (a) Par le théorème du rang, on sait que dimKer f = dimE−dim Im f = dim(Im f ⊥), il suffit donc
de montrer une inclusion entre ces deux sous-espaces vectoriels.

Soit x ∈Ker f et y ∈ Im f alors, il existe z ∈ E tel que y = f (z) et donc, comme f est symétrique :

(x|y) = (x| f (z)) = ( f (x)|z) = (0E|z) = 0

et donc x ∈ Im f ⊥, d’où Ker f = Im f ⊥ .

De plus, on sait qu’en dimension finie, (F⊥)⊥ = F et donc Ker f ⊥ = Im f .

(b) Soit λ une valeur propre de f associée à un vecteur propre x. Distinguons deux cas :
• si λ= 0, alors x ∈ Ker f = (Im f )⊥ = Ker g , d’après 2. donc g (x) = 0 ;

• si λ, 0, alors x = f
(x

λ

)

∈ Im f = (Ker f )⊥, donc g (x) =
x

λ
par définition de g .

Dans les deux cas, x est bien vecteur propre de g .

(c) Par le théorème spectral, comme f est symétrique, il existe une base orthonormale de E for-
mée de vecteurs propres de f . Mais d’après 5. (b), ceux-ci sont aussi des vecteurs propres de
g . Ainsi, g est diagonalisable dans une base orthonormale donc g est symétrique.
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6. D’après la question précédente, toute base de vecteurs propres de f est aussi une base de vecteurs
propres de g , avec conservation de la valeur propre 0 et remplacement des valeurs propres non
nulles par leur inverse.

On trouve χA = X3 −9X2 +18X = X(X−3)(X−6). Le calcul des vecteurs propres conduit ensuite à :

A = P





0 0 0
0 3 0
0 0 6



P−1 = P





0 0 0
0 3 0
0 0 6





tP

avec P =
1

3





2 1 2
−2 2 1
−1 −2 2



 ∈ O3(R). On en déduit la matrice B de g relativement aux bases cano-

niques :

B = P





0 0 0
0 1/3 0
0 0 1/6



P−1 = P





0 0 0
0 1/3 0
0 0 1/6





tP =
1

18





2 2 0
2 3 −2
0 −2 4





Exercice 3 :

Partie III - Facultative

1. Lorsque x décrit E, f (x) décrit Im f . On a donc min
x∈E

‖ f (x)−v‖ = min
u∈Im f

‖u −v‖.

D’après le cours, en notant v0 le projeté orthogonal de v sur Im f , on a :

‖v0 −v‖= min
u∈Im f

‖u −v‖= min
x∈E

‖ f (x)−v‖.

Or v0 ∈ Im f donc il existe x0 ∈ E tel que v0 = f (x0).

On a montré qu’il existe x0 ∈E tel que : ‖ f (x0)−v‖= min
x∈E

‖ f (x)−v‖.

2. On suppose que f est injective. Soit x1 ∈E tel que ‖ f (x1)−v‖ = ‖ f (x0)−v‖= min
x∈E

‖ f (x)−v‖.

On a f (x1)−v = f (x1 −x0)+ f (x0)−v . Or f (x1 −x0) ∈ Im f et f (x0)−v = v0 −v ∈
(

Im f
)⊥.

D’après le théorème de Pythagore, on a : ‖ f (x1)−v‖2 =‖ f (x1)− f (x0)‖2 +‖ f (x0)−v‖2.

Or ‖ f (x1)−v‖ = ‖ f (x0)−v‖ donc ‖ f (x1)− f (x0)‖2 = 0, c’est-à-dire f (x1) = f (x0).

f étant injective, on en déduit x1 = x0.

Si f est injective, alors l’équation (∗) admet une pseudo-solution unique.

3. ⇒ On suppose que x0 est pseudo-solution de (∗).

On a alors f (x0) = v0 donc v − f (x0) = v −v0 ∈
(

Im f
)⊥.

On en déduit : ∀x ∈E, ( f (x0)−v | f (x)) = 0.

⇐ On suppose que : ∀x ∈ E, ( f (x) | f (x0)−v) = 0.

On a alors f (x0)−v ∈
(

Im f
)⊥.

On peut écrire v = (v − f (x0))+ f (x0) avec v − f (x0) ∈
(

Im f
)⊥ et f (x0) ∈ Im f .

La décomposition de v comme somme d’un vecteur de Im f et d’un vecteur de
(

Im f
)⊥ étant

unique, on en déduit f (x0) = v0, ce qui signifie, d’après la question 1., que x0 est pseudo-solution
de (∗).

x0 est pseudo-solution de (∗) si et seulement si ∀x ∈ E, ( f (x) | f (x0)−v) = 0.

4. Soit x un vecteur de E de matrice X dans la base B.

Dans C , f (x) a pour matrice AX et f (x0) a pour matrice AX0.

La base B étant orthonormale, l’écriture matricielle de l’équation ( f (x) | f (x0) − v) = 0 est
t (AX)(AX0 −V) = 0, ou encore t Xt AAX0 = t Xt AV.

On en déduit :
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x0 est pseudo-solution de (∗) ⇔ ∀X ∈Mn,1(R), t Xt AAX0 = t Xt AV
⇔ ∀X ∈Mn,1(R), t X

(

t AAX0 − t AV
)

= 0

∗ On suppose que : ∀X ∈Mn,1(R), t X
(

t AAX0 − t AV
)

= 0.

On note M= t AAX0 − t AV ∈Mn,1(R).

En choisissant X = M, on obtient t MM= 0, c’est-à-dire ‖M‖2 = 0, ou encore M = 0.

∗ Réciproquement, si M= 0, alors on a : ∀X ∈Mn,1(R), t X
(

t AAX0 − t AV
)

= 0.

On a montré que : x0 est pseudo-solution de (∗) si et seulement si t AAX0 = t AV .

5. On a t AA =





3 0 −3
0 6 0
−3 0 3



 et t AV =





0
3
0



.

On pose X0 =





x

y

z



.

t AAX0 = t AV ⇔







3x −3z = 0
6y = 3
−3x +3z = 0

⇔
(

x = z et y =
1

2

)

.

Les pseudo-solutions de l’équation f (x) = v sont les vecteurs









x
1

2
x









, x ∈R.

6. (a)
n
∑

k=1

(

λak +µbk −ck

)2 = ‖λa+µb −c‖2.

On considère f ∈L (R2,Rn) définie par f (λ,µ) = λa+µb.

On a
n
∑

k=1

(

λak +µbk −ck

)2 = ‖ f (λ,µ)−c‖2.

Le problème posé équivaut donc à la recherche des pseudo-solutions de l’équation f (x) = c.

La matrice A de f dans les bases canoniques de R2 et Rn est A =











a1 b1

a2 b2
...

...
an bn











.

(b) f est injective si et seulement si rg(A) = 2.

Ainsi, f est injective si et seulement si la famille (a,b) est libre .

(c) On suppose que (a,b) est libre.

On calcule t AA =
(

a1 a2 · · · an

b1 b2 · · · bn

)











a1 b1

a2 b2
...

...
an bn











=
(

‖a‖2 (a |b)
(a |b) ‖b‖2

)

et t AV = t AC =
(

(a |c)
(b |c)

)

.

D’après 2., le problème posé admet une unique solution, solution de l’équation t AAX0 = t AV.

On résout le système

(

‖a‖2 (a |b)
(a |b) ‖b‖2

)(

λ

µ

)

=
(

(a |c)
(b |c)

)

.

On obtient λ=
‖b‖2(a |c)− (a |b)(b |c)

‖a‖2‖b‖2 − (a |b)2 et µ=
‖a‖2(b |c)− (a |b)(a |c)

‖a‖2‖b‖2 − (a |b)2 .
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4 Barème

Exercice 1 : Intégrales généralisées
Compétences NA MA A Points

I 1. Ca Ch Re étude de fonction /2

2. (a) Ca Ra fonction intégrable /2,5

2. (b) Ra relations de comparaison /1

3. (a) Ra positivité de l’intégrale, théorème de la limite monotone /1,5

3. (b) Ra Ca croissance de l’intégrale, théorème des gendarmes /1,5

II 1. Ca Ra fonction intégrable /1

2. Ca intégration par parties, calculs de limites /2

3. (a) Ra Ca formule d’Euler, binôme de Newton, linéarité de l’intégrale /1,5

3. (b) Ra Co conclusion /1

3. (c) Ra Co conclusion /1

Exercice 2 : Espaces euclidiens
Compétences NA MA A Points

I 1. cours /1
2. (a) cours /1

2. (b) Ca Ra égalités vectorielles puis matricielles /1,5
2. (c) cours (inégalité de Bessel par le théorème de Pythagore) /1

3. (a) Ra Ca caractérisation des projecteurs orthogonaux /1

3. (b) Ca bases orthonormales d’un noyau et d’une image d’un projecteur orthogonal /2

4. (a) Ra Ca noyau et image d’un projecteur orthogonal /1,5

4. (b) Ra Ca orthogonalité /1

4. (c) Ra Ca inégalités sur les valeurs propres /1

5. (a) Ra Ca caractérisation des projecteurs orthogonaux /1

5. (b) Ra Ca spectre d’un projecteur orthogonal /1,5

5. (c) Ra Ch Co égalités entre sous-espaces /3

6. (a) Ra Ca caractérisation des projecteurs orthogonaux et produits par blocs /1

6. (b) Ra Ch Co diagonalisation des matrices symétriques réelles, raisonnements
sur des égalités matricielles

/2,5

II 1. (a) Ch Ra Co décomposition dans des supplémentaires orthogonaux /2

1. (b) Ch Ra Co unicité de cette décomposition /1

1. (c) Ch Ra Co linéarité, unicité de cette décomposition /1,5

2. Ca Ra noyau et image d’une application linéaire /2

3. (a) Ca Ra projecteur orthogonal /2

3. (b) Ca Ra projecteur orthogonal /1

4. Ch Ra Co noyau, image, orthogonaux, matrice dans une base /3

5. (a) Ra , Co , Ca endomorphismes symétriques et orthogonal d’un sous-espace /1,5

5. (b) Co Ch Ra disjonction de cas, vecteurs propres /2

5. (c) Co endomorphisme diagonalisable dans une BON /1

6. Ch Ra Co Ca diagonalisation d’une matrice symétrique réelle, changement de
base

/4
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L’usage d’une calculatrice est interdit. Vous êtes invités à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même incom-

plète ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-

ront pour une part importante dans l’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris

en compte. Vous êtes invités à encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos raisonnements.

Exercice 1 :

Partie I Soit
∑

un la série de fonctions d’une variable réelle de terme général un définie pour tous n ∈N
∗

et x ∈R par :

un(x) =
2x

x2 +n2π2

1. (a) Montrer que
∑

un converge simplement sur R tout entier.

On note U =
+∞
∑

n=1
un la somme de la série de fonctions un .

(b) Montrer que, pour tout a > 0 ,
∑

un converge normalement sur [−a, a].
La série

∑

un converge-t-elle normalement sur R ?

(c) Montrer que U est continue sur R.

2. (a) Soit n ∈N∗. Déterminer la primitive qui s’annule en 0 de la fonction un .

(b) Soit (vn)n∈N∗ la suite de fonctions définie pour tous n ∈N∗ et x ∈R par :

vn(x) = ln

(

1+
x2

n2π2

)

Montrer que
∑

vn converge simplement sur R.

(c) On note V =
+∞
∑

n=1
vn la somme de la série de fonctions

∑

vn .

Montrer que V est la primitive qui s’annule en 0 de la fonction U.

3. On considère la suite (pn)n∈N de fonctions polynômes sur R définie par :

• pour tout x ∈R, p0(x) = x ;

• pour tout n ∈N∗ et pour tout x ∈R, pn(x) = x
k=n
∏

k=1

(

1+
x2

k2π2

)

.

Montrer que la suite (pn)n∈N converge simplement sur R , lorsque n tend vers +∞, vers une fonc-
tion p que l’on exprimera à l’aide de V puis de U.

Pour tout x ∈R , la limite donnant p(x) sera alors notée : p(x) = x
+∞
∏

k=1

(

1+
x2

k2π2

)

.
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Partie II Soit h la fonction définie sur R×]0,+∞[ pour tout (x, t ) ∈R×]0,+∞[ par :

h(x, t ) =
sin(t x)

exp(πt )−1

1. (a) Soit x ∈R. Montrer que la fonction t 7→h(x, t ) admet, quand t tend vers 0 par valeurs positives,
une limite finie que l’on déterminera.

(b) Montrer que, pour tout x ∈R, la fonction t 7→ h(x, t ) est intégrable sur ]0,+∞[.

2. (a) Montrer que h possède des dérivées partielles par rapport à x en tout point de R×]0,+∞[ et à
tout ordre.

Calculer, pour tout (x, t ) ∈R×]0,+∞[ et tout n ∈N
∗,

∂nh

∂xn
(x, t ). On distinguera les cas n pair et

n impair.

(b) Montrer que, pour tout x ∈R et tout n ∈N, la fonction t 7→
∂nh

∂xn
(x, t ) est continue et intégrable

sur ]0,+∞[.

3. Soit f la fonction définie sur R pour tout x ∈R par :

f (x) =
∫+∞

0

sin(t x)

exp(πt )−1
dt

Montrer que f est de classe C
∞ sur R et que, pour tous x ∈R et m ∈N, on a :

f (2m)(x) =
∫+∞

0

(−1)m t 2m sin(t x)

exp(πt )−1
dt et f (2m+1)(x) =

∫+∞

0

(−1)m t 2m+1 cos(t x)

exp(πt )−1
dt

4. (a) Montrer que, pour tout t > 0, on a :
1

exp(πt )−1
=

+∞
∑

n=1
exp(−nπt ).

(b) Montrer que, pour tous n ∈ N
∗ et x ∈ R, la fonction t 7→ exp(−nπt )sin(t x) est intégrable sur

[0,+∞[ et exprimer
∫+∞

0
exp(−nπt )sin(t x)dt à l’aide de un(x).

(c) Pour tous n ∈N∗, x ∈R et t ∈ [0,+∞[, on pose :

hn(x, t ) =
k=n
∑

k=1

exp(−kπt )sin(t x)

Montrer que, pour tous x ∈R et t ∈]0,+∞[ , hn(x, t ) = (1−exp(−nπt ))
sin(t x)

eπt −1
.

Puis, montrer que, pour tout x ∈R :

f (x) = lim
n→+∞

∫+∞

0
hn(x, t )dt

En déduire une expression simple de la fonction f à l’aide de la fonction U.
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Exercice 2 :

Partie I On définit deux endomorphismes f et g de R4 dont les matrices dans la base canonique sont
respectivement les matrices J et K définies par :

J =











1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1











et K =











1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1











.

1. (a) Montrer que les endomorphismes f et g commutent.

(b) Déterminer Ker( f )∩Ker(g ).

On note désormais E le sous-ensemble de M4(R) défini par :

E =



















M(a,b) =











a+b a a−b a

a a+b a a−b

a−b a a+b a

a a−b a a+b











, (a,b) ∈R2



















.

2. Exprimer M(a,b) en fonction de J et de K.

3. Montrer que le produit de deux éléments de E est encore dans E.

4. M(a,b) peut-elle être inversible ?

5. Montrer que pour tout entier naturel n non nul : (M(a,b))n = M
(

4n−1an ,2n−1bn
)

.

Partie II
Notation : Si A et B sont deux événements avec P(B) > 0, on notera P(A |B) la probabilité conditionnelle
de A sachant B.

On considère le damier suivant :

B2 N1 B3

N4 B1 N2

B4 N3 B5

Un pion se déplace avec équiprobabilité sur ce damier de la case où il se trouve vers une des cases qui
possède avec cette case un côté commun. Ainsi, si le pion est en N2, il peut se déplacer vers B1,B3 ou B5,
avec des probabilités égales. On suppose qu’au départ, le pion est sur une case blanche.

1. Où peut se trouver le pion après un nombre pair de déplacements ? Après un nombre impair de
déplacements ?

Posons maintenant pour n ∈N, Vn =















p1,n

p2,n

p3,n

p4,n

p5,n















où pour k ∈ �1,5�, pk,n est la probabilité pour que le

pion soit sur la case Bk après le (2n)-ième déplacement si n , 0 et pk,0 est la probabilité pour que
le pion soit sur la case Bk au départ. Nous noterons Bk,n l’événement : « Le pion est sur la case Bk

après le (2n)-ième déplacement ».

Posons pour n ∈N∗, Wn =











q1,n

q2,n

q3,n

q4,n











où pour k ∈ �1,4�, qk,n est la probabilité pour que le pion soit

sur la case Nk après le (2n −1)-ième déplacement. Nous noterons Nk,n l’événement : « Le pion est
sur la case Nk après le (2n −1)-ième déplacement ».
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2. Exprimer, pour tout entier n non nul,
(

pk,n
)

1≤k≤5 en fonction de
(

qk,n
)

1≤k≤4, puis
(

qk,n
)

1≤k≤4 en
fonction de

(

pk,n−1
)

1≤k≤5.

En déduire que pour tout entier n ∈N∗, on a :

Wn = AVn−1 et Vn = BWn

avec A =
1

4











1 2 2 0 0
1 0 2 0 2
1 0 0 2 2
1 2 0 2 0











et B =
1

3















1 1 1 1
1 0 0 1
1 1 0 0
0 0 1 1
0 1 1 0















.

3. Calculer AB et montrer que AB est un élément de E.

4. Montrer que : ∀n ∈N∗, (AB)n = M

(

1

4
,

1

2×3n

)

.

5. Exprimer de façon simple, pour tout entier naturel n, non nul, (BA)n en fonction de A, de B et d’une
puissance de AB. Calculer (BA)n .

6. Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, une relation entre Vn et V0.

7. Soit n ∈N∗. Quelle est la probabilité pour que le pion soit sur la case B1 après le (2n)-ième dépla-
cement ? Que remarque-t-on ?

Nous admettrons que le résultat du n-ième déplacement ne dépend que de la position du pion
juste avant ce déplacement et non pas des autres positions précédentes. On a donc, en particulier :
∀n ∈N∗, ∀k ∈ �1,4�, P(B1,n+1 |Nk,n+1 ∩B1,n) = P(B1,n+1 |Nk,n+1).

8. Montrer que pour tout entier n, non nul, les événements B1,n et B1,n+1 sont indépendants.

Nous admettrons plus généralement, sous l’hypothèse formulée ci-dessus, que la famille d’évé-
nements

(

B1,n
)

n∈N∗ est une famille d’événements mutuellement indépendants et nous considère-
rons, dans la question qui suit, que la position de départ n’est pas obtenue à partir d’un déplace-
ment du pion.

9. Soit n ∈N∗. On effectue 2n déplacements du pion. Soit la variable aléatoire X qui compte le nombre
de fois où le pion a été déplacé sur la case B1. Déterminer la loi de X ainsi que son espérance et sa
variance.
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5 Correction
Exercice 1 : (d’après CCP PC 2011)

Partie I

1. (a) Pour tout n ∈N∗, un(0) = 0. La série numérique
∑

un(0) converge donc vers 0.

Pour x , 0, un(x) ∼
n→+∞

2x

n2π2
qui est le terme d’une série convergente.

Donc
∑

un converge simplement sur R tout entier .

(b) Pour tout x ∈ [−a, a], |un(x)| É
2|x|

n2π2 É
2a

n2π2 .

Donc ||un |[−a,a]||∞ É
2a

n2π2 qui est le terme d’une série convergente, donc
∑

un converge normalement sur [−a, a].

Par contre, sachant que pour tout n ∈ N∗, un(n) =
2

n(1+π2)
qui est le terme

d’une série divergente,
∑

un ne converge pas uniformément sur R donc
∑

un ne converge pas normalement sur R tout entier.

On aurait aussi pu étudier la fonction un sur R et montrer que ||un ||∞ = un(nπ) =
1

nπ2 qui est

le terme d’une série divergente.

(c) Pour tout n ∈N∗, la fonction un est continue surRcomme quotient de fonctions continues sur
R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. De plus, d’après la question précédente,

∑

un

converge normalement, donc uniformément sur tout segment [−a, a] de R. La somme U =
+∞
∑

n=1
un est donc continue sur tout segment [−a, a] et par conséquent U est continue sur R .

2. (a) Pour tout n ∈N∗, les primitives de un sont de la forme x 7→ ln(x2+n2π2)+C, avec C ∈R. La pri-

mitive de un qui s’annule en 0 vérifie donc C=− ln(n2π2) et est de la forme x 7→ ln

(

1+
x2

n2π2

)

.

(b) On reconnait que vn est la primitive de un qui s’annule en 0. Donc la série numérique
∑

vn(0)
converge vers 0. Et pour x , 0, on a :

vn(x) = ln

(

1+
x2

n2π2

)

∼
n→+∞

x2

n2π2

qui est le terme d’une série convergente. Donc
∑

vn converge simplement sur R tout entier .

(c) Appliquons le théorème de dérivation de la somme d’une série de fonctions.

• Pour tout n ∈ N∗, la fonction vn est de classe C
1 sur R comme composée de fonctions de

classe C
1 ;

• on vient de montrer que la série de fonctions
∑

vn converge simplement sur R ;
• pour tous n ∈N∗ et x ∈R, v ′

n(x) = un(x) ; or
∑

un converge uniformément sur tout segment
[−a, a] de R.

Le théorème s’applique donc sur tout segment [−a, a] de R et on peut en conclure que V est

de classe C
1 sur R et que pour tout x ∈ R, V′(x) =

+∞
∑

n=1
v ′

n(x) =
+∞
∑

n=1
un(x) = U(x). Ainsi, comme

V(0) = 0, V est la primitive de U qui s’annule en 0 .

Remarque : on aurait aussi pu appliquer le théorème d’intervertion somme-intégrale sur le seg-

ment [0, x] à
∑

un .

3. Pour commencer, il est clair que (pn(0))n converge vers 0. Ensuite, pour x , 0, l’égalité
pn(x)

x
=

n
∏

k=1

(

1+
x2

k2π2

)

entraîne que
pn(x)

x
> 0. Donc on peut étudier ln

(

pn(x)

x

)

et il suffit de montrer que
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(

ln

(

pn(x)

x

))

n

converge pour montrer que (pn(x))n = x exp

(

ln

(

pn(x)

x

))

n

converge car la fonction

exp est continue sur R.

Mais pour tous n et x différents de 0 :

ln

(

pn(x)

x

)

= ln

(

n
∏

k=1

(

1+
x2

k2π2

)

)

=
n
∑

k=1

ln

(

1+
x2

k2π2

)

=
n
∑

k=1

vk(x)

Ainsi, d’après la question 2.(b) :

lim
n→+∞

pn(x) = lim
n→+∞

x exp

(

n
∑

k=1

vk(x)

)

= x exp(V(x)) = x exp

(∫x

0
U(t )dt

)

et cette égalité est vraie pour tout x ∈ R. On en déduit donc que
la suite (pn)n converge simplement sur R vers la fonction x 7→ x exp(V(x)) .

Partie II

1. (a) Pour tout t > 0, h(0, t )= 0 admet une limite quand t → 0.

Et pour x , 0, h(x, t ) =
sin(xt )

exp(πt )−1
∼
0

t x

πt
=

x

π
. Donc, pour tout x ∈R, lim

t→0
h(x, t ) =

x

π
.

(b) Pour tout x ∈ R, la fonction t 7→ h(x, t ) est continue sur ]0;+∞[ et, d’après la ques-
tion précédente, elle admet une limite en 0 donc elle est intégrable sur tout segment

de la forme [0, a], a > 0. Examinons son comportement en +∞ : h(x, t ) = O

(

1

exp(πt )

)

et t 7→ exp(−πt ) est intégrable en +∞ donc par comparaison t 7→ h(x, t ) l’est aussi.
La fonction t 7→ h(x, t ) est donc intégrable sur ]0,+∞[ .

2. (a) La fonction sin étant de classe C
∞ sur R, pour t > 0 fixé, la fonction x 7→ h(x, t ) est aussi de

classe C
∞ sur R. En calculant les quatre premières dérivées, on peut conjecturer une formule

et la montrer par récurrence sur n. Montrons que pour tous n ∈N et t > 0 :

∂2nh

∂x2n
(x, t ) = (−1)n t 2n sin(t x)

exp(πt )−1
et

∂2n+1h

∂x2n+1
(x, t ) = (−1)n t 2n+1 cos(t x)

exp(πt )−1

Ces deux formules étant vérifiées pour x = 0, on peut supposer par la suite x , 0.

• Initialisation : la première formule est clairement vérifiée pour n = 0 et comme
∂sin(xt )

∂x
=

t cos(xt ), la deuxième formule est aussi vérifiée.
• Hérédité : supposons ces deux formules vraies pour un n donné et montrons les au rang

n +1. Il faut donc montrer que pour tout t > 0 :

∂2n+2h

∂x2n+2
(x, t ) = (−1)n+1t 2n+2 sin(t x)

exp(πt )−1
et

∂2n+3h

∂x2n+3
(x, t ) = (−1)n+1t 2n+3 cos(t x)

exp(πt )−1

On obtient l’égalité
∂2n+2h

∂x2n+2
(x, t ) = (−1)n+1t 2n+2 sin(t x)

exp(πt )−1
en dérivant

∂2n+1h

∂x2n+1
par rapport

à x à l’aide de
∂cos(xt )

∂x
=−t sin(xt ) et l’égalité

∂2n+3h

∂x2n+3
(x, t ) = (−1)n+1t 2n+3 cos(t x)

exp(πt )−1
s’ob-

tient en dérivant
∂2n+2h

∂x2n+2 grâce à
∂sin(xt )

∂x
= t cos(xt ).

Et on conclut par le principe de récurrence que pour tous n ∈N et t > 0 :

∂2nh

∂x2n
(x, t ) = (−1)n t 2n sin(t x)

exp(πt )−1
et

∂2n+1h

∂x2n+1 (x, t ) = (−1)n t 2n+1 cos(t x)

exp(πt )−1

(b) La fonction t →
∂nh

∂xn
(x, t ) est continue par rapport à t sur ]0,+∞[ comme quo-

tient de fonctions continues ne s’annulant par sur ]0,+∞[. De plus, sachant que

Lycée Condorcet PC - PSI 2014 - 2015 Correction DS 5



3

lim
t→0

t

exp(πt )−1
=

1

π
, elle prolongeable par continuité en t = 0 pour x ∈ R fixé. Enfin,

∂nh

∂xn
(x, t ) =

t→+∞
o

(

1

t 2

)

qui est une fonction intégrable au voisinage de +∞ d’après le cri-

tère de Riemann avec α = 2 > 1. On en déduit donc que pour tous n ∈ N et x ∈ R,

la fonction t →
∂nh

∂xn
(x, t ) est continue et intégrable sur ]0,+∞[ .

3. On sait déjà, d’après la question II.1.(b), que f est bien définie et on va appliquer un corollaire du
théorème de dérivation sous le signe intégrale pour montrer que f est de classe C

∞.

(i) Pour tout t > 0, x 7→ h(x, t ) est de classe C
∞ sur R (question 2.(a)) ;

(ii) pour tous n ∈N et x ∈R, t 7→
∂nh

∂xn
(x, t ) est continue et intégrable sur ]0,+∞[ (question 2.(b)) ;

(iii) il reste à majorer
∂nh

∂xn
(x, t ) par une fonction ϕn(t ) indépendante de x, positive, continue par

morceaux et intégrable sur ]0,+∞[. Il suffit que prendre ϕn(t ) =
t n

exp(πt )−1
(les arguments

pour montrer qu’elle est continue et intégrable sont les mêmes que ceux développés à la ques-
tion 2.(b)).

On peut donc affirmer que f est de classe C
∞ sur R et que pour tous n ∈N et x ∈R :

f (n)(x) =
∫+∞

0

∂nh

∂xn
(x, t )dt soit, d’après la question 2.(a) :

f (2n)(x) =
∫+∞

0
(−1)n t 2n sin(t x)

exp(πt )−1
dt et f (2n+1)(x) =

∫+∞

0
(−1)n t 2n+1 cos(t x)

exp(πt )−1
dt

4. (a) Pour t > 0, exp(−πt ) ∈]0,1[. La série géométrique de raison exp(−πt ) est donc convergente et :

+∞
∑

n=1
exp(−nπt ) = exp(−πt )

+∞
∑

n=0
(exp(−πt ))n =

exp(−πt )

1−exp(−πt )
=

1

exp(πt )−1

(b) Pour n ∈N∗ et x ∈ R, la fonction t 7→ exp(−nπt )sin(t x) est continue sur [0,+∞[ comme pro-
duit de fonctions continues. De plus, exp(−nπt )sin(t x) = O(exp(−nπt )) qui est une fonction
intégrable au voisinage de +∞ donc t 7→ exp(−nπt )sin(t x) est intégrable sur [0,+∞[ .

De plus, si l’on note In =
∫+∞

0
exp(−nπt )sin(t x)dt , alors par une première intégration

par parties en posant u(t ) = sin(t x) et v(t ) =
exp(−nπt )

−nπ
, les fonctions u et v étant

de classe C
1 sur [0,+∞[ telles que u(0)v(0) = lim

t→+∞
u(t )v(t ) = 0, on obtient : In =

x

nπ

∫+∞

0
exp(−nπt )cos(t x)dt . Puis, une deuxième intégration par parties avec ũ(t ) = cos(xt )

et v(t ) =
exp(−nπt )

−nπ
, les fonctions ũ et v étant de classe C

1 sur [0,+∞[ telles que ũ(0)v(0) =
−1

nπ
et lim

t→+∞
ũ(t )v(t ) = 0, donne : In =

x

(nπ)2 (1−xIn) soit In =
x

x2 +n2π2
, on a donc montré

que :
∫+∞

0
exp(−nπt )sin(t x)dt =

un(x)

2
.

Remarque : on aurait aussi pu écrire sin(t x) = Im
(

e i tx
)

et travailler avec la somme des termes

d’une suite géométriqie.

(c) Remarque : pour exprimer f (x) à l’aide d’une série, l’énoncé revient aux sommes partielles car

le théorème d’interversion série-intégrale ne s’applique pas.

Pour tous n ∈N∗, x ∈R et t > 0 :

hn(x, t ) =
n
∑

k=1

(

exp(−πt )
)k sin(t x) = exp(−πt )

1−exp(−nπt )

1−exp(−πt )
sin(t x)
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(car exp(−nπt ) ∈ [0,1[). Soit hn(x, t ) = (1−exp(−nπt ))
sin(t x)

eπt −1
.

On va appliquer le théorème de convergence dominée (x est fixé) :

(i) Pour tout n ∈ N
∗, t 7→ hn(x, t ) est intégrable sur ]0;+∞[ (continue sur ]0;+∞[, prolon-

geable par continuité en 0 et hn(x, t ) =
t→+∞

o

(

1

t 2

)

) ;

(ii) pour tout t > 0,hn(x, t ) →
n→+∞

sin(t x)

eπt −1
, on remarque que la limite simple est la fonction

t 7→ h(x, t ) qui est continue sur ]0;+∞[ (question 1.(b)) ;

(iii) pour tout n ∈N∗ :

∀t > 0, |hn(x, t )| =
∣

∣

∣

∣

(1−exp(−nπt ))
sin(t x)

eπt −1

∣

∣

∣

∣

É
|sin(t x)|
eπt −1

et on a vu à la question 1.(b) que la fonction t 7→ |h(x, t )| était intégrable sur ]0;+∞[

donc d’après le théorème de convergence dominée : f (x) = lim
n→+∞

∫+∞

0
hn(x, t ) dt .

Or par linéarité et d’après ce que l’on a montré au début de cette question :

∫+∞

0

n
∑

k=1

exp(−kπt )sin(t x) dt =
n
∑

k=1

∫+∞

0
exp(−kπt )sin(t x) dt =

n
∑

k=1

1

2
uk(x)

et donc pour tout x ∈R, f (x) =
1

2
U(x) .

Exercice 2 : (d’après G2E 2009)

Partie I

1. (a) On a JK = O4,4 = KJ. On en déduit f ◦ g = 0̃ = g ◦ f .

Ainsi, les endomorphismes f et g commutent .

(b) Soit u = (x, y, z, t ) ∈R4.

u ∈ Ker( f )∩Ker(g ) ⇔ J











x

y

z

t











= K











x

y

z

t











=











0
0
0
0











⇔







x + y + z + t = 0
x − z = 0
y − t = 0

⇔







x + y +x + y = 0
z = x

t = y

⇔







y =−x

z = x

t =−x

On a donc Ker( f )∩Ker(g ) = {(x,−x, x,−x)/ x ∈R} = Vect((1,−1,1,−1)) .

2. Soit (a,b) ∈R2.

On a M(a,b) =











a a a a

a a a a

a a a a

a a a a











+











b 0 −b 0
0 b 0 −b

−b 0 b 0
0 −b 0 b











d’où M(a,b) = aJ+bK .

3. On considère M(a,b) et M(α,β) deux éléments de E avec a,b,α,β ∈R.
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M(a,b)M(α,β) = (aJ+bK)(αJ+βK) d’après la question précédente
= aαJ2 +aβJK+bαKJ+bβK2

= aαJ2 +bβK2 car JK = KJ = O4,4

Or J2 =











4 4 4 4
4 4 4 4
4 4 4 4
4 4 4 4











= 4J et K2 =











2 0 −2 0
0 2 0 −2
−2 0 2 0
0 −2 0 2











= 2K.

On obtient M(a,b)M(α,β)= 4aαJ+2bβK = M(4aα,2bβ)∈ E.

On a montré que le produit de deux éléments de E est un élément de E .

4. D’après la question 1. (b), on a (1,−1,1,−1)∈Ker( f )∩Ker(g ).

Si on note U =











1
−1
1
−1











, on a donc JU = KU =











0
0
0
0











.

Soit (a,b) ∈R
2.

M(a,b)U = (aJ+bK)U = aJU+bKU =











0
0
0
0











.

Il existe une matrice colonne non nulle U telle que M(a,b)U = O4,1 donc
la matrice M(a,b) n’est pas inversible .

5. On montre par récurrence sur n ∈N∗ que : (M(a,b))n = M
(

4n−1an ,2n−1bn
)

.

∗ Initialisation : Pour n = 1, on a (M(a,b))n = M(a,b) et M
(

4n−1an ,2n−1bn
)

= M(a,b) donc la pro-
priété est vraie pour n = 1.

∗ Hérédité : On suppose que pour n ∈N∗ fixé on a (M(a,b))n = M
(

4n−1an ,2n−1bn
)

.

(M(a,b))n+1 = (M(a,b))n M(a,b)
= M

(

4n−1an ,2n−1bn
)

M(a,b) d’après l’hypothèse de récurrence
= M

(

4×4n−1an ×a,2×2n−1bn ×b
)

d’après la question 4.
= M

(

4n an+1,2nbn+1)

La propriété est donc vraie au rang n +1.

On a montré par récurrence : ∀n ∈N∗, (M(a,b))n = M
(

4n−1an ,2n−1bn
)

.

Partie II

1. On remarque que si le pion est sur une case blanche, alors il ne peut se déplacer que vers une case
noire. De même, si le pion est sur une case noire, alors il ne peut se déplacer que vers une case
blanche.

On sait qu’au départ, le pion est sur une case blanche. On en déduit qu’après un nombre pair de
déplacements, il se trouvera sur une case blanche et qu’après un nombre impair de déplacements,
il se trouvera sur une case noire.

2. D’après la question précédente, pour n ∈N∗, la famille
(

Nk,n
)

1≤k≤4 est un système complet d’évé-
nements. D’après la formule des probabilités totales, on a :

∀ i ∈ �1,5�, P(Bi ,n) =
4

∑

k=1

P(Bi ,n |Nk,n )P(Nk,n ), c’est-à-dire pi ,n =
4

∑

k=1

P(Bi ,n |Nk,n )qk,n .

Or en observant le damier, on obtient :

∀k ∈ �1,4�, P(B1,n |Nk,n ) =
1

3
;

P(B2,n |N3,n ) = P(B2,n |N2,n ) = 0 et P(B2,n |N1,n ) = P(B2,n |N4,n ) =
1

3
;
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P(B3,n |N4,n ) = P(B3,n |N3,n ) = 0 et P(B3,n |N1,n ) = P(B3,n |N2,n ) =
1

3
;

P(B4,n |N1,n ) = P(B4,n |N2,n ) = 0 et P(B4,n |N3,n ) = P(B4,n |N4,n ) =
1

3
;

P(B5,n |N1,n ) = P(B5,n |N4,n ) = 0 et P(B5,n |N2,n ) = P(B5,n |N3,n ) =
1

3
.

On pose B =
1

3















1 1 1 1
1 0 0 1
1 1 0 0
0 0 1 1
0 1 1 0















. On a ∀n ∈N
∗, Vn = BWn .

De même, pour n ∈ N∗, la famille
(

Bk,n−1
)

1≤k≤5 est un système complet d’événements. D’après la
formule des probabilités totales, on a :

∀ i ∈ �1,4�, P(Ni ,n) =
5

∑

k=1
P(Ni ,n |Bk,n−1)P(Bk,n−1), c’est-à-dire qi ,n =

5
∑

k=1
P(Ni ,n |Bk,n−1)pk,n−1 .

En observant le damier, on obtient :

P(N1,n |B4,n−1) = P(N1,n |B5,n−1) = 0, P(N1,n |B2,n−1) = P(N1,n |B3,n−1) =
1

2
et P(N1,n |B1,n−1) =

1

4
;

P(N2,n |B2,n−1) = P(N2,n |B4,n−1) = 0, P(N2,n |B3,n−1) = P(N2,n |B5,n−1) =
1

2
et P(N2,n |B1,n−1) =

1

4
;

P(N3,n |B2,n−1) = P(N3,n |B3,n−1) = 0, P(N3,n |B4,n−1) = P(N3,n |B5,n−1) =
1

2
et P(N3,n |B1,n−1) =

1

4
;

P(N4,n |B3,n−1) = P(N4,n |B5,n−1) = 0, P(N4,n |B2,n−1) = P(N4,n |B4,n−1) =
1

2
et P(N4,n |B1,n−1) =

1

4
.

On pose A =
1

4











1 2 2 0 0
1 0 2 0 2
1 0 0 2 2
1 2 0 2 0











. On a : ∀n ∈N∗, Wn = AVn−1 .

3. AB =
1

12











5 3 1 3
3 5 3 1
1 3 5 3
3 1 3 5











= M

(

3

12
,

2

12

)

= M

(

1

4
,

1

6

)

.

Ainsi, AB = M

(

1

4
,

1

6

)

∈ E .

4. D’après la question 5. de la partie I, on a, pour n ∈N∗ :

(AB)n =
(

M

(

1

4
,

1

6

))n

= M

(

4n−1 ×
1

4n
,2n−1 ×

1

6n

)

= M

(

1

4
,

1

2×3n

)

.

∀n ∈N∗, (AB)n = M

(

1

4
,

1

2×3n

)

.

5. Soit n ∈N∗. On a (BA)n = B(AB)n−1A .

Or (AB)n−1 = M

(

1

4
,

1

2×3n−1

)

.

1

3















1 1 1 1
1 0 0 1
1 1 0 0
0 0 1 1
0 1 1 0















×





















1

4
+

1

2×3n−1

1

4

1

4
−

1

2×3n−1

1

4
1

4

1

4
+

1

2×3n−1

1

4

1

4
−

1

2×3n−1
1

4
−

1

2×3n−1

1

4

1

4
+

1

2×3n−1

1

4
1

4

1

4
+

1

2×3n−1

1

4

1

4
−

1

2×3n−1




















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=
1

6

























2 2 2 2

1+
1

3n−1
1−

1

3n−1
1−

1

3n−1
1+

1

3n−1

1+
1

3n−1 1+
1

3n−1 1−
1

3n−1 1−
1

3n−1

1−
1

3n−1
1−

1

3n−1
1+

1

3n−1
1+

1

3n−1

1−
1

3n−1
1+

1

3n−1
1+

1

3n−1
1−

1

3n−1

























.

Et
1

6

























2 2 2 2

1+
1

3n−1
1−

1

3n−1
1−

1

3n−1
1+

1

3n−1

1+
1

3n−1 1+
1

3n−1 1−
1

3n−1 1−
1

3n−1

1−
1

3n−1
1−

1

3n−1
1+

1

3n−1
1+

1

3n−1

1−
1

3n−1
1+

1

3n−1
1+

1

3n−1
1−

1

3n−1

























×
1

4











1 2 2 0 0
1 0 2 0 2
1 0 0 2 2
1 2 0 2 0











=
1

24

























8 8 8 8 8

4 4+
4

3n−1
4 4 4−

4

3n−1

4 4 4+
4

3n−1 4−
4

3n−1 4

4 4 4−
4

3n−1 4+
4

3n−1 4

4 4−
4

3n−1
4 4 4+

4

3n−1

























Donc (BA)n =
1

6

























2 2 2 2 2

1 1+
1

3n−1
1 1 1−

1

3n−1

1 1 1+
1

3n−1
1−

1

3n−1
1

1 1 1−
1

3n−1 1+
1

3n−1 1

1 1−
1

3n−1
1 1 1+

1

3n−1

























6. D’après la question 2., pour n ∈N∗, on a Vn = BWn = B(AVn−1) = (BA)Vn−1.

On montre par récurrence que : ∀n ∈N∗, Vn = (BA)nV0 .

7. Soit n ∈N∗. La probabilité que le pion soit sur la case B1 après le (2n)-ième déplacement est p1,n .
Or Vn = (BA)nV0 donc p1,n , le premier coefficient de Vn , vaut :

p1,n =
1

6

5
∑

k=1

2pk,0 =
1

3

5
∑

k=1

pk,0 =
1

3
car

(

Bk,0
)

1≤k≤5 est un système complet d’événements.

∀n ∈N∗, p1,n =
1

3
.

On remarque que cette probabilité ne dépend pas de n.

8. Soit n ∈N∗.
La famille

(

Nk,n+1
)

1≤k≤4 est un système complet d’événements. D’après la formule des probabilités
totales, on a :

P(B1,n+1 ∩B1,n ) =
4

∑

k=1

P(B1,n+1 ∩B1,n ∩Nk,n+1)

=
4

∑

k=1
P(B1,n+1 |B1,n ∩Nk,n+1)P(B1,n ∩Nk,n+1)

=
4

∑

k=1

P(B1,n+1 |Nk,n+1)P(B1,n ∩Nk,n+1) d’après le résultat admis dans l’énoncé

=
4

∑

k=1

1

3
P(B1,n ∩Nk,n+1)

=
1

3

4
∑

k=1

P(B1,n ∩Nk,n+1)

=
1

P(B1,n ) car
(

Nk,n+1
)

1≤k≤4 est un système complet d’événements
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Les événements B1,n et B1,n+1 sont indépendants.

9. La famille
(

B1,k
)

1≤k≤n est une famille d’événements mutuellement indépendants de même proba-

bilité,
1

3
.

X est égale au nombre d’événements de cette famille qui se réalise.

X suit donc la loi binomiale de paramètres n et
1

3
.

On a E(X) =
n

3
et V(X) = n ×

1

3

(

1−
1

3

)

=
2n

9
.
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5 Barème
Exercice 1 : Séries de fonctions-Intégrales à paramètre

Compétences NA MA A Points

I 1. (a) Ra Ca convergence simple d’une série de fonctions /1,5

1. (b) Ca Ch convergence normale d’une série de fonctions /2

1. (c) Ra continuité de la somme d’une série de fonctions /1

2. (a) Ca calcul de primitive /1

2. (b) Ra Ca convergence simple d’une série de fonctions /1.5

2. (c) Ra théorème de dérivation ou d’intégration terme à terme /2.5

3. Ch Co Ca suite de fonctions définie par un produit /3

II 1. (a) Ca détermination d’une limite /1.5

1. (b) Ra Ca intégrabilité d’une fonction /2

2. (a) Ca Ra Co calcul de dérivée n-ième /2.5

2. (b) Ra Ca intégrabilité d’une fonction /2.5

3. Co Ra théorème de dérivation sous le signe intégrale /3

4. (a) Ca série géométrique /1.5

4. (b) Ca Ra Ch intégrabilité d’une fonction - intégration par parties /3,5

4. (c) Co Ra Ch Ca théorème de convergence dominée /5

Exercice 2 : Algèbre linéaire - Probabilités
Compétences NA MA A Points

I 1. (a) Ca produit de matrices /1

1. (b) Ca Ra système linéaire - sous-espace vectoriel de Rn /2

2. Ca somme de matrices /1

3. Ca Ra calcul matriciel /2

4. Ra inversibilité d’une matrice /1.5

5. Co Ra démonstration par récurrence /2

II 1. Co Ra comprendre un énoncé de probas /1.5

2. M Co Ra reconnaître un sce - utiliser la formule des probas totales - traduire un
énoncé de probas

/6

3. Ca produit matriciel /1.5

4. Ca Ra calcul /1

5. Ca Ra produit matriciel /2

6. Ra Co démonstration par récurrence /1.5

7. Ca Ra calcul - utiliser un sce /2

8. Ca Ra indépendance d’événements - formule des probabilités totales /3

9. Ra loi d’une variable aléatoire - espérance - variance /2
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L’usage d’une calculatrice est interdit. Vous êtes invités à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même incom-

plète ou non fructueuse, que vous aurez développée.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre-

ront pour une part importante dans l’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris

en compte. Vous êtes invités à encadrer les résultats de vos calculs et les conclusions de vos raisonnements.

Exercice 1 : Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie I Soit h la fonction définie sur R2 par h(x, y) =
√

x2 + y2 + y2 −1.

1. (a) Justifier que h est continue sur R2.

(b) Montrer que h est de classe C
1 sur R2 \ {(0,0)} et calculer ses dérivées partielles premières en

tout point de cet ensemble.

(c) h possède-t-elle des dérivées partielles premières en (0,0) ?

2. (a) Montrer que U = {(x, y) ∈R2, 0<
√

x2 + y2 < 2} est un ouvert de R2.

(b) h a-t-elle des points critiques dans U ?

(c) Montrer que h est bornée sur D = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 É 4} et qu’elle y atteint ses bornes, puis
déterminer les points de D en lesquels ces bornes sont atteintes.

Partie II Soit ϕ une fonction de classe C
2 sur R, on définit la fonction g sur R∗×R par g (x, y) =ϕ

( y

x

)

.

1. (a) Justifier que g est de classe C
2 sur R∗×R et calculer ses dérivées partielles premières en fonc-

tion de ϕ′.

(b) Calculer les dérivées partielles secondes
∂2g

∂x2 et
∂2g

∂y2 en fonction de ϕ′ et ϕ′′.

2. Déterminer les solutions sur R de l’équation différentielle

(1+ t 2)x′′+2t x′ = t (1)

on pourra chercher à dériver l’expression (1+ t 2)x′ par rapport à t .

3. On veut déterminer les fonctions ϕ pour lesquelles g vérifie l’équation aux dérivées partielles :

∂2g

∂x2 (x, y)+
∂2g

∂y2 (x, y) =
y

x3 , ∀ (x, y) ∈R∗×R (2)

(a) Montrer que si g vérifie (2) alors ϕ vérifie l’équation différentielle (1).

(b) En déduire l’expression de ϕ puis celle de g .

(c) Vérifier que les fonctions trouvées ci-dessus sont effectivement des solutions de (2).

Exercice 2 : Pour un entier n supérieur à 1, on note In la matrice unité de Mn(R) et On(R) le groupe
des matrices orthogonales de Mn(R).

1. Démontrer que l’application M 7→ tMM− In est continue de Mn(R) dans Mn(R).

2. Justifier que, si A = (ai , j ) est une matrice orthogonale, alors :

∀ (i , j ) ∈ {1, . . . ,n}2, |ai , j | É 1

3. En déduire que le groupe orthogonal On(R) est une partie fermée et bornée de Mn(R).

4. On considère une matrice symétrique S dont les valeurs propres λ1, . . . ,λn sont toutes positives et
on note ∆ la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les réels λ1, . . . ,λn .

Si A est une matrice orthogonale, on note T(A) le réel Tr(AS).
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(a) Soit A ∈On(R), démontrer qu’il existe une matrice orthogonale B telle que T(A) = Tr(B∆).

(b) Démontrer que l’application T de On(R) dans R admet un maximum sur On(R) que l’on notera
t .

(c) Démontrer que, pour toute matrice orthogonale A, T(A) É Tr(S), puis déterminer le réel t .

Exercice 3 : Les deux parties de ce problème sont, dans une large mesure, indépendantes.

On s’intéresse ici aux propriétés de la fonction polylogarithme, définie comme série entière, et à son
prolongement grâce à une représentation intégrale.

Partie I : le polylogarithme

Dans toute cette partie, α est un réel fixé.

1. (a) Déterminer le rayon de convergence de la série entière Lα définie par : Lα(x) =
+∞
∑

n=1

xn

nα
.

(b) Justifier que l’application Lα est de classe C
∞ sur ]−1,1[.

(c) Montrer que :
∀x ∈]−1,1[, Lα(−x)+Lα(x) = 21−αLα(x2).

2. (a) Pour tout x ∈]−1,1[, établir une relation entre L′
α+1(x) et Lα(x).

Exprimer Lα+1(x) sous forme de l’intégrale entre 0 et x d’une certaine fonction.

(b) Pour x ∈]−1,1[, préciser les valeurs de Lα(x) lorsque α= 0, α=−1 et α= 1.

3. Dans cette question, on suppose que α≤ 1.

Montrer que Lα(x) tend vers +∞ quand x tend vers 1 par valeurs strictement inférieures. Pour cela,
on pourra chercher à minorer Lα(x) pour x ∈]0,1[.

Partie II : prolongement pour α> 1

Dans toute cette partie, α est un réel strictement supérieur à 1.

1. (a) Montrer que la fonction Lα définie dans la partie I est continue sur [−1,1].

(b) Déterminer lim
x → 1
x < 1

L′
2(x) et préciser si la fonction L2 est dérivable en 1.

2. (a) Montrer que l’application ϕ : u 7→
uα−1

eu −1
est intégrable sur ]0,+∞[.

(b) Pour tout réel x ≤ 1, justifier l’existence de Kα(x) =
∫+∞

0

uα−1

eu −x
du.

(c) Montrer que l’application Kα ainsi définie est continue sur l’intervalle ]−∞,1].

(d) Dans cette question, on suppose que α> 2.

Montrer que la fonction Kα est de classe C
1 sur l’intervalle ]−∞,1].

(e) On revient au cas général où α> 1.

Montrer que la fonction Kα est de classe C
1 sur tout segment [a,b] avec a < b < 1, puis sur

l’intervalle ]−∞,1[.

3. (a) Prouver l’existence de Gα =
∫+∞

0
tα−1e−t d t et justifier que Gα > 0.

(b) Montrer que pour tout x ∈ [−1,1] et pour tout u > 0, on a :

1

eu −x
=

+∞
∑

k=0

xk e−(k+1)u .
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(c) En déduire que pour tout x ∈ [−1,1], en utilisant Lα(x) défini dans la partie I et Kα(x) défini
dans la question 2. (b) de la partie II, on a la relation :

xKα(x) = GαLα(x).

On précisera avec soin le théorème d’intégration terme à terme utilisé.

4. (a) Pour tout x ∈]−∞,1], on prolonge la définition de Lα(x) en posant :

Lα(x) =
x

Gα

∫+∞

0

uα−1

eu −x
du.

Montrer que l’application Lα ainsi définie est continue sur ]−∞,1] et de classe C
1 sur ]−∞,1[.

(b) Montrer que pour tout réel x ≤ 1, on a :

Lα(x) =
x

Gα

∫1

0

(− ln(t ))α−1

1−xt
d t .

(c) Justifier que l’on peut prolonger la fonction Lα sur C\]1,+∞[ par la définition :

∀z ∈C\]1,+∞[, Lα(z) =
z

Gα

∫+∞

0

uα−1

eu − z
du.

Montrer alors que pour tout z ∈C tel que z2 ∉]1,+∞[, on a encore la relation :

Lα(z)+Lα(−z) = 21−αLα(z2).
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6 Correction

Exercice 1 : D’après CNC TSI et MP 2009

Partie I

1. (a) La fonction (x, y) 7→ x2 + y2 est continue sur R2 car polynomiale et à valeurs dans R+

qui est le domaine de continuité de la fonction racine carré. Donc (x, y) 7→
√

x2 + y2

est continue et la fonction (x, y) 7→ y2 − 1 étant polynomiale donc continue sur R2,

la fonction h est continue sur R2 comme somme de fonctions continues.

(b) Pour y , 0, l’application partielle h(·,y) : x , 0 7→
√

x2 + y2 + y2 −1 est dérivable sur R∗ donc
∂ f

∂x
(x, y) existe si (x, y) , (0,0) et vaut

∂ f

∂x
(x, y) =

x
√

x2 + y2
. De même, pour x , 0, l’application

partielle h(x,·) : y , 0 7→
√

x2 + y2 + y2 −1 est dérivable sur R∗ donc
∂ f

∂y
(x, y) existe si (x, y) ,

(0,0) et vaut
∂ f

∂y
(x, y) =

y
√

x2 + y2
+ 2y . Ces deux dérivées partielles sont continues sur R2 \

{(0,0)} comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas donc

h est de classe C
1 sur R2 \ {(0,0)} .

(c) L’application partielle h(·,0) : x 7→
√

x2 −1 n’est pas dérivable en 0 donc

h n’admet pas de dérivée partielle par rapport à x en (0,0) . De même, l’appli-

cation partielle h(0,·) : y 7→
√

y2 + y2 − 1 n’est pas dérivable en 0 donc

h n’admet pas de dérivée partielle par rapport à y en (0,0) .

2. (a) On a montré à la question 1.(a) que la fonction f1 : (x, y) 7→
√

x2 + y2 est continue sur R2 et

donc la fonction f2 : (x, y) 7→
√

x2 + y2 −2 est continue aussi sur R2. De plus :

U = {(x, y) ∈R2,
√

x2 + y2 > 0}∩ {(x, y) ∈R2,
√

x2 + y2 −2 < 0}

= {(x, y) ∈R2, f1(x, y) > 0}∩ {(x, y) ∈R2, f2(x, y) < 0}

Or f1 et f2 étant continues, d’après le cours, {(x, y) ∈ R2,
√

x2 + y2 > 0} et {(x, y) ∈

R2,
√

x2 + y2 −2 < 0} sont deux ouverts de R2 et donc U est un ouvert de R2 .

(b) U est un ouvert de R2 \ {(0,0)} et pour étudier les points critiques de h sur U , il faut chercher
les couples (x, y) tels que ∇ f (x, y) = (0,0). Or, pour (x, y) , (0,0) :

∇ f (x, y) = (0,0) ⇐⇒















x
√

x2 + y2
= 0

y
√

x2 + y2
+2y = 0

⇐⇒
{

x = 0
|y |+2y = 0

ce qui est impossible donc h n’admet pas de points critiques dans U .

(c) La fonction f3 : (x, y) 7→ x2 + y2 − 4 est continue sur R2 donc d’après le cours, D =
{(x, y) ∈ R

2, f3(x, y) É 0} est un fermé de R
2. De plus, si l’on note || · ||2 la norme eucli-

dienne sur R2 définie par, pour tout (x, y) ∈ R2 : ||(x, y)||2 =
√

x2 + y2 alors D est une par-

tie bornée par 2 pour cette norme. L’espace R2 étant de dimension finie, D est une par-
tie bornée de R2 pour n’importe quelle norme. De plus, on a montré à la question 1 que h

est une fonction continue sur R2 donc sur D, h est donc bornée et atteint ses bornes sur D .
De plus, d’après la question 2.(b), h n’admet pas de points critiques dans U qui est
l’intérieur de D. Mais un extremum est un point critique donc h atteint forcément ses
bornes sur la frontière C de D qui est le cercle de rayon 2. Or si (x, y) ∈ C alors
h(x, y) = y2 + 1 qui atteint son maximum en y = ±2 et son minimum en y = 0.
Les extremums de h sont donc atteints en les points (0,2), (0,−2), (2,0) et (−2,0) .
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Partie II

1. (a) La fonction (x, y) 7→
y

x
est de classe C

2 sur R∗ ×R comme quotient de fonctions polyno-

miales dont le dénominateur ne s’annule pas et ϕ étant une fonction de classe C
2 sur

R, la fonction g est de classe C
2 sur R∗×R comme composée de fonctions de classe C

2 . De

plus, pour (x, y) ∈R
∗×R :

∂g

∂x
(x, y) =−

y

x2
ϕ′

( y

x

)

et
∂g

∂y
(x, y) =

1

x
ϕ′

( y

x

)

(b) Pour tout (x, y) ∈R∗×R :

∂2g

∂x2 (x, y) =
y2

x4 ϕ
′′
( y

x

)

+2
y

x3ϕ
′
( y

x

)

et
∂2g

∂y2 (x, y) =
1

x2ϕ
′′
( y

x

)

2. L’équation différentielle (1) peut s’écrire :
d

dt
(1+ t 2)x′ = t , soit (1+ t 2)x′ =

t 2

2
+c, avec c ∈R.

Ce qui donne x′(t ) =
1

2
−

1

2

1

1+ t 2
+

c

1+ t 2
.

Les solutions des (1) sont donc de la forme : ∀ t ∈R, x(t ) =
t

2
+λArctan (t )+µ, avec (λ,µ) ∈R2 .

3. (a) En injectant les formules obtenues à la question 1.(b) dans l’EDP (2), on obtient :

y2

x4
ϕ′′

( y

x

)

+2
y

x3
ϕ′

( y

x

)

+
1

x2
ϕ′′

( y

x

)

=
y

x3

ce qui donne, en multipliant par x2
, 0 :

y2

x2
ϕ′′

( y

x

)

+2
y

x
ϕ′

( y

x

)

+ϕ′′
( y

x

)

=
y

x

soit, en posant t =
y

x
: t 2ϕ′′ (t )+2tϕ′ (t )+ϕ′′ (t ) = t et donc ϕ est solution de (1) .

(b) On obtient donc d’après la question 2 : ∀ t ∈R, ϕ(t ) =
t

2
+λArctan (t )+µ, avec (λ,µ) ∈R2 soit

∀ (x, y) ∈R
∗×R, g (x, y) =

y

2x
+λArctan

( y

x

)

+µ, avec (λ,µ) ∈R
2 .

(c) Les fonctions de la forme (x, y) 7→
y

2x
+λArctan

( y

x

)

+µ, avec (λ,µ) ∈ R
2 sont de classe C

2 sur

R∗×R et on peut vérifier qu’elles sont bien solutions de (2).

Exercice 2 : D’après CCP MP 2006

1. Les coefficients de tMM− In sont des fonctions polynomiales des coefficients de M, donc d’après

le cours, l’application M 7→ tMM− In est continue .

2. D’après le cours, les colonnes de A forment une base orthonormée de Rn , donc pour tout j ∈

{1, · · · ,n},
n
∑

i=1
a2

i , j = 1, ce qui implique que pour tout i ∈ {1, · · · ,n}, |ai , j | ≤ 1 .

3. Si, pour tout M = (mi , j ) ∈ Mn(R), on pose ||M||∞ = max
(i , j )∈{1,...,n}2

|mi , j |, on définit d’après le

cours une norme sur Mn(R), pour laquelle On(R) est bornée par 1 d’après la question précé-
dente. L’espace Mn(R) est de dimension finie donc On(R) est encore bornée quelque soit la
norme utilisée sur Mn(R). De plus, si l’on note f l’application M 7→ tMM − In de la question
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1, alors On(R) = {M ∈ Mn(R), f (M) = On}. On va montrer que c’est une partie fermée en uti-
lisant la caractérisation séquentielle d’un fermé. Soit (Mk )k une suite de On(R) qui converge
vers M. Montrons que M ∈ On(R). Pour tout k ∈ N, f (Mk) = On et, comme f est continue
d’après la question 1, lim

k→+∞
f (Mk ) = f (M) donc f (M) = On et M ∈ On(R). On a donc montré que

On(R) est une partie fermée et bornée de Mn(R) .

4. (a) Comme S est une matrice symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormée
d’après le théorème spectral, donc il existe une matrice P orthogonale telle que S = P∆P−1 =
P∆ tP. Ainsi :

T(A) = Tr(AP∆P−1) = Tr((AP∆)P−1) = Tr(P−1(AP∆)) = Tr(B∆)

en posant B = P−1AP. Et comme A et P sont toutes deux orthogonales, B est orthogonale. On
a donc construit B ∈On(R) telle que T(A) = Tr(B∆) .

(b) Par linéarité de la trace, on vérifie que, pour tout (C,D) ∈ Mn(R)2 et pour tout α ∈ R,
Tr((αC+D)S) = αTr(CS)+Tr(DS), donc l’application C 7→ Tr(CS) est linéaire de Mn(R) dans
R, or Mn(R) est de dimension finie, donc c’est une application continue. Sa restriction T sur
On(R) est donc aussi continue. Mais On(R) est une partie fermée et bornée de Mn(R) d’après
la question 3, donc T admet un maximum sur On(R) .

(c) T(A) = Tr(B∆), donc en convenant de noter Mi , j le (i , j )-ème coefficient d’une matrice M :

T(A) =
n
∑

i=1
(B∆)i ,i =

n
∑

i=1

n
∑

j=1
Bi , j∆ j ,i

mais ∆ est diagonale, donc T(A) =
n
∑

i=1
λi Bi ,i . D’après la question 2, et les λi étant positifs,

T(A) É
n
∑

i=1
λi = Tr(S). Ainsi t É Tr(S), mais de plus Tr(S) = T(In) et In est une matrice orthogo-

nale, donc t = Tr(S) .

Exercice 3 : (d’après CCP PC 2012)

Partie I

1. (a) Pour α ∈ R et n un entier supérieur à 1, on pose an =
1

nα
. On a alors, pour tout n Ê 1 et x ∈

R∗ : lim
n→+∞

an+1

xn+1

xn

an
= lim

n→+∞

x
(

1+ 1
n

)α = x donc par le critère de d’Alembert appliqué aux séries

entières, le rayon de convergence de la série entière est égal à 1 .

(b) Lα est définie comme la somme d’une série entière. Or d’après le cours, la somme d’une série
entière est de classe C

∞ sur l’intervalle ouvert de convergence ]−R,R[. Or ici R = 1 d’après la

question précédente, donc Lα est de classe C
∞ sur ]−1,1[ .

(c) Tout d’abord, pour x ∈]−1,1[, −x et x2 ∈]−1,1[ donc Lα(−x) et Lα(x2) existent. De plus :

Lα(x)+Lα(−x) =
+∞
∑

n=1

xn

nα
+

+∞
∑

n=1

(−x)n

nα
= 2

+∞
∑

p=1

x2p

(2p)α
= 21−α

+∞
∑

p=1

x2p

pα

soit ∀ x ∈]−1,1[, Lα(x)+Lα(−x) = 21−αLα(x2) .

2. (a) On sait d’après la question 1.(b) que, pour toutα ∈R, Lα est de classe C
∞ sur ]−1,1[ et d’après

le cours, pour x ∈]−1,1[, L′
α(x) =

+∞
∑

n=1

nxn−1

nα
=

+∞
∑

n=1

xn−1

nα−1
, on obtient donc :

xL′
α+1(x) = x

+∞
∑

n=1

xn−1

nα
=

+∞
∑

n=1

xn

nα

Lycée Condorcet PC - PSI 2014 - 2015 Correction DS 6



4

soit ∀ x ∈]−1,1[, xL′
α+1(x) = Lα(x) . On en déduit donc que, pour tout x , 0, L′

α+1(x) =

Lα(x)

x
. Or Lα(x) ∼

x→0
x, par conséquent, la fonction x 7→







Lα(x)

x
si x , 0

1 si x = 0
est conti-

nue sur ] − 1,1[ et Lα+1 est l’unique primitive de cette fonction qui s’annule en 0, soit

∀ x ∈]−1,1[, Lα+1(x) =
∫x

0

Lα(t )

t
dt .

(b) Pour α= 0 et x ∈]−1,1[, L0(x) =
+∞
∑

n=1
xn =

+∞
∑

n=0
xn −1 =

1

1−x
−1 soit L0(x) =

x

1−x
.

Pour α=−1 et x ∈]−1,1[, L−1(x) = xL′
0(x) d’après la question 2.(a) soit L−1(x) =

x

(1−x)2 .

Pour α= 1 et x ∈]−1,1[, L1(x) =
+∞
∑

n=1

xn

n
soit L1(x) =− ln(1−x) .

3. Pour α É 1 et x ∈]0,1[, on a d’après la question 2.(a) : L′
α(x) =

Lα−1(x)

x
Ê 0. Donc Lα est croissante

sur ]0,1[ et donc :
• soit elle est majorée et dans ce cas, d’après le théorème de la limite monotone, elle admet une

limite finie quand x tend vers 1 par valeurs inférieures ;
• soit elle n’est pas majorée et alors lim

x→1−
Lα(x) =+∞.

Dans tous les cas, notons ℓ sa limite en 1− (finie ou égale à +∞).

De plus, pour tous N ∈ N∗ et x ∈]0,1[, Lα(x) =
+∞
∑

n=1

xn

nα
Ê

N
∑

n=1

xn

nα
donc, en passant à la limite quand

x tend vers 1 par valeurs inférieures dans cette inégalité, on obtient : ℓÊ
N
∑

n=1

1

nα
pour tout N ∈N∗.

Mais comme α É 1, par le critère de Riemann, on sait que la série de terme général
1

nα
diverge et

donc lim
N→+∞

N
∑

n=1

1

nα
=+∞. On en déduit que lim

x→1−
Lα(x) =+∞ .

Partie II

1. (a) Pour x ∈ [−1,1] et n ∈ N∗, posons fn(x) =
xn

nα
. Alors fn est continue sur [−1,1], elle est

donc bornée sur le segment [−1,1] et || fn ||∞ =
1

nα
qui est le terme d’une série conver-

gente si α > 1 d’après le critère de Riemann. On en déduit que la série de fonctions
∑

fn converge normalement sur [−1,1] et donc, par un théorème du cours, sa somme

Lα est une fonction continue sur [−1,1] .

(b) D’après la question I.2.(a), pour tout x , 0 de l’intervalle [−1,1], on a : L′
2(x) =

L1(x)

x
.

Or on a vu à la question I.3 que lim
x→1−

L1(x) = +∞ donc lim
x→1−

L′
2(x) =+∞ et donc

L2 n’est pas dérivable en 1 .

2. (a) L’application ϕ est continue sur ]0,+∞[ comme quotient de fonctions continues dont le dé-
nominateur ne s’annule pas.

De plus, au voisinage de 0, on a : ϕ(u) =
uα−1

eu −1
∼

uα−1

u
=

1

u2−α avec 2− α < 1 donc ϕ est

intégrable en 0 d’après le critère de Riemann.

Enfin, au voisinage de +∞, on a : ϕ(u)=
uα−1

eu −1
= o

(

1

u2

)

donc ϕ est intégrable en +∞ d’après

le critère de Riemann avec 2> 1.

On a donc montré que ϕ est intégrable sur ]0,+∞[ .
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(b) Pour x É 1 et u > 0, on a : 0 < eu −1 É eu − x donc 0 É
uα−1

eu −x
Éϕ(u) or on a montré que ϕ est

intégrable sur ]0,+∞[ donc, par comparaison u 7→
uα−1

eu −x
est aussi intégrable sur ]0,+∞[ et

Kα(x) existe .

(c) (i) Pour tout x É 1, l’application u 7→
uα−1

eu −x
est continue sur ]0,+∞[ ;

(ii) pour tout u > 0, l’application x 7→
uα−1

eu −x
est continue sur ]−∞,1] ;

(iii) pour tous u > 0 et x É 1, on a 0 É
uα−1

eu −x
É ϕ(u) qui est intégrable sur ]0,+∞[ d’après la

question 2.(a).

On en déduit par le théorème de continuité sous le signe intégral que
Kα est continue sur ]−∞,1] .

(d) On considère α> 2.

(i) Pour tout x É 1, l’application u 7→
uα−1

eu −x
est continue et intégrable sur ]0,+∞[ ;

(ii) pour tout u > 0, l’application x 7→
uα−1

eu −x
est de classe C

1 sur ]−∞,1] ;

(iii) pour tout x É 1, l’application u 7→
∂

∂x

uα−1

eu −x
=

uα−1

(eu −x)2
est continue sur ]0,+∞[ ;

(iv) pour tous u > 0 et x É 1, on a 0 < eu − 1 É eu − x donc 0 < (eu − 1)2 É (eu − x)2 donc

0 É
uα−1

(eu −x)2 É
uα−1

(eu −1)2 qui est continue sur ]0,+∞[, négligeable devant
1

u2 en +∞ et

équivalente à
1

u3−α en 0 avec 3−α< 1 donc intégrable sur ]0,+∞[.

D’après le théorème de dérivation sous le signe intégral, Kα est de classe C
1 sur ]−∞,1] .

(e) Pour α > 1, les trois premières propositions de la question précédente sont toujours
vérifiées et pour le point (iv), pour tous u > 0 et x ∈ [a,b] avec a < b < 1, le fait

que 0 < eu − b É eu − x implique que : 0 É
uα−1

(eu −x)2
É

uα−1

(eu −b)2
qui est une fonc-

tion intégrable sur ]0,+∞[ par le même raisonnement que celui fait à la question précé-
dente. On en déduit en appliquant le théorème de dérivation sous le signe intégral que

Kα est de classe C
1 sur tout segment [a,b] inclus dans ]−∞,1] et donc sur ]−∞,1[ .

3. (a) Pour α > 1, la fonction t 7→ tα−1e−t est continue sur [0,+∞[ et négligeable devant
1

t 2 en +∞

donc intégrable sur [0,+∞[. Par conséquent, Gα existe . De plus, t 7→ tα−1e−t est strictement
positive sur ]0,+∞[ donc, comme cette fonction est continue, son intégrale est strictement
positive, soit Gα > 0 .

(b) Pour tous x ∈ [−1,1] et u > 0,
1

eu −x
=

1

eu

1

1− x
eu

avec
∣

∣

∣

x

eu

∣

∣

∣É
1

eu
< 1 donc

1

eu −x
=

1

eu

+∞
∑

k=0

( x

eu

)k

soit
1

eu −x
=

+∞
∑

k=0

= xk e−(k+1)u .

(c) Pour x ∈ [−1,1] :

xKα(x) =
∫+∞

0
x

uα−1

eu −x
du =

∫+∞

0

+∞
∑

k=1

uα−1xk e−kudu

Pour intervertir l’intégrale et la somme, on va utiliser le théorème d’intégration terme à terme
d’une série de fonctions. Pour cela, posons pour k ∈ N∗ et u > 0, gk (u) = uα−1xk e−ku . Les
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fonctions gk sont continues et intégrables sur [0,+∞[ par les mêmes arguments que ceux
invoqués à la question 3.(a), de plus, le calcul effectué à la question 3.(b) montre que la série

de fonction
∑

gk converge simplement vers la fonction g : u 7→
uα−1x

eu −x
. Enfin :

∫+∞

0
|gk (u)|du = xk

∫+∞

0
uα−1e−kudu

et, en posant t = ku (u 7→ ku est une bijection de ]0,+∞[ dans ]0,+∞[, de classe C
1 et stricte-

ment monotone), on obtient :
∫+∞

0
|gk (u)|du = xk

∫+∞

0

(

t

k

)α−1

e−t dt

k
= Gα

xk

kα

Or pour x ∈ [−1,1],

∣

∣

∣

∣

xk

kα

∣

∣

∣

∣

É
1

kα
qui est le terme d’une série convergente car α > 1. Donc la sé-

rie numérique
∑

∫+∞

0
|gk (u)|du converge et donc on peut intervertir la somme et l’intégrale

dans le calcul de xKα(x) :

xKα(x) =
+∞
∑

k=1

xk

∫+∞

0
uα−1e−kudu = Gα

+∞
∑

k=1

xk

kα

soit xKα(x) = GαLα(x) .

4. (a) Par construction, pour x ∈ [−1,1], on a Lα(x) =
xKα(x)

Gα
. Or on a vu aux questions 2.(c)

et 2.(e) que la fonction Kα est continue sur [1,+∞[ et de classe C
1 sur ]1,+∞[ donc

Lα est continue sur [1,+∞[ et de classe C
1 sur ]1,+∞[ .

(b) L’application u 7→ e−u est une bijection de ]0,+∞[ dans ]0,1[, de classe C
1 et strictement dé-

croissante. On peut donc poser le changement de variable t = e−u ⇐⇒ u = − ln(t ) pour cal-
culer Lα(x) :

Lα(x) =
x

Gα

∫+∞

0

uα−1e−u

1−xe−u
du =

x

Gα

∫1

0

(− ln(t ))α−1t

1−xt

dt

t

soit Lα(x) =
x

Gα

∫1

0

(− ln(t ))α−1

1−xt
dt .

(c) Pour z ∈ C, posons z = a + ib avec a et b des réels. Alors la fonction u 7→
uα−1

eu − z
est continue

sur ]0,+∞[ car son dénominateur ne peut pas s’annuler si z ∉]1,+∞[. De plus :

• si b = 0 alors z = a ∈]−∞,1] et on sait d’après la question 2.(b) que u 7→
uα−1

eu −a
est intégrable

sur ]0,+∞[ ;
• si b , 0 alors :

∣

∣

∣

∣

uα−1

eu − z
|
∣

∣

∣

∣

=
uα−1

√

(eu −a)2 +b2

est continue sur [0,+∞[ et négligeable devant
1

u2
en +∞ donc intégrable sur [0,+∞[

d’après le critère de Riemann.
On a donc montré que ∀ z ∈C\]1,+∞[, Lα(z) est bien défini et prolonge la fonction Lα .

De plus, si z2 ∉]1,+∞[ alors z et −z ∉]1,+∞[ alors Lα(z), Lα(−z) et Lα(z2) existent et on peut
calculer Lα(z)+Lα(−z) à l’aide du changement de variable affine u = 2v :

Lα(z)+Lα(−z) =
2z2

Gα

∫+∞

0

uα−1

e2u − z2
du =

2z2

Gα

∫+∞

0

(v/2)α−1

ev − z2

dv

v
= 21−α

∫+∞

0

vα−1

ev − z2
dv

soit Lα(z)+Lα(−z) = 21−αLα(z2) pour tout z ∈C tel que z2 ∉]1,+∞[ .
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6 Barème
Exercice 1 : Calcul différentiel - EVN

Compétences NA MA A Points

1. (a) Nature d’une série /1

1. (b) Ca Egalité entre les sommes de séries et récurrence forte /3

2. Nature de 2 séries (série alternée et/ou utilisation d’un DL) /3
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