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Devoir maison n° 4

A rendre pour le vendredi 28 novembre.
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Exercice. Intégrale de Gauss : / et dt, d'aprés CCP-PSI-13
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La fonction g : ¢+ exp(—t?) est continue sur R donc f : x — [ exp(—t?)dt est la primitive de
g quisannuleen0:
f est une fonction dérivable sur R.

Pour tout x € R, on obtient en utilisant la parité de g et u = —t :

f(x):/oxexp(tz)dt:/oxe”z(du):f(x).

Donc f est une fonction impaire.

f' = g est de classe C* sur R donc f est indéfiniment dérivable sur R.

On note P(n), la propriété suivante : « il existe une fonction polyndme p,,, de degré n—1, telle
que pour tout x € R : £f("(x) = p,(x) exp(—x2) ».

On va montrer que P(n) est vraie pour tout n > 1 par récurrence.

e Initialisation : Sachant que f’(x) = —2x exp(—x2) pour tout x € R, P(1) est vraie avec p; = 1
de degré 0.
e Hérédité : Soit n € N*. On suppose P(n) vraie. On obtient alors pour tout x :

f(n+1)(X) _ f(n)'(X) = [pl(x) — 2xpn(x)] exp(—x?).

En notant p,y1 : x — pl(x) — 2xp,(x) on a bien une fonction polynédme de degré n donc

P(n+ 1) est vraie.
Par récurrence, on a montré que P(n) est vraie pour tout n € N*.
f est impaire et en dérivant n fois la relation « Vx € R, f(x) = —f(—x) » on obtient « Vx €
R, F()(x) = (~1)" ) (—x) »

pn €St paire (respectivement impaire) quand n est impair (respectivement pair).
La fonction g : t +— exp(—t?) est continue positive sur R, donc pour montrer qu’elle est
intégrable sur R, il suffit de la majorer par une fonction intégrable sur R.
Sit>1lalorst< t?etdonc:

0 < exp(—t?) < exp(—t)

or t — exp(—t) estintégrable sur [1, +oo[ donc par comparaison g est intégrable sur [1, +oo].
Donc g = f’ est intégrable sur [0, +o0o [ donc f admet une limite finie en +oo.
On peut étudier la fonction u — e — 1 — u en montrant gu’elle est positive sur R.
Soit n un entier naturel non nul.
D’apreés la relation précédente en —uonapouru <1:0<1—u< e " on éléve ensuite & la
puissance n: (1 —u)" <e ™siu<1.

D’aprés la relation précédente en uonapour u > —1:0 < 1+ u < e, on éléve ensuite a la
puissance —n : e " < ﬁ siu> —1.
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Soit n un entier naturel non nul.
Pour x € [0,1], 0na u = x> > —1 donc (1 — x2)" < e=™ donc en intégrant sur [0, 1] :

1 1 , 1 , 1 , +o0 ,

/ (1—x2)"dx g/ e” ™ dx puis/ e” ™ dx g/ e ™ dx+/ e” ™ dx (car exp(—nx?) >
0 0 0 0 1

0).

. . . 1
Par ailleurs la seconde relation de la question 2.(b) donne pour x > 0, e

< —

S (1 x2)n
oo dx

relation que I'on peut intégrer car l'intégrale / m converge (par comparaison a 712
0 X

pour la borne +o0). D’ou finalement :

1 +oo “+o00
1—x3)"dx < ef”x2 dx < 7dx .
2
0 0 o (T+x?)"

En utilisant le changement de variable x = sin 6 (¢ +— sin 0 est de classe C* sur [0, 7/2]) :
1 /2 /2
/ (1—-x?)"dx = / (1 —sin?0)" cos AdH = / cos®™1 0dl = Why, 1 ;
0 0 0

avec x = —u (changement de variable affine de classe 4 bijectif strictement croissant de
n

NG

oo 2 Foo > 1 A
R dansR):/ e™ ™ dx:/ e ! —du=—;
i o 0 vn vn

et avec x = tanf (de classe C! sur [0,7/2[, bijectif strictement croissant de [0, 7/2[ sur

1
[O,+OO[),dX: mde

+oo d /2 1
/ B / (cos? )" df = Way_o.
o ) 0

1+ x2 cos? 6
La relation de la question 2.(c) s’écrit alors, pour tout n € N* ;

A
Wopy1 < N < Wopos.

\/_
T . T 3
En admettant que W,, ~ ,/—, on obtient W, 1 ~ ~ donc
q o\ 2n 2 Lo\ 2(2n 4 1) 400 2¢/n
“T VnWani = g et de méme pour IiT VaWs,_o = ? donc par passage a la limite
n——+00 n——+00
VT v

s . oz
<AL 5 d’ou la valeur de l'intégrale de Gauss :

+00 +oo
/ e Udt= A= ? et / e dt=r
0 —00

2
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Probléeme ouvert. Pour modéliser le probléeme mathématiquement, on interroge au hasard une per-
sonne de la région donnée et, pour n € N, on définit les événements suivants :

e C,: «la personne vit a la campagne I'année 2014+n »
e M, : «la personne vit dans une maison en ville I'année 2014+n »
e A, : «la personne vit dans un appartement en ville I'année 2014+n »

Pour tout n € N, les événements C,, M, et A, forment un systéme complet d’événements et d'aprés
I'énoncé, on a:

e Pc,(Cor1) =1etdonc Pc,(Ant1) =0e€t Pe,(Bai1) =0
° PM"(C,,_H) =0,5et PM"(An-H) = 0 donc PI\/IH(Mn+1)

1 1
° PAn(M,,+1) = § et PAn(C,,+1) = g donc PAn(A,,+1) =

=0,5;
1

w

On obtient donc, par la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements
(Cn1 Mn1 An) .

o P(Cpi1) = P(Cy) +0,5P(M,) + %P(An);

o P(My:1) = 0,5P(M,) + %P(A,,);
o P(Ans1) = %P(A,,).

Ce qui se traduit matriciellement par I'égalité : X,,; = AX, avec pour n € N :

1 1 1

P(Ch) 2 3

1 1

Xn = P(Mn) et A=10 5 g
P(As) 1

0 0 =

3

On démontre facilement par récurrence qu'alors pour tout n € N : X, = A"X; et il nous faut donc
calculer A" pour tout n € N. Pour cela, il faut diagonaliser la matrice A (les calculs, plutét bien faits dans
I'ensemble, ne seront pas détaillés dans le corrigé) et on obtient, pour tout n > 1 :

1 1 2
L= 1373 (PG
1 1 2
X, = - = P(M,
0 on on—1 3n ( O)
1 P(Ao)
0 -
3n
. 1 1 2
ce qui donne, pour tout n > 1: P(C,) = P(G) + (1 - 5) P(Mo) + (1 + 3 5) P(Ao) et donc

lim P(C,) =1, ce qui signifie qu'a terme, tous les habitants de cette région habiteront & la campagne.

n—+o0



