Vrai ou faux ?

Exercices

Vrai Faux
e 4z T sin(nt) .
a) lintégrale f 0 “sin(D) dt converge pour tout entier natureln =~ O O
: Bté 0 anat
b) Sia >0, l'intégrale f _|x|%e“"d t converge pour tout m| O
a>0
c) Toute fonction continue par morceaux sur [0,1] y admet O ]
une primitive
d) Lafonction x — sin(rrx)(x — E(x)) admet une primitive O O
sur R
e) Siune fonction est continue et paire sur R, elle admet une O O
unique primitive sur R qui est impaire
f) Siune fonction est continue et impaire sur R, elle admet O O
une unique primitive sur R qui est paire
g) Siune fonction continue est périodique, toute primitive O O
sur R de cette fonctions est périodique
h) Si f estune fonction positive continue sur Ret si O O
+00
f_oo f =0, alors f estnulle sur R
i) Sil'intégrale d'une fonction continue périodique O O
converge absolument sur R, alors cette fonction est nulle
i) x— % est une primitive sur R de x — | x|
k) Si f [ fet f ; 8 convergent, alors f[ f g converge
1) Siune fonction f continue sur [1,+00] est telle que m|
lim 9 f(1)="C avec( €Reta>1,alors [ f(1)d 1
—+00
converge.
m) Lorsque a € C, I'intégrale f oo exp(at)dt converge si et O O

0
seulement si Re(a)> 0




n)

- +00 gip? R
Lintégrale fo - Ldt converge et ala méme valeur que

+00 sin¢
Jo  HHtar
o) Si f est une fonction de classe C! sur un intervalle [a, b],
b
alors lim J f(t)cos(nt)dt =0
n—+00 a
P) f0+oo %d t converge
q) Si f une fonction positive et décroissante sur R, telle que
d
f 0+°of (Dt converge, alors le reste R, = Z:fl (t)dt est
équivalent a f :: ., f(t)dt lorsque n tend vers +oo
r) Lafonction x — f:oo e "’ dr est dérivable sur R et sa
dérivée est x — exp(—x?)
. . b
s) Sif estbCPM sur [a, b et si fa f(t)d t converge, alors
lim f ft)dt=0
x—b~
X
t) Si f estune fonction continue sur R, alors, I'application

2
X — f; f(t)dt est dérivable sur R et sa dérivée est

x — f(x*)—f(x)

u)

1 .
f 0 (In(t))"dt converge pour tout entier naturel n




Corrigés des Vrai/Faux

Corrigés

Exercice 1

a)
b)
c)

d)

)

g)

vrai puisqu’elle est faussement généralisée en 0 et 7t
vrai puisque |x|%e"’ = O_w#

faux si f n'est pas continue. Si F était une primitive de f sur [0, 1], alors, F serait
continue et en un point ou f n’est pas continue. Si ce point est intérieur a l'inter-
valle, F’ = f aurait des limites finies a droite et a gauche distinctes, donc, d’apres le
théoreme de limite de la dérivée, des dérivées a droite et a gauche distinctes, donc
ne serait pas dérivable contrairement a I’hypothese. Si ce point est une extrémité de
I'intervalle, 1a fonction F serait dérivable en ce point et la dérivée continue, d’apreés
le théoréme de la limite de la dérivée

Vrai puisqu’elle est continue sur R

Vrai Soit f une fonction continue et paire sur R et F son unique primitive prenant la
valeur 0 en 0. Alors, la fonction G : x — F(x)+ F(—x) est dérivable sur R de dérivée
x — f(x)— f(—=x)=0. G est donc constante et comme G(0)=0, alors :Yx e RG(x)=
F(x)+ F(—x)=0. F est donc impaire. REciproquement, une primitive de f qui est
impaire s’annule en 0, donc il y a unicité.

Faux Soit f une fonction continue et impaire sur R. Toutes les primitives F de f sur
R sont paires. En effet la fonction x — F(x)— F(—x) est constante sur R et prend la
valeur 0 en 0.

Faux : par exemple, une fonction constante non nulle n’admet aucune primitive
périodique sur R. De facon générale si f est une fonction périodique et continue de

- . T T
période T > 0 sur R, alors, pour tout entier naturel n, fon f)dt=n fo f)dt =
F(nT)—F(0).ou F estune primitive de f. De plus une fonction périodique et continue
est bornée sur une période, donc sur R. Si F est périodique, alors nécessairement

T . . P
fo f(t)dt =0, car sinon F(nT) aurait une limite infinie lorsque »n tend vers +oo, ce
qui contredirait le caractére borné de F.

- T .

Réciproquement, supposons que fo f(t)dt =0.Alors,lafonction x — F(x+T)—F(x)
aune dérivée nulle et s’annule en 0 : elle est nulle. F est donc périodique de période
T.

En conclusion, une CNS pour qu'une fonction f périodique de période T admette une

primitive périodique est que f o f(¥)dt =0.Toutes les primitives de cette fonction
ont alors T pour période.




h)

i)

3)

k)

1)
m)

n)

P)
q)

r)

s)

Vrai. Lapplication x — f_xoo f(t)dt est alors positive, dérivable, a pour dérivée f >0

donc est croissante, et a pour limite 0 en +o0o donc est nulle, et sa dérivée f est donc

nulle sur R. -

Vrai. Si f est périodique de période T > 0, alors |f| égalementet Vi € N fo flt)dt =
e d

n f OT |f(2)|dt. Silintégrale de f converge absolument sur sur R, alors f 0+°°|f (Dl

2 T .. . 5 .
converge également et fon | f(2)|d ¢t aune limite finie lorsque !'entier naturel n tend

. . T . .
vers +00. Donc necessalrernent,f0 |f(t)ldt =0 et comme |f| est continue et posi-
tive :Vt € [0, T]| f(¢)| = 0 Mais alors, comme [ est T-périodique, f est nulle sur R.
(Remarque : la propriété est encore vraie en supposant seulement que l'intégrale de
f convergesurR .

Vrai (On regarde successivement sur R* ,R* et en 0). Ceci montre qu'une fonction
peut tres bien contenir des fonctions non dérivables dans son expression (ici en 0) et
étre dérivable. :

Faux. Par exemple I =]0,1], f(#)=g(¢)=~
Vrai. Pour £ #0, alors f() ~;_ 100 % et pour £ =0, on obtient f(f) = 0, (#)

Faux Pour a =0, I'intégrale diverge. Pour a #0, et x >0:

J exp(at)dt = l(exp(ax)— 1)
0 a

. Pour que exp(a x) tende vers une limite finie lorsque x tend vers +oo, il faut que

|exp(a x)| = e x p(Re(a)) ait une limite finie, c’est-a-dire Re(a) < 0 Réciproquement, si

Re(a) <0, alors 11111 exp(ax) =0, etdoncl’intégrale converge. Lintégrale f0+ * exp(at)dt
X—1+00

converge donc si et seulement si Re(a) < 0
2

Vrai D'une part lim =1, donc l'intégrale est faussement généralisée en 0, donc
t—0
sin® ¢
l»Z

converge en 0. D’autre part V¢ > 1 0 < < # donc l'intégrale converge au

sin®t __
Z

.. . . . b
voisinage de +o0. Si (a,b) € R},a < b, on a, en intégrant par parties : fa
; b - N , . .
[—”—’[lzt]fl’ +2 f , “=ttdr D'ot le résultat en faisant tendre a et b vers respective-

ment 0 et +00, apres changement de variable u =2t dans la deuxieme intégrale.
Vrai. On effectue une intégration par parties.

vrai La fonction a intégrer vaut 0 sur ]0, 1] et est équivalente a %2 en +o0o

Faux en général. Par exemple, sil’on prend f(t) = exp(—at) avec a > 0, alors R,, =
exp(—a(n+1)t +00 _ . L.

fpr(fa) et fn+1 exp(—at)dt =exp(—a(n+1)) qui ne sont pas équivalents lorsque
n tend vers +00. . .

Faux. fx exp(—t?)dt = fo exp(—t2)d t—fo exp(—t?)dt (Les intégrales convergent
bien). La fonction est donc dérivable et sa dérivée est x — —exp(—x?)

Vrai puisque f: f(r)dte =fab f(t)dt—f: f(t)dt et que par définition :

b b
ff(t)dt=}i_rgf f(ode



t) Faux f;z f(t)dt = F(x*)— F(x). Lapplication x — f;z f(t)dt est donc dérivable, et
sa dérivée estx — 2x f(x?)— f(x).

u) vrai Pour n=0, la fonction est constante. Pour n > 0, alors :In(z)" = o+oo%, donc
I'intégrale converge absolument..




