Espaces vectoriels : somme, somme directe, projecteur

sommes x+ y,ouxeFetyeG

F+G={z€E|3(x,y)) e FxGz=x+y}

Notion Définitions Résultats
Somme de deux sous | Soient F et G deux sous espaces vectoriels d'un espace
espaces vectoriels vectoriel E. On appelle somme de F et G I'’ensemble des 1. F+ G estun sous-espace-vectoriel de E

2. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant a la
fois FetG

3. F+G=FsietseulementsiGc F
4. Enparticulier F+0g=F, F+F=FetF+E=E

5. Si F = vect(vy,-+-,vp) et G = vect(wy, -+, Wy), alors F+ G =
vect(vy, -+, Up, Wy, ++, Wg)

6. Si F et G sont de dimension finie, alors

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(F n G)

Somme directe de
deux sous-espaces
vectoriels

Soient F et G deux sous espaces vectoriels d'un espace
vectoriel E.

1. On dit que la somme F + G est directe lorsque tout
élément de F + G s’écrit de facon unique comme
somme d’'un élément de F et d'un élément de G.
Cette somme est alors notée F& G .

2. On dit que F et G sont deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E lorsque

E=FeoG

1. Lasomme F + G est directe si et seulement si
FNnG=1{0g}
2. Lasomme F + G est directe si et seulement si :
V(x1,X%2) xG. X1+ X2 =0 = x1 =x2=0g

3. E=FeG < E=F+GetFNnG={0g}
4. Lorsque E est de dimension finie :

(a) Silasomme F+ G estdirecte, alors :dim(Fe G) =dim F +
dimG
(b) E=FoG <— dimE=dimF+dimGet FNG = {0g}




Notion Définitions Résultats
projecteurs, Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémen-
symétries taires d'un espace vectoriel E.On donc 1. pe L(E); seL(E); s=2p-1dg
2. ker(p) =G; Imp=F =ker(p—1d
VxeE(x1, x2) EF X G X = x| + Xz ) P (p=Tdr)
3. ker(s—Idg) =F; ker(s+Idg) =G
L'application p/E — E :x — x; est appelée projecteur sur 4. pop=p; sos=Idg
F de direction G. Lapplication s: E — E :x — x; — X est . _ .
appelée symétrie par rapport a F de direction G 5. Sipe Z(E)etpop = p,alors p estun projecteur
6. Sise Z(E) et sos=Idp, alors s est une symétrie.
Somme de | Soient F,---, F,(p € N* des sous-espaces vectoriels d'un
plusieurs sous- | espace vectoriel E. p
espaces  vecto- . 1. Z F; est un sous-espace vectoriel de E
) Fl) 1. On appelle somme de ces sous-espaces vectoriels ]
riels

I’ensemble :

{x1+--+xp}ouVie|l,pllx; € F;

p
. On note cet ensemble :Z F;
i=1

p
2. On dit que la somme Z F; est directelorsque :
i=1

p
Vxe ZF,-EI!(xl,~--,xp)€F1x---prx:x1+---+xp
i=1

p
On la note alors @ F;
i=1

p
Z F; est le plus petit sous-espace vectoriel de E au sens de I'inclu-
i=1
sion contenant tous les F;

. On peut permuter, parentheser les termes d'une somme. Sil'un des

termes vaut E, la somme est égale a E. Sil'un des termes vaut {0g},
on peut 'omettre (sauf il est seul).

p
Z F; est directe ssi :
i=1

V(X],"';xp)eFlX"'Xpr1+"'+xp:0E:>x]_:"':xp:OE

p p
. Si )_F; est directe,et les F; de dimension finie, alors dim@PF; =

i=1 i=1

p
Z dim F;. En particulier, cette somme vaut E si et seulement si
i=1
p
dimE = Z dim E;
i=1




