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1 Surfaces

1.1 Nappe paramétrée

1.1.1 Définition

Définition 1 On appelle nappe paramétrée toute application F de D c R? dansR3 :
(u,v) — (f(u,v), 8w, v), h(u,)).

Lensemble f (D) est appelé support de la nappe. On dit que la nappe est de classe C* lorsque F,
cest-a-dire f,g, h, sont de classe C*.

x = f(u,v)
On dit aussi que { ¥y = g(u,v) estunereprésentation paramétrique du support de la nappe.
z = h(uv)

1.1.2 Exemples

1. Plan . Soit le plan passant par A(xo, yo, zo) de vecteurs directeurs V (a, b, ¢) et W(a',b', c') olx

X = Xxo+ta+sa
(V, W) est libre. Une représentation paramétrique est:{ y = yo+tb+sb avec
z = zg+tc+sc

(s, 1) € R2. Cette représentation est de classe C*

2. Sphere Une représentation paramétrique de la sphére de centre Q(a, b, ¢) et de rayon R s’ob-
tient grace aux coordonnées sphériques :

X = a+ Rcos(0)sin(g)
¥y = b+ Rsin(0)sin(p)
z = ¢+ Rcos(p)

avec (0, ) € [0,2n] x [0, ]0 est la longitude et ¢ la colatitude.

3. Tore Un tore est la surface engendrée par la ro-
tation d’'un cercle autour d'un axe de son plan, ne passant pas par son centre. C’est une



surface de révolution.

Q00

Il'y a trois
types de tores : croisé, a collier nul et ouvert.

Si I'on choisit I'axe (O, k) comme axe de rotation et comme plan initial du cercle le plan
(0,1, k), le cercle de rayon r > 0 étant centré au point (R, 0,0) a pour équation paramétrique :

X = R+rcos(v)
y = 0
z = Rsin(v)

En transformant par la rotation d’axe (O, k) et d’angle u, on obtient

x = (R+rcosv)cosu
¥y = (R+rcosv)sinu
z = rsinv

,avec (u, v) € [0,27]2.

1.1.3 Remarques

1. Deux nappes paramétrées peuvent voir le méme support. C’est le cas notamment si I’on fait
un changement de parametre par difféomorphisme.



2. Un cas particulier important est la notion de surface représentative d'une fonction de deux
variables z = f(x, ), (x,y) € D c[R?. On peut la considérer comme la nappe paramétrée

X = u

y = 14

z = f(uv)
avec (u,v) € D

1.2 Plan tangent

M

i)

1.2.1 Courbe tracée sur une surface

Soit S une surface de classe C! :

x = f(u,v)
F:(uv)—<{ vy = gwv) Wwv)eDcR
z = h(uv)

et y une courbe de classe C! tracéee sur S. Une telle courbe est donnée par une fonction ¢ : I —
(u(1), v(1)) telle que @(I) c D. Une représentation paramétrique de y est F o ¢, soit :

x = fu(n),v(D)
Fogp:t—< y = glu(n,v(1)
z = h(u(t),v(t)

G =Fo estde classe C! et

VieIG () =u oF e
=u () — (), v(e) + v (1) — (u(1), v(r)
ou ov

On voit donc que G'(¢) € vect (g—’;(u(t), v(1)), g—’;(u(t), v(t))).

En un point m de la surface, de parametres (uo, vp), les tangentes a y sont donc incluses dans le

sous-espace affine passant par m de direction vect (3—5 (ug, vo), g—i(uo, vo)).

1.2.2 Point régulier, plan tangent

On considere la surface S précédente.

Définition 2 (Point régulier) On ditqu'un point m(uy, vy) de la surface est régulier lorsque (g—i (ug, vo), ‘3—5 (ug, v
est libre.



Définition 3 (Plan tangent) On appelle plan tangent en un point m régulier d’'une surface le plan
passant par m(uy, vg) de vecteurs directeurs :g—’; (ugp, vo), ‘3—5 (ug, Vo).

Le plan tangent en un point régulier m est donc la réunion des tangentes aux courbes tracées sur
S passant par m. Remarque : Une équation cartésienne du plan tangent en un point régulier de
x—f(u,v) %(u, v) %(u, v)
parametre (u, v) estdonc |y — g(u, v) g_i(”’ V) %(u, )| =0
z-hu,v) Pwv) Lw,v)
Lorsque R? est muni de son produit scalaire canonique et est orienté, un vecteur normal au plan

a
tangent en un point régulier est : 7i = g—i A g—’;. Si on connait ce vecteur normal 7i = | b [ 'équation
c

du plan tangent s’écrit :
alx—fu,v)+bly—-gu,v)+clz—h(u,v)=0

Exemple : sphere

Exemple : sur face z = f(x, y)

1.2.3 Cas particulier d’'une courbe z = f(x, y)

1.3 Courbe définie par I'intersection de deux surfaces
1.3.1 Surface implicite

Une surface peut étre également définie par une équation implicite f(x, y,z) = 0.
Exemple : les quadriques définies par :

ax*+by* +cz® +2dxy+2exz+2fyz+gx+hy+kz+1=0.(a,b,c,d,e f,g h k1) e R0

Le tore de révolution a pour équation cartésienne :

(R—\/x2+y2

(x* + y2 + 22+ R*—1r?)? =4R*(x* + y2)

2
+z25=r?

, soit

Un lien avec la définition précédente est donné par le théoreme des fonctions implicites a trois
variables.



Théoréme 1 Soit f une application de classe C' sur un ouvert U c R® et (xg, yo,z0) € U tel que
f(xo0,,¥0,20) =0 et%(xo, Y0, 20) = 0. Alors, il existe (a, B,y) € R} et plxo—a, xo+a[x]yo— B, yo+ Bl—
1z0—7,2z0 + Yl tel que :

{ V(x,y,2) €lxo— @, xo + a[x]yo — B, yo + Bl*x]20 = ¥,0 +7YI %(xo,yo,z()) 20
V(x,¥,2) €lxo— a, X0+ a[x]yo— B, Yo+ Blx1z0 = V,0 +Y[ f(x,1,2) =0 < z=¢(x,))

@ est alors de classe C' et

% (x, 3, 9(x,))

Op
V(x,y) €lxo —a, Xo+ alxlyo =B, yo + Pl == (%, y) = =55
* 57 (%, 1, 0(x, )

et ;
% (x, y,9(x,y))

% %, )
—_— x’y —_ —
oy %(x, Y,9(x, )

Une équation cartésienne du plan tangent en un point M(xy, yo, zo) de la surface est alors :
i) of
%(xo,yo, Zo) 3y (X0, Y0, Z0)

z—zyg==—57—"—"—(x—Xx0) -

(¥ = ¥o)
%(xOryO)ZO) é(xOyyO)ZO)

soit:

g(x )(x—x)+g(x )y — )+g(x )(z—2p) =0
Ox 0, Y0, 20 0 3y 0, Y0, 20)Y — Yo 9z 0, Y0, 202 — 20) =

Un vecteur normal au plan tangent est donc (f) x,,yq, o

. of _ . . )
Si 57 (X0, Yo, 20) = 0, mais que grad(f) P 0, on peut alors exprimer 'une des coordonnées x

ou y comme fonction des deux autres localement, de classe C!, et 'on obtient toujours la méme
équation de plan tangent. On a donc:

Théoréme 2 Soit f une fonction numérique de classe C' sur un ouvert U deR3 et My(xo, yo, z0) Un
point de la surface S d’équation implicite f(x, y,z) = 0 tel que

grad(f) (X0,Y0,20) * 6

. Alors (S) admet en My un plan tangent de vecteur normal grad () x, yo,zo) -

Exemple : sphere de centre Q(a, b,c) etderayon R>0: (x — a)®> + (y—b)* +(z—¢)*> =0

1.3.2 Intersection de deux surfaces

Nous admettons le théoréme suivant :



Théoreéme 3 Soient deux surfaces d'équations implicites (S) f(x,y,z) =0etS' g(x,y,z) =0 oi f et
g sont des applications d’'un ouvert U c R® dansR. Soit M(xq, Yo, 20) € SN S’ tel que

grad (f) (X0,Y0,20) N grad (g) (x0,¥0,20) & 6

. Alors, SN S’ est une courbe qui peut étre paramétrée localement par 'une des trois coordonnées et
qui admet en M, une tangente de vecteur directeur

gmd (f) (%0,0,20) N gmd (g) (X0,Y0,20)
. Cette tangente est l'intersection des plans tangents a S et S' en M.

Exemple

1. Elle est!'intersection des trois quadriques : ay = x?(cylindre parabolique), xy = z(paraboloide
hyperbolique), et y2 = xz (cOne de révolution).




hyperbolique.jpg

2. Intersection d'une sphére et d'un plan, intersection d’une surface et d'un plan.

2 Surfaces particulieres

2.1 Surfaces coniques

2.1.1 Surfaces

Définition 4 (surfaces coniques) 1. Onditqu'une surface C est un cone de sommet Q) lorsqu’elle
est réunion de droites passant par Q)

2. SoitT une courbe de l'espace et Q) un point de U'espace wappartenant pas al'. On appelle cone
de sommet Q) et de directrice C la réunion des droites joignant Q a un point de I'. Une telle
droite est appelée une génératrice du cone.



cofe de révolution

cones quelconoues

2.1.2 Equation paramétrique

On suppose que Q(a, b, c) et que la courbe I' est donnée par des équations paramétriques :

x = f(n
{ y g(t) ouf,g h=IcR— Rdeclasse C'.
z = h(1)

x = a+A(f(H)—a)
Alors un systeme d’équations paramétriques de I' est donné par { ¥ b+ A(g(t)—b) ou(A, 1) e

z c+Ah(t)—c)

R x I Exemples :
1. Un plan est une surface conique de sommet n'importe lequel de ses points.
2. Cone de révolution d’axe Oz

2.1.3 Plan tangent

f-a @
Avec les mémes notations :%/1(/1, N=|glt)—b|et ‘%4(/1, t) =| g'(1) | Le point de la surface est
h(t)-c h' (1)

donc régulier si et seulement si le vecteur tangent a I' en M et QM ne sont pas colinéaires. Le
plan tangent passe alors par la génératrice et la droite . Il est le méme pour tous les points d'une
génératrice.

2.1.4 Equation cartésienne

Théoréme 4 Soit f une application deR® dansR telle qu'il existe un entier k tel que

V(x,7,2) ER]VAEK f(Ax,Ay,Az) = AL f(x, ¥, 2)
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, alors U'équation f(x,y,z) = 0 définit un cone de sommet O.

Exemple : 2x? + y? + xy — z° = 0 est I'équation d’'un cone. La fonction qui le définit est homogene
de degré 2.

1. Tracer I'intersection de ce cone avec le plan d’équation z = 1. Quelle est la nature de cette
intersection ?

2. Déterminer les points réguliers et '’équation du plan tangent en un point régulier.

3. Vérifier que ce plan tangent contient une génératrice et est le méme tout le long d’'une géné-
ratrice (sauf au sommet)

4. Donner une représentation paramétrique de ce cone.

2.1.5 Contour apparent conique

Définition 5 SoitS une surface. On appelle tangente a (S) toute droite passant par un point M € (S)
incluse dans le plan tangent a (S) en My (on suppose donc que celui-ci existe.

On appelle contour apparent conique de S vu d'un point A l'ensemble des points M de S tels que la
droite AM soit tangente a (S).

Exemple : contour apparent conique d'une sphere.

2.2 Surfaces cylindriques
2.2.1 Surface cylindrique

Définition 6 1. On appelle surface cylindrique toute surface qui est la réunion de droites paral-
leles.

2. Onappelle surface cylindrique (C) de courbe directrice 'arc paramétréT et de direction vect(a)
(@ + 0 la réunion des droites passant par un point quelconque deT de vecteur directeur d . Une
telle droite est appelée une génératrice du cylindre.



Exemples
1. Un plan est une surface cylindrique.
2. Cylindre de révolution

3. Cylindre parabolique, elliptique, hyperbolique

o
Wy

2.2.2 Equation paramétrique, plan tangent

Sid=(apB,yetC:t— (u),v(t),w(t) de classe C! sur I c R, une représentation paramé-

x = u(t)+sa
triqueest:x y = v(t)+sb Onaalors%’:(u’(t),v’(t),w’(t) et%’[:(a,b,c) Si(u/ (1), V' (1), w' (1))
z = w(t)+sc

est non colinéaire a d, en particulier non nul, on a un plan tangent contenant la génératrice au
point considéré et la tangente a la directrice au point d’ou est issue la génératrice. En particulier,
le plan tangent est le méme le long d’'une méme génératrice.



2.2.3 Equation cartésienne

Siti = (a,b,c)etv=(a,b,c') sontdeux vecteurs de R non colinéaires, alors f(ax+by+cz,a’ x+
b'y+c'z) = 0 est]’équation d’ une surface cylindrique dont les génératrices sont de direction # A U.

2.2.4 Contour apparent cylindrique

On appelle contour apparent cylindrique de direction b d’une surface 'ensemble des points
ou le plan tangent a pour vecteur directeur b.

2.3 Surfaces de révolution
2.3.1 Définition

Définition 7 1. On dit qu'une surface S est de révolution lorsqu'il existe une droite A telle que S
soit la réunion de cercles d'axe A

2. Soit C une courbe de l'espace et A une droite. La surface de révolution d’axe A et de directrice
C est la réunion des cercles d’axe A passant par un point de C. Ces cercles sont appelés les
paralleles. Lintersection de S avec un plan passant par A est appelé un méridien. On peut
choisir ce méridien comme directrice de la surface

Par exemple un plan, une sphére un tore, un cylindre de révo-
lution sont des surfaces de révolution.

2.3.2 Equation paramétrique

On suppose que l'axe est Oz et qu'une représentation paramétrique de la directrice est ¢ —
(u(t), v(8), w(t)). Alors, une représentation paramétrique de S est :

x=u(t)cos(@) —v(t)sin(@); y = u(t)sin(@) + v(t)(cos(0)); z= w(t)

2.3.3 Plan tangent
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