Corrigé de Centrale 2014 PC math 1

Partie I
dfi

LA fi(z ZAHJ;JM donc oy

j=1

(x) = Ay j ¢ [ est donc de classe C* et Jy(x) = A.

n
LB 1) ¢ est la composée de deux fonctions de classe Ct. ¢/(t) = Z D;g(ta)a,

2) (t) = ¢(0) +t¢'(0) + o(t) donne g(ta) = g(0 +tzaa 79(0) + o(t).

I.C 1) On a t; = te; ou e; désigne le j-eme vecteur de la base canonique. En utilisant le 1.B.2 :
fit;) = fi(te;) = £i(0) +tD; fi(0) + o(t) donc puisque f(0) =0: f(t;) = tD;f(0) + o(t).
Par n-linéarité du déterminant on déduit :
det(f(t1),..., f(tn)) = t" det(D1f(0)+o(1), ..., Dy, f(0)+0(1)) = t"jac;(0)+o(t") par continuité

du déterminant.
det(f(t1), ... tn
2) Puisque det (¢, ..., t,) = t" det(ey, ...,e,) = " on a bien }13(1) ¢ EIJ;E(QZ :{n() )

3) Pour n = 2, |jac;(0)| = | det(Dy f(0),D2£(0))] est égal a I'aire du parallélogramme de sommets
(0,0), Dy £(0), sz(O) et D1 f(0) + D2f(0).
Pour n = 3, [jac(0)| = |det(D1 f(0), D2f(0),D3f(0))] est égal au volume du parallélépipede de
sommets (0,0), le( ), D2f(0), D3f(0), D1f(0) +D2f(0), D1f(0) + D3 f(0), D2f(0) + D5 f(0)
et D1f(0) + D2f(0) + D3 f(0).

= jac;(0).

Partie II
II.A D’apres le I.A. on a jacy(x) = A donc divy(x) = tr(A).

II.LB 1) Notons a = (a1,az2) et ug(t) = (z1(t), z2(t)). L’équation 2/ (t) = A\i121(t) avec la condition
initiale x1(0) = a; a pour solution z;(t) = a;e*?. De méme z(t) = aze??’. On a donc
uq(t) = (a1eM?t, age?2?).

2) det(uq(t), up(t)) = (a1by —asby e+ 2t = det(a, b)e!dVs(@) puisque divy(z) = tr(A) = A\ +Xa.
De plus on a bien det(u,(0), us(0)) = det(a, b) puisque u,(0) = a et uy(0) = b.

3) Le parallélogramme de sommets (0,0), uqs(t), up(t) et uq(t) + up(t) a pour aire:
| det(uq(t),up(t)) = |det(a,b)le!dVs(@) Cest une fonction croissante de ¢ si divs(a) > 0,
décroissante si divy(a) < 0 et constante si divy(a) = 0.

w1 (t)

a1

Az/)\l
) puisque a; et A; sont non nuls. On a donc x5(t) = 0,(z1(t)) avec

ILC 1) xo(t) = a2<

z Az /A1
Ou(z) = a9 <a1) .
2) a) Ou(z) = 2 Oy (z) = 222 et Oasp(z) = %
b) Bulr) = 5. 0(x) = 5 ot flayo(a) = on.
2 9
¢) Oa(z) = 0p(x) = *et9a+b( )=

ILD 1) L'équation z4(t) = Az2(t) avec la condition initiale 2(0) = ap a pour solution x5 (t) = age.

En reportant dans la premiere équation on obtient 2 (t) = Az1(t) + pase* qui s’écrit encore en
multipliant par e=*: (e"*x1(¢))’ = paz. On en déduit avec la condition initiale z1(0) = a;:
e Mz (t) = ay + past donc z1(t) = (ay + past)et

On a obtenu: u,(t) = ((a1 + pagt)e*, azert).

det(ua(t), up(t)) = ((a1 + past)by — as(by + pbat))e* = det(a, b)e!dvs(@) puisque div(r) =
tr(A) = 2.



2) Si A a un polyndéme caractéristique scindé sur R, elle est soit diagonalisable et donc semblable
a la matrice du I1.B, soit non diagonalisable et semblable a la matrice triangulaire du I1.D.1. Si
P est la matrice de passage on peut écrire u,(t) = Pv,(t) et de méme uy(t) = Pup(t). L’égalité
det (v, (t),vp(t)) = det(vq(0), v5(0))et V(@) donne det (uq (t), up(t)) = det(P) det (v, (t), vp(t)) =
det(P) det(v4(0), v(0))et4vs (@) = det(uq(0), uy(0))etdivs (@),

3) Si le polynome caractéristique de A n’est pas scindé sur R, c’est que A possede deux valeurs
propres complexes non réelles A} et Ao = \;. A est semblable & la matrice diagonale A’ =
diag(A1, A2) avec une matrice de passage complexe P. On peut donc appliquer la formule
obtenue au I1.B.2 & la matrice A’ puis avec les mémes calculs qu’au I1.D.2 : det(uq(t), up(t)) =
det(P) det(va(t), vp(t)) = det(P)det(v,(0),vp(0))e!MVs(@) = det(uy(0),up(0))etdvs (@) puisque
A+ A =tr(A) = tr(A) = divs(a).

Partie III

III.A Comme f est de classe C?, f} 'est aussi et on peut lui appliquer le théoreme de Schwarz: fijr(x) =

III.B

Dijfr(x) = Djifi(z) = fjik(z).

1) Puisque Jy(x) est antisymétrique on a pour tout couple (i,7): D;fi(z) = —D;f;(x) donc:
fijk(x) = DiDj fr(v) = —=D;Dy f(x) = —fi x ().

2) Sion permute les deux premiers indices dans f; j («) on ne change rien alors que si on permute
les deux derniers indices, f; ;x(z) devient f; . ;(x) = —fijx(z). On en déduit: f;;x(z) =
i (@) = = frij(@) = frji(®) = fini(@) = =fiin(@) = —fijr(z).
fijr(@) = = fij1(x) entraine que f;;,(x) = 0.

3) Les dérivées partielles de D, f(z) par rapport a toutes les variables z; étant nulles, D; fi (x)
est une constante que 1'on peut noter Ay ;. La matrice J¢(z) = A est donc constante. A est
antisymétrique puisque Jy(x) lest.

Posons g(z) = f(z) — Az. Pour tout couple (4, k), D;gr(x) = Ak ; — A, ; = 0 donc la fonction
g est constante. On a bien montré que f(x) = Az + b avec A antisymétrique.

4) On vient de montrer que si Jy(x) est antisymétrique pour tout x alors on a f(z) = Az + B
avec A antisymétrique. Réciproquement, si f(z) = Az + B avec A antisymétrique, on déduit
par le LA que Jy(x) = A est antisymétrique pour tout x.

II.C Si pour tout i on a fi(x) = D;g(x) avec g de classe C?, f est de classe C! et vérifie D f;(z) =

t— fr (tSU)

On en déduit que D;g(x Z
k:l

D;,g9(xz) =D, jg(xz) = D;f;(z) par le théoreme de Schwarz. Jy(z) est donc une matrice symétrique
pour tout x.

Réciproquement supposons que Jy(x) soit une matrice symétrique pour tout x. Définissons g(z) =

n

1
Z Ty / fr(tz)dt. Pour montrer que g est de classe C' montrons d’abord que I’application définie
k=1 0

1
par h(x;) = / fr(tx)dt est de classe C1. Les hypotheses du théoreme de Leibniz sont vérifiées
0

puisque:

0
5 (tz) = tD; fr(tx) sont continues et intégrables sur [0, 1]
€T

x; — tD; fx(tz) est continue

Puisque (z;,t) — tD; fi(tx) est continue sur le compact [a, b] x [0, 1] on a pour z; € [a,b] et t € [0,1]:
[tD; fr.(tz)| < M intégrable sur [O 1]

1 n 1
/ fr(tx)dt) = /0 fi(tx)dt + sz/o tD; fr(tz)dt =
k=1

/ (fl (tx) +t Z 2Dy fi(tx) > dt puisque J¢(x) est une matrice symétrique pour tout . Puique la
0

dérivée de t — tf;(tx) est égale & f;(tx)+t Z xx Dy fi(tz) on déduit que D;g(z) = [tf;(tx)]§ = fi(x).

k=1

Enfin g est bien de classe C? puisque f est de classe C.



IV.A

1)

Partie IV
Puisque J¢(z) est orthogonale elle vérifie *.J¢J¢ = I,, donc pour tout couple (4, 7):

ZD fp(@)D; fp(x) = §; ;. En dérivant par rapport a xj on obtient:

0= ZDk ifp(@)Dj fp(z) + ZD fp(2)Dg j fp(z) ou encore i ; = — ;. Sion échange le

premler et le troisieme 1nd1ce on change le signe.

Comme f est de classe C?, le théoreme de Schwarz donne: oy ix = ;. On a donc bien
) »Js sRsJ

Qik,j = Qijk = —Ok,j-

Puisque o 1,; = —ax ;,5, une permutation circulaire sur les indices change le signe. On a donc
Qjk = —0 ki = Qkij; = —; k. Onabien a; ;r =0 pour tout triplet (4, j, k).
Puisque o j = 0, le vecteur D . f(x) est orthogonal & toutes les colonnes D, f(x) de la matrice

Jy(xz). Comme cette matrice est orthogonale, ses colonnes forment une base orthonormale
de R”. on en déduit que D;;f(x) = 0, pour tout j. Par suite, Dy f(x) est constant, donc
J¢(x) = A est constante et est orthogonale. Le méme calcul qu’au III.B.3 donne f(z) = Az+0.

IV.B On vient de montrer que si (P) alors f(x) = Az + b avec A orthogonale. Réciproquement, si

Iv.C

f(=)

= Az + b avec A orthogonale, on déduit avec le I.A que Jy(x) = A qui est orthogonale. Il y a

donc bien équivalence.

1)

Supposons (P) ou encore f(x) = Az + b avec A orthogonale et soit g une fonction de classe
C?. Calculons Agof( ).

0 dg 0 dg -
g(Az +b) 99 (Aw+b)A,, (Az +b) (Az +b) g
9z, 9\ AT+ Z v  om (axj + ) kzaxkaxj T+ o)A,

-1 .7
On a donc Agey(z ZZZAﬂA’” (Aerb)
i=1 j=1k=1
n 829 .
Puis Agor(x Z 8xk8x (Az + b) ;Aj’iAk’i = Z F2r0; (Ax + b)d; , puisque A est

n

orthogonale. On a donc Ay s(x Z A +b) =Ag(f(z)) = (Ay) o f(z).

Réciproquement supposons (Q): pour toute fonction g de classe C2, Agor = (Ag)o f.
Prenons d’abord ¢ définie par g(z) = z;.

Onagof=/fiet Ay=0dou Ay =Ag0 f=0.

Prenons ensuite h définie par h( )=uax;. Onaho f = ff; et Ay =20;;.

L 02 f; 6fi of; 02 f;
Ensuite: Apoy = Ay, p, = Z oz 2 (fifj) = Z ( 5[5+ 83%87‘%; +fi 33:{ :
ofi 0
Donc Apof(x) = )+ 2 Z 83;31 8;:2 () + fi(x)Ay, ().

Comme Ay, = Ay, = 0 on obtient Apop(z) = 2 Z g;:; SJZ (x) = Ap(f(z)) = 26, 5.

Cela signifie que la matrice Jy(z) est orthogonale. On a donc bien montré ’équivalence entre

(P) et (Q).



