Centrale -Supélec PC 2011 MATHEMATIQUE 1

Partie I: intervention de séries entiéres

I.Toute fonction développable en série entiére est C° sur l'intervalle ouvert de convergence et on peut y déribver la série
entiére termes a termes.

Wk e N, fP(0) = klay

1.B
U n X gngn
I.B 1)Si f existe sur |-6,0[: Vn € N | a,, = n—? =T et donc f(x) = UZO = e,

On a une série enticre de rayon de convergence R = 400 . La fonction trouvée est solution sur tout intervalle | — 4, 4]

[f (@) =]

“+oo “+o0
, _ N (CDPEp)la? 2vp _ 1 _
IB 2)Idem: f(z) = Z —_— = Z(—a: )P = T a2 vee R =1, on prend ¢ €]0, 1].

| 2
= (2p)! = T
1
=13
(2n)lz™
I.CLa solution éventuelle est la somme de la série entiére Z
n!
n=0
2n! 2n)1x™
mais i =(2n).2n—-1)---(n+1)>n.(n—1)---1 donc ‘(n)'x > n!|z|" tend vers +o0o pour x # 0 .
n! n

La série convergence uniquement en 0 et on ne peut donc trouver de § > 0.

\il n’existe pas de fonction développable en série entiere telle que Vk € N, f(®) = (2/<:)!\

Partie II: le théoréme de Borel

II.A
IL A 1)
a)Sur |0,1[ g est C* (I'exposant est C° car fraction rationnelle & dénominateur non nul et exp est C* sur R ).

On fait une récurrence sur p :

1 1
— 0 0 — — — 3 A
e p=0:Vze€)0,1], ¢V (x)=g(x)= @@ = 150 exp (:c(:c — 1)> donc Qo(z) = 1 qui est un polynoéme.

e Supposons la formule vraie au rang p — 1 : il existe un polynéme @Q,_1 tel que

Qp—1(x)exp (ﬁ)
(z(z —1))2—2

vz €]0,1[, g (z) =

on peut dériver le quotient et :

' lQél(x) e (g ) + oa o) (xf;_‘ll))Q e (o 1))] (o(z — 1))~

9P (@) = (g7 ) (@) = ——5=
ey Qe (-5 ) 1 - Dt - 0 - 1) )

En simplifiant par (z(x — 1))2p_4

Q) (2)(z(z —1))? = (22 — D)Qp-1(x) — (20 — 2)Qp—1(x)(22 — 1)(z(z — 1)) exp < : >
(a(e = 1)) (-1

g% (z) =

On obtient bien :

YR )71 C) e
g( )(1') - ($($— 1))2;{)6 « )
avec
Qu(@) = (x(@ —1)° Q) (2) — (22 — 1 [(2p — 2)a(z — 1) + 1] Q1 (x)

c’est bien un polynéme par dérivation , somme et produit de polyndmes.



b)Montrons par récurrence sur p que @, est de degré 3p — 2 si p > 1.
e p=1parcalcul Q1(z) =1—2z deg(@1) =1=3x1-2.

e Supposons @Q,_1 de degré 3p —5: Qp—1 = A\p_12°P "2 + R_y avec d°(Rp—1) < 3p—5et A\p_1 #0
par théorémes sur le degré d’une somme et d’un produit : d°(Q,) = max (4 + d°(Qp—1) — 1,3+ d°(Qp-1)) < 3p — 2.
danger : le degré d’une somme est inférieur au maz des degrés. A priori il n’est pas égal.

Cherchons le coefficient de z°?~2 dans Q,
A =0Bp =51 —22p—2)Ap_1=(-p—1) A1 #0

Les termes de plus haut degré ne se simplifient pas

Vp>1,d°(Qp) =3p—2|

¢) au choix :

e Une procédure itérative sera:

Q:=proc(n)
local E;
E:=1;

for p from 1 to n do

diff (E,X)*K 2% (X-1) " 2- (24X-1) #Ex ((24p=2) #Xx (X-1)+1) ;
E:=sort(expand(%));

od;
E.

)

end;
e ou la méme avec un tableau en prenant E[p-1] et E[p]

e Une procédure récursive sera

Q:=proc(n)
local E;

if n=0
then E:=1

else E:=Q(n-1);
diff (E,X)*X 2% (X-1) "2-(2%X-1) *Ex ((2*n-2) *X* (X-1)+1) ;

sort(expand(%));
fi;
end;
e avec la définition on peut écrire ( mais ce sera sans doute refuser car le sujet semble autorisé la dérivée premiére et pas
la dérivée k-éme)
Q:=n-> exp(-1/X/(X-1))*X"(2*n)*(1-X) ~ (2*n)*diff (exp(1/X/(X-1),X$n);



. 1 ) 1
alim| — ) =lm| — ) = —00.
ot \z(z—1) 1- \z(x —1)
1
Donc en 07 comme en 1~ V’expression . ¢%GD est du type u?Pe”" en —oo , donc tend vers 0

(z(x —1))%
Comme @, est un polynéme @, admet donc une limite finie en 0 et en 1 .Par produit des limites

VpeN, 1(1)2119(17)(:3) = 1%1_119(1)) (z) =0

Il est évident que la restriction de g est C™° sur | — 00, 0] et sur [1,+00[ et que toutes les dérivées y sont nulles.

en particulier g®(07) = g?(1*) =0

On a déja prouvé que la restriction de g était C* sur |0, 1|

En 0% g est dérivable a tout ordre est ¢» (07) =0

On utilise par récurrence le théoréme de prolongement de la dérivée :

— g(o) est bien continue en 07 car l(i)r+n(g) =0=g(0)

— la restriction de g & [0, 1] est continue , C' sur ]0,1[ et ¢ admet une limite (nulle) en 07 . Donc g est C* sur [0,1]
et ¢(07)=0

— Si on suppose que la restriction de g a [0, 1] est CP~! et que g(p_l)(0+) = 0 alors le théoréme s’applique a g(p_l) et
donc la restriction de g est CP et ¢»(0%) =0

e méme chose en 1~
e en 0 et en 1 : les dérivées a gauche sont égales aux dérivées a droite , donc g est C™ en ces points.
Enfin il est évident que g est nulle en dehors du segment [0, 1]

q W

IL.B
ILB 1)

e La fonction g est C* sur R .Elle y admet une primitive G C* sur R;.

G(1) - Gz —1)

Vo € R, h(z) = G = G(0)

Le dénominateur est non nul : sur ]0,1[, G'(z) = g(z) > 0. Et donc G est strictement croissante sur [0, 1] et G(1) > G(0).

G et x — x — 1 étant C° sur R, par composition :

iz <1 1 <0 r ,0] , G’ 0 donc h'(x) —Gl—1) 0 et h est constante avec
° _ — = = = = V
siz <1,x < 0, or su ,0] g G - G0)
G(1) - G()
h(1) = =1
W=am—ao
1) -G(1
e demémesiz>2 ,z—1>1etdonc h/(x) =0 et h est constante avec h(2) = gg& — ZEO; =0

Ve <1,h(x)=1,Voe>2h(z)=0




1I.B 2)
a) ¢ est C° sur R par composition et produit de fonctions C*°

On vérifie sans probléme par récurrence simple évidente que (h(2x))(p) = 2Ph(P)(22) et (h(—?:c))(p) = (=2)" hP)(—22).
¢ est un produit qui se dérive par la formule de Leibniz: Vn € N,Vx € R,

n n

(M) (p) — LLAPNA NE) (9 (k) — T\ ok (k) 2)(—2\—kp(n=k) (_o.
o) = 3 ()2 a2 < 32 (2t a2 e -2
_ oS (M) Lk =R (_9g
2 k_0<k)( 1" F 38 (22) B () (—24)

Pourn>1onak>0oun—k>0,etdonc comme h est constante sur | — co, 1[ A¥)(0) = 0 ou A" (0) = 0

90(")(0) —on i: (Z) (_1)n—kh(k) (O)h(n—k) (0)=0

k=0

¥n e N*, ¢ (0) =0

e ( est pair.

Pour > 1, 2z > 2 et h(2z) = 0 d’ou p(z) = 0.

Sizel0,1/2] 22 <1let -2z <1donc p(z)=11=1

siz€[1/2,1], 2z € [1,2] et —2z € [-2,—1] , p(z) = h(2z) , donc ¢ (z) = 261(1)9(_22(0) <0.

© est décroissante sur [1/2, 1].

x 0 1/2 1 +00
o) |1 |este=11]1 N | 0| Cste=0

Ap = max <max (‘cp“ﬂ)) existe

 k=0.p—1 \[~1,1]

I1.C

IL.C 1)
a) Pour n > 1 g, est le produit et le composée de fonctions C* sur R. Elle est donc C* sur R.

Mn €N, g, € C° (R, R)

n

1
b) Si |z| > 5 |B,2z| > 1,et donc g, (z) = e (B,x) = 0. (car ¢ est nulle en dehors de [—1,1] )
H.CQ)nGN,anNavecj<n

a)

e Par récurrence simple (go(ﬁnx))(p) = B (B8,x)

nn—1)---(n—p+1)z" P =
® _ ( )l ) (n —p)!

nlsip=n

Osip>n

e Par dérivation d’un mondme (z")



e Par la formule de Leibniz en remarquant que j <n donc j —i <mn .

J

@) = Y (‘7) ()™ (&™) 07"

=0

R AT AN
= Z(Z.)ﬁn‘ﬂ (ﬁnx)m

=0

b)Siz=0, "I est toujours nul car j < n et donc n— j +1i > 0.

151]<n g( —O‘

.

e Si|z| > 1/8,, la fonction g, est nulle au voisinage de z. g% (z) =0

1 . )
e de méme si & = — , comme g est C | g (z) = ¢\ (zF) = 0 car g est nulle a droite de z.

Bn

e de mémeen x = ——
n

d) Si|8,z] <1,0n a

(i)(ﬂnm)‘ <\, —<1lona:

avec les majorations :|z| < — S A T
—j+i

\ung;”(x)\Suni(jf)(ﬁnm(l/ﬂ it o Z() (18"

i=0
Comme 3, >1,etn—7j>1, "7 >4, et donc (1/8,)" 7 < ﬂi
] J j J .
a9 @)] < un (Z>A (1/B,) = (undn (1/8,)) ( > =
i=0 i=0

et enfin on utilise j < n ( donc j < n — 1 dans les entiers) et 3, > 4" |uy| A\,

: Wy 1 1
g (@) < M2 5 = 5

; 1
19 @) < 5o

I1.C 3)La formule de Leibniz s’applique encore pour j > n :

e si j = n on isole le premier terme ¢ = 0 pour avoir (:E")(") =n!

n

> (7) teluan® @)

=0

s
2

—~
8

~
Il

soit six =0

g8 (0) =(0)+ ) 0=1

n—1 i
z "5 oD (B
o (5, )+;(i)5ns@ e



e si j > n on sépare les trois cas du calcul de (x")(i) rj—i<n,j—i=netj—i>n
. J j . i)
@ = 3 (1) laan® @O
i=0
xn7j+7l

- G-n) (8 ¢ ’ "M\gi (g pF T
= >0+ Ba)+ Y (Jw (Bu®) =57y

i=j—n+1
soit si x = 0 , comme toutes les dérivées en 0 de ¢ sont nulles :
9 (0) =™ (0)+ Y 0=0
95(0) = 8jn
I1.C 4)0 est définie comme la somme d’une série de fonctions C*° . d’aprés les questions I1.C.2.c) et I11.C.2.d on a pour tout

ungr(ij)(w)’ < eI Comme S

x réel et pour n > j ( & partir du rang j )

est indépendant de x et comme la série

1 .
Z i1 converge , la série Z ungﬁf )(a:) converge normalement pour tout j . d’aprés le théoréme de dérivation d’une série
de fonctions o est C™ sur R et vérifie

+oo
o(0) = Zungg)(O) = ZO + ujgéj)(()) =u;
n=0 j#En

Nj EN, oW :uj‘

remarque : comme 3, >1,[-1/8,,1/8,] C [-1,1] , donc pour tout n g, est nulle en dehors de [—1,1] et donc o est nulle
en dehors de [—1,1] .

e e W

Partie III: un autre élément de W

IIT.A
IITI.A.1)On peut remarquer que fj est paire et que
i 1 —x + a
e Size€ [O,G'O]a fO(x) = 72(1'+(10—Z'+a0—2x) = 720
2a5 a2

1
) SixZao,fo(x):ﬁ(x—i-ao—&-m—ao—%):o.
0

[2[> a0 = fo(z) =0

La fonction x +— |z| étant continue sur R. fy est somme et composée de fonctions continues donc

fo cC" R, R

IILA.2)
a) par parité I'étude sur R suffit
— 1
¢ Sia e Duaollfo)] = |~ < o
ao ap

1
e Siz > ay, |f0(9:)|:0§a— ( car ag > 0)
0
b) f est k lipschitzienne sur R si et seulement si V(z,y) € R?, |f(z) — f(y)| < klz — y|.

1 1
e Sur [0,a0] fo est dérivable de dérivée —; . D’apres I'inégalité des accroissement finis |fo(z) — fo(y)| < —lz — yl.
o 4o

e Sur [ag, +oof , [fo(2) — fo(y)| =0 < =z —yl.

)
ol



1

e Si0<z<ag<y:|fo(z)—foly)l <l|fo(z)—folao)l+]folao) = fo(y)| < — (a0 —2)+—

1 1
P (y*ao)—;%(yfl’)-— ;%|x*y|

Swo
)
S|

e Si0<y<ag<uz: idem par symétrie.
1
fo est — lipschitzienne sur R™ donc aussi sur R~
g
e Siz <0ety<O0lerésultat est vrai par parité.

o Sia <0<y fole) ~ o)l < of@) — o) +11o(0) ~ olw)| < 5 lal + 5y = Sy~ a).= mle—y
0 0 0 0

. .
fo est a—g lipschitzienne sur R

I11.B
IIL. B. 1) fo continue sur R et admet donc sur R une primitive F de classe C ! sur R. Par combinaison linéaire et composition
fulw) = Fo(z+a1) — Fo(x — aq)

est C' sur R et
2a1

folx +a1) — folz —ai)
2&1

fi(z) =

—x+ay x+ai
f1 est paire car : fi(—z) = / fo(t)dt = / fo(—u)du = fi(x) en posant u = —t et en utilisant la parité de fy
x

—Tr—ail —a]
x+ay
II. B. 2)Siz > ag+ a1, x —ay > ap donc [x — a1,z + a1] C [ag, +oo| , fi(x) = / 0.dt =0
par parité : -

[z[ > a0 + a1 = fi(z) =0

III. B. 3)Les bornes de I'intégrale sont toujours dans le bon sens (car a; > 0 ) donc :

x+aqy x+ai 1 1
|fi(@)] < / |fo(t)]dt < 7/ *dt
2ay| ao

1
Comme f est — lipschitzienne) : :
a,

0
1 1 1
Vz € R, |fi(z)| = 5~ |fo(z + a1) — folz —a1)| < *7|2a1|_7
2(11 2 ap
. A .o 1 1 , 1
Comme la suite des a,, est décroissante positive: - < —— ,et donc |fj(z)| <
ag G169 aiag

1
Remarque : on peut avoir le résultat plus simplement en majorant|fo| par —. Mais cela ne suffiraz pas pour la qustion
ag

sutvante;
IIL. B. 4)
On utilise de nouveau I'inégalité des accroissements finis pour f; de classe C :ainsi que la premiére inégalité ci dessus.

1
V(z,y) € R?, [fi(z) — fi(y)] < S [fille =yl < —le -yl
T,y 0

T
f1 est — lipschitzienne sur R
ag

III.C
II1.C 1)Par récurrence.

o foest COet fi est CF

F.1(z+a,) — Fi_1(x—ap)l
2a.,

e Si f,_1 est C"!, une primitive F,,_; est C™ donc f,(z) = est aussi C"

fn € C" (R,R]

En dérivant la relation précédente :
fn—l(m + an) - fn—l(x - an)
2a,

ful@) =

comme pour fi le changement de variable © = —t montre que f, est paire.



II1.C.2)Par récurrence

o fo(z) est nulle si x| > ap , fi(x) est nulle si |z| > ag + a3

n—1

e On suppose f,—1 nulle si |z| > Zak
k=0
n n-l ztay
— Six > Zak = an, x4+ ay] C [Z ag, +oo[ donc f,(x) = / 0dt =0
k=0 k=0 T—an

n
— par parité le résultat est vrai si x < — Z ak
k=0

Si |z > ax, folz) =0

k=0

II1.C.3)majoration de f, : par récurrence

1
e |fo| et |f1]| sont majorés par —
ao

) 1
e On suppose |f,—1| majoré par —.Comme les bornes sont dans le bon sens :
ao

1 [%ton 1 1 1
< — < — — ==
@)l < 5 - / it < 5 (2an )

r—a, n agp ap

1
Vn € N, sup (|fn]) < —
R ag

III.C.3)majoration de f,(Lp) : par récurrence sur n : H, : Vp < n , sup <‘f§f’)
R

1
)gi
aoal...ap

e la propriété est vrai pourn =0et n =1
e On la suppose vrai au rang n — 1 .

— D’apreés la dérivation de f,, pour p € [[0,n — 1]]:

£ @+ an) — fP ) (@ — an)

(p) ‘ _
19 @) .
On majore par l'inégalité des accroissement finis :
1 1
$9)| < - (ansup (1)) £ — L
2a, g apai -+ - ap

—etpour p=mn:

1 1 1
< —. =
Ap Qo Ap—1 ag - Qp

0@+ an) — £ (@ — ay)
2a,

_ 2sup (7))
- 2a,

@)=

I11.C.4): La majoration précédente de |f;| ne suffit pas . Mais pour p = 1 la relation précédente donne
fn—l D )
fr est

1 . . 2
et par le méme type de récurrence : sup (| f,|) < — Et donc par les accroissements finis ag
a

/ 1
)| < g (20sun (

lipschitzienne

0
II1.C.5)On utilise une intégrale double (cf figure) , en faisant attention aux domaines ou les fonctions sont non nulles.



n n n
e f, est nulle en dehors de [ Z ak, Z akl et S > Zak (série a termes positifs) donc :
=0 k=0 k=0

S k=00 T+an
/an(gc)dx = / , G (/ fnl(t)dt> dx
— — —o 0k n x

—an

.
1
4,/A%ﬁHmmx

n n
\ , _— > a <z <y a : - .
ou A est un parallélogramme ayant les équations — — . mais on peut retirer & A les deux petits
r—a, <t<z+a,

n—1 n
triangles t < — Z ap et t > Z ar ou la fonctions f,_1 est nulle.

k=0 k=0

n—1 n—1
— <t <
L’intégrale sur A a donc la méme valeur que 'intégrale sur le parallélogramme (plus petit) A’ d’équations : kZ_O a S tS kZ_O @
t—a, <z<t+a,
et donc : )
S S0 ak t+an, ¢
/ fn(x)dx :/ </ fn—l( )dit> dt
—-S — ZZ;& ar t—an 2a”ﬂ
—1(2
Dans l'intégrale intérieure la fonction f"Tl() ne dépend pas de la variable d’intégration = donc
an
§ ZZ;(} o fn—l (t) tan ZZ;(} “ §
/’hmmz/ ( / dﬁﬁ:/ hAWﬁ:/j@ﬁW
-s - >nZs ak 20 Ji—q, - >nl ak -S

La suite des intégrales est constante et

S ag ag ap __ —a2/2 2
/ fo(t)dt = ﬁ@ﬁ:2/ h@ﬁ=2/ a0, o002+ _
-S —ao 0 0

2 2
g ap

S
WEN,/ Falt)dt =1
-S

II1. D

III.D.1)L’étude de k,, = f, — fn—1 est la méthode usuelle d’étude d’une suite par la série des différences.
a) Avec la notation du III.C F,,_; est une primitive de f,_1 on a

Fo1(z+an) — Foo1(z—ap)
2a,

kn(2) = fu(z) = faa(x) = —Fy (@)

ce qui permet d’utiliser la formule de Taylor Lagrange pour n —1 > 1. F,_1(z+h) = F,_1(x) + hF,_;(x) + R,_1(h) avec
2

h
|R,—1(h)] < 1 sup (|F”,]) qui existe d’apres II1.C.3 : sup (|F”,,_1|) = sup (|f,'L_1D < Et donc :

apay

kn(z) = Fooa(z) + anFy i (2) + Rn1(an) ;afnl(ff) tanky i (x) = Ruoi(—an) F'_(z)

R, (an) — Ry (an—l)
2a,

On majore en valeur absolue:

a2 1
‘k”(l‘” < nagar __ @L < an 12
2a, 2 apgaq 2 ag
an 1
Vn > 2., |k, < ==
n22 @)l < G

J’ai besoin de la dérivée de f,_1 . j’ai donc besoin de n —1 > 1 . Je n'ai pas répondu exactement & la question posée .
(erreur de texte ?) De toute fagon pour la convergence normale il suffit de majorer a partir d’un certain rang.



On peut aussi utiliser que f,_1 est k—lipschitzienne , mais il me manque un coefficient 2 :
Comme F,,_; est C! Pégalité des accroissement fini donne :

Fo 1(z+a,) — F_1(z — a,) — 2a, F!

n—1

() = 2a,F)

n—1

(c) — 2a,F),

n_1(x) avec ¢ € [z — an, T + ay)

donc comme F),_; = f,_1 est k—lipschitzienne :

|Fn,1(x +an) — Fo_1(x — ap) — 2a,F),

1 (z )} < 2ank|c — x| < 2ankay,
et donc |k, (2)| < ayn.k

1
b)pour n > 2, 22an> est une suite majorante , indépendante de x et telle que Z 55 an converge
ap ag

’La série E k., converge normalement sur R‘

I11.D.2)

—+oo

a)La série Z fn — fn—1 converge donc la suite (f,,) converge et Z fn — fno1=lm (f,) — fo soit s = w — fo
n=0

w = s+ [

b)Par passage a la limite dans II.C.3) : |f,(z)| < 1/ap on obtient [w(z)[ < 1/aqd

w(z) - wiy)| < e~y
Q 8

1
c¢) Par passage a la limite dans II.C.4) : |f,(z) — fn(v)] < ?\m —yl.on a:
0

d) Pour |z| > S, on a |z| > S, et donc f,(z) = 0. donc par passage a la limite : 2] > S = w(z) =0
I11.D.3)

a) On a d’apres I11.C.5 : / fa(t)dt = 1.

On veut passer a la limite d’oul : théoréme de convergence dominée:

e Vn € N: f, est continue sur [—S, S|
e la suite (f,,) converge simplement vers w.

e w est continue sur [—S, 5] car lipschitzienne.

1
e On a domination car pour tous (z,n) |f,(x)| < —, fonction continue sur [—S, S].
ao

[ SS w(t)dt = 1

b) La fonction w n’est donc pas nulle sur R.
III.D.4)
a) Pour n > 2 et x réel on peut écrire:

f'n—l(l' + an) - fn—l(x - an)

2a,

ki (2) = fr(2) = fra(2) = — [ (@)

le méme calcul qu’a la question précédente en remplacant Fj,_; par f,_1 donne pour n >3 : :

2 99
‘k;({ﬁ” < a’nsup(|f n71|) _ a‘l 1

2a, 2 apaias

On a donc pour

n > 3, sup|k’|§a7
2@0&1@2

et donc comme E a, converge , on a par majoration (séries & termes positifs) E k!, qui converge normalement.

10



+oo

b) Z(f’n _fn—l) :hm(f’ﬂ) _fl = w_fl

n=2

+oo
w= kot fi
n=2

c) théoréme de dérivation termes a termes : La série Z k, est une série convergente de fonctions C*(pour n > 2) telle que

—+o0

la série Z k! converge normalement sur R. . La somme de la série est de classe C L sur R. Comme w = Z k. + f1 est donc

n=2
C' comme somme de deux fonctions C'.

A A AN
d)On peut dériver termes & termes la série et donc exprimer w’ comme une limite:

400

w(2) = S (al@) = foa(@) + fl@) = T fiz).

1

L 1 o @) <
Au II1.C.3) pour p = 1 on avait |f; (x)] < —— .11 suffit de passer a la limite anay
apai

III.D.5)Idem en décalant les indices :k,, est C? pour n > p+1 et

(p—1) =Dy
P (@) = 19 () — £P () = foci (wtan) = il (@ —an) ® (1)

2a,

pourn>p—+2::

(p+1)
fnp—l D _an 1

a? sup (
<

KD ()

2a., 2 ag- - apapy1

“+o0 +oo
d’ou la convergence normale de Z kﬁlp) . Donc la classe C), de Z kn. Or w = Z kn + fp-

n n=p+1 n=p+1

La dérivation termes a termes de la série donne w'® = 11>r£1_ ( f,(lp)> et donc par passage a la limite )w(p)‘ <
n— o0

On a bien montrer que w € W .
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