d’aprA”s CCP

Correction DM 3

Avertissement : Il subsiste certainement quelques coquilles...

Probleme

Partie 1 : convergence de séries par transfo d’Abel

1. Soitn € N*.
Sp = Zakbk = aobo +Zak By — By—1) = agbo +Zak3k - Z%Bk 1.
k=0 k=1 k=1 k=1
Dans la derniére somme, on effectue le changement d’indice j = k — 1.
n—1 n—1
Sn = aobo + ZakBk - Z a;+1B; = aoby + Z ag — ag41)By + an B, — a1 By
k=1 j=0 k=1
n—1 n—1
=aobo + Y _ (ar — ax11)Bi — (a0 — a1) Bo + anBn — arbo = ¥ _ (ax — ax41)Bx + an By
k=0 k=0

2. (a) Par théoréme, la suite (a,,) étant convergente, la série Z ar — a1 est également convergente (c’est méme une CNS).

k>0
(b) Vérifions que la suite (S,,) des sommes partielles est convergente.
n—1
D’apres la question précédente, Vn € N*| S,, = Z (a — ak+1)Brk + anBy,.
k=0

Le second terme (a,, B,,) tend vers 0 car produit d’une suite convergente vers 0 et d’une suite bornée.

Le premier terme est une somme partielle de la série de TG (ar — ag+1) X By.

Notons M > 0 un majorant de la suite (|B,]).

Alors Vk € N, |(ax — ag+1)Bi| < |ar — ak41] X M = (ap, — ag4+1) x M car (ay) est une suite décroissante.
Ainsi, (ag — ag1)By est dominée par une le TG d’une série absolument convergente.

Donc (aj, — ag41) X By est lui méme le TG d’une série AC ce qui termine la démonstration de cette question.

(c) e Soit (ag)ren une suite décroissante de limite nulle. Alors Z (—1)"ay, est une série convergente.
k>0

o Il suffit d’appliquer le résultat de la question précédente apres avoir justifié que la suite (B,,) = (Z (—1)k> est une suite

k=0
bornée.

OnaVn e N, B, € {1,0} donc Vn € N,|B,,| < 1 ce assure bien le résultat demandé.

3. (a) e On demande de calculer la somme des termes d’une suite géométrique de raison €. Notons que, par hypothese, ¢*? # 1.

n inb inb/2 N\ o .
e Par théoreme, Z ekt — ¢f 1z _ ¢if & /2 (=2i) sin(n6/2) = ei(nﬂ)‘)/QM

Pt 1—e® 7 ¢i9/2 (—24)sin(0/2) sin(0/2)

» einH
(b) e Lorsque o > 1, la série de TG —— est absolument convergente donc convergente.
n
e Lorsque o < 0, le module du terme général ne tend pas vers 0 donc la série est grossierement divergente.
e Soita €0, 1].
On va montrer que la série est convergente par application du résultat de la question 2b2.
Notons tout de méme que le fait que la série commence a n = 1 a la place de n = 0 n’a pas d’incidence.

La suite (1/n) est clairement décroissante et tend vers 0.
n

P

k=

D’apres la question précédente, Vn € N* donc la suite des sommes partielles qui va bien est bornée.

- \sm 9/2)\

Conclusion : la série est convergente.
inx
4. Soit x € R. Posons z,, = ——=.
nl/2
Lorsque = € R\ 27Z, la question précédente assure la convergence de la série de TG z, et le rappel de I’énoncé assure la convergence

de la série de TG Im (z,,) = M

NG



Lorsque z € 27Z, u,,(x) = 0 ce qui est bien le TG d’une série convergente.
Conclusion : cette série de fonction converge simplement sur R.

Partie 2 : convergence uniforme de séries

5. (a
(b)
6. (a)
(b)

e On montre que la suite (a,, F},) cvu vers la fonction nulle sur A.
Vz € A, |a,F,(2)| < |an| x M et cette majoration par une suite (indépendante de z) qui tend vers 0 assure que (a,, Fy,) cvu
vers 0 sur A.

e Notons comme précédemment, que Vk € N, |ay, — ag4+1| = ar — ar+1 par décroissance de (ay,).
Ainsi, Vz € A, |(ag — art1)Fn(2)| < (ar — agy1) X M et cette majoration par le TG d’une série convergente (car la suite

(ar,) est convergente) indépendant de z assure que la série de fonction Z (ar — ag4+1)F) converge normalement sur A.
k>0
Il est connu qu’une somme de suites de fonctions qui convergent uniformément définit une suite de fonction qui converge
uniformément.

Ainsi, (a,, Fy,) cvu sur A et (Z af — Qk41) Fk> cvu sur A (d’apres ce qui précede).

k=0
n

Donc la somme converge uniformément sur A et cette somme est la suite (Z ag fk> d’apres la tranformation d’ Abel.
k=0

Ainsi, la série E ay fr cvu sur A.

e On factorise 1 — e** par e**/2 pour obtenir le résultat souhaité.
e La suite (1/4/n) est décroissante et de limite nulle.

Soit a € )0, .
Soit z € [a, 27 — a]. Notons tout de suite que €'* # 1 carx € R\ 27Z.

n n ) n ) . 2 1 1
Alors Vn € N*, Z sin(kz)| = {Im Z et )| < Z ethr| = |sin(nz/2)] < =

— — — |sin(z/2)] — [sin(z/2)|  sin(|z|/2)
Or x € [a,2m — a] donc (z/2) € [a/2, 7 — a/2].

Par hypothese sur a, 0 < a/2 < 7/2 < 7 — a/2 < w donc les variations de la fonction sin donnent 0 < sin(a/2) =
sin(m — a/2) < sin(z/2) = |sin(x/2)|.

Conclusion : Vn € N*Vz € [a, 27 — E sin(kx)| < W ce qui assure le caractere uniformément borné de la série
n(a

de fonctions qui va bien.

kx
Ainsi, d’apres les questions précédentes, la série de fonctions Z in(kz) converge uniformément sur le segment [a, 27 — a).

k>1 f

e Les fonctions étant continues sur R par les théoremes généraux, la convergence uniforme assure la continuité de la limite sur
le domaine de convergence. Ainsi, U est continue sur tous les segments [a, 27 — a] pour a € |0, 7].
Donc U est continue sur la réunion de ces segments qui forme I’intervalle |0, 27 tout entier.

n

D’apres les énoncés précédents, il suffit de démontrer que la suite des sommes partielles Z sin(kx) sin(px) est uniformément

k=1
bornée sur [0, 7].
D’apres les calculs précédents, Vz € 10, 7], A, (z) = Zsin(kx) sin(px)| = sin(na/2) sin(pr)
p p J s An by = pr) = sin(z/2)

k=1
Pour 2 € 0, 7], on a d’aprés 1’énoncé, 0 < — < sin(z/2) ce qui, par décroissance de la fonction inverse sur ]0, +oo[ donne
™
< 1 < T
sin(x/2)
Ainsi, Vn € N*,Vz €0, 7], A, (x) <
x
Or, il est bien connu que |sin(t)| < |¢| pour tout ¢ réel.
x
Donc Vn € N*,Vz €10, 7], A, (z) < plelm = p.
x
Cette inégalité est encore valable pour z = 0 car la somme est nulle.

| sin(pa)|m

Ainsi, la somme partielle qui va bien est uniformément bornée. De plus, (1/4/n) est décroissante de limite nulle donc Z vp ()
n>0
cvu sur [0, 7).



Exercice

On étudie la suite In = fol tf(t)dt

(a)

(b)

(©)

Soit f une fonction réelle continue sur [0,1]. Montrer que lim I, =0
n—oo

. . 1 - .
[ est continue donc bornée sur [0,1] et |I,| < || f|loo [y t"dt = |Lﬂ'_1 . Donc nlgrolo I, =0
I

Soit f une fonction réelle de classe ! sur [0,1] telle que f(1) # 0. Montrer que I,, ~ Tl) lorsque n tend vers 400 .

n+171
On fait une intégration par parties : fot " f(t)dt = {f (;)il }0 - n%rl 01 t"+1 £/ (t)dt. Comme f’ est continue sur [0, 1],0n obtient
1
AeY)

dnouveau : lim "t f'(t)dt = 0, donc : lim nl, = f(1) et comme f(1) est non nul, I, est équivalent a £ lorsque n
n—-+oo 0 n—oo

tend vers +oo.

Soit f une fonction réelle de classe ©2 sur [0,1]. Trouver des réels a et b de telle sorte que, pour n tendant vers 1 infini on ait
L=+ 5 +o(k)
n n

n

(Indication : pour 2) et 3)) faire des IPP.)

On fait une nouvelle intégration par parties et on trouve [,, = {1% = +];/)((172 2t w +1)1(n 72) fol tnt2 f”/(t)dt.
Le dernier terme est un o (- ) puisque f” est continue et i(—ﬂ =1(1-1+0(2)), % = L 4 5 (L). Finale-

ment:I, = ¢ + -5 +0(%)aveca = f/(1)etb=—f'(1) — f7(1).



