LYCEE KERICHEN, PC Préparation a ’oral

PREPARATION ORAL PC 2015

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES,NORMES

Exercice 1 (Mazime Breton) Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties non vides de E.
1. (a) Rappeler la caractérisation de I’adhérence d’un ensemble & I’aide des suites.
(b) Montrer que A C B= A C B.

2. Montrer que AUB =AU B
Remarque : Une réponse sans utiliser les suites est aussi acceptée.

3. (a) Montrer que AN B C AN B.

(b) Montrer a I’aide d’un exemple que 'autre inclusion n’est pas forcément vérifiée (on pourra prendre E = R).

Exercice 2  Celia Boltzer
Soit E un espace vectoriel normé. Soit A une partie non vide de E.
On note A I'adhérence de A.

1. Donner la caractérisation séquentielle de A.

2. Prouver que, si A est convexe, alors A est convexe.

Exercice 3 Marion Heurté

—_

1. Prouver que V(z,y) € R?, 22 +y? — 2y > — (22 + ¢?).

[\

2. Soient « € Ret f: R?2 — R
4
Y .
—_— 0,0
(2.1) B st (z,y) # (0,0)

« si (z,y) = (0,0).

(a) Quel est le domaine de définition de f?
Déterminer o pour que f soit continue sur R2.

(b) Justifier existence et calculer or et of sur R?\ {(0,0)}.
ox dy
. . of of
(c) Justifier I'existence et donner la valeur de a—x(O, 0) et a—y(O, 0).

d) f est-elle de classe C' sur R??
(

Exercice 4  (Baptiste le Goff)  On travaille dans I’espace R® rapporté a un repére orthonormal direct. Soit S
la surface d’équation xyz = 1.

1. Déterminer le gradient de f: (z,y,2) — xyz — 1.
2. Déterminer une équation du plan tangent a S en My = (xo, Yo, 20)-
3. Déterminer et tracer les courbes intersections avec le plan z = k

4. Déterminer le projeté orthogonal de l'origine O sur le plan tangent & S passant par (1, %, 2).

Exercice 5 (Pauline Lesongeur )  Trouver les extrema de f : (x,y) — 3zy — 2° — y® sur R,

Exercice 6 (Antoine Guilleuz) Résoudre %(z, y)fan%J;(z, y) =0, otta > 0 (On pourra faire le changement

de variables v = ax + y,v = ax — y, en montrant d’abord qu’il est bijectif).

Exercice 7 Vincent Larreur

1. Résoudre sur R? I’équation aux dérivées partielles %(m,y) + %(gc, y) = 0 (On pourra faire le changement de
variablesu =z +y,v=x —y
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2. Résoudre de fagon plus générale :I’équation aux dérivées partielles %(m, y)+ ag—i(x, y) =0 ou a est un réel. On
étudiera successivement les cas a =0 et a # 0

. . . . . . T . . .0 o) —
Exercice 8 Juliette Parisot Résoudre I’équation aux dérivées partielles sur = > 0 : xa—i(x,y) + ya—i(x,y) =
v/22 + 42 en passant en coordonnées polaires.

ICNA

1
Exercice 9  Thibault Michel On note I, , = / tP(1 —¢t)9dt (p,q € N).
0

1. Calculer I, ;. (On pourra chercher une relation entre I, 4 et I, 11 4—1 si ¢ est non nul.

2. Etudier la série Z Inp-

3. Rayon de convergence de la série entiére E In .

Exercice 10 (Lise Abiven ) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et f € L(FE) vérifiant
£2 = —1dg.

1. Montrer que f est bijectif et n’admet pas de valeur propre (réelle).

2. En déduire que FE est de dimension paire.

3. Soit u € E, non nul. Montrer que Vect (u, f(u)) est un plan stable par u.
4

. On suppose ici que n = 4. Montrer qu’il existe u,v € E tel que (u, f(u),v, f(v)) est une base de E. Donner la
matrice de f dans cette base.

o

Généraliser a n quelconque.

6. Donner un exemple de tels endomorphismes en dimension 2.

ISUP, actuariat Dauphine

Exercice 11  (Gabriel Le Doudic)  Soit I'application N : (z,y) € R? — sup |z + ty|. Montrer que N est une
te[0,1]
norme de R? et tracer sa boule unité.

Exercice 12 (Antoine Guilleuz) Soit E un espace euclidien de dimension n et (eq, . .., €,) une famille de vecteurs
n
de E telle que, pour tout = € E, ||z||* = Z(ei|x>2. Montrer que e = (e, ..., e,) est une base orthonormée de E.
i=1
Exercice 13 (Maiwenn Graindorge) Soit u: P € K, [X] — P(X +1) — P(X).
1. Montrer que u est un endomorphisme de K,,[X]
2. Déterminer 'image et le noyau de u.

3. Trouver une base dans laquelle la matrice de u a tous ses coefficients nuls sauf les coefficients d’indices (i,7 + 1)
qui valent 1.

ENSSAT Lannion

Exercice 14 (Elsa Briqueleur) Soit E un espace euclidien orienté de dimension3 et e = (e1, ez, e3) une base

orthonormale de E. Soit F' = Vect (e; + es + e3,e1 — e2). Déterminer la matrice dans e du projecteur orthogonal sur
F.

Exercice 15 (Juliette Parisot)

1. Montrer que les séries Z 2" cos(nx) et Z 2" sin(nx) convergent pour tout x €] — 1, 1] et calculer leur somme.

2. Montrer que la fonction g : z €] — 1, 1[— Arctan est définie et dérivable sur | — 1,1[. Calculer ¢'(x).

1—=zcosz
+oo s
3. Montrer que Vx €] — 1,1], g(x) = Z — sin(nz).
n

n=1
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Exercice 16 Marion MiklazSoit A une matrice réelle. Montrer que rg(A) = rg(*AA)

Exercice 17  Magime Breton Existence et calcul de [ \/%””\;‘71’_% Arcsin £l dz .

Exercice 18 Clement Vary Soit (P,) une suite de fonctions polynomes réelles convergeant uniformément vers une
fonction f sur R

Montrer que la suite P, 1 — P, converge uniformément vers la fonction nulle.

En déduire qu’a partir d’un certain rang (P,) est un polynome constant.

Que peut-on dire de la fonction f 7.

Exercice 19 (Célia Le Troquer) Soit a € R. Pour n € N*, on définit la fonction f, par f,(x) = n%x?e=2ne,
1. A z fixe, déterminer la limite de (f,(z)) quand n tend vers +oc.

2. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur R, ?

3. Donner les intervalles sur lesquels la suite (f,,) converge uniformément pour tout a.

2
4. Calculer la limite quand n tend vers +oo de / fn(z)da.
1

2 ~+o0
5. Peut-on appliquer la méme méthode pour étudier la limite de / fu(x)dz? de / fn(z)dz? Quelle méthode
0 1

pourrait-on utiliser sinon ?

Exercice 20 (Guwladys Kervella) Soit I’équation différentielle ( E ) : 3 + sin(z)y = sin(2z).
1. Trouver les solutions.

2. On considére la solution vérifiant en outre y(0) = 0. Montrer que y est 2r-périodique.

Exercice 21  Soit u un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien E. Montrer que Im(u)* = ker(u)

3 0 1
Exercice 22  (Steffen Morvan) Soit A= 0 4 0 | € M3(R).
1 0 3

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Déterminer les sous-espaces propres de A.

3. Soit w une solution du systéme différentiel w’(t) = Aw(t), a valeurs dans M3 1 (R). Etudier (les variations de) la
fonction ¢ € R~ [|w(t)||?, out || - || représente la norme euclidienne canonique. Montrer que la courbe d’équation
X = w(t) appartient a une surface que 'on précisera.

Minettes

1
t—1
Exercice 23  (Baptiste Le Goff) Pour quelles valeurs de = € R l'intégrale / ﬁtl dt existe-t-elle 7 La calculer.
0 n

(On pourra utiliser une fonction définie par une intégrale)
Exercice 24 (Mazime Quemeneur) Que dire des matrices nilpotentes diagonalisables 7

Exercice 25 (Marion Miklaz) Pour n € Net z € R, on pose f,(x) = nze "*. Etudier la convergence simple et
uniforme de (f,),cy sur R, sur RT, et sur les intervalles de la forme [a, +-00[ avec a > 0.

Exercice 26 (Marion Heurté)

3
1. Montrer que Ro[X]| muni de (P,Q) — > P(i)Q(¢) est un espace vectoriel euclidien
i=1

2. Trouver une base orthonormée

Tt /1 1
Exercice 27 (Matthieu Nicolas-Le Pré )  On considére S(z) = ( e ) pour x € |—1,400]
=i\n n+z

1. Montrer que S est définie et continue.
2. Etudier les variations de S.
3. Calculer S(z + 1) — S(z).
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4. Trouver un équivalent de S(x) en —171.

T =

5. Montrer que Vn € N, S(n) = >
k=1

6. Trouver un équivalent de S en +o0.

1 1 1 1
. . . 1 1+a 1 1 . S R
Exercice 28 (Maelle Galliou) Soit M = 1 1 146 1 € My4(R). Discuter de I'inversibilité de
1 1 1 1+4+c¢
M en fonction de a, b, ¢ et calculer 'inverse de M quand c’est possible.
1
Exercice 29 (Clément Vary) Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 2%y + 47—z —vy) (g + %) Rechercher

les extrema locaux. Les extrema trouvés sont-ils globaux ?
tTL

V1+t2

1
Exercice 30 (Gautier Scaerou) Pour n € N, on pose a,, = / dt. Calculer le rayon de convergence et
0

la somme de la série entiére E apx”.

Exercice 31  (Awel Hiverlet) Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle n et f un endomorphisme
diagonalisable de E de spectre {—1,2}.

1. Montrer qu'il existe (a,b) € R? tel que f2 =af + bldg

2. Exprimer la trace et le déterminant de f en fonction de dim(ker(f + Idg) et n.

3. Exprimer f"(n € N) comme combinaison linéaires de f et Idg.

. Déterminer les projecteurs appartenant & Vect(Idg, f). Quelle est leur image et leur noyau ?

Exercice 32 (Azliz) Soit a €] —1,1] et, pour n € N, la fonction f,, définie par f,(x) = oz sin(nz).
arsinx

1. Montrer que la série Z fn converge simplement sur R et que sa somme est définie par S(z) = 15 L
—2acosx +a

2. Montrer que / S(z)dz = wln(1 + a).
0

1

%22+ mn?3+---+1n’n
donner un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oco. b)Quelle est la nature de la série de terme général wu,, 7 ¢)Quel

Exercice 33 (Vincent) Soit u, = . a)En encadrant le dénominateur par une intégrale,

est le rayon de convergence de la série E Upz™?

Exercice 34 (Jules Bertic ) Soit A € M,(R), de colonnes Cy,1 < k < n, et B € M,(R), de colonne
Dy, 1 < k< n,avec Dy = Z C;. Relier det(B) a det(A).

ik
Exercice 35 (Justine Roué Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et f € L(F) tel que f™ =

et f"1 # 0. Quel est le rang de f? Quelle est la trace de f ?(Indication : on considére z € E tel que f"~1)(z) # 0.
Montrer que (z, f(z),---, f*~Y(z) est une base de E.

3

. L. L " sin® x
Exercice 36 () Nature de la série de terme général u,, = /

da?

Exercice 37 () Soitae€Ret ¢:PeR,[X]— (X —-1)P +aP(1).
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme.
2. Rechercher les vecteurs et valeurs propres de ¢. Etudier la diagonalisabilité de ¢.

3. Pour n = 2, donner la matrice de ¢ dans la base canonique.

1
1+t
1. Montrer que (I,), oy converge et donner sa limite /.

1
Exercice 38 () Soit In:/ dt.
0

2. (Hors oral) Trouver un équivalent de I,, quand n tend vers +oo.

Exercice 39 ()
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1. Montrer que, pour toute fonction f :]0, +o0o[— R, de classe C!, et pour tout n € N*,

n+1 n+1
[ rwa=sm+ [ - osmar

2. Etudier la nature de la série Z St \/ﬁ
n
Exercice 40 () Soit ag,...,a, € R, distincts. Montrer I’existence d’une constante ¢ € R telle que
1 n
VP € R,[X], / P(t) dt’ <O |P(ay)|.
0

k=0

Exercice 41 () Soit une suite (a,),y convergeant vers 0 telle que Z ap, diverge. Quel est le rayon de conver-

gence de la série entiére E anz™?

Exercice 42 () Soit A= ( ? 2 )

1. Diagonaliser A.
2. Soit M € My(R) tel que M2+ M = A. Montrer que Sp (M) C {1, 2,2, —3}. Montrer que M est diagonalisable.
Reésoudre.
. . . In ‘xQ - 1|
Exercice 43 () Etude et tracé de la fonction x — ———.
T

Exercice 44 () Soit n un entier naturel non nul. Soit A € M, (R) telle que A*> = A + 61,,. Calculer det(A).

CCP

1

Exercice 45 () Résoudre ’équation différentielle ' + YT T

Exercice 46 ()
1. Soit f : R,41[X] — R[X] 'application linéaire définie par f(P) = P(X + 1) — P(X). Noyau et image ?
2. Soit g : R[X] — R[X] I'application linéaire définie par g(P) = P(X + 1) — P(X). Montrer que g est surjective.

Exercice 47 () Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 3 et f € L(E).

1. On suppose ici que le polynéme caractéristique de f (noté x) est scindé sur R. Montrer que f admet un plan
stable.

2. On suppose ici que x s n’est pas scindé et on note P = (X —a)?+b? un facteur irréductible de x 7 (a,b € R, b # 0).
On note A la matrice de f dans une base de référence notée e.

(a) Montrer I'existence de Z € M,, 1(C), Z # 0, tel que AZ = (a +1ib)Z.
(b) En déduire que f admet un plan stable.

1 -1 1 0
3. On suppose que A vaut é (1) 8 L Calculer x¢ et en déduire que E est la somme directe de deux
0 0 1 0

plans stables.

Exercice 48 () On définit la suite de fonctions sur R par Vn € N, Vo € R, f,(z) = sin" z cos z.
1. Etudier la convergence simple de la suite (fn),,cx-

2. Etudier la convergence uniforme de (f,),,cy-

Exercice 49 () Soit E un K-espace de dimension finie n et f,g € L(E) tels que fog— go f = f. On souhaite
montrer de trois facons que f est nilpotent.

1. Montrer Vk € N, f¥og—go f* = kf*.
2. A I'aide de I'endomorphisme u € L(E) + uo g — g o u, montrer que f est nilpotent.
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3. Montrer VP € K[X], P(f)og—go P(f) = fo P'(f). En déduire & nouveau que f est nilpotent.
4. Ici, K=C.

(a) Montrer Yk € N*, Tr (f*) = 0.

(b) Soit p le nombre de valeurs propres distinctes de f. Montrer que p vaut 1.

(c) En déduire que f est nilpotent.

Exercice 50 () Soit a €]0,+o00[, I =] —a,al et f: I? — I une fonction de classe C1. on suppose 'existence
0 0
d'une constante K € [0, 1] telle que V(z,y) € 12, ;(m,y)‘ + a—f(gc, y)‘ < K.
T Y

1. Soit (z,y), (2',y") € I?. En utilisant la fonction ¢ : t € [0,1] — f(tz + (1 — t)2’,ty + (1 — t)y’), montrer que
|f(z,y) = f(@',y)] < Kmax (|lz — 2’|, [y — /]).

2. Soit une suite (u, ),y définie par ug,us € I et ¥n € N, upyo = f(Uny1,un).
(a) On pose a, = max (|upt2 — Un+1|, [Unt1 — uy|). Etudier la décroissance de (an),,cy-
(b) Montrer que Vn € N, a2 < Kay,.

(c) En étudiant la série Z(Unﬂ — Uy, ), montrer que la suite (u,), .y converge.

Exercice 51 () Soit u 'endomorphisme de R,,[X] défini par w(P) = P(1 — X).
1. Calculer u o u. En déduire les valeurs propres de u. Que dire de u?
2. Soit f : R — R vérifiant, pour tout € R, f(z) = f(1 — z). Que dire de la courbe représentative de f?
3. Trouver les sous-espaces propres associés aux valeurs propres de u. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Exercice 52 () Soit £ = C%([0,1],R). Pour f,g € E, on pose (f|g) = /0 (F®)g(t)+ f(t)g'(t)) dt.

1. Montrer que (:|-) est un produit scalaire de E.
2. Soit F={f€E, f(0)=f(1)=0}et G={f€E, f'=f}
(a) Montrer que F et G sont orthogonaux.
(b) Montrer que £ = F & G.
Exercice 53 () Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(F). On suppose qu’il existe P € K[X],

annulateur de f, et vérifiant P(0) = 0 et P’(0) # 0. Montrer que Im f et ker f sont supplémentaires dans E. Que
devient le résultat si E est de dimension infinie ?

Exercice 54 ()

1

1. Trouver le rayon de convergence R de la série entiére de terme général sin (f) ",
n

2. Etudier la série en z = +R.

—+oo
1 .
3. Soit S(z) = nz;l sin <\/ﬁ> 2", Etudier la continuité de S (variable réelle).
4. Montrer que la limite lorsque = tend vers 1~ de (1 — z)S(z) est égale a 0.

Exercice 55 () Soit a,b € R et pour z € R, le déterminant D(z) de la matrice de M,,(R) dont les coefficients
diagonaux valent x, ceux au-dessus de la diagonale x — a, et les autres = — b.

1. Montrer que D est une fonction polynoéme de degré au plus 1.

2. Calculer D(x) en fonction de a,b et x.

Exercice 56 () Soit deux suites complexes (a,), oy €t (bn), oy et la série de fonctions Z Up, OU ug(x) = ap et,
pour n = 1, u,(z) = a, cos(nx) + b, sin(nzx).
1. Montrer l'existence d'une unique suite complexe (c,), o, telle que Vo € R, u,(z) = c ™ +c_ne”
Montrer que Z a, et Z b, convergent absolument si et seulement si Z ¢, et Z c_n convergent absolument.
2. Montrer que |[uy||, = |cn| + [c—n]-
Montrer que Zun converge normalement sur R si et seulement si Z ayn €t Z b,, converge absolument.

Exercice 57 () Onnote E le R-espace vectoriel de fonctions continues de [0, 1] dans R, muni de la norme

nx

1
de la convergence uniforme, et A I'ensemble des f € F vérifiant f(0) =0 et / f(z)dz > 1.
0

(a) Montrer que A est une partie fermée de E.
(b) Montrer que, pour tout f € A, [|f| . = 1.
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